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Vorwort 


Der  wichtigste  Zweig  der  mathematischen  Wissenschaft  ist  ohne 
Zweifel  der,  welcher  die  Möglichkeit  ausnutzt,  die  Zahlen  beliebig  zu- 
nehmen oder  abnehmen  zu  lassen  und  mit  Bezug  auf  die  zwischen 
ihnen  stattfindenden  Relationen  ein  System  analytischer  Verfahrungs- 
weisen  auf  baut,  die  für  die  Erforschung  der  geometrischen,  sowie  der 
mannigfachsten  Naturerscheinungen  so  nutzbringeiid  sind.  Es  ist  das 
die  sogenannte  Infinitesimalrechnung.  Sie  soll  in  diesem  Buche, 
welches  zunächst  für  meine  Schüler  bestimmt  war,  in  elementarer 
Weise  entwickelt  werden  auf  der  sicheren  Grundlage  der  alge- 
braischen Analysis,  deren  Hauptlehren  ich  hier  auseinandersetze. 
Ich  nehme  dabei  auch  Rücksicht  auf  den  (parallellaufenden)  Kursus 
der  analytischen  Geometrie.  Über  die  Prinzipien,  auf  die  ich  bei 
meinem  Unterricht  nicht  so  viel  Gewicht  lege  wie  auf  die  Anwen- 
döDgen,  kann  sich  der  Leser,  der  es  wünscht,  in  ausgezeichneten 
Werken,  wie  denen  von  Lipschitz,  Dini,  Hermite,  Weber,  Stolz, 
'lenoechi,  Peano,  Tannery,  Jordan,  d'Arcais,  Arzelä  u.  s.  w. 
eingehender  unterrichten.  Ich  führe  ihn  hier  schnell  und  sicher  zu 
einer  großen  Ernte  analytischer  und  geometrischer  Tatsachen. 

Dem  Herrn  Verleger  B.  G.  Teubner  bin  ich  sehr  dankbar  für 
seine  fiir  mich  sehr  schmeichelhafte  Aufforderung,  die  Übersetzung 
meines  Buches  zu  gestatten.  Zugleich  fühle  ich  die  Yerpiiichtung, 
meinem  verehrten  Kollegen  an  der  Universität  Greif swald,  Professor 
0.  Kowalewski,  öffentlich  den  lebhaftesten  Dank  auszusprechen  für 
die  bewundernswürdige  Art,  in  der  er  diese  Übersetzung  ausgeführt  hat. 
Ifh  verspreche  mir,  daß  seine  und  meine  Bemühungen  ihren  Lohn  in 
^üier  guten  Au&ahme  des  Buches  bei  der  mathematischen  Jugend 
Deutschlands  finden  werden,  für  die  allein  das  Buch  bestimmt  ist. 
Wir  bieten  es  ihr  dar  als  eine  Sammlung  von  Übungsaufgaben* im 
Kdimen  einer  (wenn  auch  nicht  erschöpfenden)  Darstellung  der  wich- 
^^ff^  Teile  der  algebraischen  Analysis  und  der  Infinitesimalrechnung. 

Universität  Neapel,  1902.  E    C    i 
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Theorie  der  Determinanten.  Lineare  nnd  quadratische  Formen. 


Theorie  der  Determinanten. 

Die  Substitutionen. 

1.    In  der  elementaren  Algebra^)  werden  die  Permutationen 
behandelt,  die  man  mit  n  Elementen  bilden  kann,  und  man  beweist 
dort,  daß   ihre  Anzahl  gleich  n\y   d.  h.  gleich   dem  Produkt  der  n 
ersten  ganzen  Zahlen  ist.    Eine  yon  ihnen,  die  beliebig  gewählt  ist, 
verde  im  Unterschied  zu  allen  andern  als  die  Hauptpermutation 
bezeichnete    Wenn  zwei  Elemente  in  einer  beliebigen  Permutation  in 
umgekehrter  Reihenfolge  wie  in  der  Hauptpermutation  stehen,  so  sagt 
man,  daß  sie  eine  Inversion  büden.    Am  größten  ist  die  Zahl  der 
luTersionen   bei   der   inyersen  Permutation,  welche   man   erhält, 
wenn  man  die  Hauptpermntation  umgekehrt  schreibt.   In  diesem  Falle 
liefert  in  der  Tat  jedes  Paar  Ton  Elementen  eine  Inversion:  die  Ge- 
wantiaihl  der  Inversionen  ist  ^n(n—  1).    Um  die  Zahl  der  Inversionen 
in  einer  beUebigen  Permutation  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  nach- 
nmhlen,  wie  viele  Inversionen  jedes  Element  mit  den  darauffolgenden 
bQdei^  und  alle  so  erhaltenen  Zahlen  zu  summieren.    Wir  werden  uns 
künftig  die  Elemente  durch  die  n  ersten  ganzen  Zahlen  dargestellt 
denken  und  1  2  3  ...  n  als  Hauptpermutation  annehmen.    Alsdann 
ist  die  Zahl  der  Inversionen,  zu  welchen  ein  Element  Yeranlassimg 
gibt,  ^eich  der  Anzahl  der  kleineren  Elemente,  welche  in  der  be~ 
trachteten  Permutation  auf  dasselbe  folgen.    Eine  Permutation  heißt 
Ton  der  ersten  Elasse  oder  gerade,  wenn  die  Zahl  ihrer  Inversionen 
gerade  ist,  und  von  der  zweiten  Klasse  oder  ungerade  in  dem  ent- 
gegengesetzten Falle.    So  ist  z.  B.  die  Permutation  465187293  gerade, 
weil  sie  3  +  4  +  3  +  3  +  2+1,  d.  h.  16  Inversionen  aufweist. 

1)  Vgl.  Baltser,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  24. 

Cesftroi,  Analytia.  1 


2  I,  1.    Theorie  der  Determinaiiten.  §§  2—4 

2«  Wenn  eine  Permutation  in  zwei  Teile  zerlegt  ist^  so  ist  es 
mit  Rücksicht  auf  spatere  Anwendungen  nützlich  nach  der  Anzahl 
der  Inversionen  zu  fragen,  welche  die  Elemente  des  ersten  Teils  mit 
denen  des  zweiten  bilden.  Sind  t^,  i^,  t,,  . . .,  i^  die  Elemente  der 
ersten  Teilpermutation,  in  aufsteigender  Reihe  geordnet,  so  kann  i^ 
nur  mit  1,  2,  3  . . .,  i^  —  1  Inversionen  bilden.  Von  diesen  Elementen 
sind  aber  diejenigen  auszuschließen,  welche  nicht  der  zweiten  Teil- 
permutation angehören,  also  i^,  i^,  . .  .,  i^_^.  Mithin  ist  die  Ariy^lil 
der  von  i^  herrührenden  Inversionen 

und  demnach  die  Gesamtzahl  der  Inversionen,  welche  die  Elemente 
der  ersten  Teilpermutation  mit  denen  der  zweiten  bilden, 

(^1  -  1)  +  (ta  -  2)  +  ...  +  (i,  -  v)  =  ii  +  i,  +  ••  •  +  i.  -  i  V  (v  +  1). 

3.  Die  Operation,  durch  welche  man  von  einer  Permutation  zu 
einer  andern  mit  denselben  Elementen  übergeht,  heißt  Substitution. 
Um  einen  solchen  Übei^ang  zu  vollziehen,  ersetze  man  zunächst  irgend 
ein  Element  cc  durch  dasjenige  Element  /3,  welches  in  der  zweiten 
Permutation  denselben  Platz  einnimmt  wie  a  in  der  ersten;  darauf 
lasse  man  an  die  Stelle  von  ß  in  der  ersten  Permutation  ein  Element  y 
treten,  welches  dadurch  an  den  Platz  gelangt,  der  ihm  in  der  zweiten 
Permutation  entspricht,  u.  s.  w.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so 
kommt  man  notwendig  zu  einem  Element  X,  an  dessen  Stelle  a  zu 
setzen  ist.  Diese  Kette  von  Versetzungen  bezeichnet  man  mit  dem 
Symbol  (a  /3  y  . . .  A),  welches  man  einen  Cyklus  nennt.  Wenn 
ein  einziger  Cyklus  nicht  imstande  ist  die  Modifikationen  zu  er- 
schöpfen, welche  nötig  sind,  um  die  gewünschte  Permutation  zu  er- 
halten, so  sucht  man  irgend  ein  andres  Element  a\  welches  noch  nicht 
an  seinem  Platze  steht,  und  es  beginnt  dann  eine  neue  Kette  von 
Versetzungen  (a'  ß'  y\  , .  xy  Fährt  man  so  fort,  bis  alle  Elemente 
erschöpft  sind,  die  nicht  an  ihrer  Stelle  bleiben,  so  hat  man  schließ- 
lich die  betrachtete  Substitution  vollzogen.  Jede  Substitution  läßt 
sich  also  in  folgender  Weise  darstellen: 

(a  ß  y  , . .  k)  (a'  ß'  y\  . .  l')  (cc"  ß"  y"  . . .  A")  . .  . 

« 

Will  man  z.  B.  von  der  Permutation  123456789  zu  der  folgenden 
465187293  übergehen,  so  muß  man  die  Substitution  (14)(726)(3589) 
ausfahren. 

4.  Eine  zirkuläre  Substitution  ist  eine  solche,  die  aus  einem 
einzigen  Cyklus  besteht.  Enthält  der  Cyklus  insbesondere  nur  zwei 
Elemente,  so  wird  die  Substitution  als  eine  Transposition  bezeichnet 
und  besteht  einfach  in  der  Vertauschung  der  beiden  Elemente.  Die 
Wirkimg   einer   zirkulären  Substitution  mit  n   Elementen   läßt   sich 


^  4-.8  Sabstitationen.  3 

dadufch  yenuiBchaulicheii,  daß  man  die  Elemente  gleich  weit  voneinander 
in  einem  bestimmten  Sinne  auf  einem  Kreise  verteilt  und  diesen  dann 
am    den  Mittelpunkt    eine  Drehung   um    den 

Winkel  —    in    entgegengesetztem   Sinne   aus- 
führen laßt  (Fig.  1). 

5.  Jede  Substitution  ist  in  Trans- 
positionen zerlegbar.  In  der  Tat  haben 
wir  gesehen,  daß  jede  beliebige  Substitution 
in  zirkuläre  Substitutionen  zerlegbar  ist,  und 
man  überzeugt  sich  leicht,  daß  jede  einzelne 
von  diesen  ihrerseits  in  Transpositionen  zer- 
legbar  ist;    denn    eine    zirkuläre    Substitution 

mit  den  Elementen  a,  ß,  y^  . . .,  X  ausfuhren  bedeutet  soviel,  als  a  der 
Reihe  nach  mit  den  andern  Elementen  transponieren.  Dies  drückt 
sich  in  der  Formel  aus 

(a  /}  y  . . .  A)  =»  (aß)  (ay)  . . .  (aX). 

6.  Die  Klasse  einer  Permutation  ändert  sich  bei  jeder 
Transposition.  Dieser  Satz  liegt  auf  der  Hand,  wenn  die  beiden 
Elemente,  welche  transponiert  werden,  benachbart  sind.  In  diesem 
FaUe  wird  in  der  Tat  durch  die  Transposition  eine  Inversion  gesbhaffen 
oder  eine  zerstört,  und  die  Gesamtzahl  der  Inversionen  ändert  ihren 
Geradheitscharakter  ^).  Es  wird  also  genügen  zu  zeigen,  daß  jede  Trans- 
position mit  einer  ungeraden^  Anzahl  von  Transpositionen  benachbarter 
Elemente  äquivalent  ist  Wenn  nun  aber  zwischen  a  und  ß  sich 
V  Elemente  befinden,  so  läßt  sich  die  Transposition  (aß)  dadurch  be- 
werkstelligen, daß  man  a  hinter  jedes  dieser  v  Elemente  bringt,  darauf 
c  und  ß  niiteinander  vertauscht  und  endlich  ß  der  Reihe  nach  vor 
jedes  der  v  Elemente  bringt.  Auf  solche  Weise  führt  man  2i/  +  1 
Transpositionen  mit  benachbarten  Elementen  aus,  d.  h.  (aß)  ist  immer 
mit  einer  ungeraden  Anzahl  derartiger  Transpositionen  äquivalent. 

7.  Es  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  es  ebensoviel  gerade  Permu- 
tationen von  n  Elementen  gibt  wie  ungerade.  In  der  Tat, 
wenn  man  in  allen  Permutationen  von  n  Elementen  zwei  bestimmte 
Elemente  transponiert,  so  reproduzieren  sich  die  n!  Permutationen  in 
veränderter  Reihenfolge.  Dabei  verwandeln  sich  aber  die  geraden 
Permutationen  in  ungerade  und  die  ungeraden  in  gerade.  Es  muß 
also  notwendig  die  Zahl  der  einen  gleich  derjenigen  der  andern  sein. 

8.  Aus  §  6  ergibt  sich  auch,  daß  eine  Permutation  bei  Aus- 


1)  Wir  sagen:  „Zwei  Zahlen  haben  denselben  Geradheitscharakter*^,  wenn 
de  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sind. 
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I,  1.    Theorie  der  Determmanten. 


§§  12—1» 


12.  Um  D  zu  berechnen^  können  wir  also  die  zweiten  Indices 
in  aufsteigender  Reihe  ordnen  und 

setzen.    Noch  kürzer  pflegt  man  zu  sclireiben 

D  =^±  «11  Ojj  «88 . . .  a„^ , 

womit  gemeint  ist^  daß  die  ersten  oder  die  zweiten  Indices  auf  alle 
möglichen  Arten  permutiert  werden  sollen^  während  man  dem  Produkt 
sein  Vorzeichen  läßt  oder  ihm  das  entgegengesetzte  erteilt,  je  nach- 
dem die  zugehörige  Permutation  gerade  oder  ungerade  ist.  So  ge- 
hören z.  B.  der  Entwickelung  der  Determinante  die  Glieder 

4n(n-l) 
%  Oj,  088  .  .  .  ^nn>    (—  l)     <^nl  «n-1,2  ^«-2,8  '  "  ^in 

an.  Die  Elemente,  aus  welchen  das  erste  von  diesen  Gliedern  zu- 
sammengesetzt ist,  bezeichnet  man  als  Hauptelemente  oder  als  die 
Elemente  der  Hauptdiagonale;  diejenigen,  aus  welchen  das  z^^eite 
zusammengesetzt  ist,  gehören  der  zweiten  Diagonale  an.  Im 
ganzen  giebt  es  n\  Glieder,  die  eine  Hälfte  mit  dem  Zeichen  -{-,  die 
andere  mit  dem  Zeichen  — ,  wie  sich  ohne  weiteres  aus  dem  in  den 
1,  7  Gesagten  ergiebt. 

13.    Beispiele.     Die  Determinante  zweiter  Ordnung  ist 

h 

=  ad  —  hc. 


a 


In  den  Anwendungen  kommt  man  häufig  in  die  Lage,  Determinanten  von 
der  dritten  Ordnung  betrachten  zu  müssen.  Ihre  Entwickelung  ergibt  sich 
leicht  mit  Hilfe  der  Begel  von  Sarrus:  Man  multipliziere  die  Elemente 
miteinander,  welche  in  den  Ecken  jedes  Dreiecks  in  der  Figur  links  liegen 


Fig.  8. 


Fig.  8. 


und  addiere  die  Produkte  zu  dem  Produkt  der  Hauptelemente.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  die  positiven  Glieder  der  Entwickelung,  wahrend  sich  die 
negativen  Glieder  in  analoger  Weise  aus  der  Figur  rechts  ergeben: 


«  13-16 


Matrices  und  Detenninanten. 


ffi  «s  «8 

&1    6j    ^3 

<1  c,  ^ 


=  ai  6,  Cj  +  Oj  ft,  Cj  +  «8  2>i  ci  —  Oj  5j  q  —  er,  ftj  C3  —  Ol  ^3  c, . 


Man  beweist  dies  durch  die  Bemerkung,  dafi  von  den  Permutationen 
dreier  Elemente  123,  231,  312,  321,  213,  132  die  drei  ersten  gerade, 
die  übrigen  ungerade  sind. 

14.  Ans  der  in  §  11  zn  Grunde  gelegten  Definition  ergeben 
sich  unmittelbar  die  Hanpteigenschaften  der  Determinanten.  Denken 
wir  uns  z.  B.^  die  Yertikalreihen  werden  permntiert  derart^  daß  die 
Determinante  sich  in 


2)'  = 


. . .  a 


i>« 


. . .  a< 


SA 


a. 


i      ^n4 


a. 


nL 


verwandelt.    Nach  dem  in  §  12  Gesagten  erhält  man  die  Entwickelung 
der  neuen  Determinante^  indem  man  die  Summe 


a. 


•    •   • 


a 


*n^n 


über  alle  möglichen  Permutationen  der  ersten  Indices  erstreckt. 
Ebenso  laßt  sich  D  entwickeln^  indem  man  den  zweiten  Indices 
die  Reihenfolge  j\y  jt^  -  *  -y  Jn  ^^üt  und  dann  bloß  die  ersten  Indices 
pennutiert,  so  daß 

d.  L  i)  »  (—  1)'  ly  ist.  Denmach  ändert  eine  mit  parallelen 
Reihen  ausgeführt^  Substitution  den  absoluten  Betrag  der 
Determinante  nicht;  sie  ändert  jedoch  deren  Vorzeichen 
oder  läßt  auch  das  Vorzeichen  ungeändert^  je  nachdem  die 
Substitution  gerade  oder  ungerade  ist.  Im  besonderen  ist  es 
erlaubt  zwei  parallele  Reihen  zu  transponieren,  wenn  man  gleich- 
zeitig das  Vorzeichen  der  Determinante  ändert. 

15«  Eine  andere  bemerkenswerte  Eigenschaft  ist  folgende:  Werden 
alle  Elemente  einer  Reihe  mit  einer  und  derselben  Zahl 
multipliziert;  so  multipliziert  sich  die  Determinante  mit 
dieser  Zahl.  In  der  Tat  enthält  jedes  Glied  der  Entwickelung  ein 
und  nur  ein  Element  von  denen ,  die  mit  Tc  multipliziert  werden,  und 
es  ist  also  klar,  daß  die  ganze  Entwickelung  sich  mit  Tc  multipliziert. 
Insbesondere  bemerke  man  für  Ä:»  — 1,  daß  man  das  Zeichen 
aller  Elemente  einer  Reihe  ändern  darf,  wenn  man  das 
Zeichen  der  Determinante  ändert. 
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Theorie  der  Determinanten.  Lineare  nnd  qnadratisehe  Formen. 


Theorie  der  Determinanten. 

Die  Snbstitiitionen. 

1.  In  der  elementaren  Algebra^)  werden  die  Permntationen 
behandelt^  die  man  mit  n  Elementen  bilden  kann^  und  man  beweist 
dort,  daß  ihre  Anzahl  gleich  n\,  d.  h.  gleich  dem  Produkt  der  n 
ersten  ganzen  Zahlen  ist.  Eine  Ton  ihnen^  die  beliebig  gewählt  ist^ 
werde  im  Unterschied  zu  allen  andern  als  die  Hauptpermutation 
bezeichnet.  Wenn  zwei  Elemente  in  einer  beliebigen  Permutation  in 
umgekehrter  Reihenfolge  wie  in  der  Hauptpermutation  stehen,  so  sagt 
man,  daß  sie  eine  Inyersion  bilden.  Am  größten  ist  die  Zahl  der 
Inyersionen  bei  der  inversen  Permutation,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  Hauptpermutation  umgekehrt  schreibt.  In  diesem  Falle 
liefert  in  der  Tat  jedes  Paar  von  Elementen  eine  Inversion:  die  Ge- 
samtzahl der  Inversionen  ist  ^n(n  —  1).  Um  die  Zahl  der  Inversionen 
ia  einer  beliebigen  Permutation  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  nach- 
zoanhlen,  wie  viele  Inversionen  jedes  Element  mit  den  darauffolgenden 
bildei^  und  aUe  so  erhaltenen  Zahlen  zu  summieren.  Wir  werden  uns 
künftig  die  Elemente  durch  die  n  ersten  ganzen  Zahlen  dargestellt 
denken  und  1  2  3  ...  n  als  Hauptpermutation  annehmen.  Alsdann 
ist  die  Zahl  der  Inversionen,  zu  welchen  ein  Element  Veranlassung 
gibt,  gleich  der  Anzahl  der  kleineren  Elemente,  welche  in  der  be- 
iarachteten  Permutation  auf  dasselbe  folgen.  Eine  Permutation  heißt 
von  der  ersten  Klasse  oder  gerade,  wenn  die  Zahl  ihrer  Inversionen 
gerade  ist^  und  von  der  zweiten  Klasse  oder  ungerade  in  dem  ent- 
gegengesetzten Falle.  So  ist  z.  B.  die  Permutation  465187293  gerade, 
weü  sie  3  +  4  +  3  +  3  +  2+1,  d.  h.  16  Inversionen  aufweist. 

1}  Vgl.  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  24. 


I,  1.    Theorie  der  Determinanten.  §§  2- 


2.  Wenn  eine  Permutation  in  zwei  Teile  zerlegt  ist,  so  ist  es 
mit  Rücksicht  auf  spätere  Anwendungen  nützlich  nach  der  Anzahl 
der  Inversionen  zu  fragen,  welche  die  Elemente  des  ersten  Teils  mit 
denen  des  zweiten  bilden.  Sind  i^j  i^,  i^,  . . .,  i^  die  Elemente  der 
ersten  Teilpermutation,  in  aufsteigender  Reihe  geordnet,  so  kann  i^ 
nur  mit  1,  2,  3  . . .,  if—l  Inversionen  bilden.  Von  diesen  Elementen 
sind  aber  diejenigen  auszuschließen,  welche  nicht  der  zweiten  Teil- 
permutation  angehören,  also  i^,  i^,  . . .,  V-i*  Mithin  ist  die  Anzahl 
der  von  v  herrührenden  Inversionen 

•  i^  —  1  —  (r  —  1)  =  i^  —  r 

und  demnach  die  Gesamt.zahl  der  Inversionen,  welche  die  Elemente 
der  ersten  Teilpermutation  mit  denen  der  zweiten  bUden, 

(ij  —  1)  +  (ij  —  2)  H h  (fv  -  v)  =  h  +  ^  H hiy  —  jv(v+  1). 

3.  Die  Operation,  durch  welche  man  von  einer  Permutation  zu 
einer  andern  mit  denselben  Elementen  übergeht,  heißt  Substitution. 
Um  einen  solchen  Übergang  zu  vollziehen,  ersetze  man  zunächst  irgend 
ein  Element  a  durch  dasjenige  Element  /3,  welches  in  der  zweiten 
Permutation  d^selben  Platz  einnimmt  wie  a  in  der  ersten;  darauf 
lasse  man  an  die  Stelle  von  ß  in  der  ersten  Permutation  ein  Element  y 
treten,  welches  dadurch  an  den  Platz  gelangt,  der  ihm  in  der  zweiten 
Permutation  entspricht,  u.  s.  w.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so 
kommt  man  notwendig  zu  einem  Element  X,  an  dessen  Stelle  a  zu 
setzen  ist.  Diese  Kette  von  Versetzungen  bezeichnet  man  mit  dem 
Symbol  (a  ß  y  . . .  k),  welches  man  einen  Cyklus  nennt.  Wenn 
ein  einziger  Cyklus  nicht  imstande  ist  die  Modifikationen  zu  er- 
schöpfen, welche  nötig  sind,  um  die  gewünschte  Permutation  zu  er- 
halten, so  sucht  man  irgend  ein  andres  Element  a,  welches  noch  nicht 
an  seinem  Platze  steht^  und  es  beginnt  dann  eine  neue  Kette  von 
Versetzungen  («'  /3'  y' . . .  A').  Fährt  man  so  fort,  bis  alle  Elemente 
erschöpft  sind,  die  nicht  an  ihrer  Stelle  bleiben,  so  hat  man  schließ- 
lich die  betrachtete  Substitution  vollzogen.  Jede  Substitution  läßt 
sich  also  in  folgender  Weise  darstellen: 

(a  /J  y  . . .  A)  (a'  /J'  y' . . .  A')  {a"  /J"  y"  .  •  •  X")  .  .  . 

« 

Will  man  z.  B.  von  der  Permutation  123456789  zu  der  folgenden 
465187293  übergehen,  so  muß  man  die  Substitution  (14)(726)(3589) 
ausführen. 

4.  Eine  zirkuläre  Substitution  ist  eine  solche,  die  aus  einem 
einzigen  Cyklus  besteht.  Enthält  der  Cyklus  insbesondere  nur  zwei 
Elemente,  so  wird  die  Substitution  als  eine  Transposition  bezeichnet 
und  besteht  einfach  in  der  Vertauschung  der  beiden  Elemente.  Die 
Wirkimg   einer   zirkulären  Substitution   mit  n   Elementen  läßt   sich 


§§  4—8  Snbsiitationen.  3 

dadcurcli  Teianschaiilicheii,  daß  man  die  Elemente  gleich  weit  voneinander 
hl  einem  bestimmten  Sinne  auf  einem  Kreise  verteilt  und  diesen  dann 
om    den   Mittelpunkt    eine  Drehung   um    den 

Winkel  —    in    entgegengesetztem   Sinne   aus-  ^ — '^N^ 

fahren  läßt  (Fig.  1).  ^  ^^ 

6.  Jede  Substitution  ist  in  Trans- 
positionen zerlegbar.  In  der  Tat  haben 
wir  gesehen^  daß  jede  beliebige  Substitution 
in  Zirkulare  Substitutionen  zerlegbar  ist,  und 
man  überzeugt  sich  leicht,  daß  jede  einzelne 
von  diesen  ihrerseits  in  Transpositionen  zer- 
legbar   ist;    denn    eine    zirkuläre    Substitution 

mit  den  Elementen  a,  ß,  y,  . . ,,  l  ausführen  bedeutet  soviel,  als  a  der 
Reihe  nach  mit  den  andern  Elementen  transponieren.  Dies  drückt 
sich  in  der  Formel  aus 

(a  /J  y  . . .  X)  =  (aß)  (ay)  . . .  (aX). 

6«  Die  Klasse  einer  Permutation  ändert  sich  bei  jeder 
Transposition.  Dieser  Satz  liegt  auf  der  Hand,  wenn  die  beiden 
Elemente,  welche  transponiert  werden,  benachbart  sind.  In  diesem 
FaUe  wird  in  der  Tat  durch  die  Transposition  eine  Inversion  gesbhaffen 
oder  eine  zerstört,  und  die  Gesamtzahl  der  Inversionen  ändert  ihren 
Geradheitscharakter  ^).  Es  wird  also  genügen  zu  zeigen,  daß  jede  Trans- 
position mit  einer  ungeraden^  Anzahl  von  Transpositionen  benachbarter 
Elemente  äquivalent  ist.  Wenn  nun  aber  zwischen  a  imd  ß  sich 
V  Elemente  befinden,  so  läßt  sich  die  Transposition  (aß)  dadurch  be- 
werkstelligen, daß  man  a  hinter  jedes  dieser  v  Elemente  bringt,  darauf 
a  und  ß  nliteinander  vertauscht  und  endlich  ß  der  Reihe  nach  vor 
jedes  der  v  Elemente  bringt.  Auf  solche  Weise  führt  man  2v  +  1 
Transpositionen  mit  benachbarten  Elementen  aus,  d.  h.  (aß)  ist  immer 
mit  einer  ungeraden  Anzahl  derartiger  Transpositionen  äquivalent. 

7.  Es  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  es  ebensoviel  gerade  Permu- 
tationen von  n  Elementen  gibt  wie  ungerade.  In  der  Tat, 
wenn  man  in  allen  Permutationen  von  n  Elementen  zwei  bestimmte 
Elemente  transponiert,  so  reproduzieren  sich  die  n\  Permutationen  in 
veränderter  Reihenfolge.  Dabei  verwandeln  sich  aber  die  geraden 
Permutationen  in  ungerade  und  die  ungeraden  in  gerade.  Es  muß 
also  notwendig  die  Zahl  der  einen  gleich  derjenigen  der  andern  sein. 

8.  Aus  §  6  ergibt  sich  auch,  daß  eine  Permutation  bei  Aus- 


1)  Wir  sagen:  „Zwei  Zahlen  haben  denselben  Geradheitscharakter",  wenn 
sie  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sind. 

1* 
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I,  1.    Theorie  der  Determinanten. 


§§  25—27 


sprechenden  algebraischen  Komplement  a^j  vorkommt  (§  22),  so  dafi 


-  Ä,,.  der  Koeffizient  von  a,.  a^j  und 


ist,  wo  man  i  die  Werte  1,  2,  3,  •  •  •,  n,  außer  r,  und  j  die  näm- 
lichen Werte,  außer  s,  zu  erteilen  hat.  Es  ist  femer  wichtig  zu  be- 
merken, daß  man  a^^  als  das  algebraische  Komplement  von  a^J  he- 
trachten  kann,  aber  nicht  in  2),  sondern  in  a^^. 


Berechnung  der  Determinanten. 

26.  Aus  den  in  den  letzten  beiden  Kapiteln  bewiesenen  Eigen- 
schaften ergeben  sich  Regeln,  welche  eine  gegebene  Determinante 
schnell  zu  berechnen  gestatten.  Indem  man  die  yerschiedenen  Reihen 
mit  passenden  Faktoren  versieht  und  eine  von  den  andern  sub- 
trahiert, läßt  sich  erreichen,  daß  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  Aus- 
nahme eines  einzigen  null  werden.  Alsdann  reduziert  sich  (§  23) 
die  Determinante  auf  das  Produkt  des  nicht  verschwindenden  Elements 
und  seines  algebraischen  Komplements.  Es  ist  auch  nützlich  zu  be- 
merken, daß  sich  die  Determinante,  wenn  alle  auf  der  einen  Seite 
der  Hauptdiagonale  liegenden  Elemente  verschwinden,  auf  das  Produkt 
der  Hauptelemente  reduziert. 

27.  Übungen,     a)  Den  Weii  der  Determinante 


D- 


a' 


2ab       6* 


ac  ad  -f  bc  bd 
c*        2  cd       d? 


kann  man  erhalten,  indem  man  auf  die  zweite  Vertikalreihe  das  Theorem 
des  §  23  anwendet: 

D  -  -  2a6  .  cd  {ad  -  bc)  -f  {ad  -f  bc)  {a^d^  -  5«c»)  -  2cd  •  ab  {ad  -  bc\ 

Mithin  ist 

D^{ad-  bc)  [{ad  +  bcY  -  4^abcd]  «  {ad  -  ftc)*. 

b)  Es  sei  zur  Berechnung  vorgelegt 

a  b  c 
dal 
c  d  0 
b  c  d 

Man    addiere    zur   ersten    Vertikalreihe    alle    andern,    ziehe    den    Faktor 


a 

b 

c 

d 

d 

a 

b 

c 

c 

d 

a 

b 

b 

1 

c 

d 

a 

§  27 


Beredmimg  der  Deierminanien. 
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a  -\-  b  -\-  e  -\-  d  hervor  und  subtrahiere  dann  die  erste  Horizontabreihe  von 
den  folgenden.     Dadurch  erhält  man 

1  b  c  d 


D^(a  +  b  +  c  +  d) 


labe 
1  d  a  b 
1  c  d  a 


^(a  +  b  +  c  +  d) 


a  —  b  5  — c  e  —  d 
d  —  b  a  —  c  b  —  d 
c—'b   d—c   a—d 


Addiert  man  in  der  neuen  Determinante  zu  der  ersten  Yertikalreihe  die 
letzte,  zieht  dann  den  Faktor  a  —  b  '\'  c  —  d  heraus  und  subtrahiert 
endlich  die  letzte  Horizontalreihe  von  der  ersten,  so  wird  die  neue  De- 
terminante 

1    6  —  c    c  ^  d 


(a  —  ft  +  c  —  d) 


^{a-b  +  c-d) 


b  —  d     c  —  a 
a  —  c     b—d 


0  a  —  e    b  —  d 

1  d  —  c    a—d 
Mi^iin  ist 

j)  ^  (a  +  b  +  c  +  d)  {a  -  b  +  c  -  d)  [(a  -  cy  +  (b  -  dy]. 
c)  Wenn  man  in 


D  = 


a  b  c  d 
bade 
c  d  a  b 
d  c  b  a 


zur  ersten  Yertikalreihe  alle  andern  addiert,  so  sieht  man  sofort,  daß  die 
Determinante  D,  welche  offenbar  gleich  einem  Polynom  vierten  Grades  in 
a,  6,  c,  d  ist,  den  Faktor  a  -\-  b  -{•  c  +  d  hat.  Wenn  man  vor  Aus- 
führung der  angegebenen  Operation  die  Vorzeichen  der  Elemente  in  den 
letzten  beiden  Vertikabreihen  und  in  den  letzten  beiden  Horizontalreihen 
umkehrt,  so  erhält  man  den  Faktor  a  +  b  —  e  —  d^  und  in  analoger 
Weise  findet  man  die  Faktoren  a  —  b  +  e  —  d^a  —  b  —  e  +  d.  DaD 
vom  vierten  Grade  ist,  so  kann  es  sich  von  dem  Produkt  dieser  vier 
Faktoren  nur  um  einen  Zahlenfaktor  k  imterscheiden,  dessen  Wert  man 
berechnet,  indem  man  ein  beliebiges  Glied  des  Produktes,  z.  B.  a^,  mit 
dem  entsprechenden  Gliede  von  D  vergleicht,  welches  offenbar  gleich  a^ 
ist,  woraus  sich  Ä; »  1  ergibt.     Mithin  ist 

D^{a  +  b  +  c  +  d)(a  +  b-c-d)(a-b  +  e-d){a-b-c  +  d). 

d)    Als    Vandermondesche    Determinante    bezeichnet    man    die 
Determinante 


D 


1 

ai  a^^  ... 

ai"-* 

1 

a^  a^^  .  .  . 

o»*-* 

1 

«8   «3*   •  •  ■ 

V"' 

1 

ö«  V  •  • 

a-i 
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Man  sieht  sofort,  daß  B  ein  Polynom  vom  Grade 

1  +  2  +  3  +  ..  .  +  (w-l)==  \n{n  -  l)  in  o^,  Oj,  .  .  .,  a„ 

ist.  Wenn  man  a^  =»  a^  annimmt,  so  bekommt  die  Determinante  z^w^ei 
identische  Beihen  und  verschwindet  daher.  Das  genannte  Polynom  besitzt 
also  den  Faktor  a^  —  a^  Betrachtet  man  alle  möglichen  Paare  von 
Indices  ♦  und  ^*,  so  erhält  man  ^»(»— l)  Faktoren  a^  —  a^^  deren 
Produkt  sich  von  D  nur  um  einen  Zahlenfaktor  unterscheiden  kann,  so  daß 

D=.Ä;(ai-aj)(ai~a8)...(ai~aJ(a8-a3)...(a,-aJ...(a,_i-aJ 

ist.  Um  den  Wert  von  k  zu  ermitteln,  genügt  es  zu  bemerken,  daß 
dies  der  Koeffizient  des  Gliedes 


^n-l ^n-2 


.  a. 


«-1 


in    dem  diurch  Multiplikation    erhaltenen  Polynom  ist,    während   dasselbe 
Glied,  wie  man  sieht,  aus  den  in  der  zweiten  Diagonale  von  2>  liegenden 

Elementen  gebildet  werden  kann  und  in  D  als  Koeffizienten  (—  i)»"^"" 

haben  muß.     Mithin  ist  Ä  =»  (--  l)*"         •    Man  pflegt  kurz  zu  schreiben 


r=l 


Es  ist  femer  evident,  daß  man  auch  schreiben  kann 

rssn— 1 


rr=l 


e)  Andere  Determinanten  reduzieren  sich  leicht  auf  die  von  Vander- 
monde.     So  ist  z.  B. 


1*' 

Ay 

«1*  >1*  «1*1 

<h 

\(h) 

Og*   &}*   Oj&g 

=         Oj*  0,«  O,» 

«1 

©■ 

Oj*   *8*   «8*» 

1^' 

AN« 

Ui 

und  die  rechte  Seite  kann  man  sofort  ersetzen  durch 
Ebenso  erhält  man 


sin' er  cos'a  sina  cos  er 
sin'j3  cos'^  sin/3  cos^ 
sin'y    cos'y   siny  cosy 


—  sin  (j3  —  y)  sin  (y  —  a)  sin  (a  —  ^) . 


f)  Mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Divisionen  und  Subtraktionen  von  Reiben 
oder  auch  durch  ein  analoges  Verfahren  wie  dasjenige,  welches  wir  bei  der 


§27 
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Vandermondeschen  Determinante  angewendet  haben,  beweist  man,  daß  die 
Determinante 


den  Wert 


hat. 


g)  Es  sei 


Ol  61 

«1*» 

OjJ,    . 

•  »1*« 

«iftj 

0,6, 

0,6,  . 

■  •  <hK 

«1*» 

•                ■ 

0,6, 

0                         • 

»hh  ■ 

•  ^K 

«1*« 

'hK 

<hK  •• 

■  «.*. 

«1*«  («»*i  -  oi*i)  («»*»  -  «j*j)  •  •  •  K*«-i  -  ««-1»«) 


D  = 


^  CL    X    X   , 

1      * 

>  •  •    X 

X  a^  X 

.  .  .    X 

X  X  a^ 

■    •     •    < 

.  .  .    X 

1         • 

XXX 

•  •  •   «n 

Von  allen  Yertikalreihen  subtrahiere  man  die  letzte.     Dann  kommt 


D  = 


a^—x       0            0 

•    •    •       mT 

0       a^  —  x       0 

•  •  •     •!/ 

0            0       Oj  —  ic 

•  •  •     X 

X      a^  X     a^x      a^ 

...  a^ 

Zieht  man  jetzt  ans  den  Horizontalreihen  die  Faktoren  Oj^  —  x,  a^  —  x^  . 
«,  -  x^  so  sieht  man,  daß  D  das  Produkt  von  (o^  —  x)  (o,  —  a;)  . . .  (0, 
nut  der  Determinante 


•  •  1 


-X) 


X 


1 

0 

0 

•     •     • 

04  —X 

0 

1 

0 

X 

•    •    • 

0 

•            • 

0 

•              t 

1 

>              • 

X 

•    •    • 

Oj,  —X 

•            •           >            • 

- 1 

—  1 

- 1 

«« 

•    •     • 

i^.    Diese  verwandelt  sich,  wenn  man  alle  Horizontalreihen  zu  der  letzten 
addiert,  in 
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1     0  .  .  . 


0     1   ..  . 


X 


ttj  —  X 


X 


O,  —  X 


0     0  .  .  . 


a. 


a. 


4:  + 


X 


X 


w-1 

^  a^  —  x 


Die  unter  den  Hauptelementen  stehenden  Elemente  sind  sämtlich  null, 
und  die  letzte  Determinante  reduziert  sich  daher  auf  das  Produkt  der 
Hauptelemente.     Folglich  ist 


n-l 


2>  =  K-.)(«.-.)...(a.-.)(^  +  2'^) 
^x{a,-x)(a,-x)...  (a,-x){^  +  ^^  +  ^^  +  -  +  ^^y 

h)  Ist  eine  Determinante  D  gegeben,  so  kann  man  leicht  (§17)  die 
Determinante  D(x)  berechnen,  welche  aus  D  entsteht,  indem  man  zu 
allen  Elementen  x  hinzufQgt,  d.  h. 

aii  +  X  «ij  +  a?  ...  öi„  +  a? 

^.  .  Oji  +  a;  o^j  +  o?  ...  Oj^  +  a; 

D{x)== 


ö«l  +  ^    «n2+^    •  ••    ««n+^ 


Die  Determinante,  welche  man  erhält,  wenn  man  nur  die  ersten  Teile 
der  Elemente  nimmt,  ist  D.  Wenn  man  in  der  ersten  Yertikalreihe  nur 
die  zweiten  Teile  der  Elemente  nimmt,  so  findet  man  die  Determinante 


X  a^^  ...  Oi^ 
X  a^  ,  , .  a^^ 


X  a^2   '  •  -   ^nn 


==^(«11  +«21  +  •••  +  ««!) 


Macht  man  dasselbe  ftLr  alle  übrigen  Vertikalreihen,  so  erhält  man  nach 
Addition  das  Produkt  von  x  und  der  Summe  der  algebraischen  Komple- 
mente aller  Elemente  von  D.  Nimmt  man  in  zwei  oder  mehr  Vertikal- 
relhen  die  zweiten  Teile  der  Elemente,  so  erhält  man  Determinanten  mit 
identischen  Yertikalreihen,  die  folglich  null  sind.     Es  ist  denmach 


D(x)  =  D  +  x^a,j. 


Wenn  im  besondem  in  D  alle  Elemente  außer  den  Hauptelementen 
Oj,  02,  .  .  .,  a^  null  sind,  so  ist  die  Determinante  a^J  null  f£b*  i^^J«  i'e- 
duziert  sich  aber  für  i'^^j  auf  das  Produkt  ihrer  eignen  Hauptelemente, 
d.  h.  auf  D  selbst,  dividiert  durch  a^.     Mithin  ist 


§37 
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ar  +  Oi    X 


X 


X 


rc  +  a,  .  . ,  X 


x  +  a. 


arfl,fl,...a,(l  +  j^  +  ^+--+^) 


Man  braaclit  nur  jedes  a^  m  a^  —  x  txl  verwandeln,  um  das  Besnltat  des 
Torigen  Übnngsbeispiels  wiederzufinden. 

i)  In  analoger  Weise  berechnet  man  die  Determinante,  welche  man 
erhält,  wenn  man  x  nur  zu  den  Hauptelementen  von  J)  addiert.  Wenn 
wir  mit  c^  die  Summe  aller  Hauptminoren  v-ter  Ordnung  von  D  be- 
zeichnen, sehen  wir  sofort,  indem  wir  an  Stelle  derjenigen  Elemente  a^^^ 
die  nicht  Hauptelemente  sind,  a^y  +  0  schreiben,  dafi 


«.1 


'«8 


.  .*  a._  +  Ä 


-2>  +  «tf„^i  +  a?*<y„,f  +  •  •  •  +  af  "  *  tfj  +  af 


ist 


j)  Um 


«0+^1         ^1                Ö                Ö 

0 

^1       ^1  +  ^       ^           ö 

0 

Ö                  0,           flj  +  flj           «8 

0 

0                   0                  flj          »8  +  «4    .  .  . 

0 

0 


0 


0 


0 


.  ■ .  «n-l  +  ö, 


zu  berechnen,  subtrahiere  man  die  erste  Vertikalreihe  von  der  zweiten, 
daim  diese  so  modifizierte  von  der  dritten  u.  s.  w.  Man  wiederhole 
diese  Operationen  mit  den  Horizontalreihen  und  kehre  die  Vorzeichen  in 
allen  Reihen  mit  geradem  Index  um.  Alsdann  nimmt  D  die  Form  der 
vorletzten  Determinante  an,  abgesehen  von  der  Verwandlung  von  x  in.  a^. 
Mithin  ist 

k)  Zu  dem  letzten  Resultat  gelangt  man  auch,  indem  man  die  Deter- 
minante nach  den  Elementen  der  letzten  Horizontalreihe  und  der  letzten 
VertLkalreihe  entwickelt  (§  25).  Wird  die  vorgelegte  Determinante  mit  2>„ 
bezeichnet,  so  erhält  man  sofort 

Dieser  Relation  ISßt  sicfa  die  Form  geben 

■»«  -  «« -D,_i  •=  «,_i  (-0,-1  -  a,_,  D,_,). 

C«t4ro,  Aiuilysif.  2 
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Ersetzt  man  jetzt  n  durch  n  —  1,  n  ~  2,  .  . .,  4,  3  und  heachtet,  daß 
ist,  so  findet  man  durch  Multiplikation 


oder 


a. 


w-i 


ii-i 


«o<*i  *i 


a. 


a^a^a^ 


a. 


Ersetzt  man   endlich  n  durch  n  —  1,  n  —  2,   .  .  .,  3,  2,   so  ergibt  sieb 
durch  Summation 


D. 


=  r^  + 


'+^  + 


+i 


Oq  C4  Oj  .  .  .  a„       Oq        Oj        Oj 

1)  Als  Eontinuanten  bezeichnet  man  wegen  ihrer  Beziehung  *  zur 
Theorie  der  Eettenbrüche ^)  solche  Determinanten,  deren  Elemente  ver- 
schwinden mit  Ausnahme  der  Hauptelemente  und  derjenigen,  welche  den 
beiden  zur  Hauptdiagonale  parallelen  und  benachbarten  Linien  angehören. 
Diese  haben  den  Wert  1  bezw.  —  1,  während  die  Haaptelemente  be- 
liebig sind.  Wir  werden  mit  (o^  Og  o,  .  .  .  a^)  die  Eontinuante  bezeichnen, 
welche  durch  die  Werte  Oj,  o,,  .  .  .,  a, 
Hauptelementen  erteilt.     Es  ist  also 


bestimmt    ist,    die    man    den 


(«1  ««  «8  •  •  •  %)  = 


«1 

1 

0   ...     0      0 

- 1 

<h 

1    ...     0      0 

0 

- 1 

Oj  .  .  .     0      0 

0 

0 

0   .  . .  a,_i   1 

0 

0 

0   ...   —  1  « 

Entwickelt  man  diese  Determinante  nach  den  in  den  v  ersten  Yerükal- 
reihen  enthaltenen  Minoren  (§  22),  so  erhält  man  leicht 

(1)  (oi  Oj  .  . .  aj  =  («1  Oj  .  .  .  a,)  (a^^i  a^^g  ■  •  •  a J 

+  (^  «8  •  •  •  ö,-l)  («y  +  i  ö,  +  8  •  •  •  ««)• 

Im  besondem  ist 

(2)  (ai«2  •  •  •  ö«)  =  «l(«8«8  •  •  •  «n)  +  (««fli   •  •  •   %)y 

(3)  (a^  0,  . .  .  aj  =  %(a^a^  . .  .  a^_^)  +  (a^a^  .  .  .  a^_,). 

Aus  (3)  ergibt  sich  das  Bildungsgesetz  einer  beliebigen  Eontinuante.  Es 
genügt,  in  dem  Produkte  a^^ci^c^  ,  ,  .  a^  auf  alle  möglichen  Arten  alle  Paare 
von  benachbarten  Elementen  fortzulassen.  So  hat  man,  um  ((^c^^^a.  ^s^ 
zu  bilden,  in  % 0^030405  successiv  0^05,  a^a^,  c^a^j  ^i^t  femer  a^f?5 
und  Og^f  ^4^  ^^^  ^^)  ^^4  ^^^  ^^  fortzulassen.     Man  erhält  daun 

+  (h  +  <h  +  ^' 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  80. 
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Es  ist  femer  unter  Beachtung  von  (2)  leicht  zu  erkennen,  daß  man  hat 


«i^Wi    «i  +  r- 


>   «1  + 


1  (0,0,)    '••  • 


Allgemein  ist 


^  + 


o,+ 


o»  + 


(Ol  o»  Ol  •  •  •  0|J 

(0,0,  ...  a^ 


<h  +  . 


■  +  ^ 


m)  Man  betrachte  im  besondem  die  Eontinuante 

1        1     0  ...  0 

-  1        1     1  ...  0 

0—1     1  ...  0 


0       0    0  ...  1 


Die  Belation  (3)  gibt 

ond  zeigt  also,  daß  jedes  Glied  der  Beihe  u^^  u^^  u^,  ,  ,  ,  gleich  der 
Summe  der  beiden  yorhergehenden  Glieder  ist.  Die  Werte  der  u  sind 
demnach 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  55,  89,  144,  233,  ... 

Diese  Eeihe  föhrt  den  Namen  Fibonaccische  Beihe. ^)  Sie  besitzt 
interessante  Eigenschaften^),  von  denen  einige  sich  unmittelbar  aus  den  beim 
vorigen  Übungsbeispiel  gemachten  Bemerkungen  ergeben.  Z.  B.  gibt  die 
Rektion  (l) 

^n         "*r  "«  — y    1^  **v  — 1  ^%  —  v—l 

und  im  besondem  u,,  =»  ti, -f  t«J-i,  d.  h.  die  Sunune  der  Quadrate  von 
zwei  benachbarten  Oliedem  gehört  der  Beihe  an;  u.  s.  w.  Um  den  Wert 
von  u^  zu  erhalten,  setze  man 

«=i(i+y5),  is=i(i-y5). 

Es  sind  dies  die  Wurzeln  der  Gleichung  «^  —  a?  —  1  =^  0.  Man  erkennt 
sofort,  daß  man  (4)  identisch  befriedigen  kann,  indem  man  t«„ »  a a**  +  6  j3" 
uumnt,  wobei  a  imd  b  unabhängig  yon  n  sind.  Diese  Koeffizienten  be- 
stimmt man  mit  Hilfe  der  Anfangsbedingungen  u_|  =  0,  Uq  »  1,  welche 
erfordern,  daß 

^  +  1  =  0,  «  +  6  =  1 


1)  Liber  Abbaci.    Vgl.  die  ..Recherches^^  von  E.  Lucas,  Bollettino  biblio- 
grafico  di  B.  Boncompagni  (Rom,  1877). 

2)  Vgl.   eine   Mitteüxmg   von  Lam^   an  die  Pariser  Akademie   (Comptea 
rendos,  1814,  p.  867). 


2 


20 


I,  1.    Theorie  der  Determinanten. 


§§  27—28 


ist,  d.  h. 


mithin 


a 
a 


a 


«-P 


Man    bemerke,    daß    u^  auch   die  Gliederzahl   einer  Eontinuante  n-ter 
Ordnung  darstellt.     Diese  Zahl  ist  also 


vi[\--'^~)     -[—2-) 


oder 

JL(!L±1  + 

2«\     1       ^ 


(n  +  l)n(n  — 1) 
12.8 


+  25 


(n  +  1)  n(n  —  1)  (n  —  2)  (ti  —  8) 
1    2    8-4-6 


+ 


)■ 


Um  ihren  ganzzahligen  Charakter  in  Evidenz  zu  setzen,  kann  man  sie  auch 
(§  48,  c)  in  folgender  Weise  ausdrücken 

j  ^  »Lzi  +  (n-2)(n-3)  _^  (n-3)(n-4)  (n-6)  _^ 


1-2 


1-2-3 


Knltlpllkation  der  Matrioes. 

28.  Es  seien  a^j  und  &^y  die  Elemente  von  zwei  ähnlichen 
Matrices^  d.  h.  von  zwei  solchen,  die  aus  derselben  Zahl  m  von  Ver- 
tikalreihen und  derselben  Zahl  n  von  Horizontalreihen  bestehen: 


«11  »12  «18    •  •  •  «Im 
«81  «»2  «23    ■  •  •  «^m 


«nl  «#12  «««•••  ^nm 


K  h%  *18      •  •  ^m 
Ögi   ©22  Ogj   .  .  .  Oj^ 


&«1  Ki  Kz'"  *, 


nm 


Man  multipliziere  die  Elemente  der  t-ten  Horizontalreihe  der  ersten 
Matrix  mit  den  entsprechenden  Elementen  der  j-ten  Horizontalreihe 
der  zweiten  Matrix  und  addiere  alle  so  erhaltenen  Produkte.  Da- 
durch entsteht  das  allgemeine  Glied 


(5) 


c,j  -  öji&^i  +  o„6^,  +  a„6^,  + h  at„b 


im^Jm 


einer  quadratischen  Matrix  von  n-ter  Ordnung: 

tltk«       f  not       .     •     .     LÄn 


^nl  ^«2  •  •  •  ^nn 


Die   Eigenschaften,    welche   wir    zu   beweisen   beabHichtigen,    haben 
dazu  geführt,  die  Determinante  C  als  das  Produkt  der  beiden  Ma- 


§§  28-29 


Multiplikation  der  Matrices. 


21 


trices  zu  bezeichneiL  Es  folgt  im  besondern  ans  dieser  Definition^ 
daß  der  Ausdruck  (5)  das  Produkt  der  i-ten  und  j-ten  Horizontal- 
reihe der  beiden  Matrices  ist^  da  eine  beliebige  Reihe  von  Elementen 
sieh  immer  als  eine  Matrix  mit  einer  einzigen  Reihe  betrachten  läßt. 
Man  bemerke^  daß  die  Multiplikation  der  Matrices  sich  auch  nach 
Vertikalreihen  statt  nach  Horizontalreihen  ausfahren  läßt^  so 
daß  man  im  Falle  rechteckiger  Matrices  zwei  Produkte  hat.  Wir 
werden   aber  in  kurzem  sehen  ^  daß  eins   derselben  immer  null  ist. 

39,  Theorem  von  Binet^).  Wir  zerlegen  die  c  in  die  durch  (5) 
gegebenen  Monome  und  behalten  in  der  ersten  Yertikalreihe  von  c^^ 
nur  das  Glied  a^^  Sj^^,  wobei  j^  eine  beliebige  von  den  Zahlen  1,  2, 
i,  "  '  m  ist.  Ebenso  nehmen  wir  in  der  zweiten  Yertikalreihe  der  c 
Ton  c,,  nur  a^^  6j^^;  u.  s.  w.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die 
Determinante 


^niMh       ^niSn       ••    «»/n^«/ 


n    "'n 


^ljfitJ,'"KL 


^nh%J^     ••  %J^ 


Die  Summe  aller  analogen  Ausdrücke^  welche  den  verschiedenen 
Weisen  entsprechen^  auf  die  man  die  Zahlen  ji,j^,  *  -  -yjn  ^^^^^  ^^^ 
m  ersten  ganzen  Zahlen  wählen  kann^  liefert  (§  17)  den  Wert  der 
Determinante  C.  Man  bemerke^  daß,  wenn  zwei  j  einander  gleich 
sind,  die  Determinante  (6)  null  ist,  da  sie  zwei  identische  Vertikal- 
reihen besitzt.  Wir  werden  aus  diesem  Grunde  nur  auf  diejenigen 
Determinanten  (6)  Rücksicht  nehmen,  in  welchen  die  Zahlen  ji,  js;  -  •  yJn 
samtlich  voneinander  verschieden  sind.  Ist  m  <  n,  so  kann  dies  nicht 
eintreten,  und  man  hat  daher  C  =  0.  Wenn  m  =  n  ist,  d.  h.  wenn 
die  g^ebenen  Matrices  zwei  Determinanten  Ä  und  B  darstellen,  so 
ist  (§  14)  der  Ausdruck  (6)  gleichbedeutend  mit 


i-^yhj,hj^'-Kj, 


^nl%%  '  '  '  ^nn 


=  (-l)*^*li,*8>.  •••*«>„^ 


WO  s  die  ATi7Ahl   der  Inversionen  in  der  Permutation  Jij^  •  -   Jn  ^^' 
deutet    Mithin  ist  (§  12) 

t\  In  der  hier  gegebenen  allgemeinen  Form  verdankt  man  das  Theoreäi 
Cancny  (Journal  de  r£cole  polytechnique,  1815). 
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§§29—32 


Wenn  endlicli  m  >  n  ist;  so  kann  man  das  letzte  Resultat  auf  jedes 
System  yon  n  verschiedenen  Zahlen  anwenden,  die  unter  den  m  ersten 
ganzen  Zahlen  gewählt  sind,  und  man  erkennt;  daß  C  die  Summe 
aller  Produkte  ist,  welche  entstehen,  wenn  man  jede  große 
Determinante  der  ersten  Matrix  mit  der  Determinante  mul- 
tipliziert;  die  ihr  in  der  zweiten  Matrix  entspricht. 

30.  Wenn  im  besondem  die  beiden  Matrices  identisch  sind,  so 
sieht  maU;  daß  das  nach  Horizontalreihen  gebildete  Quadrat  einer 
Mfttrix  von  w  Vertikal- und  n  Horizontalreihen  verschwindet 
im  Falle  m<nj  und  daß  es  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
aller  großen  Determinanten  der  Matrix  ist  im  Falle  m  ^  n. 
Z.  B.  ist 


öl  Ö^S  »8  • 
&I  ^S  &8  • 


a. 


d.  h. 


+ 


+ 


+ 


31.  Greift  man  aus  den  Matrices  zwei  neue  mit  nur  v  Horizontal- 
reihen heraus,  so  erkennt  man  sofort,  indem  man  sie  nach  Horizontal- 
reihen multipliziert,  daß  ein  Minor,  welcher  in  dem  nach 
Horizontalreihen  gebildeten  Produkt  zweier  ähnlicher  Ma- 
trices Ä  und  B  durch  zwei  Systeme  von  v  Indices  definiert 
wird,  gleich  dem  Produkt  der  Matrices  ist,  die  in  Ä  und  B 
durch  die  jenen  beiden  Indicessystemen  entsprechenden  Hori- 
zontalreihen gebildet  werden.  Wenn  im  besondem  die  beiden 
Systeme  koinzidieren,  d.  h.  wenn  der  Minor  ein  Hauptminor  (§  19)  ist, 
und  wenn  außerdem  Ä  und  B  koinzidieren,  so  sieht  man,  daß  im 
Quadrat  einer  Matrix  jeder  Hauptminor  das  Quadrat  einer 
Matrix  ist. 

32.  Es  werde  femer  angenommen,  daß  Ä  und  B  quadratische 
Matrices  sind,  und  man  betrachte  in  ihrem  Produkt  den  Minor  y'ij, 
das  gewöhnliche  Komplement  des  Elements  c^j.  Um  y'ij  zu  berechnen, 
muß  man  die  i-te  Horizontalreihe  in  Ä  und  die  j-te  ia  B  unter- 
drücken und  die  so  modifizierten  Matrices  nach  Horizontalreihen 
multiplizieren.  Die  großen  Determinanten  der  ersten  Matrix  erhält 
man,  indem  man  successiv  die  n  Vertikalreihen  unterdrückt.  Sie  sind 
die  gewöhnlichen  Komplemente  o^i,  ci^,  .  . .,  ein-    In  analoger  %Vei8e 


§§  32—33 


Mnlldplikation  der  Matrices. 
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kommt  man  bei  der  zweiten  Matrix  aaf  die  Determinanten  ß'jiyßjty'yß'jny 
nnd  man  hat  daher  auf  Grund  des  Theorems  von  Binet 

Yu  ^  «iiÄi  +  «la^is  +  «1-8 Äs  +  •  •  •  +  a'inßjn- 
Beachtet  man^  dafi  das  algebraische  Komplement  eines  Elements  a^J 

ist;  so  wird  die  letzte  Relation 


r  =  ji 


r=ssn 


yiJ-(-^y''2^^-^^y^'^^^r-i-m'ßjr]-2''^rßjr> 


d.  h. 


r  =  l 


r«! 


YiJ  =  «il  ßjl  +  ««  ßj2  +  ««  ßji  +  -"  +  ^inßjn- 


Wir  sehen  also^  daß  die  algebraischen  Komplemente  von  A,  B,  C 
ebenso  miteinander  zusammenhängen  wie  die  Elemente  selbst. 

33.  Übungen,   a)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  die  Smithsche 
Determinante  zu  berecbnen: 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  3)  . .  .  (1,  n)    I 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  .  .  .  (2,  n)   ! 

D  -      (3, 1)  (3,  2)  (3,  3)  . .  .  (3,  n) 

(n,  1)  (n,  2)  (fi,  3)  .  . .  {n,  n) 

wo  (ijj)  den  größten  gemeinsamen  Teiler  von  i  xinäj  darstellt.  Zuvor 
erinnern  wir  daran,  daß  man  mit  q>(n)  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen 
zu  bezeichnen  pflegt,  welche  zu  n  relativ  prim  und  nicht  größer 
als  n  sind,  und  daß  die  Sunmie  der  Werte  von  ^(n),  wenn  fEü*  n  der 
Reihe  nach  alle  Divisoren  von  n  gesetzt  werden,  gerade  gleich  n  ist^). 
Daraus  folgt,  daß  sich  (i,j)  als  Summe  aller  Werte  von  (p{n)  darstellen 
läßt,  welche  den  gemeinsamen  Teilern  von  i  und  j  entsprechen.  Es 
ist  also 

(7)    (•»>)  =  öa%9>(l)  +  ««fl>s9(2)  +  a«a,8  9>(3)  +  --  +  a<,,a^,,9>H 

wenn  man  a^j  gleich  der  Einheit  oder  gleich  Null  annimmt,  je  nachdem 
i  durch  j  teilbar  ist  oder  nicht  (so  daß  immer  a^  »0  ist  ftlr  t  <  j). 
Bei  dieser  Annahme  kommt  q>(v)  in  der  Summe  (?)  nur  vor,  wenn  v 
gleichzeitig  ein  Teiler  von  i  und  j  ist.  Es  folgt  hieraus,  daß  man  in  der 
Relation  (5)  2>|.  =  a,^ 9 (^'),  Cij  =  {ijj)  setzen  kann,  und  D  ist  daher 
gleich  dem  Produkt  der  Determinante 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  IS. 
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§  S3 


A" 


und  der  folgenden 


1  0 

0  0 

1  1 

0  0 

1  0 

1  0 

1  1 

• 

• 

0  1 

• 

Ol« 

<p{h) 

Of» 

(p(n) 

o«i9'(l)    «.»9» (2)  •••  »»«vC«) 


Äip{i)v{2)...q>(n) 


Übiigens  reduziert  sich  Ä,  da  alle  Elemente  auf  einer  Seite  der  Diagonale 
gleich.  Null  sind,  auf  das  Produkt  der  Hauptelemente,  d.  h.  auf  die  Ein- 
heit.    Mithin  ist 

I)  =  q>(l)<p(2)<p(3)...<p(n). 
Dieses  Resultat  kann  man  auch  auf  die  Form  bringen 

/ 1 V  LtJ  ,  2  V  LtJ  ,  4  Aji ,  6  J  f J  /lov  LnJ 

^  =  "Ht)     It)     U)     (t)     (ü)     •••' 

wo  [x]  das  größte  in  x  enthaltene  Ganze  bedeutet  und  2,  3,  5, 
7,  11,  ...  die  Reihe  der  Primzahlen  ist. 

b)  Man  bilde   das  Quadrat   der  Vandermondeschen   Determinante 

(§  27,  d).     In  derselben  ist  a^J  =  a)~  ,  mithin 


rs=n 


rsas« 


'^u^^  '^wir  —  ^ 


Ur^jr  "    'S  <-^'-* 


s 


<  +  >-!' 


r=a:l 


r=l 


wenn 


5p  -=  V  +  ö,P  +  V  H 1-  »/ 


gesetzt  wird.     Also  hat  die  Determinante 


»0        «1 

s> 

• 

•  •  «—1 

«1    »1 

«s 

• 

••«» 

•             «            • 

«4 

• 

• 

•                              • 

«,-1», 

«. 

+  1  •  • 

•  ^in-i 

den  Wert  (oj  —  o,)'  (oj  —  a^y  (a,  —  a,)*  . . .  (a^_i  —  aj*.  Dieser  Aus- 
druck heifit  die  Diskriminante  der  Größen  o^,  o^,  o,,  . . .  a^.  Man  be- 
merke, daß  ihr  Verschwinden  notwendig  und  hinreichend  daffb:  ist,  daß 
die  betrachteten  Größen  nicht  sftmtlich  voneinander  verschieden  sind. 


§33 


Multiplikation  der  Matrices. 
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c)  Die  Determinanten,  deren  Reihen  aus  der  ersten  durch  cyklische 
Permntation  ihrer  Elemente  entstehen,  nennt  man  Zirkulanten.  Im 
folgenden  werden  wir  sehen,  daß  die  Gleichung  o^—  1  »  0  gerade  n  ver- 
schiedene Wurzeln  o^,  cr^,  . .  .,  a,  besitzt,  zu  denen  immer  die  Einheit 
gehört     Um  den  Wert  der  Zirkulante 


Oj      Oy     a^  , . .  a^ 

«n        «1       ö»  •  •  •  ««-1 

D« 

«»-1»«     »1  •••  ö«-i 

o,      0}     a^  . , .  Ui 

zu  finden,  multiplizieren  wir  sie  mit 

1^      «,8             y«y»«— 1' 

J^ 


1 

1 

«1 

U4         ■    .    •     U] 

1 

a« 

«.*•••«.— 

Wird  zur  Abkürzung 

f(x)  =«  Ol  +  a,a;  +  a^a^  + 


+  a^^ 


-1 


gesetzt,  so  ist  das  Produkt  jeder  Horizontalreihe  1,  a,  a',  .  .  .  von  J  mit 
der  ersten  Horizontalreihe  von  D  gleich  f(cc)y  und  das  Produkt  derselben 
Horizontalreihe  von  J  mit  der  t-ten  Horizontalreihe  von  D  wird 


+  ö«-<+i«' 


n-l 


ö,_i+,  +  a,-i+5«  +  •  •  •  +  a^o*-»  +  ai«-*  +  «,«»  + 
oder,  wenn  man  beachtet,  daß  «*»  1  ist. 

Es  ist  also 

I  fM   «i/"(«i)  «iVK)  •••«i"-V(«,)  j 


/'W  «,/^(«J  «.V(0---«."-VK) 

Diese  Detenninante  reduziert  sich,  wenn  man  /"(«i),  /"(«j),  . . .  /*(««)  ^®''' 
auszieht,  gerade  auf  J,     Mithin  ist,  da  J  nicht  verschwindet, 

^-/'(«i)A«,)/"(«»)---/'(«J. 

Wemi  wir  gelernt  haben  werden  die  Zahlen  a  zu  berechnen,  so  wird  uns 
die  letzte  Formel  den  Wert  jeder  beliebigen  Zirkulante  liefern.  Für  n  =  4 
wissen  wir  z.  B.  schon,   daß  die  Gleichung  iC*  —  1  =  0  die  Wurzeln  von 

^—1=0  oder  1  und  —  1  und  diejenigen  von  aj*  +  1  =  0  oder  Y—  1 

und  —  y--l  besitzt.  Man  hat  also  bei  der  durch  die  Elemente  a,  &,  c,  d 
definierten  Zirkulante 
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§  33 


f(l)  ^a  +  h  +  c  +  d,         f(V^)  «  a  -  c  +  (6  -d  )  >/=! , 

/•(—  1)  =  a  -  6  +  c  -  d,    /•(-  Y^^)  ^a  —  c  —  Q}-  d)}^^, 
mithin  (vgl.  §  27,  b) 
a  h  c  d 


d  a  b  c 
c  d  a  b 
b  c  d  a 


=  (a  +  &  +  c  +  rf)  (a  -  6  +  c  -  d)  [(a  -  c)>  +  (6  -  d)«]. 


d)  Es  sei  eine  symmetrische  Determinante  Ä  gegeben,  d.  h.  eine 
Determinante,  in  welcher  die  koi^jugierten  Elemente  (§  19)  einander  gleich 
sind,  und  man  bezeichne  mit  f(x)  das,  was  aus  A  wird,  wenn  man  zu 
den  Hauptelementen  x  hinzufügt.  Wir  wissen  (§  27,  i),  daß  f(x)  ein 
Polynom  n-ten  Grades  in  x  ist,  und  werden  im  folgenden  (§  449)  sehen,  daß 
ein  solches  Polynom  immer  nur  von  n  Werten  der  Variablen  x  zu  Null 
gemacht  wird.  Mit  Hilfe  der  Multiplikation  von  Determinanten  kann  man, 
wie  Sylvester  gezeigt  hat^),  sehr  einfach  beweisen,  daß,  wenn  die  Ele- 
mente von  Ä  reell  sind,  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0 
sämtlich  reell  sind.  Zu  diesem  Zwecke  genügt  es  zu  beweisen,  daß 
die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)f{—x)='0  reell  sind.  Wenn  c^j  das 
allgemeine  Element  des  Quadrates  0  der  Determinante  ^  ist,  so  ist  das 
allgemeine  Glied  des  Produktes  der  Determinanten  f(x)  und  f(—  x) 


«ii öjfi  + f-  (ö«+  ^) «><  +  •••  +  »<jf  K>  -  a;)  +  .  • 

für  i  =4=  i  ^^^ 

«ii*  +  ««*+•••  +  (a«  +  a?)(aii  -  a?)  +  •  •  •  +  »J 


+  <*<»«>«  =  ^i 


c^i  —  «  , 


für  1  =  j.     Die  Gleichung  f(ßt>)f(—  a;)  =  0  läßt  sich  also  schreiben 


Cii  —  x 


2 


'nV 


'ni 


.  C 


nn 


X" 


«0 


oder  aber  (§  27,  i) 

(8)     C+ö,_,(^x^  +  c^_,{-x'y  + 


+  tfi(-x«)«-i  +  (-a:»)«=-0, 


wo  tfy  die  Summe  aller  Hauptminoren  v-ter  Ordnung  der  Determinante  C 
ist.  Bekanntlich  sind  (§31)  ^i,  ff^,  (f^,  -  -  -  ebenso  wie  C  wesentlich 
positive  Größen,   und  die  Gleichung  (8)    kann  daher  nicht  durch  Werte 

erfüllt  werden,  welche  die  Form  g|/—  1  haben,  wo  q  reell  und  von  Null 
verschieden  ist;   denn  für  x^  =  —  q^  ist  die  linke  Seite  von  (8)  positiv. 

Um  sich  zu  vergewissem,  daß  x  auch  nicht  die  Form  p  +  q  l/-—  1  haben 


1)  Philosophical  Magazine,  1852. 
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kann,  braucht  man  nur  zu  beachten,  daß  man  auf  den  früheren  Fall 
zurückkommt,  wenn  man  den  reeUen  Teil  p  mit  den  Hauptelementen 
znsammenfiafit.  Es  ist  also  jeder  Wert  von  o?,  der  die  betrachtete  Glei- 
chung erfüllt,  notwendig  reell. 


Beiiproke  Determinanten. 

34.   Wie  bisher  werde  mit  a^J  das  algebraische  Komplement  von 
a^j  bezeichnet^  und  es  sei 


D 


»11  ^»  ••  •  «1« 

«n   «1,  .  .  .  «1^ 

«M    ^      "  <hn 

f 

J- 

«11    «M         •  «^n 

«^•1  «1.1      •  •  »«» 

«nl   ^n%  '  •  •   «n« 

Die  Determinante  ^  heißt  zu  D  reziprok.  Wir  wollen  beweisen, 
daß  jeder  Minor  zweiter  Ordnung  von  jd  gleich  dem  alge- 
braischen Komplement  des  entsprechenden  Minors  von  D 
ist,  multipliziert  mit  D.  Zunächst  bemerke  man,  daß  sich  a^^  aus 
D  ableiten  läßt,  indem  man  an  Stelle  von  a^^  die  Zahl  1  und  an 
Stelle  der  übrigen  Elemente  der  r-ten  Horizontalreihe  0  setzt.  In 
der  Tat  reduziert  sich  die  Entwickelung  der  so  modifizierten  Deter- 
minante nach  den  Elementen  der  r-ten  Horizontalreihe  gerade  auf 
cc^,.    Es  ist  also 


a     SS 


«11 


^> 


a 


i< 


a 


in 


a^^  . . .  a^^  . . .  a^,  . . .  a^. 


0     ...0...1...0 


«Hl   •  •  •  ^nj  •  •  •  ^n$    •  •  •  »n« 


Die  Elemente  der  j-ten  Vertikalreihe  multipliziere  man  mit  a^j  and 
addiere  dazu  diejenigen,  welche  ihnen  in  den  anderen  Yertikalreihen 
entsprechen,  nachdem  man  diese  der  Reihe  nach  mit  a^^,  a,„  . . .,  a,^ 
multipliziert  hat  Es  tritt  auf  diese  Weise  an  die  r-te  Stelle  in  der 
j-ten  Vertikalreihe  a^^  und  an  die  v-te  Stelle  für  i;  ^=  r 


ö»i  «ii  +  ».3  ^ii  +  «r3«is  + ^■  » 


vn     tn 


2)    für  1/  =  i, 

0      für  v4=i. 


Folglich  ist 
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§§  34—36 


1 1         *      *     *  •     •     •        0|    .        •      ■      •        CV4   . 


a^i  . . .   D  . . .  a^,  . . .  a,„    ^ 


0   . . .  a^,  . . .  •  1    ...    0 

a^i  ...    0   . . .  a,,  . . .  a^^ 

Wir  entwickeln  diese  Determinante  nach  den  Elementen  der  ^'-ten 
Vertikalreihe^  die  alle  null  sind  aufier  D  und  a^,.  Das  Komplement 
von  a,.  ist  a^j.  Das  von  D  erhält  man  durch  Unterdrückung  der 
i-ten  Horizontalreihe  und  der  j-ten  Yertikalreihe.  Es  bleibt  dabei 
eine  Determinante,  welche  sich  von  a^j  nur  dadurch  unterscheidet, 
daß  die  Elemente  a^^,  . . .,  a^^j  . . .,  a^^  durch  0,  . . .,  1,  . . .,  0  ersetzt 
sind,  und  ihren  Wert  erhält  man  daher,  indem  man  noch  die  durch 
die  Indices  r  bezw.  s  definierte  Horizontal-  und  Yertikalreihe  unter- 
drückt.   Folglich  ist,  wenn  mit  A^y^^  das  algebraische  Komplement  Ton 

»<>  <^u 
in  D  bezeichnet  wird, 

d.  h. 

I    «.,   a. 


f^ii  «.. 


cc  '  cc 


Hjrtf 


wie  behauptet  wurde. 


35.  Aus  (9)  läßt  sich  leicht  eine  früher  bewiesene  wichtige  Formel 
ableiten.  Multipliziert  man  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  c^i^a^j 
und  summiert,  so  erhält  man 

Die  Summe,  welche  auf  der  linken  Seite  steht>  ist  (§§  23,  24)  gleich 


i=n 


*=1 

und  die  erste  Summe  auf  der  rechten  Seite  läBt  sich  so  schreiben: 


Es  ist  also  (Tgl.  §  25) 


§§  36—38 
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Ör.ar,  =  -D  + 


36.  Wenn  eine  Determinante  null  ist,  so  verschwindet 
auch  ihre  reziproke  Determinante.  Überdies  verschwinden 
alle  Minoren  der  reziproken  Determinante  bis  zu  denen  von 
zweiter  Ordnung  einschließlich.  Es  geht  in  der  Tat  aus  §  34 
hervor,  daß,  wenn  2)  =  0  ist,  jeder  Minor  zweiter  Ordnung  in  ^  ver- 
schwindet. Es  sind  daher  alle  Minoren  höherer  Ordnung  und  ^  selbst 
gleich  NulL  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  braucht  man  sich  diese 
Determinanten  nur  nach  den  in  zwei  parallelen  Reihen  enthaltenen 
Minoren  entwickelt  zu  denken.  Man  bemerke  noch,  daß  aus  den  Re- 
lationen 


-=0, 


0, 


=  0,    ... 


folgt 


«.1 


Vi 


a 


ii 


Va 


«.8 


CC 


tn 


et 


i» 


a 


in 


i  h.  die  Reihen  von  /l  sind  alle  äquivalent  (§  16).  Mit  andern 
Worten:  Wenn  eine  Determinante  null  ist,  so  sind  die  alge- 
braischen Komplemente  der  Elemente  jeder  beliebigen 
Reihe  proportional  zu  denen  der  Elemente  jeder  andern 
parallelen  Reihe. 

37.  Wenn  D  nicht  null  ist,  so  ist  auch  d  nicht  null.  In  der 
Tat  hat  die  reziproke  Determinante  einer  Determinante 
n-ter  Ordnung  denselben  Wert  wie  die  (»  —  l)-te  Potenz  der 
genannten  Determinante.  Um  dies  zu  beweisen,  multipliziere 
man  D  mit  ^  nach  Horizontalreihen.  Man  erhält  als  allgemeines 
Element  des  Produkts 


Mithin  ist 


«<r«>r- 

2>  für  i=j, 
0  far  i4=i. 

D    0    .. 

.  0 

DJ- 

OD.. 

.  0 

=  D-, 

0   0.. 

.  D 

woraus  sich  ffir  D  =4=  0  die  Relation  z/  =  2)"~^  ergibt,  die  auch  für 
Z)  =»  0  besteht,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben. 

38«   In   der    reziproken   Determinante   von  D    ist   jeder 
Minor  i/-ter  Ordnung  gleich  dem  algebraischen  Komplement 
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des  entsprechenden  Minors  von  D,  multipliziert  mit  D'-^ 
Dieser  Satz  enthält  für  v  ==  1  die  Definition  der  reziproken  Deter- 
minante und  für  V  ==  2  das  in  §  34  bewiesene  Theorem.  Es  sei  ^i^ 
der  Minor  von  A^  welcher  durch  die  Indices  i^,  ig,  . . .,  i^  und 
ii>  hy  ' ' '}  3v  definiert  ist,  und  man  bezeichne  mit  r^,  r,,  . .  .,  r^_^  und 
h)  ^3f  ' '  -y  ^«-y  ^^  Indices,  welche  in  1  2  3  ...  m  nach  Unterdrückung 
von  «1  ig  ...  i^  bezw.  j^  jj  .  . .  j,  übrig  bleiben.     Man  kann  schreiben 

1       0    ...       0         0      0     ...     0 

0       1     ...       0         0      0     ...     0 


0       0     ... 


0       0 


0 


da  sich  die  letzte  Determinante  gerade  auf  ^^  reduziert,  wenn  man 
sie  nach  den  Determinanten  der  letzten  v  Yertikalreihen  entwickelt. 
Andererseits  läßt  sich  durch  Umordnung  von  Horizontal-  und  von 
Vertikabreihen  die  Determinante  D  auf  folgende  Form  bringen: 


D  =  (-!)? 


a 


»•i»i 


a 


ri*i 


.  .  .    d. 


»•i'n-y 


a 


riJi 


a 


rj. 


.  .    «... 


a 


»•1*1 


a 


r%H 


. . .  a 


»•t'ii-y 


a 


r^Ji 


a 


r.>. 


. . .  a 


'■t^i 


•        1 
1 

^r            <      •  •  •    ^r              i     \ 

\h        \h         •■•  «*..,_,         %h 

\h             '  '  •    %Jr 

%H            \-,               ■•%'n-r           "«.A 

\h             '"    \J, 

^i  ä 


a 


*v*t 


. . .  a. 


*t*n  —  v 


\h 


dj  4  .  .  .    Ä .    ,• 


Mit  ()  bezeichnen  wir  die  Gesamtzahl  der  Inversionen.  Sie  hat  den- 
selben Geradheitscharakter  wie 

<y  =  n  +  r,  +  . . .  +  r„_,  +  Si  +  Sj  +  . . .  +  s„_„ 

da  sie  sich  auf  die  Summe  der  Inversionen  reduziert,  welche  die  In- 
dices r  und  die  Indices  s  bezüglich  mit  den  Indices  i  und  den  In- 
dices j  bilden,  so  daß  (§  2) 

(f  =  6  —  {n  —  v)(n  —  v  +  1) 

ist.  Nun  ergibt  sich  aber  durch  Multiplikation  nach  Horizontal- 
reihen 


§§38—39 
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D^,  -  (-  1)' 


«r.^          «r.,. 

*     *    *     ^a»     • 

0 

0 

...  0 

«r...           «r.^ 

.  . .  a_  - 

0 

0 

...  0 

»r._,^    «r._ 

rn 

. . .  a       , 

0 

0 

...  0 

««.^            »<... 

•••««..,_, 

D 

0 

...  0 

«<.«.            ««.^ 

•••  *<.«,_, 

0 

D 

...  0 

«4,^            «iri. 

•  •  •  V«-, 

0 

0 

...  D 

nan  nach  den 

Minoren  der  letzten 

vy 

'^ikali 

entwickelt  und  durch  D  =f=  0  dividiert, 


^^  =  (_)<'Di'-i 


a. 


r,», 


a. 


1*1 


»•l*« 


. . .  a 


n»«- 


«  — r 


a 


»•l«! 


a. 


»•«•« 


. . .  a. 


'•»««- 


«  — r 


a. 


'*«  —  V  *«  —  y 


Dieses  Resultat  gilt   auch  für  D  ===  0  nnd  für  i/  >  1;   weil  es  über- 
einstimmend mit  dem  in  §  36  Bewiesenen  ^^  =»  0  gibt. 

39.  Das  algebraische  Komplement  eines  Minors  i/-ter  Ordnung 
Yon  ^  ist  ein  Minor  (n  —  v)-ter  Ordnung  mit  demselben  Vorzeichen, 
durch  welches  der  dem  erstgenannten  entsprechende  Minor  von  D 
algebraisch  gemacht  wird.  Es  ist  also  gleich  dem  Produkt  yon 
2)«-r-i  jj^ii  ^jejjj  genannten  Minor.  Mit  andern  Worten:  Das  alge- 
braische Komplement  eines  Minors  i/-ter  Ordnung  in  der 
reziproken  Determinante  von  D  ist  gleich  dem  entsprechen- 
den Minor  ron  2),  multipliziert  mit  D""*""*.  Im  besondem 
sieht  man  für  v  =  ly  daß  das  algebraische  Komplement  eines 
Elements  der  reziproken  Determinante  von  D  gleich  dem 
entsprechenden  Element  von  D  ist,  multipliziert  mit  2)"~^ 
Darans  folgt,  daß  die  reziproke  der  reziproken  Determinante 
▼on  D 


a,,D--^ 


a,,D-''   a^^D-'^  . . .  a,J)^' 


8 


ist     Ihr  Wert  muß  (§37)   die  (w  -  l)-te  Potenz   von   J)«-^  sein, 
und  in  der  Tat  erhält  man 


J){n-i)nJ)  ^  J)ffi-.tn^l  ^  2)("-*^ 
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40.  Noch  eine  Bemerkung:  Die  Multiplikation  der  rezi- 
proken von  zwei  Determinanten  liefert  die  reziproke  Deter- 
minante des  Produktes  jener  beiden.  Es  wird  wohlverstanden 
vorausgesetzt^  daß  man  die  Multiplikation  entweder  immer  nach  Hori- 
zontalreihen oder  immer  nach  Yertikalreihen  ausführt.  Operieren  wir 
z.  B.  mit  den  Horizontalreihen^  so  finden  wir  als  allgemeines  Element 
des  Produktes  der  beiden  reziproken  Determinanten 

^nßn  +  ««/3,a  +  f^aßjt  +  '"  +  (^inßjn^ 
und  es  ist  uns  bereits  bekannt  (§  32),  daß  diese  Summe  gleich  dem 
algebraischen  Komplement  y^^  ist,  welches  in  dem  Produkt  der  beiden 
Determinanten  dem  Element  Cfj  entspricht. 

41.  Das  am  Ende  des  §  36  ausgesprochene  Theorem  ist  einer 
Erweiterung  fähig,  welche  zu  kennen  von  Wichtigkeit  ist.  Es  sei  fi 
der  Rang  (§  18)  der  Determinante  D  »  0  und  man  betrachte  den 
Minor 

»1*^1  *i^i  h^q         h^g-^1  *i*q+i         •i'j+a  nV 

*%^l  H^2  H^q  *i^q-i-l  H'q-^1  *%*q  +  ^  *2*/a 


ö,-  .  -.        örf  ,  ,  Oft  ,r        0>i  .w         .     ^l  m  ö.*  -  .  .    ,    .    Ofi 

%  +  in    %  +  !•'«    •   •   •    %■^-lrq%^lr^^l    %^fq^l    %^l'q  +  i  '  '   '  %  +  lV 

%  +  ,ri   %  +  2r%  '  •  •  ^/p  +  jrj   %^%^q-^l  %+%'q  +  l  %  +  »'«  +  «  •  '  '  %  +  »V 


^4    r  ^4    r^         '   '   '        ^4    w  ^4    ^        .  0,4    •  0>4    »        ^  0,4    m 

der  offenbar  null  ist,  sei  es,  weil  er  äquivalente  Reihen  haben  kann, 
sei  es,  weil  seine  Ordnung  jedenfalls  fi  übertrifft.  Wenn  wir  über- 
einkommen, mit  a^^  das  gewöhnliche  Komplement  des  ersten  der  vier 
Elemente 

ö^rf    -r       0,4 

■'P+l'^9  +  1       ■'p  +  l'j  +  l 

in  der  obigen  Determinante  zu  bezeichnen,  so  ist  klar,  daß  die 
Komplemente  der  drei  andern  Elemente  ä  +1,  a..  j  ^,  a^.  ^  ..  i  sind. 
Mithin  ist  (§36)  •  '     »«     ^     .» 


woraus  sich  ergibt 

^0,9  +  1          *1,9  +  1          ^,9  +  1 

a 
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femer 


%>       ^ 
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Inzwischen  bemerke  man^  daß 
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%- 

•  •  •    öpj    ^ 
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■  •  «AV 

«A*. 

«A^ 

...  Ä/  - 

V- 

«Ar.   «Ar.  • 

■  •  »>.v 

;      *oo  ~ 

«A^ 

«A^ 

.  .  ■    Qfi  . 

•  '^3   r 

«i^^ 

«i  s. 

...    öi    - 

ist  Ist  also  /t  der  Rang  einer  yerschwindenden  Deter- 
minante^ so  sind  alle  Minoren  /tt-ter  Ordnung^  welche  f( 
parallelen  Reihen  angehören^  proportional  zu  den  ent- 
sprechenden Minoren^  die  in  ft  beliebigen  andern  parallelen 
Reihen  enthalten  sind. 


Blgenachafben  spesieller  Determinanten. 

42.  Eine  Determinante  heißt  symmetrisch;  wenn  jedes  Element 
gleich  seinem  konjugierten,  wenn  also  für  alle  Indicespaare  a^^ »  a^^ 
isi  Sie  heißt  schiefsymmetrisch,  wenn  zwei  beliebige  konjugierte 
Elemente  nur  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  sind,  d.  h.  wenn 
öi^  =»  —  a^.^,  im  besondem  also  a^^  =  0  ist.  Setzt  man  an  Stelle 
der  Hauptelemente  einer  schiefsymmetrischen  Determinante  Werte, 
die  nicht  alle  null  sind,  so  erhält  man  eine  pseudosymmetrische 
Determinante.  Z.  B.  sind  pseudosymmetrisch  bezw.  schiefsymmetrisch 
die  Determinanten 


=  0. 


a       r  - 

-2 

0      r  - 

-2 

—  r       h      p 

—  abe  +  oj)*  +  6g*  +  er*, 

-r      0 

P 

\     9  -P       c 

q  -p 

0 

Symmetrisch  ist  dagegen  die  Determinante 

ah  g 

/ 

hh  f 

=-  ahc  +  2fgh  —  ap  —  hg*  —  eh*, 

9f 

c 

und  ebenso  ist  auch  jede  Determinante  symmetrisch,  die  man  durch 

C«i&ro,  AaslygU.  3 
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Erheben  einer  beliebigen  Determinante  ins  Quadrat  erhält.  Die 
symmetrischen^  schiefsymmetrischen  und  pseudosymmetrischen  Deter- 
minanten haben  folgende  Eigenschaft  gemein:  Jeder  ihrer  Hauptminoren 
ist  bezüglich  symmetrisch,  schiefsymmetrisch  und  pseudosymmetrisch. 

43.  Symmetrisolie  Determinanten.  Eä  ist  klar,  daß  zwei 
konjugierte  Minoren  einer  symmetrischen  Determinante 
einander  gleich  sind,  da  sie  sich  nur  durch  die  Yertauschung  der 
Horizontal-  mit  den  Vertikalreihen  unterscheiden.  Im  besondem 
sind  einander  gleich  die  algebraischen  Komplemente  von  zwei  kon- 
jugierten Elementen,  d.  h.  man  hat  a^j  =  a^^,  und  es  ist  daher  die 
reziproke  einer  symmetrischen  Determinante  ebenfalls  sym- 
metrisch.    Wendet  man  femer  das  Theorem  des  §  41   an,  indem 


man  die  Indices  rj,  /"j,  . . .  und  s^,  s^, 
koinzidieren  läßt,  so  erhält  man 

2 


.  mit  ij,  ig,  .  . .  bezw.  Jiyj^f .  . . 


\h  \i. 


a. 


hJ, 


a. 


\h 
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H3% 


a.. 


HJi 


a. 


tA  %i. 


a. 


V^^ 


%'.   %**•■•  \*^ 

Jfi^i     ^fi^*  '  '  '     ^fi^fi 

Ist  also  ft  der  Rang  einer  symmetrischen  Determinante,  so 
ist  das  Quadrat  eines  beliebigen  Minors  fi-ter  Ordnung  gleich 
dem  Produkt  von  zwei  Hauptminoren  derselben  Ordnung. 
Daraus  folgt,  daß  die  Hauptminoren  ft-ter  Ordnung  nicht  sämtlich 
verschwinden  können,  weil  dies  sonst  auch  von  jedem  andern 
Minor  derselben  Ordnung  gelten  würde. 

44.  SohiefsymmetriBche  Determinanten.  Wenn  die  Vorzeichen 
aller  Elemente  einer  schiefsymmetrischen  Determinante  umgekehrt 
werden,  so  verwandeln  sich  dabei  nur  die  Horizontalreihen  in  Vertikal- 
reihen und  umgekehrt.  Andrerseits  ist  bekannt,  daß  diese  Zeichen - 
äuderungen  der  Determinante  den  Faktor  (—  1)"  geben.  Es  ist  also 
D  =  (—  1)"  D,  mithin  Z)  =  0,  wenn  w  ungerade  ist.  Mit  andern 
Worten:  Jede  schiefsymmetrische  Determinante  ungerader 
Ordnung  ist  null.  Dieselbe  Schlußweise,  angewandt  auf  zwei  kon- 
jugierte Minoren,  zeigt  sofort,  daß  in  jeder  schiefsymmetrischen 
Determinante  zwei  konjugierte  Minoren  gleich  sind  oder 
nur  den  gleichen  absoluten  Betrag  haben,  je  nachdem  ihre 
Ordnung  gerade  oder  ungerade  ist.  Daraus  folgt  im  besondem, 
daß  zwei  konjugierte  Elemente  einer  schiefsymmetrischen 
Determinante  Komplemente  besitzen,  die  gleich  sind  oder 
nur  den  gleichen  absoluten  Betrag  haben,  je  nachdem  die 
Ordnung  der  schiefsymmetrischen  Determinante  ungerade 
oder  gerade  ist.     Endlich  ergibt  sich   aus  diesem   Satze,   daß    die 
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reziproke  einer  schiefsymmetrischen  Determinante  symme- 
trisch oder  schiefsymmetrisch  ist,  je  nachdem  ihre  Ordnung 
ungerade  oder  gerade  ist. 

45.  Es  sei  D  eine  verschwindende  Determinante  und  ihre  reziproke 

werde  &Ib  symmetrisch  yorausgesetzt.     Bekanntlich  sind  (§  36)  in 

dieser  reziproken  Determinante   alle  Minoren  zweiter  Ordnung  null, 

so  daß 

'  ff.,  ft. . 


^Ji  ^H 


iät,  mithin 

Wi.    y«..    y^    '  '   yi^   '"'   y«,       " 


'fIM 


Mit  andern  Worten:  Wenn  die  reziproke  einer  verschwindenden 
Determinante  symmetrisch  ist^  so  sind  die  Elemente  einer 
beliebigen  ihrer  Reihen  proportional  zu  den  Quadratwurzeln 
der  entsprechenden  Hauptelemente.  Im  besondem  ist  dieses 
Theorem  anwendbar  auf  die  reziproke  einer  verschwindenden 
symmetrischen  Determinante  (§  43)^  und  auf  Grund  der  ersten 
und  der  letzten  Eigenschaft  in  §  44  ist  es  auch  auf  die  reziproke 
einer  schiefsymmetrischen  Determinante  ungerader  Ordnung 
anwendbar.  Es  ist  von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß,  wenn  man 
einer  der  Wurzeln  in  den  Relationen  (10)  für  einen  gegebenen  Wert 
Ton  i  ein  beliebiges  Vorzeichen  beilegt,  die  Vorzeichen  der  übrigen 
Wurzeln  durch  die  genannten  Relationen  vollkommen  bestimmt  sind. 
Geht  man  femer  zu  einem  andern  Wert  von  i  über,  so  sind  die  neuen 
Zahler  in  den  Relationen  (10)  der  Reihe  nach  proportional  zu  den 
alten,  und  man  kann  daher  annehmen,  daß  die  Wurzeln  die  ihnen 
bereits  beigelegten  Vorzeichen  behalten,  so  daß  zu  jeder  der  Großen 
y«"  ein  Vorzeichen  gehört,  welches  nur  von  i  abhängt.  Hiernach 
ist  klar,  daß  in  der  Relation  a^^  =  V^u  ^a  ^i^  rechte  Seite  als  das 
Produkt  von  y^  und  V«^  betrachtet  werden  muß,  wobei  jede  Wurzel 
mit  dem  zugehörigen  Vorzeichen  zu  nehmen  ist. 

46.  Jede  schiefsymmetrische  Determinante  von  ge- 
rader Ordnung  ist  das  Quadrat  eines  ganzen  rationalen 
Ausdrucks  in  ihren  Elementen.  Offenbar  ist  der  Satz  richtig  für 
»«2,  da 

0   a 

—  a   0 


=  a« 


ist  Es  genügt  also  zu  beweisen,  daß  er  für  die  schiefsymmetrischen 
Determinanten  n-ter  Ordnung  besteht,  wenn  er  für  solche  richtig 
ist,  deren  Ordnung  gerade  und  kleiner  als  n  ist.     Unter  Anwendung 

3* 
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einer  bekannten  Formel  (§  25)  und  Berücksichtigung  der  Beziehung 
a^^  =  —  a^.  erhält  man 

Die  Determinante  a^^  ist  das  algebraische  Komplement  eines  Elements 
in  a^^j  d.  h.  (§  44)  in  einer  schiefsymmetrischen  Determinante  un- 
gerader Ordnung,  und  man  hat  daher  (§  45)  ä^^  =  l/a^T*^-  ^^  ^^ 
also,  wenn  man  die  letzte  Bemerkung  des  vorigen  Paragraphen  be- 
achtet, 

oder 

(11)        VD  ^  a^^Yi[,  +  a^^yä^  +  a^^y^  +  "  ^  +  a,^Y^^. 

Übrigens  ist  (§  42)  a^,.  eine  schiefsymmetrische  Determinante  von  der 
geraden  Ordnung  n  —  2,  und  es  sind  daher  nach  unserer  Annahme 

V^i  7  V^  7  '  - ')  Y^n  gloicJi  ganzen  rationalen  Ausdrücken  in  den  Ele- 
menten. Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (11)  ein,  so  erhalt  j/i)  die 
oben  angekündigte  Form.     Es  ist   femer  leicht   zu  sehen,   daß    die 

Entwicklung  von  YD  aus  3  •  5  •  7  •••(«--  1)  Gliedern  besteht. 

47.  Pseudosymmetrisolie  Determinanten.  Es  sei  D  eine  pseudo- 
symmetrische  Determinante,  deren  sämtliche  Hauptelemente  gleich,  x 
sind.  Setzt  man  a;  »  0,  so  erhält  man  eine  schiefsymmetrische  Deter- 
minante Dq.  Offenbar  kann  man  sich  D  dadurch  entstanden  denken, 
daß  zu  den  Hauptelementen  von  D^  überall  x  addiert  wird,  und  es  ist 
daher  (§27,i) 

wo  6^  die  Summe  aller  Hauptminoren  von  D^  bedeutet,  welche  die 
Ordnung  v  haben.  Jeder  von  diesen  Minoren  ist  (§  42)  schiefsymme- 
trisch.  Er  verschwindet  daher  (§  44),  wenn  v  ungerade  ist,  und  ist 
ein  Quadrat  (§  46),  wenn  v  gerade  ist.     Es  ist  also 

D  ==  af»  +  a:'-*<y,  +  (xf-^ff^  +  •  •  •  - 

Wenn  w  gerade  ist,  so  ist  otf*"^^  ein  Quadrat,  welches  mit  6^^^  einer 
Summe  von  Quadraten,  multipliziert  ist.  Daraus  folgt,  daß  jede 
pseudosymmmetrische  Determinante  von  gerader  Ordnung 
mit  gleichen  Hauptelementen  sich  in  eine  Summe  von 
Quadraten  entwickeln  läßt.  Wenn  die  Ordnung  ungerade  ist^  so 
ist  die  Determinante  gleich  x,  multipliziert  mit  einer  Summe  von 
Quadraten.  Ist  o;  =  1,  so  erkennt  man  durch  Vereinigung  dieser 
ßesultate  sofort,  daß  jede  pseudosymmetrische  Determinante^ 
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deren  Hanptelemente  gleich  der  Einheit  sind^  eine  Summe 
Ton  Quadraten  ist. 


48.   Beispiele,     a)  Man  beachte  die  Resultate 

X      r  —q  1      r  —q 

-r      X     PI  =a:*  +  (p*  +  g*  +  r')x,     —r\p 

I 

q  —p       X\ 


q  -p      1 


^l+p^+q^  +  r\ 


b)  Um 


I>  = 


0 


a 


—  tt     0      ^  —  q 

—  b  —  r       0       p 

—  c       q  —  p       0 


mit  Hilfe  von  (ll)  zu  berechnen,  muß  man  nach  den  Bemerkungen  des 
§  45  auf  die  Vorzeichen  der  verschiedenen  Wurzeln  achten.  Die  Haupt- 
minoren von  €c^^  sind  jp',  q^^  r^,  und  durch  die  genannten  Bemerkungen 
wird  man  dazu  geföhrt,  als  Wurzeln  p^  g,  r  zu  wählen,  so  daß  nach  der 
Formel  (11)  2>  =  {ap  +  bq  +  crY  ist.     Allgemeiner  wird 


X      a       o        c 

—  a       X       r  —  q 

—  b  —.r      X      p 

—  c       q  — p       X 


^3^+{a^  +  b^  +  c^'^p^+q^+r^)x^  +  {ap  +  bq  +  cr)\ 


c)  Endlich  findet  man,  daß  die  Determinante  n-ter  Ordnung 

x       a    0  .  .  .       0     0 

—  a       X    a  .  .  ,       0     0 

0  —  a    a;  .  .  .       0     0 


0       0    0...       X     a 
0       0    0  ...  —  a    a? 


den  Wert  hat 
n—l 


^■^ 


^^    + — r2 — ^^    +  —  lYTs ^^    +" 
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49—50 


Lineare  Formen. 

Idneare  Olelohnngen. 

49.   Wir  betrachten  ein   System   von  n  linearen   Gleichungen^ 
d.  h.  Gleichungen  vom  ersten  Gh:^e^  mit  n  unbekannten: 


(1) 


(  ttii  x^  +  a^j  x^  + 


ö^«l  ^1  +  «nS  ^   H 1-  %n  ^n^K' 


Die  Determinante  D  mit  dem  allgemeinen  Element  a^j  heißt  die 
Determinante  des  Systems.  Multipliziert  man  die  Gleichungen  (1) 
bezüglich  mit  o^^,  a^^y  . . .;  a^^  und  summiert,  so  erhält  man 


jasn 


«2 


^j((^lJ^U  +  <hj<^i+-"  +  (^nJ^m)=h^U  +  h^i  +  "'  +  K^ni' 


i=i 


Auf  der  ^  linken  Seite  ist  der  Koeffizient  von  Xj  immer  null  für 
j ^i  imd  gleich  D  für  j  ^^  i.  Die  rechte  Seite  ist  das,  was  aus 
jD  wird,  wenn  man  die  Elemente  der  i-ten  Vertikalreihe  bezüglich 
durch  k^,  k^,  .  ^  >,k^  ersetzt.  Bezeichnet  man  mit  D^  die  so  erhaltene 
Determinante,  setzt  man  also 


A= 


Äj    fl^g    ...   Oj 


h    «2« 


a 


in 


K  ^«2  •  • •  ^ 


,A= 


%1  "'l  •  •  •  ^1 

tVtti     Ka    ...     Gm  , 


'nn 


,  .  .  .,  U^ 


^1  ^2     •  •  ^'l 
^21  ^h%  •  '  '  '^2 

^nl  ^«2  •  ■  •  ^n 


so  wird  die  Gleichung  (2)  DXi  =  D^,  und  man  sieht  auf  diese  Weise, 
daß  jede  Lösung  des  Systems  (1)  eine  Lösung  des  Systems 

(3)  Dx,^D,,  Dx,  =  D,,  ...,  Dx.^D, 

ist. 

50.  Oramersohe  BegeL    Wenn  2)  4»  0  ist,  so  läßt  das  System  (3) 
offenbar  nur  eine  einzige  Lösung  zu,  nämUch 


(4) 


a?!  —    j^  ,   OC^  —   jy  y    .  .  . ,   ^n  "~   2)  * 


Dies  ist  also  die  einzige  Lösung,  welche  dem  System  (1)  zukommen 
kann.  Es  erübrigt  noch  zu  zeigen,  daß  die  Werte  (4)  tatsäch- 
lich eine  Lösung  des  Systems  (1)  bilden,  und  zu  dem  Ende  genügt 
es    sich   zu   vergewissem,    daß  die   genannten  Werte  jede  beliebige 
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Gleichung  des  Systems  erfällen,  z.  B.  die  r-te.  Man  erhält  durch 
Einsetzen  der  Werte  (4)  in  die  r-te  Gleichung  (1) 

2  ^ri^i  ^  i  2  ^ri  I>i  mit  Di-  ^Ic^dji. 

•  =  1  1  =  1  ^  =  1 

Mithin  ist 

'=■  >=« 

Der  Koeffizient  von  kj  ist  null  für  ;  +  r  und  gleich  D  nur  im  Falle 
j » r.  Mithin  reduziert  sich  die  rechte  Seite  auf  k^y  und  die  r-te 
Gleichung  ist  erfüllt.  Wir  sehen  also,  um  zusammenzufassen^  folgendes: 
Wenn  die  Determinante  eines  Systems  von  n  linearen 
Gleichnngen  mit  n  unbekannten  von  Null  verschieden  ist^ 
so  läßt  das  System  eine  einzige  Lösung  zu.  Dieselbe  be- 
steht ans  den  Werten,  die  man  erhält,  wenn  man  in  jener 
Determinante  successiv  jede  Vertikalreihe  durch  die  Reihe 
der  bekannten  Glieder  ersetzt  und  die  so  erhaltenen  n  Deter- 
minanten durch  die  Determinante  des  Systems  dividiert. 

51.  Wenn  D  ^  0  ist  und  wenigstens  eine  der  Determinanten 
A'  ^9f  '  "}  D^  ^^^  ^^  verschieden  ist,  so  ist  es  nicht  möglich, 
allen  Gleichungen  (3)  zu  genügen,  da  wenigstens  eine  von  ihnen  die 
Form  hat  0  •  ^  4*  0.  In  diesem  Falle  sind  die  Gleichungen  (1)  mit- 
einander unverträglich.     Wenn  z.  B.  das  System  (1)  lautet 

x  +  y  +  ^-1,  x  +  y  +  2z^0,  a;  +  y  +  3^  =  0, 

so  ist  das  System  (3)  0-iC=«l,  0-y«^  —  1,  Ojef  =  0  und  läßt 
keine  Lösungen  zu,  was  mithin  auch  von  dem  ersten  System  gilt. 
Wenn  femer  die  Determinanten  D,  D^,  D^f  . , .,  D^  alle  null  sind,  so 
wird  das  System  (3)  von  jedem  beliebigen  System  von  Werten  be- 
friedigt, die  man  den  Unbekannten  erteilt.  Es  ist  aber  nicht  erlaubt 
zu  schließen,  daß  dies  auch  bei  dem  System  (1)  der  Fall  ist.  Z.  B. 
smd  die  Gleichungen 

^x  +  y  +  g-^l,    x  +  y  +  z^2,    x  +  y  +  z=^3 

offenbar  unverträglich,  während  sich  die  Gleichungen  (3)  im  vor- 
liegenden Falle  auf  0-a;  =  0,  0-j/  =  0,  0';er  =  0  reduzieren  und  ein 
völlig  unbestimmtes  System  bilden.  Es  ist  also  nicht  mehr  erlaubt, 
die  Äquivalenz  der  Systeme  (1)  und  (3)  zu  behaupten,  wenn  D  =  0 
ist  Eine  vollständige  Diskussion  des  Systems  (1)  wird  möglich  sein, 
sobald  wir  das  Theorem  von  Rouche  bewiesen  haben. 

52.  Es  werde  allgemeiner  ein  System  von  m  Gleichungen  mit  n 
Unbekannten  betrachtet: 
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§52 


«»1   «1  +  «M   %  +  • 

«mia?!  +  «m«^«  +  • 

•  •  +  «m»  ^,  -  *» 

(5) 


Verschwinden  sämtliche  Koeffizienten  der  Unbekannten,  so  sind  die 
Gleichungen  offenbar  unbestimmt,  wenn  alle  bekannten  Glieder  null 
sind,  und  unverträglich,  wenn  wenigstens  ein  bekanntes  Glied  von 
Null  verschieden  ist.  Wir  lassen  diesen  ganz  speziellen  Fall,  der  kein 
Interesse  hat,  bei  Seite  und  wollen  von  jetzt  ab  annehmen,  daß  die 
Koeffizienten  der  Unbekannten  nicht  sämtlich  null  sind.  Es  ist  ferner 
erlaubt  m  >  n  vorauszusetzen,  da  man,  wenn  dies  nicht  der  Fall 
wäre,  zu  dem  System  (5)  mehr  als  n  —  m  Gleichungen  hinzufQgen 
könnte,  deren  Koeffizienten  und  bekannte  Glieder  gleich  Null  sind, 
und  so  zu  einem  System  gelangen  würde,  welches  mit  (5)  äquivalent 
ist.    Dies  vorausgeschickt  sei  fi  der  Rang  (§  18)  der  Matrix 


All    a 


"11 
^1 


12 
«22 


»1» 
«2« 


ö^ml  «».2 


a 


mm 


unseres  Systems.  Dann  gibt  es  in  derselben  eine  nicht  verschwindende 
Determinante  (i-ter  Ordnung.  Diese  Determinante  heiße,  gleichviel 
wie  sie  gewählt  ist,  die  Hauptdeterminante  des  Systems.  Sie  hat 
die  Eigenschaft,  nicht  null  zu  sein,  während  alle  Deter- 
minanten höherer  Ordnung,  die  in  derselben  Matrix  enthalten 
sind,  verschwinden.  Ihre  Elemente  erscheinen  als  Koeffizienten 
von  ft  Unbekannten  in  f*  Gleichungen  (5).  Wir  wollen  uns  denken, 
es  sei  bereits  eine  Yertauschung  der  Unbekannten  und  auch  der 
Gleichungen  ausgeführt  derart,  daß  die  Unbekannten  imd  die  Glei- 
chungen, deren  Koeffizienten  in  der  Hauptdeterminante  auftreten,  die 
ersten  fi  Vertikalreihen  bezw.  die  ersten  (i  Horizontalreihen  ein- 
nehmen.    Wir  dürfen  also  annehmen,  daß  die  Hauptdeterminante 


*- 


ist.    Es  sei  femer 


d. 


s 

«11     «12 
«21     «22 

•  •  *    «1^ 

•  •  •    «2/4 

Q 

a 

%1     %% 

hl     «12        • 
^21     «22     •• 

•  •  •  ^ttfi 

■   «Im     *1 
•    «»M     *» 

Q 

a 

^/«l    «A«2    •  • 
VI    «r2     •  • 

« 
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Die  Determinanteii  d^y  8^,  , ,  .,  8^  heißen  die  charakteristischeu 
Determinanten  des  Systems.  Man  bemerke^  daß  die  fi  ersten  immer 
null  sind,  da  bei  ihnen  die  letzte  Horizontalreihe  mit  einer  andern 
identisch  ist.  Wir  werden  in  kurzem  sehen,  daß  das  Verschwinden 
der  m  —  ft  übrigen  notwendig  und  hinreichend  ist  für  die  Verträg- 
lichkeit der  vorgelegten  Gleichungen. 

63.  TheoTem  von  Bouohö.  Wenn  die  charakteristischen 
Determinanten  eines  Systems  von  m  linearen  Gleichungen 
mit  n<Cm  unbekannten  nicht  alle  null  sind,  so  sind  die 
Gleichungen  miteinander  unverträglich.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  besitzt  das  System  eine  einzige  Losung 
oder  unendlich  viele  Lösungen,  je  nachdem  der  Rang  seiner 
Matrix  gleich  n  oder  kleiner  als  n  ist^). 

a)  Man  bringe  die  Unbekannten  ^^^^xy ^^^if  ...,  x^  anf  die 
rechte  Seite  und  erteile  ihnen  in  beliebiger  Weise  die  Werte  c^  +  i, 
^11 +  2 >  •  •  -;  ^«*  ^*®  vorgelegte  System  reduziert  sich  dadurch  auf  ein 
System  von  m  Gleichungen  zwischen  ft  Unbekannten: 

«11  ^  +  <ht  ^1  +  •  •  •  (hn^M^  =  */; 


(6) 


wo 


(*) 


«ml  ^1  +  »mJ  ^2  + 


^mfi^H 


"  K } 


«=» 


K  =  *r  -  2  ^ 

«  =  ^  +  1 


r«  ^9 


ist  im  Falle  /4  <  n  und  i/  =  \  im  Falle  fi  =  n.  Vor  allem  bemerke 
man,  daß  das  System  (6)  dieselbe  Hauptdeterminante  und  die- 
selben charakteristischen  Determinanten  hat  wie  das  System  (5). 
In  der  Tat  kann  die  Matrix  von  (6)  keine  Determinanten  von  höherer 
als  fi-ter  Ordnung  enthalten  und  unter  denen,  welche  die  Ordnung  fi 
haben,  ist  die  Determinante  8^0,  welche  man  also  als  Hauptdeter- 
minante annehmen  kann.     Was  die  charakteristischen  Determinanten 


Oll 

«12     • 

•    »1/u 

K 

•                 4 

«22    • 

•    «2/* 

K 

%1 

%i    ' 

•  •    ^f*f* 

V 

«rl 

«r2    • 

'  •    «r/* 

V 

anbetrifft,  so  läßt  sich  ihnen  auf  Grund  bekannter  Eigenschaften  der 


1}  Comptes  rendus  de  FAcad^mie  des  Sciences  de  Paris,  1875. 
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§53 


Determinanten  durch  Zerlegung  der  letzten  Vertikalreihe  gemäß  der 
Relation  (7)  folgende  Form  geben: 


«SSM 


*/ 


*  =  /U  +  l 


«11     «18 


•  •  «lA*    «1* 


«//l   «/i2 
«rl    »r2 


•    •    «/4/U     «/<* 


Die  Determinante^  mit  welcher  c^  multipliziert  ist,  ist  offenbar  in  der 
Matrix  des  Systems  (5)  enthalten  und  verschwindet,  da  ihre  Ordnung  ^i 
übertrifft.     Mithin  ist  d/  =  ä^. 

b)  Jetzt  bemerke  man,  daß  nach  einer  bekannten  Formel  (§  25) 


(8) 


V 


ist,  wo  i  und  j  die  Werte  1,  2,  3,  ...  ft  annehmen.  In  dem 
System  (6)  betrachte  man  die  [i  ersten  Gleichungen  und  die  r-te; 
man  multipliziere  diese  letzte  mit  d  und  die  i-ie  (i»  1,  2,  . .  .,  fc) 
mit  —  (a^i  a.^  +  »^2  ^t2  +  ' '  *  +  «r^  ^i/u)-  Addiert  man,  so  ergibt  sich 
auf  Grund  von  (8)  sofort,  daß  die  rechte  Seite  d/  ist,  während  auf 
der  linken  Seite  der  Koeffizient  von  x^  das  ist,  was  aus  d/  wird, 
wenn  man 

A"i ,   A^  ,   . . . ,   Ä^  ,   k^ 

der  Reihe  nach  durch 


«Ij;     «2«>     •  •  '9     %M}     «r« 


ersetzt.     Es  ist  also 


«=i 


«11 

«12    .  . 

•  «M 

«1. 

«21 

• 

•               • 

•  «2^ 

• 

•                  • 

-*;• 

%1 

a^2  •  • 

•  "'ff 

%, 

«rl 

«r2   •• 

•  «r;. 

»r. 

Die  Determinante,  mit  welcher  x^  multipliziert  ist,  verschwindet,  da 

die  letzte  Vertikalreihe  mit  der  s-ten  identisch  ist.  Die  vorstehende 
Relation  reduziert  sich  also  auf 

0  .  iPi  +  0  •  ^2  + h  0  •  :r^,  =  */, 

und  man  kann  sie  nicht  befriedigen,  wenn  d/4°0  ist.  Die  Gleichungen 

unseres    Systems   sind   also   unverträglich,    wenn  wenigstens    eine 
charakteristische  Determinante  von  Null  verschieden  ist. 
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c)  Wenn  die  charakteristischen  Determinanten  alle  null  sind^  so 
gibt  die  Relation  (8) 

Man  kann  also  der  Gleichung 

welches  auch  der  Wert  Ton  r  sein  mag^  durch  die  Annahme  genügen 

Es  ist  femer  unmöglich  das  System  (6)  in  anderer  Weise  zu  be- 
friedigen^ da  die  fi  ersten  Gleichimgen  ein  System  von  ft  Gleichungen 
zwischen  fi  unbekannten  bilden  mit  der  Determinante  d  +  ^^^  so  daß 
dieses  System  (§  50)  nur  eine  Lösung  besitzt. 

d)  Aus  dem  Obigen  geht  klar  herror^  daß  das  System  (5);  wenn 
die  charakteristischen  Determinanten  sämtlich  verschwinden;  eine 
einzige  Lösung  besitzt^  falls  fi  =»  n^  und  eine  unendliche  Zahl  von 
solchen,  fidls  ft  <n  ist;  denn  jedem  System  von  Werten  c^+i,  <^^+2> 
...,  c^,  die  man  a;^+i,  ^+2;  •  •  •;  ^n  beliebig  erteilt,  entspricht  ein 
bestimmtes  System  von  Werten  für  a?!,  a:,,  . . .,  rc^.  In  diesem  Falle 
werden  wir  sagen  können,  daß  die  Zahl  der  Lösungen  (n  —  ft)  -  fach 
nnendlich  ist  oder  daß  das  System  (n  — ^)-fach  unbestimmt  ist, 
sobald  wir  uns  überzeugt  haben,  daß  die  vorhin  auseinandergesetzte 
Methode  alle  möglichen  Lösungen  des  Systems  (5)  liefert.  Es  ist 
aber  klar,  daß  wir  immer,  wenn  c^',  c,',  . . . ,  c«  eine  beliebig  gewählte 
Losung  ist,  den  c  die  Werte  c^^  =  c^^^i,  c^^,  =  c^^^j  •  •  •;  c«  =  ^n' 
erteilen  können.  Alsdann  muß  die  Auflösung  des  Systems,  welches 
die  ^  ersten  Gleichungen  (6)  bilden,  notwendig  die  Werte  x^  ==  Cj', 
2",  =  c,',  . . . ,  a:^  =  c^  liefern.  Sonst  würde  das  genannte  System  mehr 
als  eine  Lösung  besitzen,  während  seine  Determinante  8  von  Null 
verschieden  ist.     Daj9  ist  aber  unmöglich  (§  50). 

54.  Bemerkxingen.  a)  Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen 
erkennen,  daß,  wenn  das  System  Lösungen  besitzt,  \i  Gleichungen 
notwendig  und  hinreichend  sind,  um  sie  alle  zu  bestimmen,  so 
daß  der  Bang  der  Matrix  eines  Systems  die  Minimalzahl  von 
Gleichnngen  darstellt,  auf  die  man  sich  das  genannte  System 
reduziert  denken  kann. 

b)  Im  Falle  eines  Systems  von  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
kann  man  als  Matrix  des  Systems  diejenige  betrachten,  welche  man 
durch  Hinzufügen  einer  Horizontalreihe  von  Elementen  Null  zu  der 
Matrix   der  Determinante  D  erhält.     Ist  D  4=  0,   so  ist  die  Haupt- 
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determinante  gerade  D  und  die  letzte  charakteristische  Determinante 
notwendig  gleich  Null.  Mithin  gibt  es  eine  einzige  Lösung.  Ist 
D  =  0;  so  hat  man  die  Hauptdeterminante  unter  den  Minoren  von 
D  zu  suchen.  Sie  wird  immer  von  einer  niedrigeren  Ordnung  als  der 
n-ten  sein  und  es  kann  daher  nur  Unverträglichkeit  oder  Unbestimmtheit 
bestehen.  Demnach  ist  die  Bedingung  D  +  0 ,  die  filr  das  Vorhanden- 
sein einer  einzigen  Lösung  des  Systems  hinreichend  ist,  auch  dazu 
notwendig.  Auf  diese  Weise  ist  eine  Lücke  ausgefüllt^  auf  die  wir 
in  §  51  hingewiesen  haben. 

c)  Die  Bedingungen  für  die  Vertraglichkeit  von  mehreren  linearen 
Gleichungen  lassen  sich  nach  Gapelli^)  mit  eleganter  Kürze  aus- 
drücken.    Die  Matrix 


(9) 


Oji  a„  ... 

«1«    h 

<*»»!  ^mt  •  ■  • 

»mnK 

enthält  d  4"  0.     Ihr  Bang  ist  also  nicht  kleiner  als  fi.    Er  kann  aber 
nicht  größer  sein  als  ft  +  1 ,  da  jede  Determinante  von  höherer  Ordnung 
als  der  (ß  -f  l)-ten^  die  in  (9)  enthalten  ist;  verschwindet;  denn  ent- 
weder ist  sie  auch  in  der  Matrix  des  Systems  enthalten^  oder  es  treten 
in  ihr  die  Je  auf;  und  wenn  man  nach  diesen  Elementen  entwickelt, 
so  findet  man,  daß  alle  Komplemente  null  sind.  Der  Rang  der  Matrix  (9) 
ist  also  ^  oder  /t  +  1  •     Im   ersten   Falle   verschwinden   alle  Deter- 
minanten von  der  Ordnung  fi+lf  zu  denen  auch  die  charakteristi- 
schen Determinanten  gehören,  und  die  Gleichungen  sind  daher  mit- 
einander verträglich.     Im  zweiten  Falle  gibt  es  in  (9)  wenigstens 
eine   nicht   verschwindendende   Determinante   von    der   Ordnung 
/t+l;   und   da   eine   solche   Determinante  nicht  gleichzeitig  in   der 
Matrix  des  Systems  enthalten  sein  kann,  so  ist  damit  gesagt,  daß  in 
ihr  die  k  vorkommen.    Inzwischen  können  die  Komplemente  dieser  Je 
nicht  sämtlich  null  sein.    Sonst  würde  die  Determinante   selbst   ver- 
schwinden.   Es  folgt  daraus,  daß  wenigstens  eins  derselben  von  Null 
verschieden   ist,   und   man   ist   immer  berechtigt   es  als  Hauptdeter- 
minante der  Matrix  des  Systems  anzunehmen.     In  diesem  Falle   ist 
die  betrachtete  nicht  verschwindende  Determinante  eine  charakte- 
ristische Determinante,  und  die  Gleichungen  sind  daher  miteinander 
unverträglich.    Es  sind  also,  um  zusammenzu£E»sen,  die  Gleichungen 
verträglich  oder  unverträglich,  je  nachdem  der  Bang  der  Matrix   (9) 
fi  oder  fi+l  ist.     Mit  andern  Worten:  Für  die  Verträglichkeit 
eines   Systems  von  linearen   Gleichungen  ist  es  notwendig 

1)  Bivista  di  Matematica,  1892,  p.  54. 
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nnd  hinreichend^  daß  die  Matrix  des  Systems  ihren  Bang 
nnverändert  bewahrt;  wenn  man  zu  ihr  die  ans  den  bekannten 
Gliedern  bestehende  Yertikalreihe  hinzufügt 


Systeme  linearer  Formen. 

55.  unter  den  ganzen  rationalen  Ausdrücken  in  n  Veränder- 
lichen x^,  x^,  ...;  x^  sind  von  Wichtigkeit  die  homogenen^  d.  h. 
diejenigen^  deren  sämtliche  Glieder  den  nämlichen  Gfrad  m  haben. 
Sie  führen  den  Namen  algebraische  Formen  und  heißen  linear, 
wenn  m^l,  quadratisch,  wenn  m  =  2,  cubisch,  wenn  m  =  3, 
biquadratisch,  wenn  m  =  4  ist,  u.  s.  w.  Eine  Form  beliebigen 
Grades  heißt  femer  binär,  wenn  n  =  2,  ternär,  wenn  w  =  3,  qua- 
ternär,  wenn  n  =  4t  ist,  u.  s.  w.  In  diesem  Buche  werden  wir 
uns  nur  mit  den  linearen  und  den  quadratischen  Formen  beschäftigen. 
Eine  lineare  Form  ist 

während  die  Entwickelung  ^)  von  u^  das  einfachste  Beispiel  einer 
Form  m-ten  Grades  bietet.  Man  bemerke,  daß  sich  aus  dieser  Ent- 
wickelung  eine  beliebige  Form  m-ien  Grades  ableiten  läßt,  indem 
man  jedes  Glied  mit  einem  willkürlichen  Koeffizienten  versieht,  so 
daß  die  Anzahl  der  Glieder  einer  algebraischen  Form  m-ten  Grades 
in  n  Veränderlichen  gleich  der  Anzahl  der  Glieder  in  der  Entwickelung 
der  m-ten  Potenz  eines  n-gliedrigen  Polynoms  ist,  d.  h.  gleich  der 
n-ten  figurierten  Zahl')  m-ter  Ordnung  oder  der  Anzahl  der 
Kombinationen  Yon  m  +  n  —  1  Dingen  zu  je  m. 

56.  Ist  ein  System  von  m  linearen  Formen  in  n  Veränderlichen 
gegeben,  so  ist  es  yon  Wichtigkeit  zu  wissen,  ob  diese  Formen  für 
ein  und  dasselbe  System  Ton  Werten,  die  man  den  Veränderlichen 
erteilt  und  die  nicht  sämtlich  null  sind,  verschwinden  können. 
Es  handelt  sich  mit  andern  Worten  darum  zu  wissen,  ob  das  System 
von  linearen  und  homogenen  Gleichungen 

«11  ^1  +  »1,  arg  + h  tti,  x^  =  0, 

«21  ^1  +  0^22  ^si  +  •  •    +  fl»«  ^1.  -  0; 


(10) 


«ml^  +  «m»^2  +  •  •  •  +  a^^X^  =  0 

möglicherweise  Lösungen  hat  außer  der  selbstverständlichen 
(11)  Xi^Oy    0^8  =  0,    ...,    x^=-0. 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2,  Teil,  §  27. 

2)  Baltzer,  a.  a.  0.,  §  28. 
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Es  ist  klar^  daß  die  charakteristischen  Determinanten  immer  null 
sind^  da  die  letzte  Vertikalreihe  jeder  charakteristischen  Determinante 
aus  bekannten  Gliedern  besteht^  die  in  dem  vorliegenden  Falle  gleich 
Null  sind.  Das  Theorem  von  Rouche  lehrt  uns  sofort^  daß  Un- 
verträglichkeit nicht  stattfinden  kann,  und  dies  wird  bestätigt  durch 
die  Tatsache,  daß  eine  Lösung  immer  existiert,  nämlich  die  Lösung  (11). 
Dasselbe  Theorem  sagt  ims,  daß,  wenn  der  Rang  der  Matrix  n  ist, 
das  System  (10)  eine  einzige  Lösung  zuläßt,  und  zwar  ist  es  not- 
wendig die  Lösxmg  (11).  Es  gilt  also  der  Satz:  Die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  für  das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden von  mehreren  linearen  Formen  für  Werte  der 
Veränderlichen,  die  nicht  sämtlich  null  sind,  ist  die,  daß 
der  Rang  der  Matrix  der  Koeffizienten  kleiner  ist  als  die 
Zahl  der  Veränderlichen. 


57.  Im  Falle  m  >  n  ist,  wie  wir  wissen,  die  Zahl  der  Lösungen 
des  Systems  (10)  (n  —  |[i)-fach  unendlich,  wenn  /t  der  Rang  ist  Im 
Falle  m<in  sind  zu  der  Matrix  des  Systems  mehr  als  n  —  m  Hori- 
zontalreihen von  Nullen  hinzuzufügen,  und  wir  können  uns  daher  bei 
der  Aufsuchung  der  Hauptdeterminante  auf  die  m  Horizontalreihen 
beschränken,  die  nicht  aus  Nullen  bestehen,  da  alle  Determinanten, 
welche  eine  Horizontalreihe  von  Nullen  enthalten,  gleich  Null  sind. 
Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  Ordnung  der  Hauptdeterminante 
nicht  größer  als  m  wird  ausfallen  können,  d.  h.  daß  fi^m  sein  wird, 
mithin  n  — /i>n  — w.  Es  gilt  also  der  Satz:  Jedes  System  von 
m  linearen  homogenen  Gleichungen  mit  n>m  Unbekannten 
ist  wenigstens  (n  — m)-fach  unbestimmt.  Auf  alle  Fälle  wird 
es  zur  Auflösung  des  Systems  (10),  nachdem  einmal  die  Haupt- 
determinante 


*  = 


«11     «12 
«21     «22 

...    ü^^ 
•  •  •    «2/4 

%1    %% 

. .  .  a^^ 

fixiert  ist,  genügen   das  System    der  /t   ersten  Gleichungen  nach  x^j 
Ä^,  . . .,  a:^  aufzulösen.     Wenn 


eJ,,= 


«11     «12 
«21     «22 


«1,<-1     «li     «1,<  +  1 
«2,<-l     «2i     «2,<  +  l 


«Im 
«2/u 


«^1    «^2    •  •  •    «/i,»-l    «/i>     «//,<  +  !    •  •  •■  « 


fifi 


gesetzt  wird,  so  gibt  die  Cramersche  Regel 
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f^n 


Xi -y  2  *<Ä;  (i  =  1;  2,  3,  .  .  .,  /i) 

>  =  /!  +1 

WO  es  nocli  freisteht,  jeder  der  Unbekannten  a?^+i,  ^^+8;  •  ■  •?  ^n  ©inen 
beliebigen  Wert  zu  erteilen.  Bei  jeder  andern  Wahl  der  Hauptdeter- 
miaante  d'  innerhalb  derselben  fi  Yertikalreihen^  denen  S  angehört^ 
ergibt  sich  eine  Formel,  die  sich  nicht  von  der  obigen  unterscheiden 
kann,  und  um  zu  yerifizieren,  daß  sie  sich  nicht  davon  unterscheidet, 
genügt  es  zu  bemerken,  daß  auf  Grund  des  am  Ende  Ton  §  41 
ausgesprochenen  Theorems  S/d'  =  Sij/d'ij  ist 

58.  Wir  wollen  im  besondem  ein  System .  von  n  linearen 
Formen  mit  n  Veränderlichen  betrachten.  Das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden kann  für  Werte  der  Veränderlichen,  die  nicht  alle  null 
sind,  nicht  stattfinden,  wenn  die  Determinante  D  des  Systems  von 
Null  verschieden  ist.  Wenn  die  Determinante  D  gleich  Null  ist  und 
ft  ihr  Rang  ist,  so  gibt  es  in  (»  —  ft)-fach  unendlicher  Anzahl  Systeme 
von  nicht  sämtlich  verschwindenden  Werten  der  Veränderlichen, 
welche  die  n  Formen  gleichzeitig  zum  Verschwinden  bringen.  Unter 
Umkehmng  dieses  Satzes  pflegt  man  auch  zu  sagen:  Damit  eine  De- 
terminante n-ter  Ordnung  den  Rang  ft  habe,  ist  es  notwendig  und 
hinreichend,  daß  n  —  fi  lineare  homogene  Relationen  zwischen  den 
Elementen  der  verschiedenen  Reihen  bestehen.  Damit  soll  gesagt 
sein,  daß  es  möglich  sein  muß,  w  —  /Lt  verschiedene  Systeme  von 
Werten  X^,  X^,  . . .,  X^  zu  finden,  die  nicht  alle  null  und  so  beschafien 
sind,  daß  fOr  jedes  i 

ist.  Im  besondem  gilt  folgendes:  Damit  eine  Determinante 
gleich  Null  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß 
zwischen  den  Elementen  jeder  Reihe  eine  und  dieselbe  lineare 
homogene  Relation  besteht.  Aus  unserm  Satze  folgt  außerdem, 
daß  sich  eine  Determinante  von  der  Ordnung  n  und  vom  Range  /t 
mit  Hilfe  der  bekannten  Operationen  (§  17)  immer  so  einrichten  läßt, 
iB&  die  sämtlichen  Elemente  von  n  —  ft  parallelen  Reihen  null  sind. 
Eine  Determinante,  welche  verschwindet,  läßt  sich  daher  immer  mit 
Hufe  der  genannten  Operationen  in  eine  andere  transformieren,  bei 
der  alle  Elemente  einer  Reihe  null  sind. 

59.  Besonderes  Interesse  für  die  Anwendungen  bietet  der  Fall, 
in  welchem  D  =  0  ist,  während  wenigstens  ein  Element  der  rezi- 
proken Determinante  von  Null  verschieden  ist.  Wenn  z.  B.  «n  =j=  0 
ißt,  80  ist  die  Hauptdeterminante  d  =  a^  von  der  Ordnung  w  —  1, 
and  das  System  läßt  eine  einfach  unendliche  Zahl  von  Lösungen 
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zu.  Um  sie  alle  zu  erhalten;  verfahre  man,  wie  in  §  57  angegeben 
worden  ist,  d.  h.  man  bringe  die  Unbekannte  x^  auf  die  rechte  Seite 
und  betrachte  zur  Bestimmung  der  übrigen  Unbekannten  das  System 
der  letzten  w—  1  Gleichungen.  Auf  diese  Weise  findet  man  a^^Xi  =  a^^x^ 
und,  wenn  man  i  variieren  läßt, 


X, 


^ 


X. 


X, 


cc 


11 


a 


IS 


cc 


IS 


a 


1  n 


Die  Eigenschaften  der  Deteilninanten  lassen  dieses  Resultat  als  evident 
erscheinen.  Der  Fall  von  n  —  1  linearen  homogenen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  wird  ohne  weiteres  auf  den  vorstehenden  zurück- 
geftihrt,  indem  man  zu  dem  Svstem  eine  Gleichung  mit  verschwinden- 
den Koeffizienten  hinzufügt. 

60,   Beispiele,     a)  Das  System 

besitzt  nur  dann  Lösungen,  die  aus  nicht  sftmtUch  verschwindenden  Werten 
von  X,  Pj  z  bestehen,  wenn 


=  0 


ist.    Wenn  aber  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  gibt  es  unendlich  viele  Lö- 
sungen, die  durch  die  Formeln 


«1 

\ 

«1 

<h 

b. 

c» 

«s 

h 

Cj 

X 


e 


gegeben  sind,  vorausgesetzt,   daß  nicht  alle  Nenner  null  sind.     So  besitzt 
das  System 

x  +  y  +  z=^0,     x  +  y+  2z  =^0,    x  +  y  +  3z^0 

eine  einfach  unendliche   Zahl  von  Lösungen,  die  durch  x  —  A,  y  =  —  A, 
z  =^  0  gegeben  sind,  wobei  l  von  —  c»  bis  -f  oo  variiert. 

b)  Unter  Benutzung   der  Schlußbemerkung   des  §  59   erkennt    man, 
daß  das  System 

a^x  +  h^y  +  (^z  +  d^t  =  0, 

a^x  +  b^y  +  c^z  +  d^t  =  0, 

l  a^x  +  h^y  -f  c^z  +  d^t  ^  0 

durch  die  Annahme 


X 

y 

z 

t 

h  Cj  d^ 

Ol  c,  dl 

a,  h,  d^ 

«1  ^  <i 

\  ^  d^          — 

a,  c,  d. 

a,  6,  d, 

— 

«1    \   Ci 

h  c,  d^ 

«8  «8  d^ 

<H  \  d^ 

Ob  ^  Cs 
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und  in  keiner  andern  Weise  befriedigt  wird,  vorausgesetzt,  dafi  wenigstens 
ein  Nenner  Yon  Null  verschieden  ist. 

61.  Man  sagt^  daß  die  Formen  u^,  u^,  . , ,,  u^  in  einer  linearen 
Relation  stehen,  wenn  es  möglich  ist,  die  Werte  ^,  X^,  . . .,  A^,  die 
mcht  sämtlich  null  sein  sollen,  so  zu  bestimmen,  daß  für  sie 
^1^1  +  ^«2  +  ■  •  -  +  i„tt„  identisch  verschwindet.  Wenn  zwischen 
den  genannten  Formen  keine  derartige  Beziehung  stattfindet,  so  heißen 
sie  linear  unabhängig.  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  annehmen, 
daß  die  Formen  durch  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (10)  dar- 
gesteUt  werden.     Dann  spaltet  sich  die  Relation 

^Wi  +  Ajt«,  +  . . .  +  X^u^  =  0      • 

wegen  der  Willkürlichkeit  der  x,   die  als  unabhängig  vorausgesetzt 
werden,  in  die  Relationen: 

^«u  +  ^«21  +  •  •  •  +  A„a^i  -  0, 


Soll  es  unmöglich  sein,  dieselben  durch  Werte  der  X  zu  befriedigen, 
die  nicht  sämtlich  verschwinden,  so  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend (§  56),  daß  der  Rang  des  Systems  m  ist.  Es  gilt  also  der 
Satz:  Damit  m  lineare  Formen  mit  n  Veränderlichen  unab- 
hängig seien,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  der 
Rang  ihrer  Matrix  m  ist.  Im  besondem  ist  für  die  Unabhängig- 
keit Toa  n  linearen  Formen  mit  n  Veränderlichen  notwendig  und 
hinreichend,  daß  die  Determinante  des  Systems  von  Null  verschie- 
den ist. 

62.  Wenn  m  >  n  ist,  so  ist  der  Rang;  weil  nicht  größer  als  n, 
kleiner  als  m.  Daraus  folgt,  daß  es  mehr  als  n  unabhängige 
lineare  Formen  mit  n  Veränderlichen  nicht  geben  kann. 
Z.  B.   sind  die  Formen   ax  +  hy  und   ax  +  b'y  unabhängig,   wenn 

aV  ^ ha.      Es  ist  aber  unmöglich  eine  dritte  Form  a'x  +  Vy   zu 

konstruieren,  die  von  den  beiden  ersten  unabhängig  ist.     Und  in  der 
Tat  hat  man,  was  auch  a"  und  V  sein  mögen ,  identisch 

{a'r  -  Va")  {ax  +  hy)  +  {ha''  -  ah")  {a'x  +  Vy) 
+  {aV  -  6a  )  {a"x  +  V'y)  =  0. 

In  jedem  Falle  ist  die  Minimalzahl  von  Formen,  auf  die  man 
sich  ein  System  von  linearen  Formen  reduziert  denken  kann, 
gleich  dem  Rang  ihrer  Matrix^  d.  h.  wenn  f(  dieser  Rang  ist,  so 
lassen  sich  m  —  ^  Formen  linear  durch   die  ft  übrigen  ausdrücken, 

Cctiro,  Aiwlytis.  4 
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die  Yoneinander  unabhängig  sind.  Dies  ergibt  sich  auch  aus  der 
folgenden  Bemerkung:  Wenn  man  den  x  willkürliche  Werte  erteilt, 
die  nicht  alle  null  sind^  und  die  entsprechenden  Werte  der  u  be* 
rechnet^  so  lassen  sich  die  Gleichungen^  welche  diese  Formen  defi- 
nieren^ betrachten  als  ein  System  von  verträglichen  Gleichungen, 
dessen  charakteristische  Determinanten  folglich  alle  gleich  Null  sein 
müssen.     Es  ist  also  immer 


d.  h.  (§  25) 


«11     ^2     '"    ^ifi     Wj 
Oji     0^2     ...    di^     U^ 


a^i  a^2  ...  a^^   u^ 


0, 


u^  = 


j2  ^rj^iß^i  (^=/*+l,  f*  +  2, 


. .,  w). 


UJ 


63.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage  ein  Theorem  zu  beweisen, 
welches  die  Bestimmung  des  Ranges  einer  beliebigen  Matrix  er- 
leichtert. Wir  wollen'  annehmen,  es  sei  in  dieser  Matrix  eine  De- 
terminante ^4=^  ^^^  d^^  Ordnung  ft  gefanden  derart,  daß  alle 
Determinanten  von  der  Ordnung  /*  +  1,  welche  derselben  Matrix  an- 
gehören luid  ä  enthalten,  null  sind,  dafi  also 


«u 

«12 

...   Oi^ 

«1. 

«81 

•              • 

«22 

•  •  •  ^if, 

•                     •                     • 

«8. 

%1 

«/.» 

•  •  •  %p 

%. 

«n 

«r» 

•  •  •    «r/1 

«r. 

=  0 


ist  für  alle  möglichen  Werte  von  r  und  5.  Entwickelt  man  nach 
den  Elementen  der  letzten  Vertikalreihe  und  dividiert  durch  d,  so 
ergiebt  sich  die  Relation 

«r.  =  ^1«1.  +  ^«2«  H 1-  ^fi%M7 

in  welcher  A^,  X^,  ...  von  s  unabhängig  sind.  Es  folgt  daraus,  daß 
die  Formen 

u^  «=  a^^x^  +  a^^x^  -\ h  «r«^«     (*■  ==  ^  +  1,  ^  +  2,  .  . .,  w) 

sich  linear  aus  den  Formen  u^j  ti,,  .  .  .,  u  ableiten  lassen  (die 
wegen  #4=0  voneinander  unabhängig  sind).  Mithin  ist  der  Rang 
der  Matrix 
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^11    ^1«    •  •  •  ^1« 


«21     «82 


«21 


«ml  «m«  •  •  •    ^mn 


gerade  gleich  (i.  Um  also  behaupten  zu  können^  daß  der  Bang  einer 
Matrix  gleich  /x  ist^  genügt  es^  daß  es  gelingt  in  ihr  eine  nicht 
Terschwindende  Determinante  von  der  Ordnung  /x  zu  finden 
derart,  daß  alle  Determinanten  von  der  Ordnung  ft  -f  1,  welche 
sie  enthalten^  null  sind.  Daraus  folgt  im  besondern:  Wenn  die 
in  gewissen  m  —  1  Yertikalreihen  der  obigen  Matrix  enthaltenen 
Determinanten  nicht  alle  null  sind,  während  jede  große  Determinante, 
die  die  genannten  Yertikalreihen  enthält,  gleich  NuU  ist,  so  ist 
jede  andere  große  Determinante  der  Matrix  gleich  Null. 


Xdneare  Traiiflfonnationen. 

64:.  Denken  wir  uns,  daß  in  einer  oder  mehreren  algebraischen 
Formen  mit  n  Veränderlichen  x^,  x^,  , . .,  x^  die  x  durch  die  folgen- 
den Ausdrücke  ersetzt  werden: 


(12) 


^1  -KiVi  +  KiVi  + 

^2   =  ^'21  Vi  +  «22  ^2   H" 


i  ^n  ==  *i.iyi  +  KiVi  +  '••  +  *««y,. 


Die  gegebenen  Formen  yerwandelu  sich  in  ebensoviele  Formen  mit 
den  Veränderlichen  y^,  y^,  . . .,  y^.  Die  durch  die  Gleichungen  (12) 
ausgedrückte  Operation,  welche  den  Übergang  von  den  ersten  zu  den 
zweiten  Formen  vermittelt,  ist  eine  lineare  Transformation.  Der 
Modul  der  Transformation  ist  die  Determinante 


K  = 


Kl  K2  •  •  •  ^1 


^21     *2« 


2i» 


^«1  "'«2  .  .  .  A:, 


nn 


welche  man  Ton  Null  verschieden  annehmen  muß,  um  keine  lineare 
Verbindung  zwischen  den  x  zu  schaffen  (§  61).  Wenn  JC  =  1  ist,  so 
nemit  man  die  Transformation  unimodular. 

65«  Um  zu  den  ursprünglichen  Formen  zurückzugelangen,  muß 
man  auf  die  neuen  Formen  eine  andere  lineare  Transformation  an- 
wenden, welche  die  inyerse  der  ersten  heißt.    Die  Formeln  der  in- 

4* 
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65—66 


Tersen  Transformation  erhält  man  offenbar  darch  Auflösung  des 
Systems  (12)  nach  den  y.  Es  sei  x^^  das  algebraische  Komplement 
von  Tc^y    Da  jK*=f=0  ist,  so  liefert  die  Cramörsche  Regel 

(13)  ^^*    =  «12  ^1  +  «22  ^2  +  •  •  •  +  Kt^ny 


Der  Modul  dieser  Transformation  ist  (§  37) 


nn^n 


«11     «21 
«12     «22 


X 


nl 


X 


fi2 


«In   «2«    •  •  •    ««n 


K 


66.   Wendet  man  die  Transformation  (12)  auf  das  System  von 
linearen  Formen 

ö<i  ^1  +  a,-2 ^2  H 1-  «.«^n         (*  =^  I7  2,  . . .,  w) 

an,  so  verwandelt  sich  dasselbe  in  das  System 

^■12/1  +  ^2^2  +  •  ■  •  +  ^«y«,  (i  =  1;  2,  .  .  .,  n) 

wo  die  b  mit  den  a  in  einfacher  Weise  zusammenhängen.  Wenn 
man  nämlich  die  Transformation  (12)  auf  die  i-te  Form  des  ersten 
Systems  anwendet,  so  geht  dieselbe  über  in 

ö^a  Äi^i  +  •  •  •  +  hnVn)  +  ö«  (*2i  yi  +  •  •  •  +  /.««y«) 

Also  ist,  wenn  man  die  Koeffizienten  von  yj  zusammenfaßt, 

Nach  der  Regel  für  die  Multiplikation  der  Determinanten  sieht  man 
sofort,  daß 


*n 

&i, 

•■•    hn 

«11 

0^12 

...     «In 

Kl 

hl 

1. 

•  •  •    '^wl 

K 

1 

»« 

•  •  •    "in 

flj, 

«22 

. . .  ttg^ 

• 

^12 

"22 

7« 
•  •  •    '^«g 

Kx 

K. 

'"    Kn 

fl^nl 

%t 

•  •  •    ^nn 

Kn 

hn 

•  •  '    ^«fi 

ist.  Die  Determinante  eines  Systems  von  linearen  Formen, 
die  man  linear  transformiert  hat,  ist  also  gleich  der  Deter- 
minante des  ursprünglichen  Systems,  multipliziert  mit  dem 
Modul  der  Transformation. 


§§  67 — 69  •  Lineare  Transformationen.  53 

67.  Die  Anwendung  von  mehreren  linearen  Transformationen^ 
die  nacheinander  ansgeföhrt  werden  ^  ist  äquivalent  mit  der  Anwen- 
dang  einer  einzigen  solchen  Transformation,  deren  Modul  gleich 
dem  Produkt  der  Moduln  der  gegebenen  Transformationen 
ist  Um  dies  zu  beweisen,  können  wir  uns  offenbar  auf  den  Fall 
zweier  Transformationen 

^i  =  *«iyi  +  *«y2  +  •  •  •  +  KnVny    Vi  -  Kih  +  KiZt  +  •  +  ä;,^„ 

beschranken.  Dieselben  sind  zusammen  äquivalent  mit  derjenigen 
Transformation,  welche  durch  die  Formeln  definiert  wird,  die  man  er- 
hält, wenn  man  die  x  durch  die  z  direkt  ausdrückt.  Betrachtet  man 
aber  ar^,  o:,,  . . .,  x,  als  ein  System  von  linearen  Formen  in  den  y  mit 
der  Determinante  £*,  so  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen  klar,  daß 
KK'  die  Determinante  des  neuen  Systems  von  Formen  ist,  d.  h.  der 
Modul  der  resultierenden  Transformation. 

68.  Orthogonale  Transformationen,  unter  den  linearen  Trans- 
formationen sind  besonders  wichtig  die  orthogonalen.  Sie  lassen  die 
Summe  der  Quadrate  der  Veränderlichen  ungeändert.  Soll  also  die 
Transformation  (12)  orthogonal  sein,  so  muß  identisch 

(14)  a;i»  +  X,«  +  •  •  •  +  X*  =  y^«  +  y,«  +  .  .  .  +  y,« 
sein,  also  in  dem  Ausdruck 

(fcnyi  +  •  •  •  +  K^y^y  +  (inyi  +  •  •  •  +  hnVny  +  •  - 

der  Koeffizient  von  y^  gleich  1  sein  für  jeden  Wert  von  i,  und  der- 
jenige von  y^y^  gleich  0  für  i^j^  Entwickelt  man  die  Quadrate 
so  sieht  man,  daß 

1     für  i  =  ; 

(15)  A-i,*!^.  +  Ä,,/c,^  +  •  •  •  +  KiKs  ""     0    für  i4=j 

sein  muß.  Wenn  umgekehrt  diese  Relationen  erfüllt  sind,  so  besteht 
auch  die  Identität  (14),  und  die  Transformation  ist  orthogonal. 

69.  Eine  Determinante  heißt  orthogonal,  wenn  man  sie  als 
Modul  einer  orthogonalen  Transformation  benutzen  kann,  wozu  not- 
wendig und  hinreidiend  ist,  daß  zwischen  ihren  Elementen  k^^  die  Be- 
ziehungen (15)  bestehen.  Jede  orthogonale  Determinante  ist 
gleich  +  1.  In  der  Tat  ist  das  Quadrat  einer  solchen  Determinante 
auf  Ghnond  der  Formeln  (15) 

1  0  ...  0 
0  1  ...  0 


JST«- 


0  0  ...  1 


1, 
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SO  daß  Z"  =  ±  1  ist.  Die  durch  den  Modul  K  definierte  Trans- 
formation heißt  rechtsdrehend,  wenn  jK'=1,  linksdrehend,  wenn 
^=-1  ißt. 

70.  Eine  orthogonale  Determinante  ist  dadurch  charak- 
terisiert, daß  jedes  ihrer  Elemente  gleich  dem  entsprechen- 
den algebraischen  Komplement  ist,  und  zwar  mit  verän- 
dertem Vorzeichen,  wenn  die  Determinante  den  Wert  —  1 
hat.     In  der  Tat  geben  die  Formeln  (15)  fttr  i  =  1,  2,  3,  . . .,  n 


hAj  +  ^v^v  +  •  •  •  +  KiKi  =  1; 

Wir  wollen  dieses  System  nach  fc^y,  A'g^,  . . .,  h^^  auflösen.  Die 
Gramersche  Regel  giebt  sofort 

Kk^^  =-  0  •  x^i  +  0  •  x,.j  H h  1  •  x,-^  H h  0  •  x,„  «  x<^.. 

Umgekehrt  wird,  wenn 

(16)  K\^  =  X,, 

ist,  die  linke  Seite  von  (15) 

i  (*ii^jf  +  hi^i  +  "•  +  KiKj) 

und  ist  gleich  Null,  wenn  i=^j,  gleich  der  Einheit,  wenn  i=^j  ist. 
Die  Gleichungen  (15)  sind  erfüllt,  und  K  ist  daher  eine  orthogonale 
Determinante. 

71.  Allgemeiner  ist  jeder  Minor  einer  orthogonalen  Determinante 
gleich  dem  zugehörigen  algebraischen  Komplement,  und  zwar  mit  ver> 
ändertem  Vorzeichen,  wenn  die  Determinante  den  Wert  —  1  hat. 
Betrachten  wir  in  der  Tat  in  der  reziproken  Determinante  von  Ä' 
einen  Minor  v-ter  Ordnung.  Er  ist  auf  Grund  von  (16)  gleich  dem 
Produkt  von  J5l  *  mit  dem  entsprechenden  Minor  K^  von  K.  Andererseits 
wissen  wir  (§  38),  daß  derselbe  Minor  gleich  ist  dem  algebraischen 
Komplement  von  K^  multipliziert  mit  K^'\  Dividiert  man  also 
durch  K^'^y  so  sieht  man,  daß  das  algebraische  Komplement  von  K^ 
gleich  KK^  ist. 

72.  Damit  eine  Transformation  orthogonal  sei,  ist  es 
notwendig  und  hinreichend,  daß  ihr  Modul  identisch  wird 
mit  dem  der  inversen  Transformation,  wenn  man  in  ihm  die 


§§  72—73  Lineare  Transformationen.  55 

Vertikal-  zu  Horizontalreihen  macht.  Wenn  die  Transforma- 
tion (12)  orthogonal  ist^  so  sieht  man,  sobald  man  in  die  Formehi  (13) 
das  Resultat  (16)  einführt,  daß  die  Bedingung  notwendig  ist.  Wenn 
umgekehrt  die  Relationen 

Vi  =  Ki^i  +  hi^2  +  hi^z  + h  Ki^n 

für  I  =  1,  2,  3,  . . .,  n  zwei  inverse  Transformationen  darstellen,  so 
bedeutet  dies,  daß  die  Relation  (16)  besteht,  und  daß  daher  die 
beiden  Transformationen  orthogonal  sind. 

73.  KonBtmktion  orthogonaler  Transformationen.  Die  n^  Ele- 
mente einer  orthogonalen  Determinante  müssen  den  Bedingungen  (15) 
genügen.  Das  sind  «  + 1 n  (n  —  1)  =  |n  (n  +  1)  an  der  Zahl,  nämlich  n 
mit  der  rechten  Seite  gleich  der  Einheit  und  jn{n  —  1)  mit  der 
rechten  Seite  gleich  Null.  Daraus  fo^,  daß  man  n^  —  |  n  (n  -h  1) 
=  Jn(»  — 1)  Elementen  willkürliche  Werte  beilegen  kann,  wodurch 
dann  im  allgemeinen  die  übrigen  ^n  (n  -f  1)  Elemente  bestimmt  sind, 
die  einer  gleichen  Zahl  von  Bedingungen  genügen  müssen.  Anstatt 
|t»  (n  —  1)  Elemente  willkürlich  zu  wählen,  können  wir  versuchen, 
alle  n'  Elemente  durch  \n(n  —  1)  willkürlich  gewählte  Großen  aus- 
zudrücken. Diese  Bestimmung  ist  yon  Gayley  ausgeführt  worden  mit 
Hilfe  einer  eleganten  Methode,  die  wir  hier  auseinandersetzen  wollen. 
Es  sei 

^11   %«   •  •  •  ^1« 


eine  pseudosymmetrische  Determinante  mit  Hauptelementen  gleich  der 
Einheit,  so  daß 

♦^17)  a^J  =  —  üji  für  i  4=  j  «iid  a^^  =  1 

ist.  In  der  Determinante  A  sind  nur  die  auf  einer  Seite  der  Haupt- 
diagonale gelegenen  Elemente  willkürlich,  und  wir  können  annehmen, 
daß  diese  ^n{n—  1)  Elemente  gerade  die  Größen  sind,  durch  welche 
man  die  n'  Elemente  des  Moduls  K  ausdrücken  will.  Betrachten  wir 
die  durch  die  Relationen 

^i  =  »n^i  +  »«^2  +  «is^«  + ^-  ^in^ny 

far  f«=l,2,3,...,n  ausgedrückten  Transformationen.  Durch 
Addition  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (17) 

•  18)  ^i  +  Vi-  2iEf<. 
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§§  73<-74 


Inzwischen  werden  die  inyersen  Transformationen  von  den  beiden  be- 
trachteten ausgedrückt  durch  die  Relationen 

welche  auf  Grund  von  (18)  in 

^i^Ä  "•!  ^1  +z  "«y*  +  •  •  +  (j-  «ii  - 1)  y.  +  •  •  •  +  X  ^»»y« 

übergehen.     Es  ist  also  (§  72)  orthogonal  die  lineare  Transformation, 
deren  Modul  das  allgemeine  Element 

J 

2 


(19) 


-Ja^^-\     für  i^j 

für  i=f=j 


X'^'^ 


hat. 


74.  Die  so  konstruierte  Transformation  ist  immer  rechts- 
drehend.    In  der  Tat  ist  ihr  Modul 


^-(ir 


«11 -Y^    ßfu 


a 


In 


«21 


«M  2  -^    •  •  •    «Jn 


ff 


nl 


a 


nt 


•  •  •    ««»  8-^ 


Das  Produkt  von  -4  mit  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Deter- 
minante hat  das  aUgemeine  Element 

^ii  ==  «a«>i  +  ö^i2«>2  +  •  •  •  +  öt<>  («>y  -  i^)  +  •  •  •  +  a<,a^„, 
d.  h. 


r=l 


Der  erste  Teil  der  rechten  Seite   ist  null,  wenn  i=^j,  und  hat  den 
Wert  Af  wenn  i=j  ist.     Folglich  ist 

^o  ==  -  M«o  =  2  ^ö>.-        för  i  4=  j 
und   c^^  =* -4  —  J^a^^  =  Y^.     In    jedem   Falle    ist  also  c^j^^Aa^^. 
Daraus  folgt 

1-4(34,    i-^«22       ••    2^^«2  =.  (^Y  (-YA'=-  A 


AK 


-ay 


jAdin  jAa^^  .  .  .  jAa^^ 
und,  wenn  man  sich  erinnert  (§  47),  daß  A  niemals  null  ist,  K  ^^  1 


§   '0 
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76«  BeispieL  Um  die  allgemeinste  orthogonale  Determinante 
dritter  Ordnung  zu  konstruieren,  bemerke  man  zunächst,  daß  die 
reziproke  Determinante  von 


1 

r        1 
q  -p 


r   —  q 

P 
1 


l+p'  +  q'  +  r' 


folgende  ist: 


1+p' 
—  r  +  qp 


r  +  pq 

1  +  a' 


q  +  rp     —p  +  rq 


q+pr 
p  +  qr 


Dann  findet  man  mit  Hilfe  der  Formeln   (19),  daß  die   gesuchte  Deter- 
minante 


2(r  +  pq) 


^i-q+pr) 


l+i>'  +  «*  +  r«  i  +  P'  +  a'  +  r«  l+p«  +  2«  +  r« 

^{-r+qp)  l~j)«  +  g«-~r*  ^(p  +  qr) 

l+i>*  +  3'  +  »-'  l+l>*+2*  +  r*  !+!>'  +  «*  +  '"* 

g  (g  +  rp)  2(-p  +  rg)  l-jp'-g'  +  y' 

l+P*  +  3*  +  r»  l+p'  +  g'  +  r*  l+P*  +  q*  +  r* 

ist.     Wenn  wir  mit  cc,  ß,  y  drei  Zahlen  bezeichnen  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  cf*  -f  ^*  +  y*  —  1  ist,  so  können  wir  immer  setzen 


l>  =  «tgy,     q 


15  tg  V ,    ^  =  y  tg  — 


Auf  diese  Weise  reduziert  sich  die  vorstehende  Determinante  auf  die  ein- 
fachere Form 

cosO  -f  a*  (1  —  cos^)        ysinO  -f  a/?  (1  —  cos-^)    —  /JsinO  +  ay(l  —  cosO) 

-ysin»  +  ßa{l  —  cos-^)        cos^  +  ß^(l  —  cos^)       asin^-f  (5y(l  —  cos-») 

^sin^-f  ya(l  —  cosd)  —  asind  +  yj5(l  —  cos-^)  C0S'9'  +  y^(l  —  cos^) 

Daraus    folgt,  daß  die   allgemeinste  orthogonale  Transformation,    die   auf 
Formen  mit  drei  Variablen  ausgeführt  werden  kann,  durch  die  Relationen 

Ix'  —  a?  cos  ^  +  (yy  —  ßz)  sin  ^  +  a  (1  —  cos  ^  {ax  -\-  ßy  +  yz), 
y  =  y  cos 0  -f  (az  —  yx)  sin  ^  +  |S  (1  —  cos  d)  (ax  -\-  ßy  +  yz), 
/  =  Äf  cos  -^  -f  (ßx  —  ay)  sin  -^  +  y  (1  —  cos  d)  {ax  '\-  ßy  +  yz) 

definiert  wird,  die  in  der  analytischen  Geometrie  unter  dem  Namen 
^Eulersche  Formeln"  bekannt  sind*).  Da  offenbar  ax' -\- ßy' +  yz 
=  ax  -\-  ßy  -{■  yz  ist,  so  sieht  man,  daß  diese  Transformation   außer  der 


1)  Sie  wurden  wiedergefanden  von  Kodrigues,  Bd.  Y  des  Liou villeschen 
Journals  (pag.  405). 
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§§  75—76 


Summe  o?*  +  y*  +  s?  auch  ax  +  /5y  +  yz   ungeändert  l&ßt,  mithin  auch 

?*  =  Ä*  +  y*  +  iP*  -  (aa?  +'/33/  +  yzf  -  {yy  -ßey  +  {az  -  yx^  +  {ßx  -  ayy. 

Legt  man  also  er,  |3,  ^  die  Bedeutung  von  Kosinus  bei,  die  eine  Richtung 
inbezug  auf  ein  Tripel  orthogonaler  Axen  definieren,  und  x^  y^  z  die 
Bedeutung  Cartesischer  Koordinaten  eines  Punktes  Jlf,  so  sieht  man,  daß 
der  Punkt  M  beim  Übergange  von  einer  Lage  zu  einer  andern  M'  mit 
den  Koordinaten  x\  y\  z  nur  um  eine  Gerade  rotiert,  die  durch  den  An- 
fangspunkt in  der  Eichtung  (a,  j3,  ^)  gelegt  ist,  und  daß  er  dabei  in 
der  Entfernung  ^  von  der  genannten  Geraden  bleibt.  Die  Richtung  des 
gemeinsamen  Lotes  dieser  Geraden  und  der  Geraden  OM  wird  definiert 

durch  die  Kosinus   —  {yy  —  ßz^  az  —  yx^  ßx  —  ay)^   und  es  ist   daher 

der  Kosinus  des  Winkels,  um  den  sich  der  Punkt  M  um  die  Gerade 
drehen  muß,  damit  er  nach  M'  gelangt,  der  Quotient  von  (§  29) 


cc    ß    y 
X  y   z 


cc   ß    y 

f     f    f 
X   y   z 


=  XX  +  yy  +  zz  —  {ax  +  ßy  +  yzj 


durch  ^',  d.  h.  cos^.  Die  Formeln  (20)  bedeuten  also  eine  Ro- 
tation '9'  um  eine  durch  den  Anfangspunkt  in  der  Richtung 
(a,  |3,  -y)  gezogene  Gerade. 


Qnadratische  Formen. 

Brate  Begrub  Aber  die  qnadraUsohen  Formen. 

76.   Besonders  wichtig  sind  in  den  Anwendungen  der  Algebra 
die  quadratischen  Formen  (§  55)  in  n  Veränderlichen: 

+  2a^^Xy^x^  +  2a^^x^x^  +  2a^^x^x^  +  •  •   . 
Man  pflegt  kurz  zu  schreiben 

U  =  ^  a^^x^x^, 

wobei  gemeint  ist,  daß  den  Indices  i  und  j  unabhängig  voneinander 
alle  ganzzahligen  Werte  von  1  bis  n  erteilt  werden  sollen.  Die  sym- 
metrische Determinante 


A^ 


^11     ^12     •  •  •    %n 


a,i    Ojs 


<hf 


<^nl    ^«2       •  •    » 


nn 


§§  76—78 


Erste  Begriffe  über  quadr.  Formen. 
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heißt  die  Diskriminante  von  TJy  und  die  quadratische  Form 

deren  Diskriminante  die  reziproke  Determinante  von  A  ist,  heißt  die 
reziproke  Form  von  Z7. 

77«  Mit  dem  Studium  der  quadratischen  Form  U  steht  in 
inniger  Beziehung  das  eiaes  Systems  von  linearen  Formen,  dessen 
Determinante  mit  der  Diskriminante  der  Form  identisch  ist: 


(1) 


Vor  allem  ist  zu  bemerken,  daß  man  schreiben  kann 

(2)  Cr=  u^Xi  +  UjÄJg  + h  Kx^. 

Damit  haben  wir  für  ü  einen  Ausdruck,  der  symmetrisch  in  den  x 
und  den  u  ist.  Wenn  diese  letzteren  als  Veränderliche  angenommen 
werden,  so  verwandelt  sich  die  gegebene  quadratische  Form  in  ihre 
reziproke,  vorausgesetzt,  daß  zwischen  den  neuen  Veränderlichen  keine 
Relationen  bestehen.  Dies  erfordert  (§  61),  daß  ^  =j=  0  ist.  Unter 
dieser  Voraussetzung  liefert  die  Anwendung  der  Gramerschen  Regel 
auf  das  System  (1) 

(  ^iCi  =  «iiUi  +  a,iM,+    --+  «„!«*„, 
Äx^  =  «13  Mj  +  a„Mj  +    •  •  +  dni^y 


Mithin  wird,  wenn  man  in  (2)  einsetzt, 


+  a««w«- 


l3) 


ü  ^    -^    ^    CCi^U^Uy 


Ui 


78.  Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  in  anderer  Weise  durch 
die  Bemerkung,  daß  die  Vertraglichkeit  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
erfordert,  daß 


Oll  ajj  ...  ai„  Wi 
a,i  a^,  ...  Äj^  ti. 


Wl      it,      •••«*«       ü^ 


=  0 
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78-79 


ist.     Hieraus  ergibt  sich  (§  1 7)  für  U  der  Ausdruck 


t7  = 


1 

A 


»11 

*1J  •  • 

•    »in 

«1 

»21 

• 

•               ■               < 

•    »2n 

■             • 

• 

o.i 

»n2    • 

•  »«» 

«« 

«1 

Wg      . 

•  «« 

0 

welcher  (§  25)  von  (3)  nicht  verschieden  ist.     Benutzt  man  dagegen 
die  ursprünglichen  Veränderlichen,  so  kann  man  schreiben 


?/=- 


^«-2 


«11        «12        ...       «1^       Xy^ 

^21     ^22     •  •  •    '^2n    ^'2 


•       . 


^nl    ^»2    •  •  •    ^««    ^n 


Es  ist  nützlich,  diese  beiden  Ausdrücke  für  IJ  festzuhalten. 

79.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  man  eine  quadratische  Form 
durch  eine  beliebig  große  Zahl  von  Veränderlichen  ausdrücken  kann. 
Man  braucht  sich  nur  jede  Veränderliche  durch  eine  lineare  Form 
mit  neuen  Veränderlichen  ersetzt  zu  denken,  deren  Anzahl  die  der 
ursprünglichen  Veränderlichen  übertrifft.  Umgekehrt  ist  es  von 
Wichtigkeit  entscheiden  zu  können,  ob  eine  gegebene  quadratische 
Form  durch  eine  geringere  Zahl  von  unabhängigen  Veränderlichen 
ausdrückbar  ist.  Wir  wollen  also  annehmen,  daß  in  der  quadrati- 
schen Form 

n 

die  n  Veränderlichen  x  sich  derart  linear  gruppieren  lassen,  daß  für 
U  ein  Ausdruck  durch  die  m  neuen  Veränderlichen 

Vi  =  *ii  ^1  +  *i2  ^2  +  •  •  •  +  *ln  ^ny 

Vi    ==  *^21   ^l  +  h2^i  + h  *2n  ^nJ 


Vm  =  '«^ml^l  +  K^^%  +  •  •  •  +  Kn<^ 


herauskommt.     Es  sei 


vt 


U^^h,y,y, 


«»J 


der  neue  Ausdruck  von   K     Denkt  man  sich  hier  die  y  eingesetzt 
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und  dann  das  Resultat  mit  dem  ursprünglichen  Ausdruck  von  ü  yer- 
glichen,  so  ergibt  sich 


ij 


/  =  1 


WO 

(5) 


issm 


<^ir-^KK 


i^i 


ist.    Die  Gleichung  (4)  zeigt;  daß  die  Diskriminante  A  das  nach  Yer- 
tikalreihen  gebildete  Produkt  der  Matrices 


6) 


^11      ^12 


^ml    ^m2 


"^mn 


Äjl      ^M      •  •  •    ^8» 


^ml    "'mJ    •  •  •    ^ 


mti 


ist.  Wenn  m  <  n^  so  ist  dieses  Produkt  null  (§  29).  Läßt  sich 
also  eine  quadratische  Form  auf  eine  geringere  Zahl  von  Veränder- 
lichen reduzieren^  so  ist  ihre  Diskriminante  null.  In  kurzem  werden 
wir  sehen,  daß^  wenn  die  Diskriminante  verschwindet,  die  quadratische 
Form  reduzibel  ist,  und  wir  werden  also  das  Theorem  aussprechen 
können:  Soll  eine  quadratische  Form  irreduzibel  sein,  so  ist 
dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  ihre  Diskriminante 
TOD  Null  verschieden  ist. 

80.  Wenn  m^n  ist,  so  wird  Ä  =  CK,  und  die  Gleichui^  (5) 
zeigt,  daß  man  ebenso  C  »  BK  hat.  Es  ist  also  Ä  »  BK^, 
d.  h.  die  linear  transformierte  einer  quadratischen  Form  ist 
wieder  eine  quadratische  Form,  deren  Diskriminante  gleich 
ist  der  Diskriminante  der  ursprünglichen  quadratischen 
Form,  multipliziert  mit  dem  Quadrat  des  Transformations- 
moduls. 

81.  Der  Bang  der  Diskriminante  einer  quadratischen 
Form  stellt  die  Minimalzahl  von  Veränderlichen  dar,  auf 
welche  sich  die  genannte  quadratische  Form  reduzieren 
läßt  Nach  der  am  Ende  des  §  43  gemachten  Bemerkung  kann  man 
immer  annehmen,  daß  die  ^  Hauptdeterminante  von  Ä  unter  den 
Hauptminoren  von  der  Ordnung  ft  gewählt  ist.    Es  sei 

Ojl    fljg    ...  tti^ 


%\  %2 


a 


fift 
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81—82 


eine  solche  Determinante.     Die  Verträglichkeit  der  Gleichungen   (1) 
und  (2)  erfordert  (§  53),  daß 


«11     «12     •  ■  •   ^If.    ^1 
Ogj     a^2     •  •  •    «2u     **2 


%l    »//2 


U, 


d       u 


"1    ^     . . .  w^ 
ist.     Daraus  leitet  man  ab  (§  25) 


U 


=  0 


WO  SL^j  das  algebraische  Komplement  von  a^^  in  S  ist.  Auf  diese 
Weise  sehen  wir,  daß  TJ  tatsächlich  auf  eine  quadratische  Form  redu- 
ziert ist,  die  nur  die  Veränderlichen  w^,  w,;  •  •  •;  **;«  ©^thält.  Dieselben  sind 
voneinander  unabhängig,  weil  d  =f=  0  ist.  Da  femer  1/tf  die  Diskii- 
minante  der  neuen  quadratischen  Form  ist,  so  ist  eine  weitere  Herab- 
drückung  der  Zahl  der  Veränderlichen  unmöglich  (§  79).  Diese 
letzte  Behauptung  kann  man  auch  durch  die  Bemerkung  beweisen, 
daß  jeder  Minor  i/-ter  Ordnung  von  A  gleich  dem  Produkt  zweier 
Matrices  ist  (§  31),  die  man  durch  Auswahl  gewisser  v  Vertikal- 
reihen aus  den  Matrices  (6)  erhält.  Solange  v  größer  als  m  ist,  sagt 
uns  das  Theorem  von  Binet,  daß  das  Produkt  der  beiden  Matrices 
null  ist.  Daraus  folgt,  daß  alle  Minoren  von  A  verschwinden,  deren 
Ordnung  m  übertrifft,  und  es  muß  daher  iif^m  sein,  .d.  h.  es  ist  un- 
möglich die  quadratische  Form  auf  weniger  als  /t  Veränderliche  zu 
reduzieren. 

82.  Für  die  irreduziblen  quadratischen  Formen  haben  wir 
(§§  77;  78)  die  Möglichkeit  erkannt,  von  einer  Form  zu  der  rezi- 
proken Form  überzugehen.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  daß  so  etwas 
bei  den  reduziblen  quadratischen  Formen  nicht  geschehen  kann.  Vor 
allen  Dingen  bemerke  man,  daß  im  Falle  ft  <  n  —  1  die  reziproke 
Form  gar  nicht  existiert  In  der  Tat  sind  dann  die  Minoren  u^^  sämt- 
lich gleich  Null,  da  ihre  Ordnung  größer  ist  als  /[t.  Die  reziproke  Form 
existiert,  wenn  /[t  =  w  —  1  ist,  aber  der  Rang  ihrer  Diskriminante  ist 
(§  36)  gleich  der  Einheit.  Die  genannte  Form  läßt  sich  also  (§81) 
auf  ein  einziges  Quadrat  reduzieren.  Mit  andern  Worten:  Die  rezi- 
proke Form  einer  reduziblen  quadratischen  Form  ist,  wenn 
sie  existiert,  das  Quadrat  einer  linearen  Form.  Dies  läßt  sich 
auch  direkt  beweisen.  Zunächst  bemerke  man,  daß  wenigstens  ein 
Hauptelement  a^^  der  reziproken  Determinante  von  Null  verschieden 
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ist,  weil  sonst  (§  45)  alle  Elemente  der  reziproken  Determinante  null 
sein  würden.     Darauf  sckreibe  man 

oder 


Invariante  Blgensohaftan. 

83.  Invarianten.  Es  seien  a^  h^  Cy  ,  , .  die  Koeffizienten  einer 
algebraischen  Form  und  a,  b',  c'y  . . .  die  analogen  Koeffizienten  einer 
durch  lineare  Transformation  aus  ihr  entstandenen  Form.  Hat  man 
immer,  welches  auch  die  angewandte  lineare  Transformation  sein  mag, 

(T)  9 (a',  b\  c\  . .  .)  =  KP<p (a,  b,c,.. .), 

wo  K  der  Modul  der  Transformation  ist,  so  heißt  der  Ausdruck  q) 
eine  Invariante  der  gegebenen  Form.  Wenn  ^  =  0  ist,  so  besteht 
zwischen  den  neuen  Koeffizienten  und  denen  der  ursprünglichen  Form 
eine  Ton  der  benutzten  Transformation  unabhängige  Beziehimg,  und 
die  Inyariante  heißt  eine  absolute.  In  einem  solchen  Falle  ist  es 
im  allgemeinen  nicht  möglich  die  gegebene  Form  in  eine  andere 
gleichfedls  gegebene  zu  transformieren,  da  die  neuen  Koeffizienten 
a\  b\  e'j  ...  nicht  beliebig  gewählt  werden  können,  sondern  der  Re- 
lation 

(8)  q>  (a\  6',  c',  . . .)  =  y  (a,  b^  c,  .  , .) 

genügen  müssen. 

84.  Dies  vorausgeschickt  ist  es  leicht  zu  ermitteln,  ob  es 
Formen  gibt,  die  keine  absoluten  Invarianten  besitzen. 
Wenn  eine  Form  in  n  Veränderlichen  v  Koeffizienten  hat,  so  läßt 
sich  einsehen,  daß  man  im  allgemeinen  eine  lineare  Transformation 
finden  kann,  welchiB  sie  in  eine  andere  gegebene  Form  verwandelt,  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Anzahl  n^  der  Elemente  der  Transformation  nicht 
kleiner  ist  als  die  der  zu  erfüllenden  Bedingungen,  welche  gerade  v  ist. 
Man  erhält  nämlich  die  genannten  Bedingungen,  indem  man  ausdrückt,  daß 
die  Koeffizienten  der  transformierten  Form  die  a  priori  festgesetzten 
Werte  a',  b%  c\  . . .  annehmen.  Es  muß  daher  (§  55),  wenn  eine  Be- 
ziehung wie  (8)  nicht  besteht, 

n-f-l    ti-t-2    n  +  3         n-\-in — 1^ 
2  8  4  m  =- 
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sein.     Man  bemerke;  daß  das  Produkt  der  ersten  beiden  Faktoren 

A(«  +  1)(m  +  2)  =  n  +  |(m  -  1)(«  -  2)  ^  » 

ist;  wobei  n  als  ganze  Zahl  und  größer  als  1  vorausgesetzt  wird. 
Da  die  folgenden  Faktoren  sämtlich  größer  als  die  Einheit  sind,  so 
kann  die  betrachtete  Relation  nicht  erfüllt  sein  für  Werte  Ton  w,  die 
größer  als  3  sind.  Es  ist  also  m  »  2  oder  m  »  3 .  Im  ersten  Falle 
kann  n  beliebig  sein,  im  zweiten  ist  notwendig  n  =  2.  Mit  iandern 
Worten:  Eine  Relation  wie  (8)  kann  nicht  bestehen  für  die  qua- 
dratischen Formen  und  für  die  binäre  kubische  Form.  Dies 
sind  also  die  Formen,  welche  keine  absoluten  Invarianten  besitzen. 
Bei  den  andern  Formen  haben  wir  den  Fall,  daß  v  größer  als  n^  ist, 
und  die  Differenz  v  —  n^  stellt  die  Anzahl  der  absoluten  Invarianten 
dar.  Z.  B.  hat  eine  binäre  Form  vom  Grade  m  >  2  gerade  m  —  3 
absolute  Invarianten,  eine  temäre  Form  von  demselben  Grade  hat 
deren  \(m  +  1)  (w  +  2)  —  9  u.  s.  w. 

85.  Eine  Form,  die  keine  absolute  Invariante  besitzt, 
kann  nicht  mehr  als  eine  gewöhnliche  Invariante  zulassen. 
In  der  Tat,  weon  die  Form  die  Invarianten  9  und  ^  zuließe,  die 
bei  linearer  Transformation  in  KP<p  und  JT^^  übergehen,  so  ist  klar, 
daß  99^-P  in 

übergehen  und  eine  absolute  Invariante  sein  würde. 

86«  Eine  quadratische  Form  hat  nur  eine  Invariante: 
es  ist  ihre  Diskriminante>  Wir  haben  bereits  gezeigt  (§  79),  daß 
die  Diskriminante  eine  Invariante  ist.  Eine  weitere  Invariante  kann 
es  nicht  geben,  da  (§  85)  die  quadratischen  Formen  keine  absoluten 
Invarianten  zulassen  (§  84). 

87,   Aus  demselben  Grunde  kann  die  kubische  Form 

üqX^  +  ia^x^y  +  3a^xy^  +  a^y^ 

nicht  mehr  als  eine  Invariante  haben.  Diese  eine  lautet,  wie  wir  im 
folgenden  sehen  werden, 

Übrigens  zeigt  eine  direkte  Rechnung  ohne  Schwierigkeit,  daß  nach 
einer  linearen  Transformation  mit  dem  Modul  K  dieser  Ausdruck 
nur  den  Faktor  K^  annimmt.  Dagegen  hat  die  binäre  biquadratische 
Form 

UqO^  +  ia^x^y  +  Bojic^ys  +  4a^xy^  +  a^y^ 

außer  der  Invariante . 

I==%a^  —  4aia3  +  So^*, 


§§87—88 
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welche  bei  linearer  Tranafonuation  in  K^I  übergeht,  noch  die  In- 
Tariante 


«0^04  +  "^(^i^h^  —  o,'  —  q^a^^  —  a^a^\ 


^0  ^1   ^ 

«1  a,  a, 

^    «8    «4 

welche  in  K^J  übei^eht.  Die  einzige  absolute  Invariante  der  be- 
trachteten Form  wird  also  (§  85)  ausgedrückt  durch  den  Quotienten 
Ton  P  durch  J*. 

88.  Anstatt  einer  einzigen  Form  können  wir  ein  System  von 
Formen  betrachten  und  die  Invariante  wie  vorhin  (§  83)  definieren, 
indem  wir  sie  uns  durch  die  Koeffizienten  aller  Formen  des  Systems 
ausgedrückt  denken.  Z.  B.  ist  die  Determinante  eiues  Systems  von 
n  linearen  Formen  mit  n  Veränderlichen  eine  Invariante,  da  sie  (§  66) 
der  Gleichung  (7)  für  p  =»  1  genügt.  Wenn  man  eine  Invariante 
einer  Form  kennt,  so  lassen  sich  daraus  leicht  Invarianten  eines  aus 
mehreren  ahnlichen  Formen  bestehenden  Systems  ableiten.  Wir 
woUen  uns  auf  den  Fall  zweier  quadratischer  Formen  beschränken, 
machen  aber  darauf  aufmerksam,  daß  die  folgende  Methode  auf  eine 
beliebige  Zahl  von  Formen  anwendbar  ist.  Nehmen  wir  an,  daß  eine 
lineare  Transformation 

JSa^jX^Xj^        £b^jXfXj 
bezüglich  in 

überführt.     Es  ist  klar,  daß  dieselbe  Transformation 

U  (a^j  +  kb^j)  x^Xj    in    i:{aij  +  l  h\^  x^x^ 

verwandeln  wird,  wo  X  eine  willkürliche  Größe  ist.  Wenn  K  der 
Modul  der  Transformation  ist,  so  muß  (§  80) 


a 


1» 


a, 


8» 


=  jr» 


nn 


sein.  Jede  Seite  läßt  sich  (§17)  in  ein  Polynom  vom  Grade  n  in 
k  entwickeln.  Z.  B.  läßt  sich  die  Determinante  auf  der  rechten  Seite 
so  schreiben: 

Cetikro,  Analjatt.  5 
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§§  88—89 


Bezeichnet  man  mit  97/  das^  was  aus  tp^  wird^  wenn  man  die  Koeffi- 
zienten der  ursprünglichen  Formen  durch  die  der  transformierten  er- 
setzt^ so  hat  man 

W  +  A91'  +  •  •  •  +  ^"9:  =  ir*(9o  +  ^9'!  +  •  •  •  +  ^>J, 
welches  auch  der  Wert  von  X  sein  mag.    Es  ist  also 

9;  =  ZV^,         (<^  =  0,  1,2,  ...,  w) 

und  9q,  (p^y  g)^,  . . .,  (p^  sind  daher  Invarianten  des  betrachteten 
Systems.  Man  beachte,  daß  9^  und  9^  bezüglich  mit  A  und  B  iden- 
tisch sind.  Die  neu  erhaltenen  Invarianten  sind  9^,  9)2;  *  -  •?  V'n-i; 
und  man  hat  z.  B. 


9>i  = 


611  a^j 
*2i  «22 

...  a^^ 

•  •  •  «2« 

•         •        • 

•  ■  •  ««1. 

+ 

«11    *12 
«21    ^22 

...    ttj^ 
•  •  •    «2n 

+  ■ 

••   + 

«11    «12 
«21    «22 

a                ■               • 

««1   ««2 

•  •  •    hn 
...   0^^ 

•              •             • 

•  •  •  ^«» 

*nl  «n2 

«nl   Ki 

•  •  •    ««« 

u.  s.  w.  Man  bemerke,  daß  jedes  dieser  <p  als  eine  partielle  In- 
variante einer  einzigen  Form  betrachtet  werden  kann,  und  zwar  für 
alle  Transformationen,  welche  die  andere  Form  ungeändert  lassen. 

89«  Orthogonale  Invarianten.  Verlangt  man,  daß  9  (a,  &,  c, . . .) 
eine  Invariante  sei  nicht  für  alle  möglichen  linearen  Transformationen, 
sondern  nur  für  diejenigen,  welche  orthogonal  (§  68)  sind,  so  er- 
hält man  die  orthogonalen  Invarianten,  die  offenbar  zahlreicher  sind 
als  die  bisher  betrachteten  allgemeinen  Invarianten.  So  hat  eine 
quadratische  Form  U  in  n  Veränderlichen  außer  der  Diskriminante 
w  —  1  andere  orthogonale  Invarianten^  mit  deren  Aufsuchung  wir  uns 
hier  beschäftigen  wollen.  Nach  der  am  Schluß  des  vorigen  Para- 
graphen gemachten  Bemerkung  ist  eine  orthogonale  Invariante   von 

ü  jede  simultane  Invariante  von  U  und  der  Form  x^^  -\'X2^'\ \-  xj. 

Nach  dem  in  demselben  Paragraphen  Gesagten  sind  also  orthogonale 
Invarianten  von  ü  die  Koeffi^enten  y^,  Vi,  •  •  •?  9«_i,  (9„  "=  1)  ^^^ 
Potenzen  von  X  in  der  Entwickelung  von 


«11  +  ^   «12 


a 


In 


«21 


(2^2     i    X    ...    02  „ 


««1 


a 


ni 


«««+  ^ 


An  einer  früheren  Stelle  (§  27,  i)  haben  wir  gesehen,  daß  9^  die 
Summe  aller  Hauptminoren  (w  —  i/)-ter  Ordnung  von  Ä  ist.  Es  gilt 
also  der  Satz:  Die  Summe  aller  Hauptminoren  gleicher  Ord- 
nung in  der  Diskriminante  einer  quadratischen  Form  ist 
eine  orthogonale  Invariante  dieser  Form. 


90—91 
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zu  bilden. 


90»   Ubungsbeispiele.    a)  Die  orthogonalen  Invarianten  der  temären 
quadratischen  Form 

ax^  +  hy^  +  cz^  +  2fyfi  +  2gfix  +  2hxy 

Die  Diskriminante 

a  h  g 

h  b  f     —  a&c  +  2fgh  -  af*  -  bg*  -  ch* 

ff  f  c 

hat  ab  Hauptminoren  aoBer  a^  b,  c 


b  f 
f  c 


-hc-f\ 


c  9 
9  a 


^  ca  —  g^ 


a  h 
h  b 


^ab--  h\ 


Die  gesachten  orthogonalen  Invarianten  sind  also 

a  +  b  +  c,     bc  +  ca  +  ab  —  f*  —  g*  —  h* , 

b)  Eine  Invariante  des  Systems  von  zwei  ternären  quadra- 
tischen Formen  zu  finden.  Diese  seien  die  Form  des  vorigen  Übungs- 
beispiels und  die  folgende 

ax^  +  by  +  cV  +2fyz+  2  g  ex  +  2Kxy . 

Die  gesuchte  Invariante  ist 


a   h  g 

a  h'  g 

a  h  g 

h'  h  f 

+ 

hb'  f 

+ 

h  b  f 

9   f  c 

g  f  c 

g  f  c' 

oder,  wenn  man  entwickelt, 

bca  +  cab'  +  abc  -  (af^  +  b'g^  +  ch^) 
+  2  (ghf  +  hfg'  +  fgh')  -  2  {äff  -f-  bgg  +  cÄÄ'). 


BlaaoiiiBOlie  Darstellung  algebraischer  Formen. 

91.  Wenn  eine  Form  bei  linearer  Transformation  die  einfachste 
Grestalt  annimmt^  deren  sie  fähig  ist;  so  sagt  man^  sie  sei  auf  einen 
kanonischen  Ausdruck  reduziert.  Übrigens  ist  die  Wahl  eines 
solchen  Ausdrucks  durchaus  Sache  der  Übereinkunft^  aber  doch  nicht 
willkürlich.     So  z.  B.  laßt  sich  die  binäre  kubische  Form 

aoi?  +  %bx^y  +  Zcxy^  +  dx^ 

durch  eine  lineare  Transformation  auf  den  Ausdruck  or^  +  ^  reduzieren. 
Man  braucht  nämlich  nur  x  =  ax  +  /Jy' ,  y  =  yx  +  8y'  zu  setzen 
und  die  vier  Unbekannten  a^  ß,  y^  S  so  zu  bestimmen^  daß  die  vier 
Koeffizienten  der  neuen  Form  gleich  den  entsprechenden  in  x'  +  «/' 
werden.     Diese  Form  kann  man  also  als  kanonischen  Ausdruck 
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der  betrachteten  kubischen  Form  annehmen.  Dagegen  ifit  es  nicht 
möglich  ic*  +  y'  +  jer*  als  kanonischen  Ausdruck  der  temaren  kubischen 
Formen  zu  wählen;  denn  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Gh-oßen 
wäre  neun,  während  die  Zahl  der  Bedingungen,  denen  sie  genügen 
müssen,  gleich  der  Anzahl  der  Koeffizienten  der  Form,  d.  h.  gleich 
zehn  ist.  Aus  diesem  Gh-unde  pflegt  man  eine  zehnte  Unbestimmte  Ä- 
einzuführen  und  als  kanonischen  Ausdruck  x^  +  y^  +  m^  +  Gkxyis  an- 
zunehmen. Es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  diese  Reduktionen  in  spe- 
ziellen Fällen  versagen  können.  Es  gibt  z.  B.  binäre  kubische 
Formen,  die  nicht  auf  rr*  +  y*  reduzierbar  sind,  dafür  aber  auf  xt/*. 

92.   Als  kanonischen  Ausdruck  der  quadratischen  Formen  pflegt 
man  anzunehmen 

(9)  f^=«iy,*  +  «,y,'  +  --  +  «,y«S 

WO  die  a  konstante  Größen  und  die  y  lineare  Formen  in  den  ur- 
sprünglichen Veränderlichen  x  sind.  Die  Reduktion  einer  quadratischen 
Form  auf  einen  solchen  kanonischen  Ausdruck  ist  auf  unendlich  yiele 
Weisen  möglich,  da  die  n^  Elemente  der  unbekannten  Transformation 


^n  =  *^i.iyi  +  K^y^  +  •  •  •  +  Knyn 

nur  ^w(w  — 1)  Bedingungen  genügen  müssen.  In  der  Tat,  um  V 
mit  Hilfe  der  Transformation  (10)  auf  den  Ausdruck  (9)  zu  reduzieren, 
muß  man  die  Elemente  Tc^^  derart  bestimmen,  daß  in  der  transformierten 
quadratischen  Form  a^^  =  0  ist  für  i+i-  I^i^  Transformation  wird 
aber  ToUkommen  bestimmt,  wenn  man  verlangt,  daß  sie  orthogonal 
sei.  Sie  muß  alsdann  (§  73)  wegen  der  Orthogonalität  ^n(n  +  1)  Be- 
dingungen genügen  und  weiteren  \n{n  —  1),  damit  die  transformierte 
Form  die  Gestalt  (9)  habe.  Die  Gesamtzahl  der  Bedingungen  ist  also 
gleich 

\n{n+  l)  +  ^w(n- l)«w' 

oder  gleich  der  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Elemente.  Wir  wollen 
uns  mit  dieser  Bestimmung  beschäftigen. 

93.  Denken  wir  uns,  daß  man  von  der  Form  (9)  zu  der  ur- 
sprünglichen Form  zurückkehrt  mit  Hilfe  der  inversen  Transformation 
von  (10),  welche  wegen  der  Orthogonalität  (§  72)  durch  die  Formeln 

yi  =  Kl  ^i  +  hi^%  +  --  +  Kl^ny 


yn^-Kn^l  +  hn^2  +  "'  +  Kn^, 
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definiert  ist.     Die  Form  (9)  wird 


r  =  « 


r=l 

Dorcli  Identifizierung  mit  dem  ursprünglichen  Ausdruck   von  U  er- 
gibt sich 


rssn 


d.  h.  für  j  =  1,  2,  3,  . . .,  n 


Betrachtet  man  c^lcn,  ^K%9  *  •  •?  ^%^in  ^^  Unbekannte;  so  gibt  die 
Cramersche  Regel 

Daraus  folgt  auf  Grund  bekannter  Eigenschafben  (§  70) 

Setzt  man  jetzt  i  =»  1,  2^  3;  .  .  .^  n,  so  erhält  man  das  System 


(11) 


welches  sich  als  ein  System  von  n  linearen  homogenen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  betrachten  läßt.  Soll  es  möglich  sein,  für  die 
Unbekannten  k^j^  Jc^j,  ...,  k^j  Werte  zu  finden,  die  nicht  sämtlich 
Terachwinden,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend ,  daß  die  Deter- 
minante des  Systems: 


(12) 


Oii  —  ccj  a^i 


a 


91 


«82  —  «i 


«1» 


a 


II 1 


a 


ni 


a 


nn 


a. 


verschwindet.     Folglich  sind  Oj,  «j,  «j,  . .  .,  a^   die  n  Wurzeln   der 
Gleichung 
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(13) 


^1  ^a»       ^  •  •  •  ^n 


^nl  ^n8  •  •  •    %n  ~~  ^ 


=  0 


und  haben  daher  (§  33,  d)  reelle  Werte.  Übrigens  gelangt  man  zu 
diesem  letzten  Resultat  in  direkter  Weise  durch  Betrachtung  der 
quadratischen  Form  U  —  a  (x^^  +  ajg^  +  •  •  •  +  xj) ,  welche  sich  in 
(«1  —  cc)  y^  +  («2  —  a)  J/g*  +  •  •  •  +.  (a«  —  «)  y^  transformieren  muß 
und  sich  daher  für  a^  a^y  a^y  . . . ,  a^  auf  weniger  als  n  Veränder- 
liche reduziert.  Daraus  folgt  (§  79),  daß  ihre  Diskriminante  fOr  diese 
Werte  von  a  verschwinden  muß. 

94.  Es  ist  nunmehr  leicht  die  Elemente  der  Transformation  zu 
bestimmen,  indem  man  von  den  Systemen  (11)  Gebrauch  macht,  in 
welchen  die  a  als  bekannte  Größen  zu  betrachten  sind.  Nehmen 
wir  dasjenige  System  (11),  welches  einem  gegebenen  Werte  von  j 
entspricht,  so  wissen  wir,  daß  die  Unbekannten  den  algebraischen 
Komplementen  der  Elemente  einer  Reihe  proportional  sind  (§  59) 
oder  den  Quadratwurzeln  der  algebraischen  Komplemente  der  Haupt- 
elemente (§  45),  wenn  wir  beachten,  daß  die  Determinante  des 
Systems  symmetrisch  ist.  Wenn  a^^.  das  algebraische  Komplement 
von  a^^  —  «^  in  der  Determinante  (12)  ist,  so  hat  man  für  jeden 
Wert  von  j 


wenn   man   berücksichtigt,   daß   k\^  +  ifcj^  +  •  •  •  +  ij^.  «  1    ist.      Es 
wird  also 


96.  Beachtet  man,  daß  die  Diskriminante  der  Form  (9)  (t^a^a^,,.a^ 
ist,  und  daß  sie  daher  von  Null  verschieden  ist,  wenn  kein  Koeffizient  a 
verschwindet,  so  sieht  man  sofort,  daß  jeder  kanonische  Ausdruck  au 
sich  irreducibel  ist.  Die  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  aus- 
einandergesetzte Methode  hat  den  Vorzug,  auch  auf  die  reduziblen 
quadratischen  Formen  anwendbar  zu  sein,  und  erlaubt  daher  die  Re- 
duktion einer  gegebenen  quadratischen  Form  auf  die  kleinste  Zahl 
von  Veränderlichen'  auszuführen.  Tatsächlich  kann  man  (§  27,  i)  der 
Gleichung  (13)  die  Form  geben 

A  —  X6„^^  +  x^6^__^ q:  af'^6^  ±  ^  =  0, 

wenn  man  mit  6^  die  Summe  aller  Hauptminoren  von  A  bezeichnet. 
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welche  die  Ordnung  v  haben.  Diese  Minoren  sind  alle  null,  wenn 
ihre  Ordnung  den  Rang  fi  der  Diskriminante  übertrifft.  Wenn  also 
die  quadratische  Form  reduzibel  ist,  so  wird  die  letzte  Gleichung 

Dieselbe  besitzt  n  —  fi  verschwindende  Wurzeln,  und  in  dem  kano- 
nischen Ausdruck  (9)  bleiben  daher  nur  ft  Glieder  bestehen,  d.  h.  die 
quadratische  Form  ist  auf  die  kleinste  Zahl  von  Veränderlichen  (§81) 
reduziert. 

96.  Wir  woUen  ein  anderes  interessantes  Verfahren  zur  Reduktion 
einer  quadratischen  Form  auf  einen  kanonischen  Ausdruck  auseinander- 
setzen und  gehen  dabei  von  der  Bemerkung  aus,  daß  die  Transformation 

»1  =  ^1  +  Ki^i  +  il^l8^8  +  •  •  •  +  k^n^nf 


Vn- 


X. 


ebenso  viele  unbestimmte  Ghrößen  enthält,  als  bei  der  genannten  Re- 
duktion Bedingungen  zu  erfüllen  sind,  d.  h.  ^n{ji  —  1),  Setzen  wir 
-r^^j  ==  a?y^,  =  •  •  •  =a:^  =  0.  Dies  bedeutet  eine  Beschränkung  der 
Form  auf  nur  v  Veränderliche,  und  andererseits  sieht  man,  daß  die 
Transformation  (14),  wenn  in  ihr  v  statt  n  gesetzt  wird,  gerade  die- 
jenige ist,  welche  den  kanonischen  Ausdruck  aiJ/i^  +  a^y^*  -| f-  a^y^* 

in  die  so  beschränkte  Form  überföhrt;  denn  y^+i,  y^+i,  . .,  y,  ver- 
schwinden gleichzeitig  mit  den  entsprechenden  x.  Die  Diskriminant« 
jenes  Ausdrucks  ist  cl^o^  . . .  a^y  die  der  Form,  in  welche  er  über- 
geht. 


«u  ^\% 


I 


15) 


A=- 


<hx   «M 


«8» 


Ofy\      (^y2      '    '    '      ^VV 


und   die  Transformation  (14)  ist  offenbar  unimodular.     Folglich   ist 
f§  79) 

A^  ~  ^öCjöfj . .  .  «y, 

woraus  sich  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Determinanten  ^|,  ^, . . . 
von  Null  verschieden  sind,  ergibt 


«i  =  A^    ^^J"?    ^==1"?    •••>    "«^ 


A 


A 


^, 


Ä-i 


Wir  sehen  also,  daß  die  betrachtete  quadratische  Form  auf  den  kano- 
nischen Ausdruck 


72  1,3-    Quadratische  Formen.  §§  96—97 

(16)  Ay^'  +  ^y^'  +  ^Vs^+'-'+T^yn' 

redozierbar  ist,  wo  die  A^  die  Bedeutung  (15)  haben.  Praktisch 
^ßt  sich  diese  Reduktion  in  der  Weise  ausftlhren,  daß  man  eine  der 
Veränderlichen  durch  Abtrennung  eines  Ausdrucks  zu  isolieren  sucht, 
der  das  Quadrat  einer  linearen  Form  ist.  Läßt  man  z.  6.  zu,  daß 
nicht   a^i  =»  0   ist,   so    sieht   man   sofort,   daß   in   a^  U  die   Glieder, 

welche  x^  enthalten,  zu  dem  Quadrat  von  (inX^  +  a^^^i  +  c^ia^s  H 

gehören.     Setzt  man  also 

yi  =  ^i  +  J^  +  ^^  +  ---, 

SO  wird  ?7  =  «1  yi*  +  U\  wo  U'  eine  quadratische  Form  in  den  übrig 
bleibenden  Veränderlichen  x^,  x^,  ...  ist.  Nimmt  man  an,  daß 
^11^22  ■"  ^'la  nicht  null  ist,  so  kann  man  in  analoger  Weise  in  U'  die 
Veränderliche  x^  isolieren.     Wird 

gesetzt,  so  findet  man  TJ'  =  c^ys*  +  V',  wo  ü"  =  (^x^  H ist,  u.  s.  w. 

Wenn  es  auf  diesem  Wege  gelingen  soll  U  auf  die  Form  (9)  zu 
bringen,  so  müssen,  wie  man  sieht,  die  Veränderlichen  in  geeigneter 
Anordnung  betrachtet  werden,  um  in  der  Reihe  A^y  A^,  A^y  ...  ver- 
schwindende Glieder  zu  vermeiden.     Dies  ist  nicht  immer  möglich. 

97.  TrägheitsgesetB.  Wir  haben  bereits  bemerkt  (§  92),  daß  es 
für  eine  quadratische  Form  mit  n  Veränderlichen  kanonische  Aus- 
drücke in  ^n(«  +  l)-fach  unendlicher  Anzahl  gibt.  Es  ist  aber  be- 
merkenswert, daß  alle  eine  gemeinsame  Eigenschaft  genießen,  die  von 
großer  Wichtigkeit  ist  und  die  Sylvester  angegeben  hat.  Wir  meinen 
das  Trägheitsgesetz  der  quadratischen  Formen,  c^,  o^,  . .  .,  a^ 
und  ß^,  /Sg,  . . .;  ßn  seien  die  Koeffizienten  von  zwei  kanonischen  Aus- 
drücken einer  und  derselben  Form,  so  daß  man  für  alle  Systeme  von 
Werten  der  x  oder  der  y 

(17)      a,x,'  +  a,x,'  +  ..,  +  a,xj  =  fty,»  +  fty,«  +  •  •  •  +  /».y.» 

hat.  Man  nehme  als  unabhängige  Veränderliche  die  x  an,  während 
sich  die  y  linear  durch  die  x  ausdrücken.  Auf  den  beiden  Seiten 
von  (17)  gebe  es  fi  bezw.  v  negative  Koeffizienten,  und  es  werde  an- 
genommen fi  <Cv.  Den  (i  Veränderlichen  x,  welche  auf  der  linken 
Seite  negative  Koeffizienten  haben,  erteilen  wir  den  Wert  0.  Es 
bleiben  übrig  n  —  /t  Veränderliche,  welche  man  immer  derart  be- 
stimmen kann,  daß  sich  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  diejenigen 
Veränderlichen  y  auf  Null  reduzieren,  welche  positive  Koeffizienten 
haben.      Die   Anzahl   dieser  letzten   Veränderlichen    ist   in   der   Tat 
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n  —  1/  <  n  —  ft;  und  die  genannte  Bestimmung  laßt  sich  daher  (§  57) 
auf  unendlich  viele  Weisen  ausführen.  Wenn  ft  >  v  wäre,  so 
würden  wir  durch  dasselbe  Verfahren  die  positiven  Glieder  auf  der 
linken  und  die  negativen  auf  der  rechten  Seite  zum  Verschwinden 
bringen.  Wäre  also  ^  von  v  verschieden,  so  gäbe  es  unendlich  viele 
Wertsysteme  der  Veränderlichen,  für  welche  die  Identität  (17)  sich 
auf  die  absurde  Gleichheit  zwischen  einer  wesentlich  positiven  und 
einer  andern,  wesentlich  negativen  Größe  reduzierte.  Es  ist  deshalb 
notwendig  fi  ==  v.  Mit  andern  Worten:  In  den  unendlich  vielen 
kanonischen  Ausdrücken  einer  gegebenen  quadratischen 
Form  ist  die  Anzahl  der  mit  einem  und  demselben  Zeichen 
behafteten  Quadrate  konstant.  Hierbei  ist  immer  stillschweigend 
Torausgesetzt,  daß  es  sich  um  Formen  und  Transformationen  mit 
reellen  Koeffizienten  handelt. 

98.  Es  folgt  unmittelbar  aus  dem  Trägheitsgesetz,  daß  es,  um 
die  Vorzeichen  der  Quadrate  in  den  kanonischen  Ausdrücken  einer 
gegebenen  quadratischen  Form  kennen  zu  lernen,  genügt  diese  Vor- 
zeichen in  einem  einzigen  kanonischen  Ausdruck  zu  beobachten, 
z.  B.  in  (16).  Offenbar  hat  a^  das  Zeichen  +  oder  das  Zeichen  — , 
je  nachdem  Ä^^^  und  A^  dasselbe  Zeichen  oder  entgegengesetzte  Zeichen 
haben.  Daraus  ergibt  sich:  Die  Anzahl  der  negativen  Glieder 
in  jedem  kanonischen  Ausdruck  einer  quadratischen  Form 
ist  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 
1,  Ä^,  Afj  . . .,  ^„_i;  Ä.  Diese  Aussage  setzt  wesentlich  voraus,  daß 
kein  Glied  der  Reihe  nuU  ist.  Wir  wollen  jedoch  unter  Beschränkung 
auf  den  FaU,  wo  ein  Glied  Ä^  nuU  ist,  während  die  NachbargUeder 
-4^_i  und  -4y^i  es  nicht  sein  sollen,  beweisen,  daß  das  Theorem  be- 
stehen bleibt  unter  der  Bedingung,  daß  man  Ä^  unterdrückt.  Zu- 
nächst bemerken  wir,  daß  J^^.^  und  Ä^^^  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  da  (§  25)  aus 


durch  Multiplikation  mit  Ä^_^  =  ^w  folgt  (§  36) 


-'*»-l-^r  +  l  —  j^    ^it^vj^iyv-^t^v  +  lj j^    ^iv^i,v  +  l  '^ir^i.r  +  l 


».i 


oder 


A        4       —  — 


^r,r-l    ^f,»  +  l 
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Nun  betrachte  man  anstatt  der  Form  U  eine  andere  ü\  die  man  er- 
hälty  indem  man  a  von  den  Hauptelementen  der  Diskriminante  von  U 
subtrahiert.  Denkt  man  sich  TJ  und  U'  mit  Hilfe  des  Verfahrens  in 
§  93  auf  kanonischen  Ausdruck  gebracht,  so  hat  man 

ü'  =  K-a)yi»  +  («s-«)y2*  +  •  •  •  +  («,-«)y»*, 

und  es  ist  klar,  daß  man  a  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend 
klein  wählen  kann,  damit  die  entsprechenden  Glieder  in  den  beiden 
kanonischen  Ausdrücken  dieselben  Vorzeichen  haben.  Es  genügt,  wenn 
tt  zwischen  der  größten  negativen  Wurzel  und  der  kleinsten  positiven 
Wurzel  der  Gleichung  (13)  enthalten  ist.  Um  die  Zahl  der  mit  nega- 
tivem Vorzeichen  behafteten  Quadrate  in  den  kanonischen  Ausdrücken 
von  U  zu  bestimmen,  können  wir  jetzt  auf  Grund  des  Trägheits- 
gesetzes diese  Form  durch  U'  ersetzen.  Da  femer  die  Subtraktion  der 
(dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  kleinen)  Größe  a  von  den  Haupt- 
elementen der  Diskriminante  von  V  in  A^^  A^,  .  .  .  Änderungen 
hervorruft,  die  so  klein  gemacht  werden  können  ^s  man  will,  so  ist 
leicht  einzusehen,  daß  für  ein  hinreichend  kleines  a^  diejenigen  unier 
den  genannten  Größen,  welche  nicht  nuU  sind,  ihr  Zeichen  bewahren, 
während  es  sich  so  einrichten  läßt,  daß  die  verschwindenden  aufhören  zu 
verschwinden.  Es  behalten  also  A^_^  und  A^^^,  während  sie  zu  Al^x 
und  Al^\  werden,  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  der  beim  Über- 
gange von  -4y_i  zu  -4^+1  beobachtete  Zeichenwechsel  ist  also  auch 
in  der  Reihe  ^v-i,  A^ ,  Al^x  zu  bemerken,  welches  auch  das 
Vorzeichen  von  A^  sein  mag. 

99,    Beispiele,     a)   Wenn  a  und  ah  —  h^  nicht  null  sind,  so  kann 
man  durch  das  in  §  96  angegebene  Verfahren  die  quadratische  Form 

U=ax^  +  hy^  -h  cz^  +  2fyz  +  2gfix  +  2hxy 

auf  folgende  Gestalt  bringen: 

U^a(x+-y+'-z)   +-^-(y  +  ^^,.) 
abc  +  2fgh  -  af^-^bg*-^ch\^ 

^  äjniÄ«  ^  • 

Diese  Identität  hat  gar  keinen  Sinn  mehr,  noch  auch  ist  es  möglich,  durch 
ein  analoges  Verfahren  eine  andere  an  ihre  Stelle  setzen,  wenn  a,  6,  c  oder 
auch  6,  c,  ^,  h  null  sind.  Man  muß  alsdann  auf  das  in  §  93  ausein- 
andergesetzte Verfahren  zurückgreifen,  welches  immer  zum  Ziele  führt. 

b)  So  findet  man  z.  B.,  wenn  die  quadratische  Form  U^=^yz-\-zx-\-  jcy 
gegeben  ist, 

Auf  diese  quadratische  Form  ist  das  zweite  Verfahren  nicht  anwendbar, 
da  die  Reihe 

1,  ^1  =  0,  ^--i,  A^\ 
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einen  verschwindenden  Term  enthält.  Da  jedoch  die  Zeichen  der  nicht 
verschwindenden  Glieder  +  —  +  sind  und,  wie  man  sieht,  zwei 
Wechsel  aufweisen,  so  kann  man  sicher  sein,  daß  zwei  die  Anzahl  der 
negativen  Glieder  in  jedem  kanonischen  Ausdruck  von  U  ist.  Dies  kann 
man  verifizieren,  indem  man   ü  durch  die  quadratische  Form 

ersetzt,  welche  för  ein  zwischen  —  ^  und  1  (diese  ausgeschlossen)  ent- 
haltenes a  in  ihren  kanonischen  Ausdrücken  ebenso  viele  negative  Glieder 
aufweisen  muß  als  es  deren  in  U  gibt.  Und  in  der  Tat  findet  man  mit 
Hilfe  des  ersten  Verfahrens 

Mit  Hilfe  des  zweiten  erhält  man 

'^ --"(- '-Ä-T  +  (Ä -«)(»  + r^.)' -  (dl-. +  •)  «* 

ond  sieht,  daß  man  außerdem  nur  or  <  ^  vorauszusetzen  braucht,  damit 
in  der  Beihe 


8 


1,  ^i' = - «,  j,' = - 1 + «»,  ^'  =  (1  -  o)  a + «) 

die  nicht  verschwindenden  Glieder  dieselben  Zeichen  haben,  die  sie  bei  U 
hatten,  w&hrend  das  verschwindende  Glied  ein  Zeichen  annimmt,  welches 
keinen  Einfluß  auf  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  hat;  denn  die  ^Zeichen 
-r  +  —  der  drei  ersten   Glieder  bieten    immer   einen   einzigen  Wechsel. 

Endlich  bemerke  man,   daß   man   für  <v  ==  -^  ^^^  -^^  ^  ^i  ^^  ^^^  ^^ 

Zeidien  H h  der  nicht  verschwindenden  Glieder  in  der  Reihe  der 

A'  immer  noch  zwei  Wechsel  aiifweisen. 

c)  Kehren  wir  zurück  zu  der  allgemeinen  ternären  quadratischen 
Form  27,  um  auf  sie  das  in  §  98  aufgestellte  Kriterium  anzuwenden. 
Wenn  wenigstens  einer  der  Koeffizienten  a,  &,  c  von  Null  verschieden  ist, 
so  kann  man  immer  annehmen,  daß  z.  B.  a  I>  0  ist.  Alsdann  ist  die 
quadratische  Form  auf  den  Ausdruck  x*  +  y*  —  z^  reduzierbar,  wenn  ihre 
Diskriminante  negativ,  und  auf  x*  +  y*  +  z^  oder  auf  x^  —  y^  —  z^,  wenn 
bei  positiver  Diskriminante  bezüglich  a5  >  ^^  oder  ab  <^h^  ist.  Man 
bemerke,  daß  im  zweiten  Falle,  d.  b.  wenn  A  positiv  ist,  aft  —  Ä*  imd 
ac  —  g^  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind  auf  Grund  der  Identität 

Aa  =  {ah  -  Ä*)  {ac  -  g^)  -  {af  -  ghf. 

Wenn  daher  ab  —  k^  positiv  ist,  so  sind  b  und  c  ebenfalls  positiv  wie  a. 
Sind  femer  a^  b,  c  null,  so  ist  die  quadratische  Form  reduzierbar  auf 
jr  --  y^  —  js*  oder  auf  ir*  +  ^*  —  z\  je  nachdem  A  positiv  oder  negativ  ist. 

100.  In  den  Anwendungen  hat  man  oft  wesentlich  positive 
quadratische  Formen  zu  betrachten.  Sie  haben  die  Eigenschaft^  für 
jedes  System  nicht  sämtlich  verschwindender  Werte,  die  man  den 
Veränderlichen  erteilt,  einen  positiven  Wert  anzunehmen.   Eine  solche 
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Form  darf  keine  negatiTen  Quadrate  in  ihren  kanonischen  Ausdrücken 
zulassen.  Sonst  würde  man  ihr  durch  Nullsetzen  derjenigen  Veränder- 
lichen^  deren  Quadrate  das  positive  Vorzeichen  haben,  negative  Werte 
erteilen  können.  Es  ist  also  notwendig,  daß  die  Determinanten  Ä^ , 
Ä^y  . . . ,  A  sämtlich  positiv  sind,  und  dies  ist  hinreichend,  damit  die 
quadratische  Form  gezwungen  sei  immer  positiv  zu  bleiben.  Wir 
können  deshalb  das  folgende  äußerst  wichtige  Theorem  aussprechen: 
Damit  die  irreduzible  quadratische  Form 

«11^1*  +  ^^i^  H 1-  «««V  +  äaijiCirPg  +  2a^^x^x^  +  2a^^x^x^  H 

wesentlich  positiv  sei,  sind  notwendig  und  hinreichend  die 
Bedingungen 


«11  >  0, 


«n  «18 

>o, 

«11    «12    «18 

<h\    »22 

«21    «»2    «28 
«81    «82    «83 

>o, 


«11    «12 
«21    «22 


«m 

«2« 


««1  ««2 


a. 


>0. 


«in 


Soll  dagegen  die  quadratische  Form  wesentlich  negativ  sein,   so 
ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Werte  derselben  Deter- 
minanten abwechselnde  Vorzeichen  haben  von  der  ersten  cl^^  beginnend, 
welche  negativ   sein  muß.     Die  in  §  98  gelassenen  Lücken  können 
Zweifel  in  Betreff  der  Gültigkeit  der  obigen  Schlüsse  entstehen  lassen 
für  den  Fall,  daß  die  Beihe  -4^,  A^y  ...  verschwindende  Glieder  ent- 
hält.    Es  läßt   sich   aber   leicht   direkt   konstatieren,   daß    in   einem 
solchen  Falle  die  quadratische  Form  nicht  ein  konstantes  Zeichen  be 
wahren   kann.     In   der  Tat,  wenn  a^^  —  0  wäre,  so  würde  man  der 
quadratischen  Form  die  Gestalt   U^ax^-^-ß  geben  können,    wo    a 
und  ß  unabhängig  von  x^  sind.     Werden  abo  die  Werte  der  übrigen 
Veränderlichen  beliebig  fixiert,  jedoch  so,  daß  nicht  a  =  0  wird,  so 
ist  klar,  daß  man  noch  die  Freiheit  hat,  x^  derart  zu  fixieren,  daß   JJ 
einen  beliebigen  Wert  annimmt.     Wenn  femer  nicht  a^^  —  0  ist,    so 
sei   A^   das   erste   verschwindende  Glied  in  der  Reihe  -4, ,  ^ ,  .  .  . , 
und  man   bemerke,  daß  es  wegen  A^_^^0  stets  möglich    ist,    für 
x^y  x^y  . .  .,  x^_i  Werte  zu  finden,  die  sich  von  x^  nur  um  konstante 
Faktoren  unterscheiden  und  so  beschaffen  sind,  daß 

a^i a?!  +  a^a rcj,  H h  at^x^  =  0    (i  =  1,  2,  3,  . . . ,  v) 

wird.     Bezeichnet  man  also  mit  ß  den  Inbegriff  derjenigen  Glieder 
von  U,  welche  die  v  ersten  Veränderlichen  nicht  enthalten,  so  wird 


1=  V 


U^ß  +  22j    («i,»  +  l^r  +  l  +  «<,v  +  2-v  +  S 


X, 


+  -"  +  «U^n)^0 


t  =  l 


mithin  U  =  ocx  -{•  ß  y  nachdem  man 
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a  = 


>-i 


«11    »18    ...    «1,^-1    «1,^  +  1^1^  +  1  + f-  «1«^« 

Oji    öjj    .  .  .   Oj  ,,_!    «a.^  +  i^^  +  1  + h  «J«^n 


«rl   «r2   •  •  •    »y,y-l    «i^,v  +  l^r  +  l  H 1"  «, 


»«^»1 


gesetzt  hat.  Auch  a  hängt,  wie  man  sieht,  nur  von  ic^+i;  2:^+2; ...,  ^n 
ab.  Erteilt  man  daher  diesen  Veränderlichen  willkürliche  Werte,  in- 
dem man  vermeidet,  daß  a » 0  wird,  so  kann  man  dann  noch 
immer  för  x^  einen  positiven  oder  negativen  Wert  angeben,  der  dem 
absoluten  Betrage  nach  groß  genug  ist,  damit  U  nach  Belieben  einen 
positiven  oder  einen  negativen  Wert  annimmt.  Es  bleibt  uns  nur 
noch  übrig  ein  Bedenken  zu  beseitigen,  daß  nämlich  a  identisch  ver- 
schwinden könnte.     In  diesem  Falle  hätte  man 


«11  ^2  •  •  •  «i,»-i  «i< 
Oji  öjg  ...  Oj^y^i  du 


«0 


«»1   ^v2   '  '  '    «y,r-l    ^vi 

für  t  ==  V,  V  +  1,  . . .,  w.  Es  würden  also  (§  63)  alle  in  den  v  ersten 
Horizontalreihen  von  Ä  enthaltenen  Minoren  null  sein,  und  mau 
hätte  daher  (§  22)  Ä='0  gegen  die  Voraussetzung,  daß  die  quadra- 
tische Form  ü  nicht  reduzibel  ist. 

101.  Wir  wollen  uns  jetzt  von  den  quadratischen  Formen  etwas 
entfernen  und  dieses  erste  Buch  schließen  mit  einigen  Andeutungen 
über  die  Reduktion  der  binären  Formen  auf  einen  kanonischen 
Ausdruck.     Man  versuche  die  Form 


(18) 


«0^  + Y«!^ 


y  +  -\-T~^^     y  + 


1 


+  (^mtr 


in  eine  Summe  m-ter  Potenzen 


(19)  a^{x  +  \yY  +  c^{x  +  Jc^y)^  +  , , ,  +  a/x  +  k,yY 

zu  transformieren,  deren  Anzahl  r  möglichst  klein  ist.  Wenn  man 
versucht  (18)  mit  (19)  zu  identifizieren,  so  erhält  man  m  +  1  Be- 
dingungen, während  2r  die  Anzahl  der  in  dem  Ausdruck  (19)  ent- 
haltenen Unbestimmten  ist.  Um  sie  bestinmien  zu  können,  ist  es  im 
allgemeinen  notwendig,  daß  2r  ^  m  + 1  ist,  und  es  muß  daher  r 
gleich  der  kleinsten  ganzen  Zahl  gewählt  werden,  die  nicht  von 
i(m  +  1)  übertrofFen  wird.  Für  m  =  2n  —  2  wird  r  =  w,  und  man 
hat  2«— 1  Bedingungen  für  2w  Unbestimmte.  Daraus  folgt,  daß 
die  binären  Formen  von  gerader  Ordnung  in  unendlich  vielen  Weisen 
auf   einen    Ausdruck    wie    (19)    reduzierbar    sind.      Dagegen    wird, 
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wenn  w  =  2w  —  1  ist,  r  =  w,  und  man  hat  2n  Bedingungen  für  2« 
Unbestimmte.     Es  sei 


a^x 


in-l 


=  «1  (rc  +  k^yy^-'  +  (^{x  +  k^yy*''^  + 
Durch  Identifizierung  ergibt  sich 


(20) 


(    «0 

-ttj 

+  «* 

+ 1-  a.» 

«I 

«1*. 

+  «2*, 

+  •••  +  ««  *-7 

<H 

=  aiV 

+  a,V 

+  ---  +  a.V, 

^<hn- 

.i-«iV"- 

■^  +  a,V"- 

■*+••• +  «»C"-* 

Betrachten  wir  nun  die  w  +  1  Gleichungen,  welche  auf  die  r-te 
folgen,  und  erinnern  wir  uns  daran,  daß  die  genannten  Gleichungen, 
welche  die  n  Unbekannten  Oj,  cc^^  . . .,  a^  enthalten,  nur  dann  zu- 
sammenbestehen können,  wenn 


a, 


1     1    ...    1 

ÖIa  n    Ja  n  Z*  n 


0 


ist  oder 


^o«.  +  Xia^+i  +  Xsja^+, +  ---  +  x^ai^^  =  0,     (i  =  0,  1,  2,  ...,n— 1) 

wobei  mit  Xq,  x^,  ...,  x^  die  algebraischen  Komplemente  der  Ele- 
mente der  ersten  Vertikalreihe  bezeichnet  werden.  Femer  wird, 
wenn  man  die  erste  Vertikabreihe  durch  eine  beliebige  andre  ersetzt. 

Wir  haben  also,  wenn  wir  beachten,  daß  die  x  von  i  unabhängig  sind, 


X, 


«oö^i      +  XiOj  +  x^aj      4- 


Dies  ist  ein  System  von  n  +  1  linearen  homogenen  Gleichungen  in 
den  X,  and  falls  diese  x  nicht  null  sind,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn 
die  k  sämtlich  verschieden  sind,  so  ist  die  Determinante  des  Systems 
null,  so  daß  also 
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(21) 


1        X 

x" 

...       3f 

«0      «1 

<h 

...     a. 

«1     «s 

«» 

•  •  •  *»+i 

«,-1  «« 

ö«+l 

•  •  •  'S«-! 

«0 


ist  für  2;  =  A^i,  ^s,  . . .;  A;^.  Es  genügt  demnacli  die  GleichuDg  (21) 
au&nlösen,  um  die  Werte  der  k  zu  erhalten.  Setzt  man  sie  in  n 
Gleichungen  (12)  ein,  welche  es  auch  sein  mögen^  so  ergeben  sich 
dann  die  Werte  der  a, 

102.    ÜbnngsbeispieL     Die  binäre  kubische  Form 

aaf  ihren  kanonischen  Ausdruck  zu  bringen.  Wenn  a^a^  =  a^ 
wäre,  so   würde  man  der  kubischen  Form  sofort  die   gewünschte  Gestalt 

geben    können.      Es   sei   also   a^a^  ^  a^.     Wenn   die    Invariante    (§   87) 

^  =  4(0^02  —  Ol*)  (ajOj,  -  O  —  {%(H  —  «ifla)^ 

?on  Null  verschieden  ist,  so  liefert  die  Gleichung  (21)  zwei  verschiedene 
Wurzeln 


fc,= 


_go«a  — «1««  +  ^— -^ 


2(ao«i  — «!*) 


h- 


«0«8 


a^a^  —  V~~~  ^ 


2(00«,  — «i") 


und  aus  den  Gleichungen  orj  +  «2  '^  ^0^  a^Ä^  +  «jÄg  =  «i  ergeben  sich 
für  Ol  und  tt^  zwei  derartige  Werte,  daß  sich  die  betrachtete  kubische 
Form  in  den  Ausdruck  a^J*  +  «g*»?'  überführen  laßt,  wenn  man  S  =  ii?  +  Ä?jy, 
»/  =  jT  +  Ä^y  setzt.  Man  bemerke,  daß  J  und  t^  die  beiden  Linearfaktoren 
sind,  in  welche  sich  die  quadratische  Form 

%x-\-a^y  a^x-^-a^y  «\o/  \/  «\o 

'-(«oOs-aiV^  +(«o«3  — «l«2)^^  +  («l«3  — Os^  » 

deren  Diskriminante  \J  ist,  stets  zerlegen  läßt.  In  der  Tat  sieht  man 
sofort,  daß  diese  quadratische  Form  durch  identische  Umformung  in 
(o^Oj  —  ^*)5^  übergeht.  Besteht  ferner  zwischen  ihren  Koeffizienten  die 
Belation  ^f  «="  0,  so  läßt  sich  die  kubische  Form,  wenn  sie  nicht  der 
KabüS  einer  linearen  Form  ist,  nicht  auf  die  angegebene  Gestalt  bringen. 
Man  kann  dagegen  (vgl.  §  91)  erreichen,  daß  sie  die  Gestalt  a^^^ri  an- 
nimmt, indem  man 


*.  = 


macht. 
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Gnmdlegende  Begriffe. 

103.   Aus  den  Elementen  sind  wir  bekannt  mit  der  Theorie  der 
rationalen  Zahlen^  d.  h.  der  ganzen  Zahlen  (einschließlich  der  Null) 
und  der  gebrochenen  Zahlen.     Denken   wir  uns  nun  dieses  Zahlen- 
gebiet  in   zwei   Klassen,   die   untere   und   die    obere,   wie  wir    sie 
nennen   werden,   derart   zerlegt,   daß   jede   Zahl   der   unteren   Klasse 
kleiner  ist  als  jede  beliebige  Zahl  der  oberen  Klasse.     Es  kann  sein, 
daß  in  der  unteren  Klasse  eine  Zahl  a  existiert,  welche  größer  ist  als 
alle  andern,  oder  daß  die  obere  Klasse  eine  Zahl  b  enthält,  welche 
kleiner  ist  als  alle  andern  in  derselben  Klasse.     In  diesem  Falle  sagt 
man,  daß  die  gemachte  Zerlegung  eine  rationale  Zahl  definiert, 
und  zwar  gerade  die  Zahl  a  oder  die  Zahl  b.     Es  sei  hier  bemerkt, 
daß  a  und  b  nicht  gleichzeitig  existieren  können.    Sonst  könnte  man 
zwischen  diese  Zahlen  unendlich  viele  andere   rationale  Zahlen    ein- 
schalten, welche  weder  der  einen  noch  der  andern  Klasse  angehören 
würden.     Es  kann  aber  auch  sein,  daß  weder  eine  Zahl  a  noch  eine 
Zahl   b   existiert.     In   diesem   Falle   wollen   wir   übereinkommen     zu 
sagen,  daß  jene  Art  von  Zerlegung  eine  irrationale  Zahl  definiert. 
Die    Irrationalzahlen    werden    also    definiert    durch    diejenigen    Zer- 
legungen des  rationalen  Gebiets,  welche  folgende  Eigenschaften  haben: 
1)  Jede  Zahl  der  unteren  Klasse  ist  kleiner  als  jede  Zahl  der  oberen 
Klasse.    2)  Es  gibt  in  der  unteren  Klasse  keine  Zahl,  die  alle  andern 
übertrifft.     3)  Es  gibt  in  der  oberen  Klasse  keine  Zahl,  die  kleiner  ist 
als  alle  andern  in  derselben  Klasse. 

104«  Beispiele:  a)  Werfen  wir  z.  B.  in  die  eine  Klasse  die  rationale 
Zahl  a  und  alle  rationalen  Zahlen,  die  kleiner  sind  als  a,  so  wird  die 
obere  Klasse  aus  allen  rationalen  Zahlen  bestehen,  die  größer  sind  als   a 
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und  wird  die  Eigenschaft  haben,  keine  Zahl  zu  enthalten,  die  kleiner  ist  als 
alle  andern  Zahlen.  Wählt  man  nämlich  in  ihr  eine  Zahl  a ,  so  ist  aus 
der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  bekamit^),  daß  sich  zwischen  a  und 
a  '^  a  imendlich  yiele  andere  rationale  Zahlen  einschalten  lassen,  die  not- 
wendig zu  der  oberen  Klasse  gehören.  Aber  die  untere  Blasse  hat  nicht 
die  Eigenschaft,  keine  Zahl  zu  enthalten,  die  größer  ist  als  alle  andern, 
da  eine  solche  Zahl  existiert,  nämlich  gerade  a.  Diese  Art  von  Zerlegung 
definiert  also  nicht  eine  Irrationalzahl,  sondern  sie  definiert  die  rationale 
Zahl  o. 

b)  Dagegen  bemerke  man,  daß  die  Zahl  }/2  nicht  existiert,  so 
lange  man  sich  auf  das  Gebiet  der  rationalen  Zahlen  beschränkt.  Es  ist 
aber  möglich  sie  als  eine  Irrationalzahl  zu  definieren,  welche  einer  Zer- 
legung auf  Grund  des  folgenden  Eriteriiuns  entspricht:  Man  werfe  in  die 
obere  Klasse  alle  positiven  rationalen  Zahlen,  deren  Quadrat  2  übertrifft, 
und  in  die  untere  Klasse  jede  andere  rationale  Zahl.  Um  zu  beweisen, 
daß  diese  Zerlegung  des  rationalen  Gebiets  eine  Irrationalzahl  definiert, 
muß  man  zeigen,  daß  die  beiden  Blassen  die  fOr  diesen  Zweck  erforder- 
lichen Eigenschaften  haben.  Vor  allen  Dingen  ist  es  evident,  daß  die 
Zahlen  der  unteren  Klasse  kleiner  sind  als  die  der  oberen  Klasse,  da  von 
zwei  positiven  rationalen  Zahlen  diejenige  die  kleinere  ist,  welche  das 
kleinere  Quadrat  hat.  Wenn  femer  a  eine  positive  Zahl  der  unteren 
Klasse  ist,  so  gibt  es  immer  eine  rationale  Zahl,  die  größer  als  a  ist 
imd  derselben  Klasse  angehört.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  hat  man 
nur  nachzuweisen,  daß  sich  immer  eine  positive  rationale  Zahl  h  be- 
stinmien  läßt  derart,  daß  a  -f  ^  zu  der  unteren  Erlasse  gehört,  daß  mit 
andern  Worten  nicht  nur  a^<^2,  sondern  auch  (a4-Ä)'<2  oder 
(2a  +  ä)ä  <  2  —  a*  ist.    Nehmen  wir  Ä  <  1  an,  so  wird  die  vorstehende 

Unglddiung  befriedigt  sein  für  Ä<r — -j^*     Es  wird  daher  genügen,  h 

rational,  positiv  und  kleiner  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  1,  a     i< 

zu  wählen.  In  analoger  Weise  ließe  sich  zeigen,  daß  es,  wenn  a  der 
oberen  Klasse  angehört,  immer  eine  rationale  Zahl  gibt,  die  kleiner  als  a 
ist  und  derselben  Blasse  angehört 

105.  Gleiohheit  und  Ungleiohheit.  Man  sagt;  die  Zahlen  a 
und  ß  seien  gleich^  und  schreibt  a=^ß,  wenn  die  Klassen  von  a 
mit  den  entsprechenden  Klassen  von  ß  identisch  sind.  Es  ist  femer 
evident^  daß  die  Identität  der  unteren  Klassen  die  der  oberen  Klassen 
nach  sich  zieht  und  umgekehrt.  Man  sagt^  a  sei  kleiner  als  ß,  nnd 
schreibt  a<Z  ß,  wenn  es  eine  rationale  Zahl  gibt;  die  gleichzeitig  der 
oberen  Klasse  von  a  und  der  unteren  von  ß  angehört.  Ist  im  be- 
sondem  ß  rational^  so  drückt  die  Ungleichung  a  <  j3  nur  aus^  daß 
ß  der  oberen  Klasse  von  a  angehört.    Ebenso  drückt^  wenn  a  rational 

1)  Man  muß  sich  hier  daran  erinnern,  daß  bei  Additionen,  Subtrak- 
tionen, Multiplikationen  und  Divisionen,  ausgeführt  mit  rationalen  Zahlen,  sich 
immer  rationale  Zahlen  ergeben. 

Oestro,  Analyaii,  6 
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ist;  die  genannte  Ungleichnng  aus,  daß  a  der  unteren  Klasse  von  ß 
angehört.  Man  sagt  ferner^  a  sei  positiv^  wenn  es  größer  als  0  ist, 
wenn  also  seine  untere  Klasse  die  Null  einschließt.  Man  sagt^  a  sei 
negativ ;  wenn  die  Null  der  oberen  Klasse  von  a  angehört. 

106.  Zahlen,  die  dem  absoluten  Betrage  naoh  gleich  sind. 
Man  kehre  das  Vorzeichen  aller  Zahlen  der  unteren  Klasse  von  a 
um  und  betrachte  dieselben  als  die  Elemente  der  oberen  Klasse  einer 
andern  Zahl  ß,  deren  untere  Klasse  offenbar  aus  den  mit  umgekehrtem 
Vorzeichen  genommenen  Zahlen  der  oberen  Klasse  von  a  bestehen 
wird.  Es  ist  klar,  daß  a  und  ß  entgegengesetzte  Zeichen  haben ^  da 
die  Null  gleichzeitig  der  unteren  Klasse  von  a  und  der  oberen  von  ß 
angehört  oder  umgekehrt.  Unter  diesen  umstanden  kommt  man 
überein  zu  sagen,  a  und  ß  seien  dem  absoluten  Betrage  nach 
gleich,  und  zu  schreiben  ß  =  —  a.  Man  bemerke,  daß  durch  Wieder- 
holung dessen,  was  mit  den  Klassen  von  a  geschehen  ist,  bei  den- 
jenigen von  ß  sich  a  ergeben  würde.  Mit  andern  Worten,  wenn 
j5  =  --  a,  so  ist  a  ==  —  j5. 

107.  Inverse  Zahlen.  Es  sei  a  >  0^  und  wir  wollen  unter 
ausschließlicher  Beschränkung  auf  die  positiven  rationalen  Zahlen  die 
inversen  Zahlen  zu  denen  der  beiden  Klassen  von  a  bilden^  indem 
wir  gleichzeitig  diese  Klassen  vertauschen.  Auf  diese  Weise  wird 
eine  andere  Zahl  ß  definiert,  welche  man  die  inverse  von  a  nennt 

und  mit  —  bezeichnet.     Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  sich  aus  /?  =  -- 

ergibt  «  =  -ö-*     Wenn  femer  a  negativ  ist,  so  stellt  das  Symbol  — 

eine  negative  Zahl  dar,  deren  absoluter  Betrag  der  inverse  des  abso- 
luten Betrages  von  a  ist.  Mit  andern  Worten,  wenn  a  <  0  ist,  so 
kommt  man  überein 

1^ !_ 

a  —  a 

ZU  setzen  als  Definition  der  linken  Seite.  Endlich  wollen  wir 
immer  festhalten,  daß  für  a  =  0  das  Symbol  —  nicht  definiert 
worden  ist  und  infolgedessen  gar  keinen  Sinn  hat. 


108,  Wenn  a  </J  ist,  so  gibt  es  unendlich  viele  rationale 
Zahlen  a,  die  zwischen  a  und  ß  liegen.  In  der  Tat  existiert 
immer  eine  rationale  Zahl  a  derart,  daß  a<ia<Cß  ist.  Da  a  nicht  die  größte 
Zahl  in  der  unteren  Klasse  von  ß  sein  kann,  so  gibt  es  in  dieser 
Klasse  wenigstens  eine  rationale  Zahl  a  >  a,  die  ebenfalls  der  oberen 
Klasse  von  a  angehört,  so  daß  a  <  a  <  a'  <  /3  ist.  Zwischen  a  und 
a  können  wir  aber  unendlich  viele  rationale  Zahlen  einschalten 
deren  jede  gleichzeitig  der  oberen  Klasse  von  a  und  der  unteren  von  ß 


§§  108—112  Grandlegende  Begriffe.  83 

angehören  wird.     Es  ist  ferner  klar^  dafi  der  Satz  bestehen  bleibt^ 
wenn  wenigstens  eine  der  beiden  Zahlen  rational  ist. 

1Ö9,  Das  Paar  von  Ungleichungen  a<Cß,  ß<iy  zieht 
die  Ungleichung  et  <  7/  nach  sich.  Man  bemerke;  daß  die  Defi- 
nition der  Ungleichungen  cc<Cß,  ß<,y  die  Existenz  von  zwei  ratio- 
nalen a  und  b  impliziert,  fär  welche  a<a</J,  /8<6<y  ist. 
Man  sieht,  daß  a  und  h  bezüglich  der  unteren  Klasse  und  der  oberen 
Klasse  von  ß  angehören.  Daraus  folgt,  daß  a<.b  ist.  Da  femer  b 
in  der  unteren  Klasse  von  y  enthalten  ist,  so  gilt  dies  auch  von  a, 
d.  h.  es  gibt  eine  Zahl,  die  gleichzeitig  der  oberen  Klasse  von  a  und 
der  unteren  von  y  angehört.    Also  ist  a  <  y. 

110.  Zwischen  zwei  rationalen  Zahlen,  deren  Differenz 
beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  kann  es  nur  eine 
einzige  Zahl  geben.  Es  sei  in  der  Tat  a<Ca<b,  a<C  ß<^b. 
Wenn  a  <C  ß  wäre,  so  könnte  man  sich  zwei  feste  Zahlen  a  und  V 
denken  derart,  daß  a  <ia'  <V  <  ß  ist,  und  dann  würde  auch 
a<^a  <iV  <ib  sein,  mithin  b  —  a^V  —  a' ,  so  daß  man  gegen  die 
Voraussetzung  b  —  a  nicht  kleiner  als  6'  —  a  machen  könnte.  Analog 
schließt  man  fiir  a  >  /}.  Es  ist  also  absurd  anzunehmen,  ß  könne 
ron  a  verschieden  sein,  wenn  b  —  a  kleiner  gemacht  werden  kann  als 
jede  noch  so  kleine  positive  Zahl. 

111.  Es  ist  immer  möglich  eine  beliebige  Zahl  zwischen 
zwei  rationale  Zahlen  einzuschließen,  die  sich  voneinander 
nm  weniger  als  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Größe 
unterscheiden.  Wenn  a  zwischen  den  rationalen  Zahlen  a  und  b 
enthalten  ist,  so  gehört  die  Zahl  ^  (a  +  ^)  der  unteren  Klasse  oder 
der  oberen  Elasse  von  a  an.  Im  ersten  Falle  setze  man  a^  =»  -)-(a  +  b), 
\^b  und  im  zweiten  a^^  a^  61  =  ^(a  +  V),  Die  Zahl  a  ist  auch 
zwischen  den  Zahlen  a^  und  b^  enthalten,  deren  Differenz  die  Hälfte 
Ton  b  —  a  ist.  Verfährt  man  analog  mit  o^  und  &^,  so  ergeben  sich 
die  Zahlen  o,  und  b^,  dann  aus  diesen  a,  und  b^  u.  s.  w.,   so  daß 

6,  —  a,  =  —  (6  --  a)  ist     a  ist  also  zwischen  zwei  Zahlen  a^  und  b^ 

eingeschlossen,  deren  Differenz   so   klein  gemacht   werden  kann   als 
man  will,  indem  man  n  hinreichend  groß  wählt. 

112.  Aus  der  unteren  Klasse  einer  Irrationalzahl  kann 
man  immer  eine  Folge  nicht  abnehmender  rationaler  Zahlen 
anssondern,  welche  schließlich  jede  Zahl  der  unteren  Klasse 
fibertreffen.  Die  vorhin  gebildete  Folge  a,  Oj,  a^,  «3,  . . .  ist  so 
beschaffen,  daß  jedes  ihrer  Glieder  gleich  dem  vorhergehenden  oder 
großer  als  dasselbe  ist.  Es  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß  man,  wenn 
eine  beliebige  Zahl  a'  aus  der  unteren  Klasse  von  a  gewählt  wird, 

6* 
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einen  hinreicliend  großen  Wert  von  n  finden  kann,  für  welchen  a^>  a 
ist.  Da  a'  nicht  die  größte  Zahl  der  unteren  Klasse  ist,  so  kann  man 
immer  eine  andere  Zahl  a''  >  a  finden,  die  derselben  Klasse  angehört. 
Inzwischen  haben  wir  gesehen,  daß  die  Differenz  h^  —  a^  kleiner  ge- 
macht werden  kann  als  jede  positive  Größe,  also  im  besondem 
kleiner  als  a"  —  a\  Daraus  folgt,  daß  man  für  einen  passend  ge- 
wählten Wert  von  n  hat  &,  —  ««<  a"  —  «',  d.  h. 

a^>K-a:'  +  a>a'. 

113«  Hiemach  ist  klar,  daß  die  Folge  a,  a^,  a^,  . . .  (oder  auch 
6,  &i,  b^  , , .)  als  Definition  der  Irrationalzahl  a  dienen  kann.  Wenn 
man  nämlich  diese  Folge  als  gegeben  betrachtet,  so  führt  sie  zu 
einer  Zerlegung  des  rationalen  Gebietes  in  zwei  Klassen  mit  den  be- 
kannten Eigenschaften.  Es  genügt  jede  rationale  Zahl  a'  der  unteren 
Klasse  oder  der  oberen  Klasse  zuzuweisen,  je  nachdem  es  sich  als 
möglich  oder  unmöglich  herausstellt,  in  der  gegebenen  Folge  eine 
Zahl  zu  finden,  die  nicht  kleiner  als  a  ist.  Diese  Bemerkxmg  ist  in- 
sofern von  Wichtigkeit,  als  sie  einen  neuen  Weg  für  das  Studium 
der  Irrationalzahlen  eröffnet,  wobei  man  dieselben  als  definiert  durch 
Folgen  von  rationalen  Zahlen  betrachtet.  Die  Theorie  der  Zahlen- 
folgen wurde  in  strenger  Weise  begründet  von  Heine*),  und  die 
Theorie  der  Irrationalzahlen  steht  mit  ihr  in  engster  Beziehung  in 
den  Arbeiten  von  G.  Cantor,  Lipschitz  und  andern.  Aber  dreißig 
Jahre  früher  hatte  schon  Gatalan  im  Unterricht  und  in  mehreren 
bescheidenen  Publikationen  den  Grund  zu  der  neuen  Theorie  der 
Irrationalzahlen  gelegt*).  Auf  feinere  Begriffe  gründet  Weierstraß 
die  Theorie  dieser  Zahlen,  die  er  als  Summe  von  unendlich  vielen 
rationalen  Zahlen  betrachtet.  Wir  ziehen  es  hier  vor,  bei  dem 
weiteren  Studium  der  Irrationalzahlen  die  Zerlegung  in  Klassen  zu 
benutzen,  welche  von  Dedekind  herrührt  und  von  Dini,  Tanner y 
und  andern  adoptiert  worden  ist»). 


Operationen  mit  Irrationalzahlen. 

114.  Addition,  a)  Summe  der  Zahlen  a  und  ß  nennt  man  und 
bezeichnet  mit  a  +  ß  diejenige  Zahl,  sie  sei  rational  oder  nicht, 
welche   die  Summe  von   zwei   beliebigen  rationalen  Zahlen , 

1)  „Die  Elemente  der  Funktionenlehre"  (Grelles  Journal,  Bd.  74). 

2)  Vgl.  Mathesia,  1886,  S.  161. 

8)  Dedekind,  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  (Brannschweig,  1872); 
Dini,  Fondamenti  per  la  teorica  delle  fanzioni  di  variabile  reale  (Pisa,  1878), 
auch  deutsch  von  Lüroth  und  Schepp;  Tannery,  Introduction  ä  la  th^orie 
des  fonctions  d'une  variable  (Paris,  1886). 
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die  bezüglich  kleiner  sind  als  a  und  ß^  übertrifft  und  von 
der  Summe  Yon  zwei  beliebigen  rationalen  Zahlen^  die  be- 
züglich größer  sind  als  a  und  ßy  übertroffen  wird.  Nach 
Aufstellung  dieser  Definition  wollen  wir  beweisen,  daß  es  immer 
eine  Zahl  a  +  ß  gibt  und  nicht  mehr  als  eine  geben   kann. 

b)  Es  sei 

(1)  a<a<a,    h<ß<V. 

Jede  rationale  Zahl  r,  welche  nicht  die  Form  a  +  h  hat^  d.  h.  sich 
nicht  in  die  Summe  von  zwei  rationalen  Zahlen  zerlegen  läßt,  die 
bezüglich  kleiner  sind  als  a  und  ß,  übertrifft  notwendig  alle  Zahlen, 
die  die  genannte  Form  haben.  In  der  Tat,  wenn  r  <  a  +  6  wäre, 
so  würde  sich  daraus  ei^eben  r  —  a  <  fe  <  j3 ,  mithin  ließe  sich  gegen 
die  Voraussetzung  r  in  die  Summe  von  zwei  rationalen  Zahlen, 
a  und  r  —  aj  zerlegen,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  a  und  ß.  Eben- 
so beweist  man,  daß  eine  rationale  Zahl,  die  nicht  die  Form  a  4-  &' 
hat,  kleiner  ist  als  jede  Zahl  Ton  dieser  Form.  Wenn  es  folglich 
eiQe  rationale  Zahl  r  gibt,  welche  weder  die  eine  noch  die  andere 
der  Formen  a  +  h  und  a  -\-  V  hat,  so  ist  diese  Zahl  so  beschaffen,  daß 
man  immer 

hat,  welches  auch  die  rationalen  Zahlen  a,  &,  a',  V  sein  mögen,  die 
den  Bedingungen  (1)  genügen.  In  diesem  Falle  existiert  die  Summe 
ft-\-  ß  und  ist  gerade  r. 

c)  Wenn  eine  solche  Zahl  nicht  existiert,  so  bedeutet  dies,  daß 
jede  rationale  Zahl  die  eine  oder  die  andere  der  Formen  a  -j-  &, 
d  -\-  V  haben  muß.  Man  bilde  mit  den  Zahlen  yon  beiden  Formen 
zwei  Klassen.  Dadurch  wird  eine  Irrationalzahl  y  definiert,  da  immer 
«  +  6  <  a'  +  &'  ist  und  es  außerdem  in  der  unteren  Klasse  keine  größte 
Zahl  und  in  der  oberen  Klasse  keine  kleinste  Zahl  gibt.  Wir  können 
nämlich  zwei  neue  rationale  Zahlen  a^  und  \  finden  derart,  daß 
<'<fli<«;  6<&i</5  ist,  und  es  wird  dann  a  +  6  <  %  +  ^i;  u.  s.  w. 
Da  nun  aber  immer 

a  +  h<Y<a  +Vy 

so  ist  die  gesuchte  Summe  gerade  y, 

d)  Es  existiert  also  immer  eine  Zahl,  rational  oder  nicht, 
welche  der  Definition  der  Summe  a  +  ß  entspricht.  Es  bleibt  noch 
übrig  zu  zeigen,  daß  eine  solche  Zahl  einzig  ist.  Man  kann  nun 
aber  (§  111)  cc  zwischen  zwei  rationale  Zahlen  a  und  a'  einschließen, 
welche  sich  voneinander  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  Größe 
unterscheiden.     Dasselbe  gilt  von  j3.     Inzwischen  leitet  man  aus 
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durch  Addition  ab  {a  +V)- (a +  b)<e,  mithin  ist  (§  110)  die 
Zahl  a  +  /};  die  zwischen  zwei  rationalen  Zahlen  liegt,  deren  Differenz 
kleiner  ist  als  die  beliebig  kleine  positive  Zahl  s,  eine  yollkommen 
bestimmte  ZahL 

115,  EigenBOhaften  der  Addition,  a)  Da  die  Summe  a  +  ß 
mit  HUfe  der  Summen  rationaler  Zahlen  a  +  b  und  a  +  V  definiert 
ist;  welche  sich  nicht  ändern,  wenn  man  in  ihnen  die  Glieder  ver- 
tauscht; so  ist  offenbar  a  +  /S  =  /J  +  a. 

b)  Analog  beweist  man,  daß  a  +  /S  +  y  =  a  +  (i5  +  y)  ist,  u.  s.  w. 

c)  Wenn  ß  =  0  ist,  so  sind  die  Zahlen  b  die  negativen  rationalen 
Zahlen  und  die  Zahlen  V  die  positiven  rationalen  Zahlen.  Daraus 
folgt  a  +  b  <ia<Cc:,  a  +  V  >  a'  >  a.  Die  Klassen  (a  +  b)  und 
(a  +  b")   definieren   also   die   Zahl   a.     Es   ist  mit  andern   Worten 

d)  Wenn  ß  ^  —  a  ist,  so  sind  die  Zahlen  b  die  Zahlen  a  mit 
umgekehrtem  Vorzeichen  (§  106),  und  da  a  >  a  ist,  so  hat  man 
zugleich  a  +  fr  <  0.  Ebenso  sind  die  Zahlen  V  die  Zahlen  a  mit 
umgekehrtem  Vorzeichen,  und  es  ist  daher  a'  +  ^'>0.  Die  Zahl, 
welche  immer  zwischen  a  +  b  und  a  +  V  enthalten  ist,  ist  also  die 
Null.    Es  ist  mit  andern  Worten  a  +  (—«)=  0  oder  kurz  a  —  «  =  0. 

e)  Addiert  man  zu  einer  Zahl  verschiedene  Zahlen,  so 
ergeben  sich  verschiedene  Summen.  In  der  Tat,  wenn  a<Zß 
ist,  so  kann  man  sich  zwei  Zahlen  a  und  b  denken  derart,  daß 
a  <  a  <  6  <  j8  ist.  Außerdem  läßt  sich  (§  111)  y  zwischen  zwei 
Zahlen  c  und  c'  einschließen  in  der  Weise,  daß  c'  —  c  <  &  —  a  oder 
a  +  c  <ib  +  c  ist.  Auf  der  andern  Seite  ist  a  +  y  <  a  +  c', 
6  +  c  <  /J  +  y  nach  der  Definition  der  Summen  a  +  y,  /J  +  y. 
Wenn  also  a  <  j8  ist,  so  ist  a  +  y  <  /J  +  y- 

116*  Subtraktion.  Es  Existiert  immer  eine  Zahl,  welche,  zu  ß 
addiert,  als  Summe  a  gibt.  Diese  Zahl  ist  a  -\-  {—  ß).  In  der  Tat 
ist  nach  den  Eigenschaflien  der  Addition 

a  +  {-ß)  +  ß  =  a  +  {-ß  +  ß)^a  +  0^a. 

Es  kann  keine  andere  Zahl  geben,  welche  dieselbe  Eigenschaft  ge- 
nießt; denn  wir  haben  gesehen,  daß  zwei  verschiedene  Zahlen,  zu 
der  Zahl  ß  addiert,  nicht  dieselbe  Summe  geben  können.  Also  ist 
die  Zahl  a  +  {—  ß)  oder  kurz  a  —  /?,  welche,  zu  ß  addiert,  a  gibt, 
einzig.     Sie  ist  per  definitionem  die  Differenz  zwischen  a  und  ß, 

117.  Multiplikation,  a  und  ß  seien  positiv.  Sind  a,  6,  a\  V 
positive  rationale  Zahlen,  die  den  Bedingungen  (1)  genügen,  so  kann 
jede  positive  rationale  Zahl  r  eine  der  Formen  a&,  aV  haben  oder 
keine  von  beiden.     Wenn  r  nicht  die  Form  ab  hat,  so  muß  immer 
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r>  ah  sein.    Sonst  würde  sich  aas  r  <  a6  ergeben  —  <  6  <  /3,  und  r 

wäre  gegen  die  Voraussetzung  zerlegbar   in  das   Produkt   Ton   zwei 

rationalen  Zahlen  a  und  —,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  cc  und  ß. 

Ebenso  muß,  wenn  r  nicht  die  Form  a'V  hat,  immer  r  <  a'b'  sein. 
Folglich  ist,  wenn  r  weder  die  Form  ab  noch  die  Form  a'V  hat, 
(i6  <  r  <  a'V  für  alle  Werte  von  a,  6,  a%  h\  die  den  Bedingungen  (1) 
genügen.  Wenn  es  keine  rationale  Zahl  mit  dieser  Eigenschaft  gibt, 
80  bedeutet  dies,  daß  jede  rationale  Zahl  die  eine  oder  die  andere  der 
Formen  ah,  a'b'  hat.  Alsdann  betrachte  mau  die  Irrationalzahl, 
welche  durch  die  Klassen  (ah)  und  {a'h")  definiert  wird.  Man  erkennt 
auf  diese  Weise,  daß  sicher  eine  Z^  y  existiert,  rational  oder  irra- 
tional, welche  die  Eigenschaft  besitzt,  das  Produkt  von  zwei  po- 
sitiven rationalen  Zahlen,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  a 
und  ßy  immer  zu  übertreffen  und  von  dem  Produkt  von 
zwei  beliebigen  rationalen  Zahlen,  die  bezüglich  größer 
sind  als  a  und  /3,  übertroffen  zu  werden.  Diese  Zahl  ist  einzig. 
In  der  Tat,  man  wähle  nach  beliebiger  Fixierung  der  positiven 
Zahl  e  unter  den  Zahlen,  welche  den  oberen  Klassen  von  a  und  ß  ge- 
meinsam angehören,  eine  Zahl  c,  deren  Quadrat  größer  ist  als  ^e. 
Darauf  bestimme  man   die  üblichen  Zahlen   a,  h,  o!,  V   derart,  daß 

a  —  a   und  V  —  h  kleiner   als  j-   werden.     Alsdann    hat  man,    da 

«  +  6  +  ^  <  3c  ist, 

oder  aV  —  ah  <Z  s.  Also  ist  (§  110)  die  Zahl  y  vollkommen  be- 
stimmt. Sie  ist  per  definitionem  das  Produkt  der  Zahlen  a  und  ß 
and  wird  mit  aß  bezeichnet. 

118.  Das  Produkt  von  zwei  Zahlen  ist  auf  diese  Weise  nur  für 
den  Fall  definiert,  daß  diese  Zahlen  beide  positiv  sind.  Man  nennt 
aUgemein  Produkt  von  a  und  ß  und  bezeichnet  mit  aß  das 
Produkt  der  absoluten  Beträge  von  a  und  /5,  und  zwar  positiv  oder 
negativ  genommen,  je  nachdem  a  und  ß  dasselbe  Vorzeichen  oder 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.     Es  ist  mit  andern  Worten 

cr/J  =  -(-«)/},     aß^-a{^ß),     «^  =  (-«)(- /J). 

Was  das  Produkt  von  a  mit  0  anbelangt,  so  ist  es  per  defini- 
tionem null.  Im  folgenden  werden  wir  der  Kürze  wegen  annehmen, 
it  und  ß  seien  positiv.  Es  wird  dann  leicht  sein,  die  gefundenen 
Eigenschaften  auf  die  andern  Fälle  auszudehnen. 

119.  Eigensoliaften  der  Multiplikation,  a)  aß-=^ßa]h)aßy^a{ßy) 


88  II,  2.    Theorie  der  Grenzwerte.  §§  119—122 

u.  s.  w. ;  c)  a  •  1  =  a;  d)  a-—  «  1;    e)   wenn  man  eine  Zahl  mit 

yerschiedenen  Zahlen  multipliziert^  so  erhält  man  yer- 
schiedene  Produkte.  Alle  diese  Eigenschaften  lassen  sich  durch 
analoge  Überlegungen  beweisen^  wie  sie  in  §  115  angewandt  worden 
sind. 

120.  Division.  Es  existiert  immer  eine  Zahl^  welche^  mit  ß^O 
multipliziert;  a  ergibt.  Sie  ist  das  Produkt  « •  y,  welches  man  der 
Kürze  wegen  schreibt  -^*  In  der  Tat  ist  nach  den  Eigenschaften 
der  Multiplikation 

(a.l)^-«(}.^)  =  «l  =  «. 

Es  gibt  keine  andern  Zahlen  mit  derselben  Eigenschaft;  denn  wir 
haben   gesehen,   daß   zwei  yerschiedene  Zahlen,   mit  ß  multipliziert, 

nicht   dasselbe   Produkt   a   liefern    können.      Also    ist   die  Zahl   ^, 

P 
welche,  mit  ß  multipliziert,  a  ergibt,  einzig.    Sie  ist  per  defimtionem 

der  Quotient  von  a  durch  ß.  Auch  hier  bemerke  man,  daß  f&r 
/)  »=  0  das  S3nnbol  -^  überhaupt  keine  Bedeutung  hat. 

121.  In  analoger  Weise  ließen  sich  die  übrigen  Regeln  des 
algebraischen  Kalküls  auf  die  Irrationalzahlen  ausdehnen.  Um  z.  B. 
zu  beweisen,  daß  a(/J  +  y)  =  a/J  +  ay  ist  u.  s.  w.,  braucht  man  nur 
die  entsprechenden  Zerlegungen  in  Klassen  zu  betrachten  und  die 
Identität  der  gleichnamigen  Klassen  in  Evidenz  zu  setzen.  Für  uns 
genügt  es  gezeigt  zu  haben,  welchen  Weg  man  bei  derartigen  Be- 
weisen einzuschlagen  hat,  um  so  mehr,  als  die  vollständige  Ausdehnung 
des  algebraischen  Kalküls  auf  die  Irrationalzahlen  sich  von  selbst  und 
ganz  natürlich  aus  der  wichtigen  Theorie  ergeben  wird,  welche  wir 
jetzt  entwickeln  wollen. 


Theorie  der  Grenzwerte. 

Das  Konvergieren  nach  einem  Ch^enswert. 

122.  Definition,  a)  Man  sagt,  die  Zahl  a^,  welche  mit  n  ver- 
änderlich ist,  sei  für  unendliches  n  unendlich  groß,  wenn  sie  mit 
unendlich  zunehmendem  n  schließlich  größer  wird  imd  bleibt  als 
jede  beliebig  große  gegebene  Zahl.    Ausführlich  ausgedrückt:  Wenn 
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jeder  Zahl  l  eine  Zahl  v  entspricht  derart,  daß  für  n  >  v  immer 
a,  >  Z  ist;  so  sc^  man,  a^  sei  unendlich  groß  oder  es  wachse  über 
alle  Grenzen  oder  es  konvergiere  nach  Unendlich. 

b)  Man  sagt,  a^  sei  für  unendliches  n  unendlich  klein  oder 
infinitesimal,  wenn  es  schließlich  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  wird  und  bleibt  als  jede  beliebig  kleine  positive  Zahl. 
Anders  ausgedrückt:  Wenn  jeder  positiven  Zahl  e  eine  Zahl  v  ent- 
spricht derart,  daß  für  n>  v  immer  |a„|  <  a  ist^),  so  sagt  man,  die 
Zahl  a^  sei  infinitesimal  oder  sie  konvergiere  nach  Null. 

c)  Wenn  man  allgemeiner  sagt,  a^  konvergiere  für  unendliches  n 
nach  a  oder  die  Folge  a^,  aj,  Og,  . . .  lasse  den  Grenzwert  (Limes) 
a  zu,  und  wenn  man  lim  a^^a  schreibt,  so  wiU  man  damit  ausdrücken, 
daß  die  Differenz  a^  —  a  infinitesimal  ist.  Im  besondem  ist  der  Grenz- 
wert einer  infinitesimalen  Größe  null. 

d)  Man  pflegt  auch  zu  schreiben  lim  a,  =  oc,  um  auszudrücken, 
daß  a,  unendlich  groß  ist,  und  man  pflegt  zu  sagen,  a„  habe  als 
Grenzwert  das  positiv  Unendliche  oder  einfach  das  Unendliche, 
eine  Ausdrucksweise,  die  ganz  und  gar  auf  Übereinkunft  beruht.  Man 
sagt  ferner,  a,  habe  als  Grenzwert  das  negativ  Unendliche,  und 
schreibt  lima^  =  — oo,  um  auszudrücken,  daß  —  a^  nach  Unendlich 
konvergiert. 

123.  Bemerkungen,  a)  Wenn  a„  nach  a  konvergiert,  so 
konvergiert  —  a^  nach  —  a.     In  der  Tat  sind  die  beiden  Differenzen 

dem  absoluten  Betrage  nach  gleich,  und  es  kann  daher  nicht  eine 
von  ihnen  infinitesimal  sein,  ohne  daß  es  auch  die  andere  ist. 

b)  Wenn  die  Zahl  a^  zwischen  zwei  infinitesimalen 
Größen  enthalten  ist,  so  ist  sie  infinitesimal.  In  der  Tat 
kann  ihr  absoluter  Betrag  nicht  größer  sein  als  die  beiden  abso- 
luten Betrage  der  gegebenen  Größen,  mithin  muß  sie  kleiner  werden 
und  bleiben  können  als  jede  positive  Zahl. 

c)  Wenn  für  unendliches  n  die  Zahl  a^  nach  a  konver- 
giert, so  konvergiert  der  absolute  Betrag  von  a^  nach  dem 
absoluten  Betrage  von  a.  In  der  Tat,  da  der  absolute  Betrag  der 
Differenz  zweier  Zahlen  niemals  von  der  Differenz  der  absoluten  Be- 
trage dieser  Zahlen  übertroffen  wird,  so  ist  klar,  daß  der  absolute 
Betrag  von  a„  — •  a  nicht  kleiner  ist  als  der  von  |  a^  |  —  |  a  | .  Die 
letzte  Differenz  ist  also  auf  Grund  der  vorigen  Bemerkung  gleich- 
zeitig mit  der  ersten  unendlich  klein. 

d)  Wenn  eine  Zahl  unendlich  groß  ist,  so  ist  die  in- 
verse  Zahl  unendlich  klein.    In  der  Tat,  wenn  e  positiv  und  so 


1)  Mit  \x\  pflegt  man  den  absoluten  Betrag  von  x  zn  bezeichnen. 


90  n,  2.    Theorie  der  Grenzwerte.  §§  128—125 

klein  als  man  will  gegeben  ist,  so  kann  man  immer  einen  Wert  von 
n  finden^  Yon  welchem  ab 

a,  >  — ,  mithin  —  <  a 

ist.     Ist  also  lima.  =  cx),  so  ist  lim— =  0. 

e)  Die  ümkehrung  ist  nicht  richtig.  Man  kann  nur  sagen^  daß 
die  inversen  Zahlen  einer  positiven  und  einer  negativen  unendlich 
kleinen  Größe  den  Grenzwert  oo  bezw.  —  oo  haben.  Wenn  aber 
a^  nicht  beim  Konvergieren  nach  Null  schließlich  ein  bestimmtes 
Vorzeichen  annimmt;  so  oszilliert  die  inverse  Zahl  unaufhörlich  von 
positiven  Werten  zu  negativen  Werten,  die  absolut  genommen  be- 
liebig groß  werden.  So  hat  die  Folge  1,  — y,  8>~"4;  h  "  -  ^^^^ 
den  Grenzwert  Null.  Die  aus  den  inversen  Zahlen  bestehende,  also 
1,-2,    3,-4,    5,  . . .  hat  aber  keinen  Grenzwert. 

134.  Methode  der  Grenzwerte.  Diese  weittragende  Rechnungs- 
methode besteht  in  dem  Übergange  von  Relationen,  die  zwischen  ver- 
änderlichen Zahlen  bestehen,  zu  analogen  Relationen  zwischen  ihren 
Grenzwerten.  Sie  beruht  auf  einer  Anzahl  von  Sätzen,  deren  Beweis 
sehr  einfach  wird,  wenn  man  beachtet,  daß  auf  Grund  der  Definition 
(§  122,  b,  c)  die  Existenz  des  Grenzwertes  a  von  a^  die  Möglichkeit 
involviert,  immer  einen  Wert  von  n  zu  finden,  von  welchem  ab  a^ 
eine  beliebige  Zahl,  die  kleiner  als  a  ist,  übertrifft  und 
kleiner  ist  als  irgend  eine  Zahl,  die  größer  als  a  ist.  Es  ge- 
nügt e  gleich  dem  absoluten  Betrage  der  Differenz  zwischen  a  und 
der  betrachteten  Zahl  zu  nehmen.  So  können  wir,  indem  wir  uns 
auf  früher  Gesagtes  beziehen  (§  112),  behaupten,  daß  eine  irratio- 
nale Zahl  sich  immer  als  Grenzwert  einer  Folge  von  ratio- 
nalen Zahlen  betrachten  läßt. 

126.  Eine  Veränderliche  kann  sich  nicht  gleichzeitig 
mehreren  Grenzwerten  nähern.  In  der  Tat,  wenn  a^  zwei 
Grenzwerte  zuließe,  die  nicht  einander  gleich  sind,  und  zwischen  den- 
selben in  beliebiger  Weise  eine  Zahl  c  gewählt  wird,  so  würden  wir 
einen  Wert  des  Index  finden  können,  von  welchem  ab  wir  gleich- 
zeitig a^  <  c,  a„  >  c  haben  würden.  Dies  ist  absurd.  Man  bemerke 
jedoch,  daß  a„  sehr  wohl  nach  verschiedenen  Grenzwerten  konver- 
gieren kann  für  verschiedene  Formen  des  Index.  So  hat 
z.  B.  die  Folge  |,  |,  ^,  |,  |,  |,  |,  . . .  keinen  bestimmten  Grenzwert, 
während  die  Glieder  an  ungerader  Stelle  nach  Null  und  diejenigen  an 
gerader  Stelle  nach  der  Einheit  konvergieren.  Es  ist  femer  wichtig 
zu  bemerken,  daß  auf  Grund  der  Definition  des  Grenzwertes  jede 
Folge  von  unendlich  vielen  Zahlen,  die  aus  einer  Folge  aus- 
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gesondert  ist^  welche  nacli  einem  Grenzwert  konvergiert^ 
denselben  Grenzwert  zuläßt 

126.  Wenn  zwei  Veränderliche  nach  verschiedenen 
Grenzwerten  konvergieren,  so  übertrifft  schließlich  die- 
jenige, welche  den  größeren  Grenzwert  hat,  die  andere.  Mit 
andern  Worten, 

wenn  lim  a^  >  lim  6^,  so  ist  a^  >  &, 

von  einem  gewissen  Werte  des  Index  ab.  In  der  Tat,  wenn  zwischen 
den  beiden  Grenzwerten  in  beliebiger  Weise  eine  Zahl  c  gewählt 
wird,  so  hat  man  für  einen  genügend  großen  Wert  von  n  und  für 
alle  größeren  Werte  a^  >  c,  6,  <  c,  mithin  a„  >  b^. 

127*  Wenn  eine  Veränderliche  schließlich  kleiner  als 
eine  andere  bleibt,  so  kann  der  Grenzwert  der  ersten  nicht 
größer  sein  als  derjenige  der  zweiten     Mit  andern  Worten, 

wenn  a^  <  &^,  so  ist  lim  a^  <  lim  b^, 

falls  die  beiden  Grenzwerte  existieren.  In  der  Tat,  wenn  lim  a^  >  lim  h^ 
wäre,  so  vTÜrde  schließlich  gegen  die  Voraussetzung  a„  >  b^  sein. 

128.  Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  lassen  sich  gewisse  Folge- 
rungen ableiten,  die  bemerkenswert  sind.  Vor  allem  ist  die  Be- 
merkung von  Wichtigkeit,  daß  eine  Veränderliche  schließlich 
das  Vorzeichen  ihres  Grenzwertes  annimmt  und  behält. 
Wenn  nämlich  lim a^>0  ist,  so  wird  schließlich  a^ >  0  sein  Eine 
Folge  von  Zahlen,  die  nach  einem  positiven  (Jrenzwert  konvergieren, 
kann  also  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  negativen  oder  verschwindenden 
Gliedern  enthalten.  Umgekehrt  ist,  wenn  a^  >  0,  lim  a„  ^  0,  d.  h. 
eine  positive  Veränderliche  kann  nur  nach  einem  positiven 
oder  verschwindenden  Grenzwert  konvergieren.  Ebenso  kann 
eine  negative  Veränderliche  nicht  nach  einem  positiven  Grenzwert 
konvergieren.  Daraus  geht  hervor,  daß  eine  aus  unendlich  vielen 
positiven  und  unendlich  vielen  negativen  Zahlen  bestehende 
Folge  keinen  von  Null  verschiedenen  Grenzwert  zulassen 
kann. 

129.  Die  Summe  und  das  Produkt  von  mehreren  un- 
endlich kleinen  Größen  in  endlicher  Anzahl  sind  unendlich 
klein.  Wenn  v  die  Anzahl  der  gegebenen  unendlich  kleinen  Größen 
ist  und  die  positive  Zahl  e  beliebig  gewählt  wird,  so  braucht  man 
nur  den  absoluten  Betrag  einer  jeden  von  ihnen  definitiv  kleiner  als 

—  bezw.  y f  zu  machen,  um   zu  erreichen,   daß  der  absolute  Betrag 

ihrer  Summe  bezw.  derjenige  ihres  Produktes  kleiner  wird  und  bleibt 
als  f «     In   der  Tat  ist  bekanntlich   der   absolute  Betrag  eines  Pro- 


92  n,  2.    Theorie  der  Grenzwerte.  §§  129—133 

duktes  gleich  dem  Produkt  der  absoluten  Betrage  der  Faktoren  und 
der  absolute  Betrag  einer  Summe  nicht  größer  als  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  der  Summanden. 

130.  Wenn  zwei  Veränderliche  nach  einem  gemeinsamen 
Grenzwert  konvergieren,  so  konvergiert  jede  dazwischen 
liegende  Veränderliche  nach  demselben  Grenzwert.  Es  sei 
«,<&„<  c^  und  lim  a^  =  lim  c^=^  a.  Die  Differenz  b^  —  a  ist  un- 
endlich klein  (§  123,  b),  da  sie  immer  zwischen  den  Differenzen  a, —  a 
und  c^  —  a  liegt,  deren  jede  nach  der  Annahme  unendlich  klein  ist. 
Also  ist  lim  6.  «  a. 

131.  Wenn  eine  Veränderliche  nach  einem  Grenzwert 
konvergiert,  so  konvergieren  zwei  Veränderliche,  deren 
Differenz  nach  Null  konvergiert,  und  die  immer  die  erste 
Veränderliche  zwischen  sich  einschließen,  mit  dieser  nach 
demselben  Grenzwert.  Es  sei  «„<&^<c„,  lim6^==a,  lim(a^— cj=0. 
Wir  schreiben  a^  —  a^  (a^  —  fcj  +  (&«  —  <*)•  Die  Differenz  (i„  —  h„, 
welche  zwischen  0  und  der  unendlich  kleinen  Größe  a^  —  c^  liegt, 
konvergiert  nach  Null.  Auch  die  Differenz  h^  —  a  ist  nach  der  Vor- 
aussetzung unendlich  klein,  d.  h.  man  hat  (§  129)  lima^»a,  und 
dann  ist  wegen  c^  —  «  =  (c»  —  O  +  (^«  ""  ^)  *^^^  1™  ^«  *=  ^• 

132.  Die  Summe  von  mehreren  Veränderlichen  in  end- 
licher Anzahl,  welche  nach  bestimmten  Grenzwerten  kon- 
vergieren, hat  als  Grenzwert  die  Summe  dieser  Grenzwerte. 
In  der  Tat,  wenn  die  Veränderlichen  a^,  &,,  c^,  . . .  bezüglich  nach 
a,  &,  c,  . . .  konvergieren,  so  bedeutet  dies  (§  122,  c),  daß  die  Diffe- 
renzen a^  —  a,  ft^  —  6,  c^  —  c,  ...  unendlich  klein  sind,  und  es  ist 
deshalb  (§  129)  unendlich  klein  ihre  Summe 

(«n  +  ^n  +  ^n  +•••)—    (ö^  +  ^  +  ^  ••  •)• 

Also  haben  wir 

lim  (a^  +  b^  +  c^ -{-''')  «^  a  +  b  +  c  +  '•  • 

=«  lim a^  +  lim  b^ -f  lim  c^  +  •  •  •. 

Unter  den  Folgerungen  dieses  Satzes  wollen  wir  die  folgende  er- 
wähnen: Wenn  die  Differenz  von  zwei  Veränderlichen  nacli 
Null  konvergiert  und  eine  derselben  nach  einem  Grenzwert 
konvergiert,  so  konvergiert  auch  die  andere  nach  demselben 
Grenzwert.  In  der  Tat,  wenn  a^  nach  a  konvergiert  und  a^  —  h^ 
nach  Null,  so  hat  man 

lim  b^  =  lim  a^  +  lim  (b^  —  aj  =  a. 

138«  Das  Produkt  von  mehreren  Veränderlichen  in  end- 
licher Anzahl,   welche  nach   bestimmten  Grenzwerten   kon- 
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rergieren^  hat  als  Grenzwert  das  Produkt  dieser  Grenzwerte. 
In  der  Tat,  wenn  man  die  Zahlen 

miteinander  multipliziert,  so  wird  das  Produkt  gleich  abc..,,  ver- 
mehrt um  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern,  deren  jedes  unendlich 
klein  ist.     Mithin  ist 

lima„6^c„  •  •  •  =  abc  •  •  •  =  lim  a,  •  lim &„  •  lim c^  •  •  •• 

134.     Wenn    a.  nach   einem   Grenzwert    a  konvergiert, 

der  von  Null  verschieden  ist,  so  konvergiert  —  nach  —  •     In 

der  Tat,  wählt  man  n  so  groß,  daß  a„  das  Vorzeichen  seines  Grenz- 
wertes hat  und  mit  wachsendem  n  bewahrt,  so  hat  man 


1         1  I        \a„-a 


a„        a  i  aa^ 


Ist  nun  in  beliebiger  Weise  eine  positive  Zahl  £  gegeben,  die  kleiner 
als  1  ist  xmd  beachtet  man,  daß  -^,  das  Produkt  von  a^  und  — , 
nach  der  Einheit  konvergiert,  so  kann  man  einen  Wert  von  n  finden, 
von  welchem  ab  —  bestandig  größer  ist  als  s  und  außerdem  der  ab- 
solute Betrag  von  a„  —  a  kleiner  ist  als  s^a^.    Es  wird  dann  sein 


a.        a 


«n  '  «n  « 


135.  Der  Grenzwert  eines  Quotienten  ist  gleich  dem 
Quotienten  der  Grenzwerte  des  Zählers  und  des  Nenners, 
vorausgesetzt,  daß  der  zweite  Grenzwert  von  Null  verschieden  ist. 
In  der  Tat  ist  nach  den  beiden  letzten  Paragraphen 

lim  jr  =  liJtti  a.  •  lim  -^  =  lim  a^  •  ^ — sr  =  t= — ir  • 

Es    int    von    Wichtigkeit    niemals    die    wesentliche    Einschränkung 
lim  b^^O  aus  den  Augen  zu  lassen. 


Fnndamentaltheoreme. 

136.  Theorem  I.  Jede  wachsende  Veränderliche  hat  einen 
endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert. 

Wenn  a„  nicht  unbegrenzt  wächst,  so  gibt  es  wenigstens  eine 
Zahl,  welche  nicht  von  a^  überschritten  wird,  und  es  ist  klar,  daß 
jede    Zahl,    die    großer   ist   als    die    erwähnte,   dieselbe  Eigenschaft 
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haben  wird.  Wir  teilen  nun  alle  rationalen  Zahlen  in  zwei  Klassen, 
indem  wir  jede  Zahl  r  der  unteren  oder  der  oberen  Klasse  zu- 
weisen,  je  nachdem  es  sich  als  möglich  oder  als  unmöglich  erweist 
in  der  Folge  «^',0^,03,...  eine  Zahl  zu  finden,  die  größer  ist  als  r. 
Die  Zahlen  der  unteren  Klasse  sind  offenbar  kleiner  als  die  der 
oberen  Klasse,  und  es  ist  außerdem  ersichtlich,  daß  es  in  der  unteren 
Klasse  keine  Zahl  geben  kann,  welche  alle  andern  derselben  Klasse 
übertrifft.  In  der  Tat,  wenn  die  Zahl  r  in  der  unteren  Klasse  in 
beliebiger  Weise  gewählt  und  eine  Zahl  a„  gefunden  ist,  die  sie 
übertrifft,  so  wird  jede  zwischen  r  und  a^  liegende  rationale  Zahl 
derselben  Klasse  angehören.  Die  gedachte  Zerlegung  des  rationalen 
Gebietes  definiert  also  (§  103)  eine  Zahl  a,  die  rational  oder  irrational 
sein  kann^).  Es  geht  aus  der  Theorie  der  Irrationalzahlen  (§  112) 
hervor,  daß  man  immer,  wenn  £  positiv  und  beliebig  klein  gegeben 
ist,  in  der  unteren  Klasse  von  a  eine  Zahl  r  finden  kann,  welche 
a  —  £  übertrifft.  Wenn  daher  eine  Zahl  a^  gefunden  ist,  die  größer 
als  r  ist,  so  wird  a  fortiori  a^^  a  —  b  sein,  d.  h.  die  positive  Diffe- 
renz a  —  a^  wird  kleiner  sein  als  £  und  wird  es  auch  immer  bleiben, 
wenn  n  wächst,  da  a  fest  bleibt  und  a^  mit  n  zunimmt.  Es  ist  also 
lima„  =  a.  In  analoger  Weise  läßt  sich  zeigen,  daß  eine  Folge, 
deren  Glieder  abnehmen  (oder,  besser  gesagt,  nicht  zunehmen),  nach 
dem  negativen  Unendlich  oder  nach  einem  endlichen  Grenzwerte  kon- 
vergiert. 

137.  HilfiuiatB.  Aus  jeder  Zahlenfolge  kann  man  immer 
eine  andere  Folge  aussondern,  die  nach  einem  endlichen 
oder  unendlichen  Grenzwert  konvergiert. 

Wenn  die  vorgelegte  Folge  a^,  o^,  a«,  . . .  nicht  unendHch  viele 
Zahlen  enthält,  die  kleiner  oder  gleich  o^  sind,  so  kommen  in  ihr 
sicher  unendlich  viele  Zahlen  vor,  die  %  übertreffen.  Nehmen  wir, 
um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  an,  es  seien  darin  unendlicli 
viele  Zahlen  größer  als  a^,  und  bezeichnen  wir  mit  a^^  eine  derselben. 
Zu  dieser  kann  es  wieder  eine  Zahl  a^^  geben,  welche  auf  sie  fol^ 
und  sie  übertrifft,  und  unter  den  Zahlen,  welche  auf  a^^  folgen,  kann 
es  unter  Umständen  eine  geben,  a^ ,  die  größer  ist  als  a^ ,  u.  s.  w. 
Läßt  sich  die  Wahl  dieser  Zahlen  ins  Unendliche  fortsetzen,  so  wird 
dadurch  aus  der  gegebenen  Folge  eine  Folge  wachsender  Zahlen  aus- 
gesondert, welche  auf  Grund  des  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten 
nach  einem  endlichen  oder  imendlichen  Grenzwert  konvergieren.  Im 
entgegengesetzten   Falle  muß  man   schließlich  eine  Zahl  a^     finden, 

welche   von   den   auf  sie    folgenden   Zahlen   nicht   übertroffen   wird. 


1)  Sie  ist  rational,  wenn  es  in  der  oberen  Klasse  eine  Zahl  gibt,   die 
kleiner  ist  als  alle  andern  Zahlen  derselben  Klasse. 
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Unter  diesen  wird  es  immer  noch  unendlich  viele  Zahlen  geben, 
welche  größer  als  a^  sind.  Mit  einer  derselben^  a^^,  beginne  man 
eine  neue  Folge  wachsender  Zahlen,  die  möglicherweise  mit  einem 
ßliede  a,    endigt,  welches  nicht  kleiner  ist  als  irgend  ein  folgendes 

Glied,  aber  kleiner  oder  gleich  a^  .  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort, 
so  entsteht  das  Schema 


«1  <  Or.  <  «r.  <     • 

•<»ri> 

«1  <  ö^  <  o^  <  •  • 

■<%f 

«1  <  «<i  <  o^  <  •  • 

•<\, 

und  wenn  man  nicht  zu  einer  unbegrenzten  Folge  von  wachsenden 
Zahlen  gelangt,  so  entsteht  schließlich  die  unbegrenzte  Reihe  nicht 
wachsender  Zahlen 

a^,  ^  a,   >  a,  >  •  •  •, 
welche  einen  endlichen  Grenzwert  zuläßt. 

138«  Bemerkungen,  a)  Wenn  die  Veränderlichen  a^  und  h^ 
derart  sind,  daß,  falls  a^  nach  einem  Grenzwert  a  konvergiert,  auch 
\  nach  einem  Grenzwert  6  konvergiert,  und  wenn  verschiedenen  Werten 
von  a  verschiedene  Werte  von  i  entsprechen,  so  kann  man  auch  be- 
haupten, daß  der  Grenzwert  von  a^  existiert,  wenn  derjenige 
von  6^  existiert.  In  der  Tat,  wenn  die  Folge  a^,  ag,  . . .  keinen  be- 
stimmten Gh-enzwert  hätte,  so  würden  sich  aus  ihr  Folgen  aussondern 
lassen,  die  ungleiche  Grenzwerte  zuließen,  denen  daher  ungleiche  Grenz- 
werte von  \  entsprechen  würden.  Es  würde  also  6^  gegen  die  Vor- 
aussetzung keinen  bestimmten  Grenzwert  haben. 

b)  Schon  in  §  125  haben  wir  ein  Beispiel  gegeben  für  eine 
Folge,  die  sich  in  zwei  andere  zerlegen  läßt,  deren  jede  einen  Grenz- 
wert hat.  Im  Falle  unendlich  vieler  Teilfolgen  ist  zu  bemerken,  daß 
sich  die  unendlich  vielen  Cbrenzwerte  auch  in  stetiger  Weise  aneinander- 
reihen können.     Ist  z.  B.  v  die   Anzahl   der   Ziffern   von  n,   so 

10* 
kann    die  Zahl  a^ »  —   nach  jeder  Zahl  konvergieren,,  die   größer 

als  1,  aber  nicht  größer  als  10  ist.  In  der  Tat,  wenn  a  eine  solche  Zahl 
ist,  so  genügt  es,  n  die  Reihe  der  größten  Ganzen  durchlaufen  zu 
lawen,  die  in 

10       100       1000       10  000 
a  ^      a  ^       a    ^        a      ' 

enthalten  sind,  um  zu  bewirken,  daß  a„  nach  a  konvergiert. 

139.  Theorem  ü.  Soll  a^  einen  endlichen  Grenzwert  be- 
sitzen;  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  jeder 
noch    so   kleinen    positiven   Zahl   €   eine   Zahl  v   entspricht 
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derart,  daß  |  a^  —  a„"  |  <  fi  ist  für  alle  Paare  von  Werten  n\  n", 
die  größer  als  v  sind. 

Wenn  a^  nach  a  konvergiert,  so  bedeutet  dies,  daß  bei  ge- 
gebenem £,  welches  positiv  ist  und  beliebig  klein  sein  darf,  sich  v 
derart  bestimmen  läßt,  daß  man  bat 

für  alle  Werte  von  n  und  w",  die  größer  als  v  sind.    Es  ist  also 

kv  -  V  I  ^  I  ötn'  -  »  I  +  I  «  -  ««"  I  <  « • 

Umgekehrt  wollen  wir  bei  gegebenem  «  annehmen,  es  lasse  sich  v  in 
der  Weise  bestimmen,  daß  för  alle  Werte  von  w'  und  »",  die  größer 
als  V  sind,  |ö^'  — ön'j^i«  ist.  Dann  werden  insbesondere,  wenn 
wir  n'  festhalten,  alle  Zahlen  a^  mit  einem  Index  n  >  n'  zwischen 
a^'  —  j£  und  d^'  -{-\b  fallen.  Daraus  folgt,  daß,  wenn  man  durch  das 
in  §  137  angegebene  Verfahren  aus  der  Folge  a^,  a^,  Oj,  ...  eine 
andere  a^,  a,,  a,,  ...  aussondert,  die  nach  einem  Grenzwert  kon- 
vergiert, dieser  Grenzwert  notwendig  endlich  sein  wird.  Nennen  wir 
ihn  a,  Ist  nun  in  der  Folge  r,  5,  ^,  . . .  ein  Index  fi'^  v  gefunden, 
der  genügend  groß  ist,  um  \a^^  —  a\<ijs  zu  machen,  so  wird  über- 
haupt für  alle  Werte  von  w,  die  größer  als  v  sind, 

sein,  mithin  lima^  =  a. 

140.  Theorem  m.  Wenn  a^  und  6„  für  unendlich  zu- 
nehmendes n  nach  Null  konvergieren  und  außerdem  b^  be- 
ständig abnimmt,  so  hat  man 

®n    •  ^a  —  ^n  +  1 


n  »  n  + 1 


vorausgesetzt,  daß  der  zweite  Grenzwert  existiert. 

Wenn  l  der  Wert  der  rechten  Seite  von  (1)  ist,   so  gibt  es  zu 
jeder  positiven  Zahl  e  einen  Wert  von  n  derart,  daß  die  Brüche 


t  • 


alle  zwischen  l  —js  und  l  +j€  enthalten  sind,  wie  groß  auch  v  sein 
mag.  Daraus  folgt,  da  die  Nenner  alle  positiv  sind,  daß  zwischen 
denselben  Zahlen  der  Bruch  enthalten  ist,  der  als  Zähler  die  Summe 
der  Zähler  der  betrachteten  Brüche  und  als  Nenner  die  Summe  der 
Nenner  hat.    Es  ist  also 


a  — a 

n  n  +  v         j 

n  n  +  »• 


<ie, 


wo  n  beliebig  groß  ist.    Da  der  hier  auftretende  Bruch,  wenn  n  fest 


140^142 
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bleibt  imd  v  nnendlicli  znnimmt^  nach  -^  konvergiert^  so  kann  man 
V  derart  wählen^  daß  ** 


a  —  a 


<i« 


istf  und  dann  folgt 


a. 


-l 


a. 


<  «,    l™ir~  —  ^' 


141.  Theorem  IV.  Wenn  für  unendlich  zunehmendes  n  die 
Veränderliche  \y  welche  immer  wächst,  jede  Grenze  über- 
schreitet;  so  hat  man 


(2) 


lim^ 


lim 


«        ^'n  —  1 


Yorausgesetzty  daß  der  zweite  Grenzwert  existiert. 

Wenn  Z  der  Wert  der  rechten  Seite  von  (2)  ist,    so  gibt  es  zu 
jeder  positiven  Zahl  a  eine  Zahl  v  derart,  daß  för  n  >  t/  immer 


«  n  —  1 


-l 


<i« 


ist.    Mit  andern  Worten,  die  Brüche 


^^  +  1  — ^y 

^  +  1-^' 


^y  +  >  ~~  ^»  -f  1 
^+2  — ^  +  l' 


a  —  a      4 


'n-l 


sind  sämtlich  zwischen  l  —  ^s  und  1  +  \b  enthalten,   mithin  ist,   da 
die  Nenner  positiv  sind,  gleichzeitig 


a  —  a 
h  —6 

n  V 


~z 


<!«. 


Wir  wollen  t/  so  groß  wählen,  daß  nicht  nur  diese  Ungleichung  er- 
füllt^ sondern  auch  \>0  ist.  Das  ist  immer  möglich,  da  nach 
der  Voraussetzung  \  mit  n  unbegrenzt  zunimmt.  Aus  eben  diesem 
Grunde  wird  sich,  wenn  v  fixiert  ist,  n  derart  bestimmen  lassen, 
daß  \b\  den  absoluten  Betrag  von  a^  —  Ih^  übertrifft  und  dann  mit 
wachsendem  n  beständig  größer  bleibt  als  dieser  Wert.  Wenn  man 
nunmehr  beachtet,  daß 

a„  —  Ih. 


h        '  b 


+('4)(^-') 


ist,  so  findet  man  sofort 


•^-Z  <fi,    lim~  =  Z. 


142.   Folgerongen.    a)  Wenn  eine  Folge   einen   endlichen 

Cetftro,  Analjrsii.  7 
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Grenzwert  zuläßt^  so  konvergieren  das  arithmetische  Mittel 
und  das  geometrische  Mittel  der  w  ersten  Glieder  für  un- 
endliches n  nach  demselben  Grenzwert. 

Auf  Grund  des  letzten  Theorems  ist  in  der  Tat 

(3)  lim  ?iJi?.±i:_+f,  =  lim  fl. , 

wenn  der  rechts  stehende  Grenzwert  existiert.  Im  folgenden  werden 
wir  sehen,  daß  der  Grenzwert  des  Logarithmus  einer  Veränder- 
lichen sich  nicht  unterscheidet  Yon  dem  Logarithmus  des  Grenz- 
wertes dieser  Veränderlichen.  Dies  zugegeben  erhält  man^  wenn  in 
der  vorigen  Gleichung  a„  durch  loga^  ersetzt  wird, 


lim  log  Ya^a^ . . .  a^  =  lim  log  a„, 
mithin 


(4)  lim  y  öiOg  . . .  a„  =  lim  a^ , 

vorausgesetzt,  daß  der  Grenzwert  auf  der  rechten  Seite  existiert. 

b)  Wenn  in  einer  beliebigen  Folge  das  Verhältnis  eines 
Gliedes  zu  dem  vorhergehenden  nach  einem  endlichen  Grenz- 
wert konvergiert,  so  konvergiert  auch  die  n-te  Wurzel  des 
w-ten  Gliedes  nach  demselben  Grenzwert. 


a. 


Es  genügt  in  der  Tat  in  der  Formel  (4)  a^  durch  -  "-  zu  er- 


setzen, um  zu  erhalten 


«n-l 


limT/ai^^...-^  =  lim  ?--  =  lim"-^S 
d.h. 
(5)  lim  ^^=  lim -'^i. 


«« 


143.  Bemerkungen,  a)  Li  den  obigen  Sätzen  wird  die  Existenz 
der  Grenzwerte  auf  den  rechten  Seiten  der  Formeln  (1),  (2),  (3), 
(4),  (5)  vorausgesetzt  und  daraus  die  Existenz  der  Grenzwerte  auf 
den  linken  Seiten  abgeleitet.  Diese  können  aber  auch  existieren^ 
wenn  jene  nicht  existieren.  Wir  haben  z.  B.  gesehen,  daß,  wenn 
der  Grenzwert  a  der  Folge  a^,  a^,  «s,  . . .  existiert,  auch  derjenige 
der  Folge 

a,,  K«!  +  aj),  K«!  +  Oj  +  a,),  \(a^  +  a^  +  a^  +  aj,  . . . 

existiert  und  gleich  a  ist.  Es  kann  aber  bei  der  zweiten  Folge  ein 
Ghrenzwert  vorhanden  sein,  ohne  daß  die  erste  einen  solchen  besitzt. 
So  ergibt  sich  aus  der  Folge 

(6)  1,0,1,0,1,0,1,0,...     • 
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die  andere 

1    X    1    1    1    1    ±    A 

■'■f    if    Sf     Af     b>    6f     7?    87   '  '  'f 

welche   nach  |  konvergiert,   während   die   erste  Folge  nach  keinem 
Grenzwert  konvergiert. 

b)  Es  lassen  sich  unendlich  viele  Folgen  konstruieren,  bei 
welchen  dieses  Verhalten  zu  konstatieren  ist.  Nehmen  wir  z.  B. 
an,  das  System  der  ganzen  und  positiven  Zahlen  lasse  sich  in  r 
Systeme  Ä^y  A^^  ...  zerlegen  derart,  daß  a^  den  Grenzwert  Z^  zu- 
läßt, wenn  n  das  System  Ä^  durchläuft.  Es  sei  n^  die  Anzahl  der 
Elemente  von  A^,  welche  nicht  größer  sind  als  n,  und  a^^  die  Summe 
der  entsprechenden  Glieder  der  betrachteten  Folge.  Für  die  Teil- 
folge, deren  Glieder  nach  \  konvergieren,  hat  man  lim  -~  =  Z,.,  da  n^ 

gleichzeitig  mit  n  unbegrenzt  zunimmt,  weil   sonst  das   System  A^ 
nicht  unendlich  viele  Zahlen  enthalten  würde.   Nun  kann  man  schreiben 


Es  ist   leicht  einzusehen,   daß   der  Grenzwert   des  Verhältnisses  — , 

wenn  er  existiert,  die  Wahrscheinlichkeit^)  darstellt  dafür,  daß 
eine  beliebig  gewählte  ganze  Zahl  dem  System  Ai  angehört.  Es  sei 
p^  diese  Wahrscheinlichkeit.     Für  unendliches  n  erhält  man 

Z.  B.  hat  man  bei  der  Folge  (6)  zwei  Systeme:  A^  bestehend  aus  den 
ungeraden  Zahlen,  A^  aus  den  geraden  Zahlen.  Offenbar  ist  p^  =  p^ 
=  ^  und  Zj  =  1,  ig  =  0.  Der  Grenzwert  der  zweiten  Folge  ist  also 
li  +  Oi=.f 

c)  Analoge  Betrachtungen  lassen  sich  für  eine  Folge  von  positiven 
Zahlen  (^d  (h?  ^}  -  '  -  anstellen,  aus  der  man  die  andere 

ableitet.  Wenn  die  Systeme  A,  die  Grenzwerte  Z,  die  Wahrscheinlich- 
keiten p  existieren,  so  hat  man 


lim ya^a^TTTa^  =  l/^lj^ . . .  l/^, 

144.    Theorem  V.     Wenn    a^    und    \    für    unendlich    zu- 
nehmendes n  bezüglich  nach  a  und  b  konvergieren,  so  hat  man 

lim^  (a^b^  +  a^b^_i  +  •    •  +  a^  =  »&• 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  29. 
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Ist  V  das  größte  Ganze,  welches  m  \n  enthalten  ist,  so  hat  man 

lim—  =  lim 


Da  a„  nach  a  konvergiert,  so  konvergiert  sein  absoluter  Betri^  nach 
\a\,  mithin  ist  (§  142,  a) 

=  lim  ^  lim  ^  ( I  «1 1  +  I  Oj  I +...  + I  aj  )=  ^  I  a  I . 

Ist  eine  Zahl  a  >  -^  { a  |  gewählt,  so  können  wir  also  behaupten,  daß 
von  einem  bestimmten  Werte  von  n  ab  beständig 

sein  wird.    Dies  vorausgeschickt  betrachte  man  den  Ausdruck 

<^-  =  -^  {«i(^  -  &)  +  «.(*»-!- «»)  4-  ■  •  •  +  «,(»»-,+1-  *)} . 

Man    kann    annehmen,    n    sei    bereits    so    groß    gewählt,    daß    der 

absolute  Betrag  von  h^—h  kleiner  als  —  ist  für  alle  Werte  von  r, 

welche  n  —  v  übertreffen.     Auf  diese  Weise  hat  man  für  einen  ge- 
wissen Wert  von  n  und  für  alle  größeren  Werte 

mithin  lim  6^  =  0,  d.  h. 

lim-i-  (ai&„  +  a^i^_^  +  •  •  •  +  aX-^^-i)  =  &lim  ~  (ai  +  aj  +  --4-a^). 

Die  rechte  Seite  ist  gleich 

V  -I .     **i  "h  ^1  "h  '  • '  "h  *v 
61im—  lim ^\ah. 

Also  ist 

lim  ^  {a^  +  a,6^_i  +  •  •  •  +  aX-^^i)  =  >&• 
Analog  würde  man  beweisen,  daß 

ist.     Durch  Addition  ergibt  sich 

145.   Theorem  VI.   Wenn  \  mit  unendlich  zunehmendem  n 
abnehmend  nach  Null  konvergiert,  während  fcj  +  fcj  +  •  •  •  +  6 
jede  Grenze  überschreitet,  so  hat  man 
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"°^        6^  +  6,  +  ,  ..  +  ft^ 1™-^  («1  +  «2  +  •  •  •  +  aj, 

Yorausgesetzt^  daß  der  zweite  Grenzwert  existiert. 

Man  bemerke^  daß  der  Satz  evident  sein  und  olme  alle  Be- 
schränkungen gelten  würde,  die  wir  6^  auferlegt  haben,  wenn  der 
Gfrenzwert  Ton  a„  existierte.  In  diesem  Falle  hätte  man  in  der  Tat 
auf  Grund  des  Theorems  IV 

um  — j^_|_5^_| fh^  '  ""  "™^"      ^™  w  V^i  +  ^8  H raj. 

Aber  der  vorliegende  Satz  ist  gerade  dann   von  Nutzen,   wenn  der 
Grenzwert  von  a^  nicht  existiert.     Wird 

«1  +  Oj  +  •  •  •  +  a„  =  na^ 

gesetzt  und  angenommen,  daß  a„  für  unendliches  n  nach  dem  Grenz- 
wert a  konvergiert,  so  können  wir  schreiben 

=  «ifti  +  (202  -  «1)6,  +  •  •  •  +  (na^  -  (w  -  1)  «„_i)6„ 

Daraus  ergibt  sich,  wenn  wir  c„  =  w(fe,  —  6„^j)  setzen  und  bemerken, 
daß 

^1  +  ^  H h  c„  =  61  +  feg  +  •  •  •  +  &^  —  ^^n+l 

ist, 


«''« 


femer 

(7) 


+  «,{(61  +  &2  +  •  •  •  +  6«)  -  (^1  +  ^2  +  •  •  •  +  Ol, 


Da  6,  abnimmt,  so  ist  c^  positiv.   Außerdem  überschreitet  c^-{-(^-i hc« 

jede  Grenze.  In  der  Tat,  ist  l  so  groß  gegeben,  als  man  will,  so 
kann  man  immer  erreichen,  daß  c^  +  c,  +  •  •  •  +  c^  größer  als  l  wird. 
Es  genügt  V  so  groß  zu  wählen,  daß  fei  +  feg  +  •  •  •  +  fe^  die  Zahl  l 
übertrifft  und  dann  n  derart  zu  bestimmen,  daß 


*.+i<|(^ +  &»  +  ■• -  +  6,-0 


ist.  Diese  beiden  aufeinander  folgenden  Bestimmungen  sind  möglich, 
da  fej  +  62  +  •  ■  •  +  fe«  jede  Grenze  überschreitet,  während  fe^  mit 
wachsendem  n  nach  Null  konvergiert.  Beachtet  man,  daß  fe„  be- 
ständig abnimmt,  so  ist 

q  +  e?ä  +  •  •  •  +  c,  >  fei  +  feg  +  •  •  •  +  6,  +  (m  -  1/)  fe^+i  -  wfe^+i. 
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d.  h. 

^1  +  ^  H h  c^  >  &i  +  ig  H \-K  —  ^^n+i  >  ^• 

Dies  vorausgeschickt  hat  man  (§  141) 

lim  ?i5_+^* +^««J^  =  lim  ^^  =  lim  «  . 

Der  zweite  Teil  der  rechten  Seite  von  (7)   besteht  also   aus   einem 
Faktor,  der  nach  Null  konvergiert,  multipliziert  mit 


gl  +  g«  H ^Cfi  ^1 ^ 


n  +  l 


einer  Größe,  die  zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Also  konvergiert 
der  betrachtete  Ausdruck  nach  Null,  wahrend  der  erste  Teil  der  rechten 
Seite  von  (7)  nach  a  konvergiert.     Folglich  ist 


ÜbmigeiL  Aber  die  Bereohnung  von  Gremwerteii. 

146.  Es  sei  eine  positive  Zahl  a  gegeben,  und  es  werde  ftir  un- 
endliches n  der  Grenzwert  von  a"  gesucht.  Wenn  a  =  1  ist,  so  ist  immer 
a**  ==  1.  Wenn  a  <  1  ist,  so  hat  man  a"  =  a**"*  •  a  <  a""^,  d.  h.  a" 
nimmt  beständig  ab,  wenn  n  wächst,  und  konvergiert  daher  auf  Grund  des 
Theorems  I  nach  einem  endlichen  Grenzwert  1^0,  Laßt  man  nun  aber 
in  der  obigen  Identität  n  unendlich  zunehmen,  so  erhält  man  Z  =  la, 
d.  h.  (l  —  a)  l  =  0,  folglich  1  =  0,  Für  a  >  1  hat  man  dagegen 
a«  =  a**"^  •  a  >  0""^  mithin  konvergiert  a**,  indem  es  gleichzeitig  mit  n 
wächst,  nach  einem  endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert.  Aber  der 
Grenzwert  kann  nicht  endlich  sein,  da  er  einen  positiven  Wert  l  haben 
müßte,  während  aus  der  obigen  Identität  für  unendliches  n  folgen  würde 
l  =  la,  (a  —  1)Z  =  0,  ;  =  0.     Also  ist 

lima"  =  0  für  a<  1,    üma'»^  oo  für  a>  1. 

Übrigens  ist  jedes   dieser   beiden   Resultate   eine   unmittelbare  Folge  des 
anderen  (§  123,  d,  e). 

147.  Noch  leichter  erledigt  sich  die  Berechnung  des  Grenzwertes  von 


—  '    Die  Identität 
n! 

a"  a"~^        a 

n !       (n  —  1) !     n 

zeigt,  welches  auch  der  Wert  von  a  >  0  sein  mag,  daß  die  betrachtete 
Zahl  schließlich  immer  abnimmt,  sobald  nämlich  n  größer  als  a  ist.  Also 
konvergiert  dieselbe  nach  einem  Grenzwert  ?>0.     Nun   liefert  aber  die 


§§  147 — 150         Übungen  über  die  Berechnung  von  Grenzwerten.  103 

obige  Identität,   wenn  man  darin  n  ins  unendliche  wachsen  läßt,    sofort 
Z  =.  ^  .  0  =  0.     Also  ist 

lim^  =  0. 

Es  ist  femer  evident,  daß  dieses  Resultat  auch  für  a  <  0  gut. 

148«  Es  werde  angenommen,  daß  der  Grenzwert  a  von  a^  existiert. 
Welches  ist  dann  der  Grenzwert  von  a^"*?  Wenn  m  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  so  konvergiert  a^"*  als  Produkt  von  m  Veränderlichen, 
deren  jede  nach  a  konvergiert,  nach  a"*  (§  133).  Wenn  femer  m  die  in- 
verse  einer  positiven  ganzen  Zahl  m'  ist  und  man  setzt  a^^  ^  ^ni  ^^  ^^ 
fl.  =  b^'.  Da  nun  a^  nach  6*"'  konvergiert,  wenn  b^  nach  b  konvergiert, 
so  kann  man  (§  138,  a)  umgekehrt  behaupten,  daß,  wenn  der  Grenzwert 
a  von  «^  existiert,  auch  derjenige  von  b^  existiert,  und  man  hat  a  =  ft"*', 
d.  h.  &  =  a"*.  Wenn  m  gleich  p/q  ist,  wo  jp  und  q  ganze  positive  Zahlen 
sind,  so  kann  man  schreiben 

lim  a,*"  =  lim  Ya/  =-  }/a^  =  a"* . 

Ist  endlich   m   gleich    einer    negativen  Bationalzahl    —  m\   so   hat   man 
(§  134) 

lim  aj^  =  lim  — — ,  =  --,  =  a^. 

Es  ist  also  für  jeden  rationalen  Wert  des  Exponenten  lim  a^'"  =  (lim  a^)^, 

149.  Wenn  man  annimmt,  daß  der  Grenzwert  a  von  a^  existiert, 
welches  ist  dann  der  Grenzwert  von  &"«?  Wir  wollen  zunächst 
voraussetzen,  die  Zahl  &,  die  immer  positiv  sein  soll,  sei  kleiner  als  1, 
und  mit  cc^  den  absoluten  Betrag  von  a^  —  a  bezeichnen.  Wird  eine  be- 
Uebig  kleine  positive  Zahl  e  vorgelegt,  so  kann  man  (§  146)  einen  Wert  v 
finden,  von  welchem  ab  (l  —  «)"  kleiner  bleibt  als  b.  Nach  Fixierung 
von  V  wähle  man  n  derart,  daß  a^  kleiner  wird  als  1/v  und  bei  zu- 
nehmendem n  auch  so  bleibt.     Es  wird  dann  sein 

1  -  6««  <  1  -  (1  -  c)"««  <  1  —  (1  -  e)  =  a. 

Mithin  ergibt  sich  nacheinander 

lim  6^  =  1 ,   lim 5*«  =  6«,   d.  h.  lim  b"^  =  ft^*"**^«. 

Ist  6  >>  1 ,  so  kann  man  schreiben 

lün5««»limj:^«^-6«. 

150.  Wenn  man  annimmt,  daß  a,  nach  a  konvergiert,  welches 
ist  dann  der  Grenzwert  von  loga^?  Aus  a^«loga,  folgt  a^^ft**«, 
wenn  b  die  Basis  des  Logarithmensjstems  ist,  welches  man  betrachtet. 
Wenn  a^  nach  einem  Grenzwert  a  konvergiert,  so  konvergiert  a^  nach 
6*.  Es  existiert  also  (§  138,  a)  umgekehrt  der  Grenzwert  von  a^,  wenn 
derjenige  von  a^  existiert,  und  man  hat 

a  =  &",     a  =  loga. 
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Es  ist  also 

lim  log  a^  —  log  lim  a^, 

161.  Wemi  a  und  6  für  unendliches  n  die  Grenzwerte  von  a^  und 
6.  sind,  welches  ist  dann  der  Grenzwert  von  a.*«?  Wird  c^^=^aj*^ 
gesetzt,  so  folgt  daraus  logc^  =  ft^loga^,  mithin  logc  =  &loga  und  end- 
lich c  ==  a^.     Es  ist  also 

(8)  lim  a>  =  (lim  aj""»*«. 

152,  Wenn  man  annimmt,  daß  a^  nach  a  konvergiert,  welches 
ist  dann  der  Grenzwert  von  w(a,  —  a^_i)?  Läßt  man  die  Existenz 
dieses  Grenzwertes  l  zu,  so  kann  man  schreiben  (§  141) 

a  =  lim — -  =  lim  [na^—  (n  —  l)ön-i}  ~  liinw(a^  —  a„_i)  +  lima,_i 

oder  a  =  l  -{-  a^  mithin  ^  =  0.  Entweder  hat  also  n{a^  ""  ^«-i)  keinen 
Grenzwert,  oder  es  konvergiert  nach  Null.  Es  ist  femer  leicht  zu  zeigen, 
daß  das  arithmetische  Mittel  seiner  n  ersten  Werte  immer  nach  Null 
konvergiert.     In  der  Tat  ist  dieses  Mittel 

und  hat  (§  142,  a)  als  Grenzwert  a  —  a,  d.  h.  Null. 

163«  Sind  die  positiven  Zahlen  a  und  &  >  a  gegeben,  so  werde  mit 
a^  ihr  geometrisches  Mittel,  mit  \  ihr  arithmetisches  Mittel  bezeichnet, 
d.  h.  es  werde 

gesetzt.  In  analoger  Weise  wollen  wir  aus  o^  und  \  die  Zahlen  o,  und 
&2  ableiten,  aus  diesen  a^  und  ^3  u.  s.  f.     Allgemein  sei 

Offenbar  ist  ««  <  «n+i  "^  ^«+1  ^^  ^n  ^  jeden  Wert  von  w,  d.  h. 

a<ai<a,<a8<--<&3<6a<6i<6. 

a^  wächst  also  mit  zunehmendem  n,  bleibt  aber  beständig  kleiner  als  &, 
während  h^  abnimmt,  aber  immer  größer  als  a  bleibt.  Daraus  folgt 
(§  136),  daß  a^  und  h^  endliche  Grenzwerte  a  und  ß  haben.  Es  er- 
gibt sich  nun  z.  B.  aus  der  zweiten  der  Belationen  (9),  wenn  man  n  un- 
begrenzt zunehmen  läßt,  /3=j(a  +  j5)  und  daher  a  =  j8.  Dieser  ge- 
meinsame Grenzwert  von  a^  und  \  heißt  das  arithmetisch-geome- 
trische Mittel  der  Zahlen  a  und  6.  Durch  ein  analoges  Verfahren  be- 
weist man,  daß  die  nach  dem  Gesetz 

konstruierten  Folgen  als  gemeinsamen  Grenzwert  das  geometrische  Mittel 
von  a  und  h  haben,  welches  man  also  auch  das  arithmetisch-harmonische 
Mittel  dieser  Zahlen  nennen  kann. 
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164.  Es  sei  gegeben  eine  Folge  von  Zahlen  derart,  daß  jedes  Glied 
das  arithnketische  Mittel  der  beiden  vorhergehenden  ist.  Dann  ist  klar, 
daß  die  Zahlen  o^,  o,,  05,  ...  in  einem  Sinne  yariieren,  während  02?  ^41 
Ag,  .  .  .  in  entgegengesetztem  Sinne  aufeinander  folgen.  Da  nun  sowohl 
die  einen  wie  die  andern  zwischen  a  und  b  bleiben,  den  Werten  der 
beiden  ersten  Glieder  der  Folge,  so  müssen  sie  nach  endlichen  Grenz- 
werten konvergieren.  Diese  sind  gleich.  Das  erkennt  man  sofort,  wenn 
man  in  der  Belation  ö„+i  =y(»„  +  ö„«i)  den  Index  n  unendlich  zu- 
nehmen läßt.  Übrigens  kann  man  direkt  die  Existenz  des  Grenzwertes 
konstatieren  und  gleichzeitig  seinen  Wert  berechnen,  indem  man  den  Aus- 
druck des  allgemeinen  Gliedes  sucht: 

Man  sieht  dann  sofort,  daß  lima^  =^^(a  -{-  2b)  ist. 

165«  Es  ist  hier  eine  kurze  Digression  notwendig,  um  gewisse  Un- 
gleichheiten zu  beweisen,  die  bei  verschiedenen  Fragen  von  Nutzen  sind. 
Oj,  c^,  «3,  ...  seien  positive  Zahlen  kleiner  als  1,  und  es  werde  mit 
6^^  die  Summe  aller  Produkte  von  je  r  der  n  ersten  bezeichnet.  Be- 
kanntlich ist  dann 

(10)  (1  ~  «i)(l  -  «,)  •  •  •  (1  -  «J  =  1  -  tf^i  +  0^, ±  a^^. 

Wir  wollen  zeigen,  daß  man  immer  schreiben  kann 

(11)  (1  -«,)(!-«,)...  (1  -  aj  -  1  -  «„,,  +  tf,,, ±  ötf,,„ 

wo  0  zwischen  0  und  1  liegt.  Mit  andern  Worten:  Wenn  man  auf  der 
rechten  Seite  von  (10)  die  Glieder  fortläßt,  die  hinter  ö^  ^  kommen,  so 
erhält  man  etwas  Kleineres  oder  etwas  Größeres  als  unks  steht,  je 
nachdem  r  ungerade  oder  gerade  ist.  Um  dies  zu  beweisen,  genügt  es 
offenbar  zu  zeigen ,  daß  die  fOr  n  =^  r  augenscheinlich  richtige  Glei- 
chung (11)9  falls  sie  fiir  einen  gewissen  Wert  von  n  gilt,  auch  bestehen 
bleibt,  wenn  man  n  in  n  -|-  1  yerwandelt.  Multipliziert  man  aber  die 
beiden  Seiten  von  (11)  mit  1  —  «,^+1,  so  kommt 

Inzwischen  bemerke  man,  daß  c^^i  r^^^n  rH~^«+i^n  r-i  ^^-    1^*^°  folgt 

U  -  «1)  (1  -  «2)  •  •  •  (1  -  «n  +  l)  =  1  -  ^^n  +  l,!  +  ^  +  M T  <^n+l,r-l 

Die  Größe  in  Klammem,  welche  offenbar  positiv  ist,   ist  nicht  größer  als 

Man  kann  ihr  also  die  Form  B'^^^^  ^  geben,  wo  d'  zwischen  0  und 
1  liegt 
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166«    Wir  wollen   die  Formel  (11)    benutzen,    um    zu  untersuchen, 

wie    (1  H )      mit   unendlich    zunehmendem   n    variiert.      Wenn 

a  eine  positive  ZaM  kleiner  als  1   ist,    so  hat  man  (1  —  «)*•  >  1  -—  na 
und  im  besondem  für  cc  =  1/w* 

(._i.)->i-',a.h.(,  +  i)->(i-A)'-. 

Beachtet  man  femer,  daß 

(•2)     (1 -!)■""- (^r'-('+jy 

ist,  so  ergibt  sich 

('  +  !)•>('  + dn)' 

Die  betrachtete  Zahl  wächst  also  beständig.      Es  ist  jedoch  nach  der- 
selben Formel  (11) 

w(w—  1)  ^j  _  n(«^— l)(n  — 2)  ^3 


n-l 


«-1 


2  1-2.3 


und  im  besondem  für  a  =  — 

n 


(•-ir>=^-T('-i)('+^)>i('-i)- 

Daraus  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  der  Identität  (12) 

('-ir>i.('+d^r<'- 

Wir  sehen   auf  diese  Weise,    daß  die  Zahl  (l  H 1    gleichzeitig  mit  t» 

wächst,  daß  sie  aber  die  3  nicht  überschreiten  kann.  Mithin  muß  sie 
nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren.  Man  bezeichnet  ihn  mit 
e,  und  er  hat  in  der  Mathematik  eine  außerordentliche  Wichtigkeit.  Es 
ist  also 

liM(l+i)"=e 

für  unendlich  zunehmendes  n.  Aber  es  ist  zu  bemerken,  daß  dieselbe 
Gleichung  besteht,  wenn  n  nach  —  oo  konvergiert.  Setzt  man  nämlich 
n  =»  —  9»,  wo  tn  ganz  und  positiv  ist  und  unendlich  zimimmt,  so  hat 
man  nach  der  Identität  (12) 

(1\n  /  i\»«+i  /  l\i-»»  /  1     \»«-i 

l  +  -;;)=lim(l+l)       =lim(l--)        =lixn(l+-^--^)        =. 

157.    Wenn  man   annimmt,   daß  a„  für  unendliches  n  nach  ünend- 

(1  \  a^ 
1  +  -  I     ? 

Wenn  m  das  größte  in  a^  enthaltene  Ganze  ist,  so  hat  man  immer 
fn^a^<Cfn  -j-  1 ,  mithin  wächst  w  +  1  (folglich  auch  w)  mit  n  ins  Un- 
endliche.    Inzwischen  ist 
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oder 


(•+s4^r<('+r<=5^('+i) 


m+2 

Wenn  man  sich  daher  an  die  Schlußbemerkung  des  §  125  erinnert,    so 

sieht  man,    daß  (1  -| j  "  zwischen  zwei  Zahlen  eingeschlossen  ist,    die 

nach  e  konvergieren.     Es  ist  also  (§  130) 


lim(l+l)'--e. 


Offenbar  gelangt  man  zu  demselben  Resultat  unter  der  Voraussetzung,  daß 
flj,  nach  —  oo  konvergiert. 

158.  Wenn  man  annimmt,   daß   der   Grenzwert  a  von  a„  existiert, 

welches    ist    dann   der    Grenzwert   von    (l  H — ^)    ?       Setzen    wir 

»  =  o«««-  Wenn  a  +  0  ist,  so  ist  klar  (§  123,  e),  daß  «^  nach  +  oo 
konvergiert     Inzwischen  hat  man 

(•+^r-('+rr--(('+^JT' 

mithin  auf  Grund  von  (8) 

lim  (l  +  ^)"  =  e«. 

Dieses  Resultat  bleibt  bestehen  für  a  =  0.  Betrachten  wir  in  der  Tat 
nur  die  positiven  Glieder  oder  nur  die  negativen  Glieder  der  Folge 
(ii,  O},  03,  .  .  .,  so  gilt  die  angestellte  Schlußweise  auch  noch,  und  man 
erhält  eO  =  1  als  Grenzwert  Für  die  verschwindenden  Glieder,  wenn  es 
solche  gibt,  ist  die  betrachtete  Zahl  genau  gleich  1. 

159.  Wenn  man  annimmt,  daß  der  Grenzwert  a  von  a^  existiert, 
welches  ist  dann  der  Grenzwert  von  ni^a^  —  l)?    Aus 

entnimmt  man 

a.  -  (1  +  y  ■■ 

Läßt  man  jetzt  n  nach  ±  00  konvergieren,  so  ergibt  sich  a  =  e^,  d.  h. 
2»  =  loga,  wobei  das  Symbol  log  hier  wie  auch  sonst  in  diesem  Lehr- 
bach einen  natürlichen  oder  Neperschen  Logarithmus  bezeichnet, 
d.  h.  einen  Logarithmus  in  dem  System,  welches  als  Basis  die  Zahl  e  hat. 
Man  beachte,  daß  der  Grenzwert  von  h^  existiert  (§  138,  a),  wenn  der- 
jenige von  a,  existiert.     Es  ist  also 

limn(f^  —  1)  =  loga. 
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160.  Man  betrachte  die  Zahl 


l 


n 


=  (feiW, 


welche  ein  Mittel  zwischen  a  und  h  darstellt,  das  für  «  =«  1  mit  dem 
arithmetischen  Mittel,  fClr  n  =  2  mit  dem  arithmetischen  Mittel  des  arith- 
metischen und  des  geometrischen  Mittels  von  a  und  b  zusammen- 
fallt u.  s.  f.     Es  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  für  unendlich  zunehmendes  n 

der  Grenzwert  von  l^  das  geometrische  Mittel  yah  wird.  Man  schreibe 
in  der  Tat 


K  =  (v^zii±M:ii  +  i)". 


Setzt  man 


so  hat  man  /^  =  ( 1  +  — J  .     Jetzt  beachte  man,  daß  (§  159) 

c  =  lim  c,  =  i  (loga  +  log  b)  =  logya6 

ist.     Dann  erhält  man  (§  158)  ^  =  e®  =  )/a6.     Es  ist  also  für  unend- 
liches n 


u„(feil)-_y^. 


161.  Der  Grenzwert  von  Yn  für  unendliches  n  läßt  sich  sofort  be- 
rechnen (§  142,  b),  indem  man  schreibt 

lim  V»  =  lim  -"ti  =  lim(l+-)=:l. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich,  wenn  man  zeigt,  daß  der  Logarithmus  von 

yn  nach  Null  konvergiert.  Hierzu  gelangt  man  unter  Anwendung  des 
Theorems  IV: 

lim^  ==  lim  { log(«  +  1)  -  logn }  =  limlog(l  -f  ~)  =  0. 

Ist  allgemeiner  eine  noch  so  große  Zahl  p  fixiert,  so  hat  das  Verhältnis 
von  (logny  zu  n  den  Grenzwert  Null,  woraus,  wenn  man  dieses  Ver- 
hältnis zur  Potenz  q=l/p  erhebt,  sich  folgern  läßt,  daß  das  Verhältnis 
von  logn  zu  n^,  wie  klein  auch  die  positive  Zahl  q  sein  mag, 
immer  nach  dem  Grenzwert  Null  konvergiert.  Diese  Sätze  werden 
wir  in  allgemeinerer  Form  in  einem  der  nächsten  Paragraphen  aufstellen. 

162,  Man  betrachte  eine  Folge  von  Zahlen  o^,  o^,  %,  .  . .,  welche 
beständig  wachsend  jede  Grenze  überschreiten,  und  es  sei 

(13)  limw(a,-a^_i)-Z. 

Nach  dem,  was  wir  in  §  152  gesehen  haben,  bedeutet  die  Voraussetzung 
1^0   das  Ausschließen   der  Möglichkeit,  daß  a^  nach   einem   endlichen 
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Grenzwert  konvergiert.  Man  kann  aber  noch  etwas  mehr  behaupten,  daß 
nämlich  die  Gleichung  (13)  mit  ^4"^  schon  die  Bedingung  daför  enthält, 
daß  a,  nach  ±  oo  konvergiert.  In  der  Tat  erhält  man  unter  Anwendung 
des  Theorems  IV 

logn  logn— log(n  — 1)  loff/l_iL^" 

Wenn  also  2  >  0  ist,  und  man  wählt  eine  positive  Zahl  a  <  ^,  so  wird 
man  schließlich  haben  a^>ttlogn,  folglich  ist  lima^»>oo.  Ebenso 
sieht  man  sofort,  daß  für  Z  <  0  lim  a^  =  —  oo  ist.  Dies  erkennt  man 
auch,  wenn  man  ausdrückt,  daß  nach  l  das  arithmetische  Mittel  (vgl. 
§  152)  der  n  ersten  Werte  von  «(ö«  — »»_i)  konvergieren  muß: 

lim 


ün(a.-"-  +  '^+-+^)=?. 


Würde  a^  nach  einem  endlichen  Grenzwerte  konvergieren,  so  hätte  man 
/  =  0.  Wenn  also  nicht  2 »  0  ist,  so  muß  a^,  welches  schließlich  mit 
n  bestandig  wächst  oder  beständig  abnimmt,  je  nachdem  il  >  0  oder 
/  <  0  ist,  im  ersten  Falle  nach  +  oo,  im  zweiten  nach  —  oo  kon- 
vergieren. 

163.  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  zeigen,  daß,  wie  groß  auch 
p  sein  mag,  das  Verhältnis  von  aj*  zu  n  immer  die  Null  als  Grenzwert 
hat.     Zunächst  bemerke  man,  daß 

lim^  =  lim(l-.^5^^.=i^) 
ist,  mithin 


(a.~a»_iX  l 

Nun  liefert  aber  das  Theorem  IV 


^r-(^)'--(^-n- 


«  p—  1 

lim-j^  =  lim(a;  — aJ.i)=i>lim(a,-a,_i)aS-^  =  i>Z.lim-^. 
Wendet  man  mehrere  Male  nacheinander  dieses  Resultat  an,  so  ergibt  sich 

lim^  =  «r  lim^— «p(ü— l)?Um  ^55_  =«  .  .  .  ==  pi/P.iim  JL  =  0. 

Es  ist  femer  klar,  daß  dieser  Schluß  auch  gilt,  wenn  p  keine  ganze  Zahl 
ist,  da  es  genügt  p  durch  eine  ganze  Zahl  p^p  zu  ersetzen  imd  zu 
bemerken,  daß  man  hat  aP^  <  og',  sobald  n  genügend  groß  ist,  damit  a„  >  1 
ist  und  bleibt.     Endlich  genügt  es,  wie  klein  auch  die  positive  Zahl  g 

sein  mag,  p  =»  —  zu  nehmen,  um  zu  erhalten   (§  148) 
Man  bemerke ,  daß  für  g  =  0  die  linke  Seite  oo  ist. 
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164.    Den  Grenzwert  von  — Yl  •  2  •  3  •  •  •  n  für  unendliches  n 
zu  finden.     Setzt  man 


a„  =  — ^1  -2  .  3  •  ••«, 

so  ergibt  sich 

««+ji  _    (n+l)!n"    _  /     n      y 

a«         n!(n+l)'*  +  ^       \«+  1/   ' 
mithin 

lim  -^^^  =  lim  -. r-—  = 

Also  ist  (§  142,  b) 

lim  —  l/l  •  2  •  3  •  •  •  «  =  —  • 
n  ^  e 

166.    Den    Grenzwert  von  —  V(«  +  l)(n  +  2)  .  .  .  2«  für  un- 
endliches 9t  zu  finden.     Setzt  man 


K  =  ^V(«+l)(»+2)...2«, 

so  Ittßt  sich  daraus  folgern 

«n  +  i       2(2n-fl)w"       4«  +  2  1 


Mithin  ist 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  unter  Berücksichtigung  der  Identität 

166.    Wenn  man  den  Grenzwert  von 

l^  +  2P  +  a^  +  '--  +  nP 

für  unendliches  n  sucht,  so  erkennt  man  sofort,  daß  man  ein  bekanntes 
Theorem  anwenden  kann,  wenn  p  größer  als  —  1  ist,  da  in  diesem 
Falle  fiP"^^  mit  n  beständig  wachsend  jede  Grenze  überschreitet.   Folglich  ist 

,.     l''  +  2PH t-nP       ,.  «P  ,.  1 

s—  lim ; =  j— r  • 
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167«    Es  werde  verlangt,  den  Grenzwert  yon 

l'  +  2^H hn'  n 


för  unendliches  n  zu  finden.  Wendet  man  wieder  das  Theorem  IV  auf 
den  gegebenen  Ausdruck  an,  nachdem  man  ihn  auf  einen  einzigen  Nenner 
gebracht  hat,  so  erhalt  man 

(p+1)«^  (p  +  l){ti^-(n-l)P} 

und  die  rechte  Seite  ist  gleichwertig  mit 


hm =  hm 


1 


Es  ist  also 

..     /l^  +  5S^  +  ---  +  «P  n    \        1 

'H ^ ^-^' 

168.    Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  fOr  unendliches  n  den  Grenzwert 
zu  finden  von 

Der  Ausdruck  in  Klammem  besteht  aus  unendlich  vielen  Gliedern,  und 
wir  wissen  noch  nicht,  welches  seine  Bedeutung  sein  kann.  Wir  werden 
aber  sehr  bald  sehen,  daß  er  für  j9  >  1  eine  bestimmte  Zahl  darstellt, 
die  mit  n  veränderlich  ist,  und  wir  werden  außerdem  erkennen,  daß  diese 
Zahl,  von  dem  Faktor  n^  befreit,  nach  Null  konvergiert,  wenn  n  ins  Un- 
endliche wächst  Wenn  wir  nun  mit  l^  den  vorgelegten  Ausdruck  be- 
zeichnen, so  können  wir  sagen,  daß  die  Zahl 

für  unendlich  zunehmendes  n  den  Grenzwert  Null  hat.  Um  jetzt  den 
Grenzwert  l  zu  finden,  wenden  wir  das  Theorem  m  an: 


n-P  n-P-{n+i)-P 


P    .  Jp(i?-2)  , 
-.     2w^     6n*      ^  1 

S=     hm  ; =S    — 

P    ,  P(P—^)    ,  2 

»  ^     2n*     ^ 


(■+i)'- 


In  den  letzten  drei  Nummern  wird  p  als  ganze  Zahl  vorausgesetzt.  Wir 
werden  jedoch  sehen,  wenn  wir  uns  andere  Kenntnisse  angeeignet  haben, 
daß  diese  Beschränkung  sich  aufheben  läßt. 
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Greiizwarte  einer  Zahlenmenge. 

169.  Zu  einer  weiteren  Fassung  des  Begriffes  „Grenzwert"  werden 
wir  gelangen^  indem  wir  eine  beliebige  Menge  von  Zahlen  betrachten^ 
die  alle  auf  einmal  gegeben  sind^  anstatt  ^  wie  wir  es  bisher  an- 
genommen haben^  nach  einem  bestimmten  Gesetze  aufeinander  zu  folgen. 
Die  Zahlen  einer  Folge  bilden,  wenn  man  von  der  Ordnung,  in 
welcher  sie  aufeinander  folgen,  absieht,  eine  Menge;  umgekehrt  lassen 
sich  aber  keineswegs  die  Zahlen  einer  Menge  immer  so  ordnen,  daß 
man  sagen  kann,  welches  die  Zahl  ist,  die  hinter  einer  andern 
kommt.  Das  einfachste  Beispiel  liefert  uns  die  Menge  aller  Zahlen, 
die  zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  b  enthalten  sind.  Eine 
solche  Menge  heißt  ein  Interyall  und  wird  mit  (a,  V)  bezeichnet. 
Die  Zahlen  a  und  b  nennt  man  die  Ghrenzen  des  Intervalls,  und  sie 
sind,  wenn  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  gesagt  wird,  als  mit  zu 
dem  Interyall  gehörig  zu  betrachten.  Die  kleinere  heißt  die  untere 
Grenze,  die  andre  die  obere  Grenze  des  Interralls,  und  der 
absolute  Betrag  ihrer  Differenz  ist  das  Maß  ffir  die  Größe  des 
Intervalls.  Es  können  auch  unendlich  große  Intervalle  vorkommen, 
d.  h.  Intervalle,  die  so  groß  sind,  als  man  wilL  So  hat  man 
z.  B.  unter  (a,  oo)  ein  Intervall  (a,  b)  zu  verstehen,  in  welchem 
es  erlaubt  sein  soll,  b  beliebig  große  Werte  zu  erteilen,  und  jenes 
Intervall  besteht  also  aus  allen  Zahlen,  die  nicht  kleiaer  als  a  sind, 
wie  (—  oo,  b)  aus  allen  denjenigen,  die  nicht  größer  als  b  sind.  Es 
kann  auch  der  Fall  eintreten,  daß  man  ein  Intervall  zu  betrachten 
hat,  welches  so  klein  ist,  als  man  will.  Um  auszudrücken, 
daß  irgend  eine  Eigenschaft  in  einem  derartigen  Intervall  stattfindet, 
von  welchem  a  die  untere  oder  die  obere  Grenze  ist,  sagt  man,  daß 
dieselbe  rechts  bezw.  links  von  a  bestehe,  wobei  man  immer  a 
ausgeschlossen  denkt;  und  man  sagt,  sie  sei  in  der  Umgebung  von 
a  vorhanden,  wenn  sie  sowohl  rechts  als  auch  links  von  a  stattfindet, 
ohne  jedoch  auszuschließen,  daß  sie  manchmal  nur  auf  einer  Seite 
von  a  bestehen  kann.  Es  ist  also  mit  andern  Worten  die  rechte 
(linke)  Seite  von  a  der  Inbegriff  aller  Zahlen,  die  größer  (kleiner) 
sind  als  a  und  so  nahe  an  a  liegen,  als  man  will;  und  die  Um- 
gebung von  a  ist  der  Inbegriff  aller  Zahlen,  die  so  nahe  an  a  liegen 
als  man  will,  mit  Ausnahme  von  a.  Wenn  man  diese  Ausschließung 
nicht  machen  will,  so  muß  man  ausdrücklich  sagen,  daß  man  die 
rechte  oder  die  liuke  Seite  oder  die  Umgebung  einer  gegebenen  Zahl 
und  diese  Zahl  selbst  betrachtet. 

170.  Eine  Menge  heißt  endlich,  wenn  die  Zahlen,  welche  sie 
bilden,  einem  endlichen  Intervall  angehören.     Offenbar  kann  man  ein 
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solches  Inteirall  (a,  b)  beliebig  groß  machen^  indem  man  a  abnehmen 
und  b  znnehmen  laßt,  ohne  daß  es  aufhört  alle  Zahlen  der  Menge 
zu  enthalten.  Es  ist  aber  nicht  möglich ,  dasselbe  beliebig  klein  zu 
machen,  wenn  die  Menge  nicht  bloß  eine  einzige  Zahl  enthält.  Wenn 
a  wächst  und  b  abnimmt,  so  kann  es  sein  (und  wir  werden  weiter 
unten  sehen,  daß  dies  immer  der  Fall  ist),  daß  man  schließlich  zwei 
Zahlen  A  und  fi  triSt  yon  folgender  Beschaffenheit:  In  dem  Intervall 
(>l,  fi)  liegt  wie  in  (a,  b)  jede  Zahl  der  Menge;  läßt  man  aber,  wenn 
auch  noch  so  wenig,  X  wachsen  oder  fi  abnehmen,  so  enthält  das 
neue  Intervall  nicht  mehr  alle  jene  Zahlen.  Die  Grenzen  dieses 
kleinsten  IntervaUes  (A,  (n)  nennt  man  die  untere  Orenze  und 
die  obere  Grenze  der  betrachteten  Menge,  und  man  kann  folgende 
Definition  aufstellen:  Die  untere  (obere)  Grenze  einer  Zahlen- 
menge ist  die  größte  (kleinste)  unter  allen  Zahlen,  welche  nicht 
größer  (nicht  kleiner)  sind  als  irgend  eine  Zahl  der  Menge. 
Jede  dieser  Grenzen  gehört  nicht  immer  der  gegebenen  Menge  an. 
Aber  es  ist  klar,  daß  sie,  wenn  es  der  Fall  ist,  die  kleinste  oder  die 
größte  Zahl  der  Menge  darstellt.  Gibt  es  umgekehrt  eine  solche 
kleinste  (oder  größte)  Zahl,  so  ist  sie  netwendig  die  untere  (oder  die 
obere)  Grenze  der  betrachteten  Menge.  So  hat  z.  B.  eine  Folge 
a^,  a^y  Os,  ...  von  wachsenden  Zahlen,  die  nach  a  konvergieren,  die 
Grenzen  a^  und  a.  Während  aber  a^  die  kleinste  Zahl  der  Menge 
ist,  kann  man  a  nicht  als  die  größte  bezeichnen,  da  sie  nicht  zu  den 
gegebenen  Zahlen  gehört,  weil  beständig  a^  <  a  ist.  Also  ist  a  nur 
die  obere  Grenze,  und  in  der  Tat  wird  man,  wenn  a'  irgend  eine 
Zahl  kleiner  als  a  ist,  schließlich  immer  a„  >  a  haben,  falls  man  n 
genügend  groß  wählt.  Daraus  folgt,  daß  unter  den  Zahlen,  die  von 
keiner  Zahl  der  Folge  übertroffen  werden,  a  die  kleinste  ist.  Da- 
gegen existiert  eine  kleinste  und  eine  größte  Zahl  bei  jeder  Folge 
von  Zahlen,  die  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren,  in- 
dem sie  um  denselben  oszUUeren.  Ebenso  ist  die  untere  (obere) 
Klasse  einer  Irrationalzahl  a  eine  Menge  von  Bationalzahlen,  unter 
denen  es  nach  der  Definition  von  a  (§  103)  keine  größte  (kleinste) 
gibt;  und  eben  aus  diesem  Grunde  (§  112)  hat  die  genannte  Klasse  a 
als  obere  (untere)  Grenze. 

171.  HilftoatB.  Jedes  Kriterium,  welches  eine  Zerlegung 
des  Inbegriffs  aller  Zahlen  in  zwei  Klassen  gestattet  der- 
art, daß  die  Zahlen  der  einen  Klasse  kleiner  sind  als  die 
der  andern,  bestimmt  eine  Zahl,  welche  entweder  in  der 
unteren  Klasse  die  größte  oder  in  der  oberen  Klasse  die 
kleinste  ist. 

Nehmen  wir  in  der  Tat  eine  Zahl  a  in  der  unteren  Klasse,  eine 
Zahl  h  in  der  oberen  Klasse,  und  teilen  wir  durch  die  Zahl  c  =  ^  (a  +  6) 

Cts&ro,  AnAljtia.  8 
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das  Intervall  (a,  h)  in  zwei  Teile.  Je  nachdem  c  der  unteren  oder 
der  oberen  Klasse  angehört^  wollen  wir  das  Interyall  {c,  b)  oder 
(a^  c)  betrachten  und  es  immer  mit  (a^,  b^)  bezeichnen^  so  daß,  im 
ersten  Falle  a^  =  c"^  a^  6^  =  6  und  im  zweiten  a^  =  a,  6^  —  c  <  & 
ist.     In  beiden  Fallen  ist 

a^^a,    b^^b,    b^  — a^  =  ^{b  —  a). 

Wie  aus  (a,  b)  das  Interrall  (a^,  b^)  abgeleitet  worden  ist^  kann  man 
aus  diesem  in  derselben  Weise  ein  Intervall  (a^,  b^)  ableiten^  aus  dem 
letzteren  ein  neues  (a,^  b^)  u.  s.  f.  Man  gelangt  so  zu  einem  Intervall 
(a^y  b^y  welches  sich^  wie  groß  auch  n  sein  mag^  immer  noch  genau 
so  verhält  wie  (ci,b),  insofern  nämlich  die  untere  Grenze  des  Intervalls 
der  unteren  und  die  obere  Grenze  der  oberen  Klasse  angehört.  In- 
zwischen hat  man 

und  erkennt^  daß  die  Zahlen  a^y  die  immer  kleiner  bleiben  als  b, 
mit  n  wachsen  oder  wenigstens  nicht  abnehmen.  Sie  konvergieren 
also  (§  136)  nach  einem  endlichen  Grenzwert  |,  nach  welchem  auch 
die  b^  konvergieren^  da  mit  unendlich  zunehmendem  n 

lim(6„-aJ  =  lim-=^  =  0,    Hmft^  =  lima,  +  lim(6^  -  aj  =  g 

ist.  Dieses  g  ist  nun  aber  die  durch  die  beiden  Klassen  bestimmte 
Zahl.  Wird  a:  <  |  beliebig  fixiert,  so  muß  es,  da  lim  a^  =  6  ist, 
möglich  sein,  n  so  groß  zu  wählen,  daß  a^  >  a?  ist,  und  x  gehört 
daher  wie  a^  zur  unteren  Klasse.  In  derselben  Weise  zeigt  man, 
daß  jede  Zahl,  die  größer  ist  als  |,  der  oberen  Klasse  angehört. 
Nun  ist  aber  ^  selbst  notwendig  in  einer  der  beiden  Klassen  ent- 
halten, da  wir  angenommen  haben,  daß  sich  die  Klassifikation  auf 
alle  Zahlen  erstreckte.  Femer  ist  klar,  daß  $  in  der  Klasse,  zu 
welcher  es  gehört,  die  größte  oder  die  kleinste  Zahl  ist;  denn  wenn 
man  seinen  Wert  auch  noch  so  wenig  vergrößert  bezw.  verkleinert, 
fällt  es  in  die  andre  Elasse. 

172.  Theorem  I.  Jede  endliche  Menge  hat  eine  obere 
und  eine  untere  Grenze. 

Wir  woUen  in  eine  Klasse,  die  wir  die  untere  nennen,  alle 
Zahlen  werfen,  die  nicht  größer  sind  als  irgend  eine  Zahl  der  Menge, 
und  in  die  andre  diejenigen,  welche  irgend  eiue  Zahl  der  Menge 
übertreffen.  Jede  Zahl  a  der  unteren  Klasse  ist  kleiner  als  jede 
Zahl  b  der  oberen  Klasse.  Wemi  wir  nämlich  sagen,  b  gehöre  dieser 
Klasse  an,  so  muß  es  in  der  Menge  wenigstens  eine  Zahl  a  geben, 
die  kleiner  als  b  ist,  und  da  andrerseits  a  die  Zahl  oc  nicht  übertreffen 
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kann,  so  ist  a  ^  a  <  &.  Die  in  dieser  Weise  gemachte  Klassifikation 
aller  Zahlen  definiert  auf  Gmnd  des  vorigen  Hilfssatzes  eine  Zahl  L 
Nun  kann  es  in  der  oberen  Klasse  keine  Zahl  b  geben,  die  kleiner 
ist  als  alle  andern,  da  jede  Zahl  V,  für  welche  cc  <ib'  <ih  ist,  der- 
selben Klasse  angehört.  Also  ist  X  die  größte  Zahl  in  der  unteren 
Klasse,  d.  h.  die  größte  nnter  den  Zahlen,  die  nicht  größer 
'  sind  als  irgend  eine  Zahl  der  Menge.  Sie  ist  also  die  untere 
Grenze.  In  derselben  Weise  beweist  man  die  Existenz  der  oberen 
Grrenze. 

173.  AiLBdehnxuig  des  Begriffes  Grenswert.  Wenn  eine  Menge 
aus  unendlich  vielen  verschiedenen  Zahlen  besteht,  die  nach  einem 
endlichen  Grenzwert  konvergieren,  so  ist  dieser  Grenzwert  offenbar 
durch  den  Umstand  charakterisiert,  daß  es  in  seiner  Umgebung 
unendlich  viele  Zahlen  der  Menge  gibt.  Hieraus  ergibt  sich 
von  selbst  der  Gedanke,  in  dem  allgemeinen  Falle  ab  Grenzwert 
jede  Zahl  zu  bezeichnen,  welche  die  angegebene  Eigenschaft  hat. 
Die  Folgen  von  Zahlen,  die  nach  einem  Grenzwert  konvergieren,  sind 
dann  insofern  von  ganz  besonderer  Art,  als  jede  von  ihnen  nur  einen 
Grenzwert  zuläßt.  Eine  Menge  kann  also  mehrere  Grenzwerte  haben 
und  auch  xmendlich  viele  Grenzwerte.  Es  kann  sogar  vorkommen, 
daß  alle  ihre  Zahlen  und  außerdem  noch  andere  Zahlen  Grenzwerte 
sind,  wofär  ein  ganz  einfaches  Beispiel  der  Inbegriff  aller  rationalen 
Zahlen  liefert,  da  immer  unendlich  viele  solche  Zahlen  in  die  Um- 
gebung eiaer  beliebigen  rationalen  oder  irrationalen  Zahl  fallen. 
Man  bemerke,  daß,  wenn  auf  der  rechten  (linken)  Seite  eines  Grenz- 
wertes i  unendlich  viele  Zahlen  einer  Menge  liegen,  |  die  untere 
(obere)  Grenze  derjenigen  Zahlen  der  Menge  ist,  die  größer  (kleiner) 
als  I  sind.  Umgekehrt  sind  die  untere  Grenze  und  die  obere  Grenze, 
wenn  sie  nicht  zu  der  Menge  gehören,  Grenzwerte  fQr  dieselbe. 

174.  Theorem  ü.  Jede  endliche  Menge,  die  aus  unend- 
lich vielen  Zahlen  besteht,  hat  mindestens  einen  Grenz- 
wert. 

In  der  Tat,  wenn  wir  das  Intervall  (a,  6),  welches  alle  Zahlen 
der  Menge  enthalt,  wie  in  §  171  halbieren,  so  muß  es  offenbar 
wenigstens  in  einem  der  beiden  Teüintervalle  noch  unendlich  viele 
Zahlen  der  Menge  geben.  Ein  solches  Intervall,  welches  halb  so 
groß  wie  das  vorige  ist,  werde  mit  (a^,  b^)  bezeichnet,  und  aus  ihm 
leite  man  in  analoger  Weise  eine  Folge  von  Intervallen  (a^,  &J  ab, 
deren  Grenzen  dann,  wie  wir  gesehen  haben,  nach  einem  gemein- 
samen Grenzwert  |  konvergieren.  Ist  nun  eine  positive  Zahl  h 
fixiert,  so  muß  es  möglich  sein,  eine  Zahl  n  zu  finden,  so  groß, 
daß  a^>i  —  h  ist  und  gleichzeitig  6„  <  |  +  Ä.  Alsdann  ist  das 
Intervall  (a^,  fej  in  (6  —  ä,  |  +  ä)  enthalten,  imd  es  fallen  in  dieses 


116  n,  2.    Theorie  der  Grenzwerte.  §§  174—176 

wie  in  (a^,  b^  imendlich  viele  Zahlen  der  Menge,  und  zwar  fOr  be- 
liebig kleine  Werte  von  h.    Also  ist  S  ein  Ghrenzwert. 

175.  Theorem  m.  Jede  endliche  Menge,  die  aus  unend- 
lich vielen  Zahlen  besteht,  hat  immer  einen  kleinsten 
Grenzwert  und  einen  größten  Grenzwert. 

Die  Grenzwerte  einer  Menge,  die  in  dem  Intervall  (Jl,  (i)  und  in 
keinem  kleineren  enthalten  ist,  bilden  eine  endliche  Menge  und  haben 
folglich  eine  untere  Grenze  Iq^X  und  eine  obere  (Iq  ^  ft.  Um  das 
Theorem  zu  beweisen,  genügt  es,  zu  zeigen,  daß  diese  Zahlen  Xq  und 
/Xq  ebenfalls  Grenzwerte  der  gegebenen  Menge  sind.  Für  A^  liegt  dies 
auf  der  Hand,  wenn  es  gelingt  x{>  Iq)  so  nahe  an  Aq  zu  wählen,  daß 
das  Intervall  (A^,  x)  unter  Ausschluß  der  unteren  Grenze  keinen  Grenz- 
wert enthält.  Ist  das  nicht  möglich,  so  bedeutet  es,  daß  in  das 
Innere  von  (Aq,  ^),  wie  sehr  sich  auch  x  der  Zahl  Xq  nahem  mag, 
immer  Grenzwerte  und  mit  diesen  unendlich  viele  Zahlen  der  ge- 
gebenen Menge  fallen.  Daraus  folgt,  daß  Xq  ein  Grenzwert  dieser 
Menge  ist.    Dasselbe  laßt  sich  von  [i^  zeigen. 

176.  Um  zu  zeigen,  wie  die  größere  Allgemeinheit  der  B^rifife 
eine  klarere  und  leichtere  Erfassung  der  Wahrheiten  ermöglicht, 
wollen  wir  bemerken,  in  welcher  Weise  sich  aus  dem  Theorem  II 
unmittelbar  der  in  §  137  aufgestellte  Satz  ergibt.  Wenn  die  Zahlen- 
menge a„  o^,  a„  . .  .  nicht  nach  der  positiven  und  nach  der  nega- 
tiven Seite  hin  endlich  ist,  so  kann  man  offenbar  aus  ihr  eine  Folge 
von  Zahlen  herausgreifen,  die  nach  -f  oo  oder  nach  —  cx)  konver- 
gieren. Ist  dagegen  die  Menge  endlich,  so  gibt  es  wenigstens  eine 
Zahl  I,  in  deren  Umgebung  unendlich  viele  Zahlen  der  Folge  liegen. 
Ist  dies  z.  B.  auf  der  rechten  Seite  von  |  der  Fall,  so  kann  man 
immer  von  einer  Zahl  a^  ausgehend,  die  größer  als  |  ist,  eine  zweite 
a^  <  a^  finden,  dann  eine  neue  a^  <  a,  u.  s.  f.  Man  erhält  dadurch 
aus  der  gegebenen  Folge  eine  andre  a^,  a^,  a„  . . .,  die  nach  einem 
Grenzwert  konvergiert.  Übrigens  ist  dieser  Hilfssatz  zum  Beweise 
des  Theorems  in  §  139  nicht  mehr  nötig,  da  sich  aus  der  selbst- 
verständlichen Bemerkung,  daß  die  Gleichheit  zwischen  dem  kleinsten 
und  dem  größten  Grenzwert  notwendig  und  hinreichend  für  die 
Existenz  eines  einzigen  Grenzwertes  ist,  leicht  die  bekannte  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür  ableiten  läßt,  daß  die 
Zahlen  o^,  o,,  a^,  ...  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren. 
In  der  Tat,  wenn  es  für  einen  positiven  und  beliebig  kleinen  Wert 
von  s  gelingt,  eine  Zahl  v  zu  finden  derart,  daß  für  n\  n"  >  v 
immer  |  a^,  —  a^»  |  <  £  ist,  so  fallen  die  Zahlen  a^^i,  öy+t,  ••• 
sämtlich  in  das  Intervall  (a^^i  —  £,  a^^i  +  «).  Mithin  kann  es  nur 
in  diesem  Intervall  einen  Grenzwert  |  geben,  und  nach  §  174  gibt 
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es  tatsachlich  eineiL     Es  kann  kein  andrer  Gh*enzwert  |'  existieren, 
sonst  konnte  man  £  nicht  kleiner  als  -{^  |  £  *—  £'  |  wählen. 

177.  Bei  gewissen  Fragen  sind  die  Zahlen  Xq  und  /x^  von 
größerer  Wichtigkeit  als  A  und  (i.  Sie  ändern  sich  nicht;  wie  es  bei 
l  und  /i  geschehen  kann,  wenn  in  der  gegebenen  Menge  eine  oder 
mehrere  Zahlen  unterdrückt  werden ,  weü  diese  Unterdrückungen 
keinen  Grrenzwert  aufheben.  Wenn  nicht  Aq  =  A  ist,  so  können  in 
das  Intervall  {l,  x)  für  x<^X^  offenbar  nicht  unendlich  viele  Zahlen 
der  Menge  fallen,  während  dies  sicher  für  o;  >  A^  der  Fall  ist.  Eine 
analoge  Bemerkung  läßt  sich  für  ^^  machen.  Also  sind  A^  und  f^^ 
bezüglich  die  obere  und  die  untere  Grenze  derjenigen  Zahlen  Xy 
für  welche  in  (A,  x)  oder  in  {x ,  ^)  nicht  unendlich  viele 
Zahlen  der  betrachteten  Menge  fallen.  Dadurch  ist  nicht  aus- 
geschlossen, daß  außerhalb  des  Intervalles  (Aq,  /Iq),  d.  h.  auf  der 
linken  Seite  von  Aq  und  auf  der  rechten  Seite  von  ^^  auch  un- 
endlich viele  Zahlen  dieser  Menge  liegen  können.  Es  ist  ja  z.  B. 
möglich,  daß  Aq  nicht  zu  der  Menge  der  Zahlen  x  gehört,  deren 
obere  Grenze  es  ist. 

178«  Um  die  vorhergehenden  Betrachtungen  noch  klarer  zu 
machen,  wollen  wir  uns  denken,  daß  in  der  unbegrenzten  Folge 
o^ ,  e^ ,  o^ ,  . . . ,  die  wir  nach  der  positiven  und  nach  der  negativen 
Seite  hin  als  endlich  voraussetzen,  die  ersten  n  Glieder  unterdrückt 
werden.  Die  Bestfolge  a^^i,  o^n+i?  ^«+8;  •••  gestattet  immer  eine 
untere  Grenze  A^^A,_i  und  eine  obere  Grenze  /*n^f^n-i-  ^^^ 
Zahlen  A,  A^,  A,,  . . .,  welche  nie  abnehmen  und  kleiner  sind  als  fi, 
konTergieren  für  unendliches  n  nach  einem  Ghrenzwert  Ap^ft,  und 
die  Zahlen  /i;  /h;  f^)  *  - -7  welche  nie  zunehmen,  aber  größer  sind 
als  A,  konvergieren  nach  einem  Grenzwert  (i^  ^  A.  Es  ist  dann 
leicht  zu  konstatieren,  daß  diese  beiden  Grenzwerte  gerade  die  Zahlen 
Iq  and  iiq  sind,  welche  wir  oben  definiert  haben.  Sie  sind  durch  die 
folgenden  Eigenschafken  charakterisiert: 

a)  Die  Zahlen  der  Folge  sind  schließlich  alle  größer  als 
eine  beliebige  Zahl,  die  kleiner  ist  als  Aq,  und  kleiner  als 
eine  beliebige  Zahl,  die  größer  als  [Iq  ist. 

b)  Man  findet,  wie  weit  man  auch  in  der  Folge  gehen 
mag,  immer  noch  Glieder,  die  kleiner  sind,  und  Glieder,  die 
größer  sind  als  eine  beliebige  Zahl  zwischen  Aq  und  fi^. 

Auf  Grund  der  ersten  Eigenschaft  verhalten  sich  die  linke  Seite 
des  kleinsten  Grenzwertes  und  die  rechte  Seite  des  größten  Grenz- 
wertes wie  die  linke  und  die  rechte  Seite  des  einzigen  Grenzwertes, 
wenn  dieser  existiert,  und  man  kann  wohl  sagen,  daß  die  Zahlen  der 
Folge  schließlich  um  ein  Intervall  oszillieren,  welches  sich  ausnahms- 
weise auf  eine  einzige  Zahl  reduzieren  kann.     Wenn  aber  eine  solche 
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Zahl,  d.  h.  ein  einziger  Grenzwert,  nicht  existiert;  so  ist  es  un- 
möglich, zu  jeder  positiven  Zahl  s  eine  Zahl  v  zu  finden  derart,  daß 
für  n,  w"  >  V  immer  |  a^,  —  a^..  \  <  s  ist;  denn  auf  Grund  der  zweiten 
Eigenschaft  gibt  es,  wenn  «  <  /*©  ~"  ^o  ^^^7  beliebig  große  Werte  von 
«'  und  w"  derart,  diaß  |  a^,  —  a^,.  |  >  «  ist:  es  genügt 

ZU  wählen. 


Theorie  der  Reihen. 

Bnte  Definitionen  und  Beispiele. 

179.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Theorie  der 
Grenzwerte  besteht  darin,  zu  untersuchen,  welche  Bedeutung  einem 
Aggregat  Ton  unendlich  vielen  Zahlen  Wi  +  w^  +  «<s  +  •  •  *  beigelegt 
werden  muß,  und  ob  auf  ein  solches  Aggregat,  welches  man  als 
eine  Reihe  bezeichnet,  immer  die  Eigenschaften  der  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Teilen  zusammengesetzten  Summen  anwendbar  sind. 
Wir  woUen  mit  S^  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  bezeichnen.  Wenn 
n  unendlich  zunimmt,  so  kann  /S„  nach  einem  Grenzwerte  konvergieren 
oder  nicht.  Im  ersten  Falle  ist  die  Reihe  konvergent  oder  diver- 
gent, je  nachdem  der  Grenzwert  endlich  oder  unendlich  ist.  Im 
zweiten  Falle  heißt  sie  unbestimmt.  Man  bemerke,  daß  eine  un- 
bestimmte Reihe  sich  immer  durch  eine  geeignete  Gruppierung  der 
Glieder  derart  reduzieren  läßt,  daß  sie  konvergent  oder  divergent 
wird.  Wir  wissen  in  der  Tat  (§  137),  daß  man  eine  Folge  von 
ganzen  Zahlen  r,  s,  ^,  ...  bilden  kann,  die  beständig  zunehmen  und 
so  beschaffen  sind,  daß  8^  sich  einem  endlichen  oder  unendlichen 
Grenzwert  nähert,  wenn  n  die  Folge  durchläuft.  Mit  andern  Worten: 
Die  Reihe 

(wi  -I-  tij  H h  u^  +  (w^^,  H +«*,)  +  K+i  H h  w<)  H , 

in  welcher  alle  in  einer  Klammer  stehenden  Glieder  immer  als  ein 
einziges  Glied  bildend  betrachtet  werden,  ist  konvergent  oder  divergent. 
Dieser  Umstand  zeigt,  daß  für  die  Addition  von  unendlich  vielen 
Zahlen  nicht  das  sogenannte  assoziative  Gesetz  gilt,  und  später 
werden  wir  sehen,  daß  auch  nicht  immer  das  kommutative  Gesetz 
besteht.  Umgekehrt  ist  es  wichtig  zu  bemerken,  daß  es  nicht  er- 
laubt ist,  die  Glieder  einer  konvergenten  oder  divergenten  Reihe  in 
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Teile  za  zerlegen.  Dies  könnte  in  der  Tat  Unbestimmtheit  hervor- 
bringen. 

180.  Wenn  die  Beihe  konvergent  ist,  so  heißt  der  Grenzwert  S 
von  S^  för  unendliches  n  die  Snmme  der  Reihe,  und  man  kommt 
überein  zu  schreiben 

Die  DiflFerenz  Ä,  =  S  —  S^,  welche  nach  NuU  konvergiert.,  wenn  n 
unendlich  zunimmt,  fährt  den  Namen  Rest.  Offenbar  ist  R^  das, 
was  aus  der  Summe  der  Reihe  wird,  wenn  man  darin  die  n  ersten 
Glieder  unterdrückt.     Läßt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

p  ins  Unendliche  wachsen,  wahrend  n  konstant  bleibt,  so  konvergiert 
die  linke  nach  S  —  S^y  d.  h.  nach  i{^,  und  man  kann  daher  schreiben 

181.  Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  eine  Reihe  mit  positiven 
Gliedern  nicht  unbestimmt  sein  kann.     Da  in  der  Tat 

ist,  so  sieht  man,  daß  S^  mit  zunehmendem  n  wächst  und  sich  daher 
einem  endlichen  oder  imendlichen  Grenzwert  nähert,  d.  h.  die  Reihe 
ist  konvergent  oder  divergent.  Dasselbe  gilt  von  den  Reihen  mit 
negativen  Gliedern.  Jede  unbestimmte  Reihe  besteht  also  notwendig 
aus  unendlich  vielen  positiven  und  unendlich  vielen  negativen  Gliedern. 

182.  Beispiele.  Die  geometrische  Progression  1  +  x  +  x^  -\-  x^  +  -•' , 
liefert  Beispiele  ffir  konvergente,  divergente  und  unbestimmte  Reihen. 
Wenn  x  absolut  genonmien  kleiner  als  1  ist,  so  konvergiert  af*  (§  146) 
mit  unendlich  zunehmendem  n  nach  Null.  Wenn  o;  >>  1  ist,  so  wächst 
dc"  ins  Unendhehe.  Wenn  a;  <  —  1  ist,  so  überschreitet  x**  dem  absoluten 
Betrage  nach  jede  Grenze,  ist  aber  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist.     Bemerkt  man  außerdem,  daß 


Ä.  = 


1  — o;" 


*        1  — a; 

ist,  so  sieht  man  sofort,  daß  die  betrachtete  Reihe  divergent  ist  für 
j:  >  1,  konvergent  für  1  >  a;  >  —  1  und  unbestimmt  für  — -  1  >  x. 
Im  besondem  erhält  man  für  x  =^  1  und  x  ==  —  1  die  Reihen 

1  +  1  +  1  +  1  +  ---,     1-1  +  1-1  +  "-, 

von  denen  die  erste  offenbar  divergent  ist  {S^  =  n).  Die  zweite  ist  un- 
bestimmt, da  S^  abwechselnd  die  Werte  1  und  0  annimmt,  je  nachdem 
n  ungerade  oder  gerade  ist.  Zusammenfassend  können  wir  sagen  (vgl.  §  169), 
daß  die  vorgelegte  Reihe  nur  konvergiert,  wenn  x  dem  Intervall  (—  1,1) 
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mit  Ausschluß  der  Grenzen  angehört.  Aus  diesem  Grunde  pflegt  mAn 
das  genannte  Intervall  das  Eonvergenzintervall  der  betrachteten  Reihe 
zu  nennen.  Wir  wollen  jetzt  andere  bemerkenswerte  Beispiele  for  kon- 
vergente und  für  divergente  Reihen  geben,  welche  uns  im  folgenden  von 
Nutzen  sein  werden. 

183.    Harmoiiisohe  Beilie.     Unter  den  divergenten  Reihen  ist  von 
Wichtigkeit  die  harmonische  Reihe 

i  +  i  +  i  +  i  +  ---- 

Die  Sunmie  der  ersten  n  Glieder  pflegt  man  mit  J7,  zu  bezeichnen. 
Man  braucht  nur  die  Identität  n{H^  —  U^_^  =  1  zu  beachten,  um 
sagen  zu  können  (§  162),  daß  H^  mit  n  unbegrenzt  zuninmit;  und  man 
kann  hinzufügen,  daß  die  harmonische  Reihe  schwach  divergent  ist, 
da  H^  ins  Unendliche  wächst  wie  der  natürliche  Logarithmus  von  n,  d.  h. 
sehr  langsam  im  Vergleich  zu  n.  Die  Divergenz  kann  man  auch  kon- 
statieren, indem  man  sich  daran  erinnert  (§  156),  daß  (1  -| J  be- 
ständig  wachsend  nach  e  konvergiert,  so  daß  man  der  Reihe  nach  hat 

e>(l+^)",     |>log(l+|),     fl,>log(n+l),     limfi,  =  <x>. 

Um  etwas  Genaueres  zu  erkennen,  wollen  wir  die  Zahlen  a^  =  Ä,  —  log« 
betrachten,  die  offenbar  positiv  sind.  In  kurzem  (§  186)  werden  wir 
sehen,  daß 

i<-iog(i-;)=iog_^ 

ist.     Daraus  folgt 

a,  —  a__i  =  —  —  log <  0, 

so  daß  also  die  positiven  Zahlen  a^  beständig  abnehmen,  wenn  n 
wächst,  und  daher  nach  einem  endlichen  Grrenzwert  konvergieren.  Diesen 
Grenzwert  pflegt  man  mit  C  zu  bezeichnen  und  nennt  ihn  die  Eulersche 
Konstante.      Auf   anderm  Wege    gelingt  es  ihren  Wert  zu   berechnen: 

C  =  0,5772156649015328  .  .  . 

Wir  wollen  inzwischen  bemerken,  daß  man  schreiben  kann 

(1)  H,  =  logn  +  C  +  (.,, 

WO  Q^  nach  Null  konvergiert,  wenn  n  unbegrenzt  zunimmt. 


184.    Exponentialreihe.     Mit  diesem  Namen  belegt  man  die  Reihe 

1    _L  i  J-  JL^  J - I I 

~   1    ~1.2^12.3~1.23-4~  ' 

weil  ihre   Summe  c*  ist,  welches  auch   der  Wert  von  x  sein  mag.     Man 
hat  in  der  Tat  nach  der  Newtonschen  Formel 

(l  +  ^)"  =  1  +  t?,  +  v,  +  t^j  + h  t^n  , 
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wenn  zur  Abkürzung 

V  =  n(n-l).-.(n-r4-l)    ^  _  /.  _  JLWi  _  A\  /.  _  !jzi\  f^ 

*-  12. -r  nr        \^        n/  \  n/  \  n    /  r! 

gesetzt  wird.     Man  bemerke,  daß,  wenn  r  konstant  bleibt, 

ist.     Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu  betrachten.     Ist  x  positiv,  so  hat  man 

Daraus  folgt,  wenn  man  annimmt,  dafi  r  nicht  kleiner  ist  als  das  größte 
in  X  enthaltene  Ganze, 

Also  ist 


mithin  ftlr  unendlich  zunehmendes  n 

r!(r+l  — a;) 


e-- -.)<t  +  r!  +  2T  +  ---+ri<^ 


und  endlich,  wenn  man  r  unbegrenzt  wachsen  läßt  imd  sich  daran  er- 
innert (§  147),  daß  das  allgemeine  Glied  der  vorgelegten  Reihe  nach 
Null  konvergiert. 


X    .     x^     ,       x^       ,  x^ 


(2)  e^i  +  ^  +  j-^  +  j^^  +  j^:jri  +  --- 

Ist  femer  x  negativ,  so  kann  man  (§  155)  schreiben 

=  1  +  t?i  +  t;,  H h  t;^_i  +  dv^, 


(• + ^y 


wo  6  zwischen  0  und  1  liegt,  vorausgesetzt  daß  n  größer  ist  als  der 
absolute  Betrag  von  x.  Wenn  n  unendlich  zunimmt,  so  hat  die  rechte 
Seite  die  Tendenz,  zwischen 

ÜS  ic'  Ü/   ""  X  X^  X 

i  +  rT  +  2T  +  --+^^n)!  ""d  1  +  -  +  -  +  ...  +  - 

ZU  liegen,  während  die  linke  Seite  (§  158)  nach  6*  konvergiert.  Lasson 
wir  nun  r  unbegrenzt  wachsen,  so  konvergieren  die  beiden  letzten 
Summen,  die  immer  ^  zwischen  sich  enthalten  und  eine  nach  Null  kon- 
vergierende Differenz  haben,  notwendig  (§  131)  nach  c*.  Die  Formel  (2) 
gilt  also  f&r  alle  Werte  von  x, 

186.    Aus  dem  vorigen  Paragraphen  geht  im  besondem  hervor,  daß 
die  Zahl  e  die  Summe  der  unendlichen  Beihe 
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1  -L  -L  J-  —  J 1 1 1 

^    1   ^1-2^1. 2. 3^1. 2. 3-4^ 
ist.     Man  kann  auch  schreiben 

^        ^  "'"  1!  "^  2!  "^  3!  "^  ^  rl"^  rlr' 

WO  0  zwischen  0  und  1  liegt  und  r  so  groß  ist  als  man  will.  Z.  B.  ist 
e=«2  +  ö,  d.  h.  2<e<3.  Wählt  man  r  genügend  groß,  so  erhält 
man*) 

e =  2,718281828459045  .  . . 

Diese  Zahl  ist  irrational.  Wäre  sie  nämlich  gleich  dem  Bruch  p/q 
und  wählt  man  r  ^=  q.  so  würde  man  in  der  letzten  Formel  nach 
Multiplikation  mit  q\  eine  ganze  Zahl  gleich  der  Zahl  0/q  finden,  welche 
positiv  und  kleiner  als  1  ist.     Das  ist  absurd. 

186.  Logarithmisohe  Beihe.  Analoge  Betrachtungen  wie  die  in 
§  184  liefern  ein  anderes  interessantes  Beispiel  für  eine  konvergente 
Reihe.     Bekanntlich  ist  (§  159)  für  unendliches  n 

limw  (l  -  (1  -  x)  «)  =  —  log  (l-x). 

Wir  wollen  annehmen,  x  sei  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit.  Im 
folgenden  werden  wir  sehen,  daß  die  Newtonsche  Formel,  welche  die  Ent- 
wickelung  von  (l  —  a;)*"  nach  Potenzen  von  x  liefert,  auch  dann  gilt, 
wenn  m  nicht  eine  positive  ganze  Zahl  ist.     Schreiben  wir  also 

Daraus  folgt 

»(i-(.-.).-)-f+(.-i)';+(i-i)(x-Ä) -;+•■■ 

Der  rechten  Seite  kann  man  die  Form  t?^  +  *^2  "1"  ^8  +  "  *  *  geben,  indem  man 

*''  =  (^  -^)(^  -Ä)  •  •  •  (l  -  (TI^T)!,)  r 
setzt.     Man  bemerke,  daß,  wenn  r  konstant  bleibt,  während  n  unendlich 
zunimmt,  v^  nach   —  konvergiert.     Inzwischen  hat  man 

und  daraus  folgt 

»,+1  +  »r+2  +  «'r+s  +  •  •  •  <  »,(x  +  X«  +  ar"  H )  =  j-^'- , 


«" 


1)   Im  Intenu^diaire  des  Math^maticiena   (t.  VII,   p.  63)   findet  man   den 
von  W.  Shanks  bis  auf  206  Dezimalstellen  berechneten  Wert  von  «. 
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mithin 


1 

XV, 


n(l  -  (1  -a;)«)  -  j^  <r,  +  r,  +  • .  •  +  v,<n{l  -  (1  -  x)»)- 

Läßt  man  jetzt  n  unendlich  zunehmen,  während  r  ungeändert  hleibt,  so 
kommt 

-  log(i  -  ä)  -  7(rir^)  <  -f-  +  Y  +  •  •  •  +  T  <  "■  ^"^^(^  "  ^)- 

Endlich  ergibt  sich  fOr  unendliches  r 

(3)  _iog(l-a;)  =  f +  ^+^  +  ^+.... 

Hiermit  soll  nur  gesagt  sein,  daß 

Y  +  Y  +  yH +  —) 

ist.     Wenn  man  in  dieser  Gleichung  x  m  x^  und  n  in  das  größte  in  ^n 
enthaltene  Ganze  verwandelt,  und  wenn  man  beachtet,  daß 

log(l  +  ir)  =  -  log(l  -x)  +  log(l  -  x') 

ist,  so  erhält  man 

T-2-  +  T----±«)' 


d.   h. 


(4)  log(l+:.)  =  -J-^+^-^  +  .... 

Übrigens  schließt  jede  der  Formeln  (3)  und  (4)  die  andere  ein  (wie  man 
sofort  durch  Verwandlung  von  x  ia  —  x  erkennt) ,  so  daß  wir  nur  eine 
von  ihnen  zu  betrachten  brauchen  und  sagen  können,  daß  sie  für  alle 
Werte  von  x  besteht,  die  zwischen  —  1  und  +  1  enthalten  sind,  indem 
wir  vorläufig  diese  extremen  Werte  ausschließen.  Aber  es  ist  leicht  zu 
sehen,  daß  die  Formel  (3)  auch  für  o;  ==  —  1,  folglich  (4)  für  a?  =  1  be- 
steht. In  der  Tat  läßt  sich  die  Summe  der  2n  ersten  Glieder  der  Reihe 
1  —  ■j4-8^""4+'**  aiich  in  folgender  Weise  schreiben 

«..=-i  +  4-+4+---+Ä-2(i+T+---+Ä)=^--^-- 

Man  hat  also  unter  Anwendung  der  Formel  (l) 

mithin  för  unendliches  n:  HmÄg^  =  log2  ,  limiSg^^i  ==  ^^  f'^a»  +  o~) 
==  log  2  imd  endlich 

log2  =  l-|+l-l  +  .... 

Dagegen  erkennt  man  sofort,  daß  weder  die  Formel  (3)  ^  x=l  besteht 
noch  (4)  för  a?  =  —-  1.  Wir  können  also  behaupten,  daß  das  Konvergenz- 
intervall (§  182)  der  beiden  Beihen  (—  1,  l)  ist  mit  Ausschluß  der 
oberen  Grenze  bei  der  ersten  Reihe  und  der  unteren  bei  der  zweiten. 
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Onindlegende  B&tie. 

187.  Allgemeines  Konvergenskriterinm.  Für  die  Konvergenz 
einer  Reihe  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Summe  S^  der 
n  ersten  Glieder  für  unendliches  n  einen  endlichen  Grenzwert  hat. 
Das  ist  aber  der  Fall  (§  139),  wenn  jeder  positiven  Zahl  e  ein  Wert 
von  n  entspricht  derart,  daß  für  diesen  Wert  und  für  alle  größeren 
Werte  S^^^  —  8^  absolut  genommen  kleiner  ist  als  e.    Mit  andern 

Worten:   Für  die  Konvergenz  der  Reihe  Wj  +  w»  +  ««s  H ist 

es  notwendig  und  hinreichend,  daß  man,  wenn  eine  positive 
Zahl  e  beliebig  gegeben  ist,  immer  einen  Wert  von  n  finden 
kann,  von  welchem  ab  für  beliebiges  p 

ist.  Dies  ist  das  allgemeine  Konvergenzkriterium.  Man  bemerke, 
daß,  wenn  man  n  ins  Unendliche  wachsen  läßt,  während  man  p  be- 
liebige Werte  erteilt,  die  konstant  oder  mit  n  veränderlich  sind, 

lim  (w«+i  +  «i.+äi  +  •  •  •  +  ^n+p)  =  0 

ist.  In  dieser  Gleichung  sind  unendlich  viele  Bedingungen  enthalten, 
deren  jede  notwendig,  aber  für  sich  allein  nicht  hinreichend  für 
die  Konvergenz  ist. 

188.  Bemerkungen,  a)  Setzt  man  P'^l,  so  sieht  man,  daß  in 
jeder  konvergenten  Reihe  das  allgemeine  Glied  die  Null  als 
Grenzwert  hat.  Aber  eine  Reihe  kann  auch  nicht  konvei^eren, 
obwohl  ihr  allgemeines  Glied  den  Grenzwert  Null  hat.     HierfClr  hat 

man  ein  Beispiel  in  der  harmonischen  Reihe  (§  183),  da  lim-   »  0 

ist.    Ebenso  ist  für  jeden  konstanten  Wert  von  p 


l™(s^  +  ST2+--  +  ;r:f:7) 


0. 


Ja,  noch  mehr!  Wenn  man  beachtet,  daß  die  Summe  in  Klammem 
aus  p  Brüchen  besteht,  die  kleiner  als  1/n  sind,  und  daß  sie  daher 
kleiner  als  p/n  ist^  so  erkennt  man,  daß  der  Grenzwert  Null  auch  dann 
erhalten  bleibt,  wenn  man  p  ins  Unendliche  wachsen  läßt,  voraus- 
gesetzt, daß  dies  in  der  Weise  geschieht,  daß  das  Verhältnis  von  p 
zu  n  nach  NuU  konvergiert.  Z.  B.  kann  man  p  gleich  der  Anzahl 
der  Ziffern  von  n  wählen  oder  gleich  dem  ganzen  Teile  der  Quadrat- 
wurzel von  n  u.  s.  f. 

b)  Man  darf  keineswegs  glauben,  daß  die  Bedingung  limii^=  0 
bei  den  unbestimmten  Reihen  nicht  erfüllt  sein  kann.    Z.  B.^)  ist  un- 

1)   Genocchi-Peano,   Differenüalrechnung ,   deutsch  von  Bohlmann   u. 
Schepp,  p.  16. 
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bestimmt   die  Reilie^  in   welcher  die   Summe  der   n  ersten  Glieder 
durch  8m(^  Yn)  ausgedrückt  wird.    Aber  das  allgemeine  Glied 

u^  =  sin  (jr  Yn)  —  sin  (x  Yn  —  1) 

hat  offenbar  Null  als  Grenzwert     Ebenso  ist  unbestimmt  die  Reihe^ 

bei  welcher  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  gleich  sin  (ä  V^log  n) 
ist    Inzwischen  konvergiert  nicht  bloß  u^^  sondern  auch  die  Summe 

«  2  sin  ^_i^^^gl=  cos  (^  (]/I^  +  Vk^)) 

nach  NuU  u.  s.  f. 

c)  Alles  in  allem  sieht  man  also^   daß  sich^   wenn  die  Summe 

M^^i  +  w^^jH \-u^^   &Lr  unendliches  n  nach  NuU  konvergiert,  nichts 

über  die  Konvergenz  der  Reihe  sagen  läßt,  da  es  nötig  sein  würde, 
alle  möglichen  konstanten  oder  veränderlichen  Werte  von  p  zu  er- 
schöpfen« Findet  man  jedoch,  daß  die  genannte  Summe,  sei  es,  wenn 
man  p  einen  bestimmten  Wert  erteilt,  sei  es,  wenn  man  p  in  einer 
bestimmten  Weise  gleichzeitig  mit  n  wachsen  läßt,  nicht  nach  Null 
konvergiert,  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Reihe  nicht  kon- 
vergent ist.     Als  Beispiel  wollen  wir  noch  einmal  die  harmonische 

Reihe  wählen.    Die  Summe  — r-^  -\ r- r  +  •••  +  «-  kann  nicht  nach 

Null  konvergieren,  da  sie  aus  n  in  abnehmender  Größe  geord- 
neten Brüchen  besteht  und  daher  größer  ist  als  das  n- fache  des 
letzten  von  ihnen,  d.  h.  größer  als  j.  Also  ist  die  harmonische  Reihe 
nicht  konvergent.  Sie  ist  femer  divergent  (§  181),  da  ihre  Glieder 
positiv  sind.  Wegen  der  Unmöglichkeit,  mit  Hilfe  des  bewiesenen 
allgemeinen  Kriteriums  die  Konvergenz  einer  Reihe  sicher  zu 
steUen,  ist  man  gezwungen  zu  speziellen  Kriterien  seine  Zuflucht  zu 
nehmen,  die  bei  geeigneter  Anwendung  in  einer  großen  Zahl  spezieller 
FäUe  zu  erkennen  gestatten,  ob  eine  Reihe  konvergent  ist  oder  nicht. 

189.  Theorem  I.  Jede  konvergente  Reihe  mit  positiven 
Gliedern  bleibt  konvergent,  wenn  man  ihre  Glieder  mit 
Zahlen  multipliziert,  die  absolut  genommen  eine  gegebene 
Zahl  nicht  übertreffen. 

Die  absoluten  Beträge  der  Zahlen  a^,  o^,  o^,  ...  seien  sämtlich 
kleiner  als  Z.  Ist  die  Reihe  Uj  +  t<2  -|-  %  +  •  •  •  konvergent,  so  heißt 
dies,  daß  man^  wenn  £  positiv  und  beliebig  klein  gegeben  ist,  immer 
einen  Wert  von  n  finden  kann,  von  welchem  ab  für  beliebiges  p 
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ist.     Es  wird  demnacli  für  dieselben  Werte  Ton  n  und  von  p 

<  K+1  +  "n  +  2  +  •  ■  •  +  «*«+p)  ^  <  « 

sein.  Mithin  ist  nach  dem  allgemeinen  Eonvergenzkriterium  die  Reihe 
«1^1  +  «2^  +  ^^8  +  •  •  •  konvergent. 

190.  Folgerongen.  a)  Eine  Reihe  ist  konvergent,  wenn  es 
die  Reihe  der  absoluten  Beträge  ihrer  Glieder  isi  Man 
braucht  nur  in  dem  obigen  Theorem  anzunehmen,  daß  gewisse  Zahlen 
a  gleich  1,  andere  gleich  —  1  sind.  Die  Umkehrung  des  Satzes  gilt 
nicht. 

b)  Eine  Reihe  ist  konvergent,   wenn   die   absoluten  Be- 
träge  ihrer  Glieder  die   entsprechenden  Glieder  einer  kon- 
vergenten   Reihe    nicht    übertreffen.      Um    dies    zu    beweisen,' 
braucht  man  nur  anzunehmen,  daß  die  a  dem  absoluten  Betrage  nach 
die  Einheit  nicht  übertreffen. 

c)  Jede  divergente  Reihe  mit  positiven  Gliedern  bleibt 
divergent,  wenn  man  ihre  Glieder  mit  Zahlen  multipliziert, 
die  nicht  kleiner  sind  als  eine  gegebene  positive  Zahl.  Wäre 
nämlich  die  so  erhaltene  Reihe  konvergent,  so  wäre  es  nach  Theorem  I 
auch  die  vorgelegte  Reihe.  Übrigens  ist  der  Satz  evident;  denn  wenn 
keine  Zahl  a  kleiner  ist  als  a,  so  ist  offenbar  die  Summe  der  n  ersten 
Glieder  der  Reihe  a^Uj  +  «gWa  +  •  •  •  nicht  kleiner  als  aS^  und  muß 
also  wie  S^  mit  n  über  alle  Grenzen  wachsen. 

191.  Theorem  n.  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist 
konvergent,  wenn  das  Verhältnis  eines  Gliedes  zu  dem  vor- 
hergehenden Gliede  schließlich  kleiner  ist  als  das  analoge 
Verhältnis  in  einer  andern,  konvergenten  Reihe,  und  sie  ist 
divergent,  wenn  das  genannte  Verhältnis  das  analoge  Ver- 
hältnis in  einer  divergenten  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
schließlich  übertrifft. 

In  der  Tat  folgt  aus  w„+i/w»<«?»+i/v„,  wenn,  wie  wir  annehmen,  u^ 
und  v^  positiv  sind,  w«+i/v„+i  <«*»/t?„.  Es  nimmt  also  ujv^  schließlich 
beständig  ab  und  ist  deshalb  immer  kleiner  als  eine  feste  Zahl.  Wenn 
daher   (§  189)   t?i  +  v,  +  v,  +  •  •  •   konvergiert,   so   konvergiert   auch 

%  +  ^2  +  «*s  H •     Dagegen  folgt  aus  u„^Ju^  >  v^+iK,  daß  ujv^ 

schließlich  immer  wächst  und  deshalb  immer  größer  ist  als  eine  feste 
positive  Zahl.  Daraus  folgt  (§  190,  c),  daß,  wenn  Vj  +  v,  +  r^  +  •  •  - 
divergiert,  auch  Wj  +  Wj  +  %  +  •  •  ■  divergiert. 

192.  Hilfbsats   von  Abel^).     Wenn   die   positiven   Zahlen 


1)  Abel,  Oeuvres,  2«  öd.,  p.  222. 
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^ly  ^7  ^f  ' ' '  ®i^^  znnehmende  oder  eine  abnehmende  Folge 
bilden,  und  wenn  die  absoluten  Beträge  der  Summen 

kleiner  sind  als  die  feste  Zahl  l,  so  ist  der  absolute  Betrag 

von    a,4.iW„+i  +  a«+,t*,^8H +a^+^u„^^    kleiner    als    la„^^, 

wenn  die  Zahlen  a^^  a^,  ^s?  •  •  •  eine  abnehmende  Folge  bilden 
und  kleiner  als  22a^^^,  wenn  jene  Zahlen  eine  zunehmende 
Folge  bilden. 

Die  Summe  a,+iW.+i +a,+2«*n+8  +  '  •  +  ö«+|,«*«+j,  laß*  sich 
nämlich  so  schreiben: 

=  (»«  +  1-  Öi,  +  2)<^1+  K  +  «-  »«  +  s)<^8+  •  •  •  +  ^n^p^p' 

Wenn  a^  mit  wachsendem  n  beständig  abnimmt^  so  sind  die  Diffe- 
renzen ««+1— »«+2;  ^i»+2"~^«+8;  •••  sämtlich  positiv,  und  es  ist 
daher  der  absolute  Betrag  der  betrachteten  Summe  kleiner  als 

(K+i— »«+2)  +  K+8-»«+3)  +  •••  +  (»n+p-l-»«+p)  +  ^«+p}^=K+l• 
Wenn  dagegen  a^  mit  n  beständig  zunimmt^  so  sind  die  genannten 
Differenzen  alle  negativ,  und  der  absolute  Betrag  der  betrachteten 
Summe  ist  kleiner  als 

{(»«+2  -  ««+1)  +  •  •  •  +  (««+,-  a«+p-i)  +  «n+pH  <  2ia„+p. 

193.  Theorem  in.  Jede  konvergente  Reihe  bleibt  kon- 
vergent, wenn  man  ihre  Glieder  mit  Zahlen  multipliziert, 
die  in  ihrer  Aufeinanderfolge  immer  in  demselben  Sinne 
variieren  und  dabei  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
bleiben  als  eine  feste  ZahP). 

Zunächst  bemerke  man,  daß  die  Zahlen  a,  welche  notwendig 
nach  einem  Grenzwert  konvergieren,  schließlich  dessen  Vorzeichen 
annehmen.  Wenn  femer  der  Grenzwert  null  ist,  so  sind  die  Zahlen 
alle  positiv  oder  alle  negativ.  Jedenfalls  kann  man  immer  einen 
Wert  des  Index  angeben,  von  welchem  ab  die  Zahlen  ein  bestimmtes 
Yorzeichen  bewahren.  Man  kann  überdies  annehmen,  daß  dieses  Vor- 
zeichen +  ist,  da  man  im  entgegengesetzten  Falle  nur  die  Vorzeichen 
der  Zahlen  a  und  aller  Glieder  der  gegebenen  Reihe  umzukehren 
brauchte,  um  unser  Theorem  zu  beweisen.  Dies  vorausgeschickt 
können  wegen  der  Konvergenz  der  Reihe  Ui  +  Mg  +  Ws  +  '  *  *   ^^®  *^" 

1)  In  den  „Comptes-rendus  de  TAcademie  des  Sciences  de  Paris^^  (24.  Nov. 
1890)  hat  A.  La  Maestra  bewiesen,  daß  dieses  Theorem  bestehen  bleibt,  wenn 
die  Zahlen  a  oszillieren  und  endlich  bleiben,  vorausgesetzt,  daß  das  arith- 
meÜAcfae  Mittel  der  n  ersten  mit  wachsendem  n  beständig  abnimmt  oder 
inmier  zunimmt. 
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solnten  Beträge  von  6^,  ö^,  6^y  ...  kleiner  gemacht  werden  als  jede 
vorgelegte  positive  und  beliebig  kleine  Zahl  (§  187);  und  das  gilt 
auch  von  ly  welches  man  als  den  größten  der  genannten  absoluten 
Beträge  ansehen  kann.  Bilden  die  Zahlen  a  eine  abnehmende  Folge, 
so  kann  man  l  <  b/o^  machen,  und  dann  ist  nach  dem  Hilfssatz  von 
Abel 

1 

Wenn  dagegen  a^  mit  zunehmendem  n  wächst,  indem  es  kleiner 
bleibt  als  eine  bestimmte  Zahl  a,  so  mache  man  l  <  €/2a.  In  diesem 
Falle  ist 

I  »•+i«*«+i  +  «n+««*«+2  +  •  •  •  +  a«+j,w,+i, I  < 2K+,<  -^  «  <  «• 

Also  ist  nach  dem  allgemeinen  Konvergenzkriterium  die  Beihe 
a^u^  +  a^u^  +  ajWg  +  .  • .  konvergent. 

194.  Theorem  IV.  Wenn  eine  unbestimmte  Beihe  so  be- 
schaffen ist,  dafi  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  auf- 
einanderfolgender Glieder  immer  endlich  bleibt,  so  wird  sie 
konvergent,  wenn  man  ihre  Glieder  mit  Zahlen  multipliziert, 
die  eine  abnehmende  Folge  bilden  und  nach  Null  konver- 
gieren. 

Auf  Grund  des  Hilfssatzes  von  Abel  ist  der  absolute  Betrag  der 
Summe  a^^^u^^^  +  «»+2««+«  +  •  •;  +  a«+|,w«+p  kleiner  als  la^^^.  SoU 
er  kleiner  werden  und  auch  kleiner  bleiben  als  £,  so  braucht  man 
nur  a^^i  <  BJl  zu  machen.  Das  ist  aber  immer  möglich,  da  nach 
der  Voraussetzung  a^^^  nach  Null  konvergiert. 

195.  Folgerung.  Wenn  die  Glieder  einer  Reihe  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  sind,  dem  absoluten  Betrage 
nach  eine  abnehmende  Folge  bilden  und  nach  Null  konver- 
gieren, so  ist  die  Reihe  konvergent. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorigen.  Man  braucht 
nur  anzunehmen,  die  unbestimmte  Reihe  sei  1  —  1  +  1  —  1-f----. 
Jedoch  wollen  wir  in  Anbetracht  der  Wichtigkeit  des  Satzes  hier 
einen  direkten  Beweis  auseinandersetzen.  Es  sei  m^  >  m^  >  Wj  >  •  •  •  >  0, 
und  man  betrachte  die  Reihe  «i  —  m^  +  w^  —  •  •  -.  Gruppiert  man  ihre 
Glieder  in  folgender  Weise 

so  sieht  man,  dafi  die  Summen  5^,  S^j  S^,  ...  eine  zunehmende 
Folge  bilden.     Gruppiert  man  dagegen  folgendermafien 
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so  flieht  man,  daß  die  Summen  S^,  S^y  S^,  ...  beständig  abnehmen. 
Inzwischen  bemerke  man,  daß  S^<i8^_i<i  S^  ist  für  gerades  n  und 
S,>jS^_i>52  für  ungerades  n.  Also  wächst  5,„  beständig,  indem 
es  kleiner  als  8^  bleibt,  und  besitzt  daher  einen  endlichen  Grenzwert 
Dies  gilt  auch  yon  8^^_i,  welches  abnimmt,  indem  es  größer  bleibt 
als  S^.  Überdies  sind  die  beiden  Grenzwerte  gleich,  da  die  Differenz 
iSj, —  ^jn-i  ^®^  Voraussetzung  gemäß  nach  Null  konvergiert. 

196.  Bemerkungen,  a)  Wenn  nicht  lim  ti, »  0  wäre,  so  wäre 
die  Reihe  unbestimmt,  da  S^  für  gerades  n  nach  einem  Grenzwert 
konvergieren  würde  und  für  ungerades  n  nach  einem  andern:  die 
Differenz  der  beiden  Grenzwerte  ist  der  Grenzwert  von  u^. 

b)  Wenn  die  Glieder  zwar  nach  NuU  konvergieren,  aber  nicht 
beständig  abnehmen,  so  braucht  die  Reihe  nicht  konvergent  zu 
seÜL    Z.  B.  hat  die  Reihe 


—  1    yi+i    ys— 1    ys+i    yi— i 

abwechselnd  positive  und  negative  Glieder,  die  nach  Null  konver- 
gieren. Sie  ist  aber  doch  divergent,  da  sich  durch  paarweise  Gruppie- 
rung  der  Glieder  ergibt,  daß  die  Summe  der  2n  ersten  gleich  2H^  ist. 
c)  Wenn  man  in  einer  der  Reihen,  mit  denen  wir  uns  hier  be- 
schäfidgen,  nur  die  n  ersten  Glieder  beibehält,  um  einen  angenäherten 
Wert  der  Sunune  8  zu  haben,  so  ist  der  Fehler,  den  man  macht,  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  das  erste  vernachlässigte 
Glied.  In  der  Tat  haben  wir  gesehen,  daß  8^  kleiner  oder  größer 
ist  als  8y  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Daraus  folgt,  daß 
für  beliebiges  n  der  gemeinsame  Grenzwert  8  immer  zwischen  8^  und 
8^^^  liegt,  so  daß  man  also  hat 

I  s  - 'S«  Kl-s.+i-sj  =  «.+.. 

Man  kann  mit  andern  Worten  schreiben 

wo  0  zwischen  0  und  1  liegt,  welches  auch  der  Wert  von  n  sein  mag. 

▼ergleiohimg  der  Belhen  mit  positiven  CHledem. 

197.  Es  ist  natürlich,  die  mehr  oder  weniger  starke  Divergenz 
einer  Reihe  mit  positiven  Gliedern  zu  beurteilen  nach  der  mehr  oder 
weniger  großen  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Summe  der  n  ersten 
Glieder  Gia  unendlich  zunehmendes  n  jede  Grenze  zu  überschreiten 
strebt.  Wenn  daher  U^  und  V^  die  Summen  der  »  ersten  Glieder  in 
den  divergenten  Reihen 

Mj  +  tlj  +  Mj  +  •  .  •,      t?i  +  t?j  +  Vj  H 

Ceilkro,  Analyiis.  9 
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sind^  so  wird  man  sagen^  die  erste  Reihe  sei  schwächer  diver- 
gent als  die  zweite,  wenn  das  Verhältnis  von  U„  zu  V^  mit  un- 
endlich wachsendem  n  nach  Null  konvergiert.  Wenn  umgekehrt 
dieses  Verhältnis  über  jede  Grenze  wächst,  so  heißt  die  erste  Reihe 
stärker  divergent  als  die  zweite.  Man  bemerke,  daß  zu  den  Reihen, 
die  schwächer  divergieren  als  eine  gegebene,  auf  Grund  der  vorstehen- 
den Definition  alle  konvergenten  Reihen  gerechnet  werden  können. 

198.  Die  Konvergenz  einer  Reihe  ist  um  so  stärker,  je  schneller 
der  Rest  (§  180)  der  Reihe  nach  Null  konvergiert.  Wenn  a^  und  ß^ 
die  Reste  der  konvergenten  Reihen 

Wi  +  W»  +  <*5  H }      Vi  -h  Vj  +  Vb  H 

sind,  so  si^  man,  die  erste  Reihe  sei  stärker  konvergent  oder 
schwächer  konvergent  als  die  zweite,  wenn  das  Verhältnis  von  a, 
zu  ß^  nach  Null  konvergiert  oder  mit  n  unbegrenzt  wächst. 

199.  Theorem  I.  Wenn  das  Verhältnis  der  allgemeinen 
Glieder  von  zwei  Reihen  mit  positiven  Gliedern  nach  Null 
konvergiert,  so  ist  die  erste  Reihe  schwächer  divergent 
oder  stärker  konvergent  als  die  zweite. 

Der  Ghrenzwert  des  Verhältnisses  von  u^  zu  v.  für  unendliches  n 

sei  gleich  Null,  und  es  werde  vorausgesetzt,  die  Bjeihe  v^  + v^  + v^-] 

sei  divergent.  Wenn  man  beachtet,  daß  F„  beständig  wadisend 
nach  unendlich  konvergiert,  so  hat  man  auf  Ghrund  eines  bekannten 
Theorems  (§  141)  sofort 

lim^?  =  lim  5^^5^  =  lim  ^  =  0. 

Die  erste  Reihe  ist  daher  schwächer  divergent  als  die  zweite,  wo- 
durch nicht  ausgeschlossen  ist,  daß  sie  möglicherweise  konvergiert. 
Wenn  femer  die  Reihe  Vi  +  v, -f  t?8-f-  •  •  •  konvergent  ist,  so  kann 
man  das  Gleiche  sagen  von  der  Reihe  «ii  +  w^  -f  ti^  -f  •  •  •  (§  189),  da 
das  Verhältnis  w»/v„  welches  nach  der  Voraussetzung  nach  Null 
konvergiert,  endlich  bleibt.  Überdies  hat  man  (§  140),  wenn  man 
bemerkt,  daß  a^  und  ß^  abnehmend  nach  Null  konvergieren, 

lim^  =  lim  "^^^^  =  lim^  =  0. 

Pn  Pn  — Pn  +  1  ^n 

Mithin  ist  die  Reihe  ti^  -h  w^  +  ti^  -|-  •  •  •  sogar  stärker  konvergent  als 

3OO4  Bemerkungen,  a)  Wir  haben  gesehen  (§  188^  a),  daß  das 
allgemeine  Glied  einer  konvergenten  Reihe  notwendig  den  Grenzwert 
Null  haben  muß,  daß  es  aber  nicht  erlaubt  ist,  den  umgekehrten  Satz 
auszusprechen.  Jetzt  sind  wir  in  der  Lage  behaupten  zu  können, 
daß  jede  Reihe   mit  positiven   Gliedern,   die  den  Grenzwert 
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Null  haben;  konvergiert  oder  schwächer  divergiert  als  die 

Eeihe  1  +  1  +  1  H . 

b)  Es  ist  begreiflich;  daß  eine  Reihe  sehr  stark  konvergiert, 
wenn  man  dadurch^  daß  man  sie  um  ein  Qlied  verBcbiebt;  eine  starker 
konvei^^erende  Reihe  erhalt.  Aus  dem  soeben  bewiesenen  Theorem 
geht  hervor,  daß  dies  der  Fall  ist,  wenn  das  Verhältnis  eines  Gliedes 
zu  dem  vorhergehenden  Gliede  den  Grenzwert  Null  hat.  Aus  diesem 
Grunde  sucht  man  in  den  Anwendungen  der  Reihentheorie  die  kon- 
vergenten Reihen  immer  so  umzuformen,  daß  diese  Bedingung  ei^ 
füUt  ist. 

201.  Theorem  II.  Ist  eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
gegeben,  so  kann  man  immer  eine  andere  konstruieren, 
welche  schwächer  konvergent  oder  schwächer  divergent  ist. 

ft)  t^  +  f<9+  tis  H —  •  sei  die  gegebene  Reihe,  die  wir  als  kon- 
vergent voraussetzen,  und  man  nehme 

v^^Yü-Y^,  t?2«")/^-y^,  «?8=y^-v^,  •••. 

Die  Reihe  der  v  ist  konvergent,  da  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder 

F,  =  y^— y«^  ist,  für  unendliches  n  ako  7=}^.     Überdies  hat 
man,  da  der  Rest 

ist,  lim {%/ßJ  » lim  Ycc^  »  0 .    Mithin  ist  die  betrachtete  Reihe  nach  der 
Definition  schwächer  konvergent  als  die  Reihe  Ui  +  «<j+^+  •  •  •• 
b)    Wenn    die    Reihe    u^  +  U2+  u^+  - '  -    divergent    ist,    so 
nehme  man 

Die    Reihe    der  v    ist  divergent,    weil  F^,   welches   offenbar   gleich 
yW^  ist,  gleichzeitig  mit  n  unbegrenzt  wächst.    Da  aber  lim(F^/ü'J 

=  lim  -=.  ==  0  ist,   so   ist   sie   schwächer    divergent  als   die   Reihe 

202.  Anmerkung.  Es  ist  unmöglich  die  Grenze  zwischen 
den  konvergenten  und  den  divergenten  Reihen  anzugeben. 
Mit  andern  Worten:  Sind  zwei  Reihen  gegeben,  die  eine  konvergent 
und  die  andere  divergent,  so  kann  man  sich  unendlich  viele  konver- 
gente Reihen  und  unendlich  viele  divergente  Reihen  vorstellen,  die 
ersten  schwächer  konvergent  als  die  gegebene  konvergente  Reihe  und 
die  zweiten  schwächer  divergent  als  die  gegebene  divergente  Reihe. 
Dies  ist  zum  ersten  Male  von  Abel  bemerkt  worden,  dem  wir  die 
interessanten  Betrachtungen  verdanken,  welche  hier  folgen. 

9* 
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203.   Theorem  m.   Wenn  die  Reihe  mit  positiven  Gliedern 

1  +  1  +  1  +  JL  +  .-.. 

divergent  ist;  so  divergiert  auch,  aber  schwächer  als  die  vor- 
stehende^ die  Reihe  -    V 

o,«,        a,«,       a,«,  / 

WO  6^  die  Snmme  der  n  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  dar- 
stellt. 

T^  sei  die  Snmme  der  n  ersten  Glieder  der  zweiten  Reihe.  Offen- 
bar ist  dann 

X       —  X  j>  I [-•••  + 1 =  1 ^^  • 

Ist  n  fixiert;  so  kann  man  auf  Grund  der  Divergenz  der  ersten  Reihe 
immer  einen  Wert  p^  von  p  finden^  so  grofi,  dafi  6^^^  größer  ist  als 
26^.  Alsdann  wird  "Pn+j^^ '^»^ «"  ^^^  Lsk&t  man  daher  n  unend- 
lich zunehmen^  während  p  die  Reihe  p^,  p^^  p^,  ...  durchläuft,  so 
wird  tf^^p—t^  nicht  den  Grenzwert  Null  haben  können ,  wie  es  fftr 
die  Konvergenz  nötig  wäre  (§  187).  Also  ist  die  zweite  Reihe  diver- 
gent. Sie  ist  femer  schwächer  divergent  als  die  erste,  weil  (§  198) 
das  Verhältnis  der  allgemeinen  Glieder  l/tf„  nach  Null  konvergiert. 

304.  Konstruktion  einer  Skala  divergenter  Reihen.  Wenn 
die  Glieder  der  ersten  Reihe  endlich  bleiben,  so  kann  man  fOr  das 
obige  Theorem  einen  andern  Beweis  geben,  der  überdies  zeigt,  daß  die 
Summe  r^  wie  der  Logarithmus  von  ö^  wächst.  In  der  Tat, 
da  a^  nicht  beliebig  klein  werden  kann,  so  ist  klar,  dafi  a^6^  mit  n 
unendlich  groß  wird,  und  man  hat  folglich  (§  157)  unter  Anwendung 
eines  bekannten  Theorems  (§  141) 


log-^ 


lim^^^^  =  lim  — ^^-  =  Umlog(l  -  -^) 


1    \-^n<'n^  j 


^n^n 


Dies  vorausgeschickt  können  wir  aus  der  zweiten  Reihe  eine  neue 
divergente  Reihe  in  derselben  Weise  ableiten,  wie  die  zweite  aus  der 
ersten  abgeleitet  worden  ist.     Es  ist  die  Reihe 


^  +^j^  +  ^>^+ 


Ol  (Ti  Tj  Oj  ff,  r,  O,  ffj  T, 

welche  wir  (§  190,  c)  durch  die  folgende  ersetzen  können: 


da  das  Verhältnis  der  allgemeinen  Glieder  beider  Reihen  die  Einheit 
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als  Grenzwert  hat.  Die  Summe  der  n  ersten  Grlieder  der  letzten 
Reihe  wird  unendlich  groß  wie  der  Logarithmus  von  r^,  d.  h.  wie 
log  log  <y^,  und  man  kann  daher  aus  der  genannten  Reihe  die  folgende 
ableiten 

L 1^,1. 

Ol  tfj  log  «jj  log  log  tfji    '   (h^%^^g^%^^g^^g^t       Os^yslogtfjloglogtfg  "•  ' 

welche  schwächer  divergent  ist  als  die  vorigen,  aber  immer  noch 
divergent,  u.  s.  f.  Nimmt  man  z.  B.  a,=  1,  so  erhält  man  die  diver- 
genten Reihen 

1  +  1  +  1  +  1  +  ---, 
I4.JL  +  -L4-J-J 

— ?—    .    _!_    .    _1_    . 

2  log  2  "^  3  log  8  "1"  4  log4  "^  "    ' 

.  ^  .    __1 .... 


2  log  2  log  log  2    ■"  3  log  3  log  log  8    ■"  4log4loglog4 

deren  jede  schwächer  divergent  ist  als  alle  vorhergehenden. 
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206,  Theorem  I.  In  einer  konvergenten  Reihe  ei^+ti^-l-Ug-l — 
kann  das  Produkt  a^u^  für  unendliches  n  nicht  einen  von 
Null  verschiedenen  Grenzwert  haben,  wenn 

(5)  ±  +  1  +  J_  +  . . . 

eine  divergente  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist. 

In  der  Tat,  wenn  der  Grenzwert  von  a^u^  z.  B.  eine  positive 
Zahl  wäre,  so  könnte  man  die  Reihe  Wj  +  Wg  +  ti^  +  •  •  • ,  deren 
Glieder  schließlich  alle  positiv  sein  würden,  als  abgeleitet  aus  der 
Reihe  (5)  betrachten,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  die  Glieder  dieser 
Reihe  mit  den  Zahlen  c^u^,  (^^j  ^s^s;  -  *  •  multipliziert  werden. 
Diese  Zahlen  wären  aber,  wenigstens  von  einer  bestimmten  Stelle  ab, 
großer  als  eine  feste  positive  Zahl.  Mithin  wäre  (§  190,  c)  die  be^ 
trachtete  Reihe  divergent. 

206.  Folgerung.  In  jeder  konvergenten  Reihe  kann  das 
Produkt  nu^  für  unendliches  n  nicht  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Grenzwert  besitzen.  Dies  leitet  man  sofort  aus  dem 
vorstehenden  Theorem  ab,  indem  man  annimmt,  die  Reihe  (5)  sei 
die  harmonische  Reihe.    Es  ist  aber  leicht,  einen  andern  Beweis  hier- 
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für  zu  geben^  der  nicht  die  Divergenz  der  harmonischen  Reihe  als 
bekannt  yeraussetzt  und  deshalb  dazu  dienen  kann^  diese  Divergenz 
zu  bestätigen.  Man  braucht  sich  zu  diesem  Zweck  nur  daran  zu 
erinnern,  daß  wir  früher  (§  152)  folgendes  bewiesen  haben:  Wenn  S^ 
nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergiert,  so  hat  w(iS^  —  S,_i),  d.  h. 
nu^y  entweder  keinen  Grenzwert  oder  es  konvergiert  nach  Null 

207.  Bemerkungen,  a)  Aus  dem  obigen  Theorem  leitet  man 
sofort  ab,  daß,  wenn  a^u^  einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwert 
hat,  die  Reihe  tij  +  w,  +  w»  +  •  •  •  divergent  ist.  Man  sieht  aber 
außerdem,  daß  die  Bedingung  lima^u^»  0  für  die  Konvergenz  nicht 
notwendig  ist,  da  der  Grenzwert  von  a^u^  nicht  vorhanden  zu  sein 
braucht;  ebensowenig  ist  sie  hinreichend,  da  sie  von  unendlich 
vielen  divergenten  Reihen  erf&Ut  wird,  die  schwächer  divergieren 
als  (5). 

b)  Insbesondere  ist  die  Bedingung  lim  nu^  =  0  für  die  Kon- 
vergenz weder  notwendig  noch  hinreichend.  Sie  ist  nicht  hinreichend: 
Es  gibt  in  der  Tat  divergente  Reihen,  bei  welchen  sie  erfUlt  ist, 
z.  B.  (§  204) 

-i— 4- -i— 4- -J— 4- 

2  log  2    ■■  3  log  8    ■■  4  log  4  "^ 

Sie  ist  nicht  notwendig:  In  der  Tat  kann  eine  Reihe  konvergieren, 
ohne  daß  nu^  einen  Grenzwert  hat.     So  z.  B.  ist  die  Reihe 

konvergent  (§  186  oder  §  195),  und  doch  oszilliert  nu^  unaufhörlich 
von  —  1  nach  +  1-  Ebenso  werden  wir  uns  später  leicht  überzeugen 
können,  daß  die  folgende  Reihe  konvergent  ist: 

^  2*  ^  8*  ^   4  ^  6«  ^  ^  8»    "^  9     "^  10*  ^ 

Sie  ist  in  der  Weise  konstruiert,  daß  man  u^  =  1/n  nimmt,  wenn  n 
eine  Quadratzahl  ist  und  u^ »  1/n'  im  entg^engesetzten  Falle.  Offen- 
bar hat  aber  auch  hier  nu^  nicht  den  Grenzwert  Null,  da  es  immer 
wieder  gleich  1  wird,  so  oft  n  ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

c)  Man  kann  jedoch  beweisen,  daß  die  Bedingung  limnu^^O 
notwendig  erfüllt  ist^),  wenn  die  Glieder  der  konvergenten 
Reihe  t*i  +  Wj  +  Wj  +  •  •  •  beständig  abnehmend  aufeinander 
folgen,  wenigstens  von  einem  bestimmten  Werte  von  n  ab.  In 
diesem  Falle  ist  in  der  Tat  auch  die  Reihe 

(Ui  -  Mj)  +  2  (Mg  -  Wg )  +  3  (Mj  -  uj  +  •  • . , 

deren  Glieder  positiv  sind,  konvergent,  weil  die  Summe  ihrer  n  ■—  1  ersten 
Glieder  8^—  nu^<  8^<S  isi    Ist  S'(<S)  ihre  Summe,  so  hat  man 

1)  Borel,  Theorie  des  fonctions  entiäres,  p.  17. 
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limnu^^  S  —  S\  Es  kann  aber  nicht  S'<iS  sein,  sonst  würde 
wegen  lim«w,>  0  die  Reihe  Wj  +  w,  +  w,  +  •  •  •  divergent  sein.  Also 
ist  S'  =^  S  und  limnu^«  0.    Zu  demselben  Schlüsse  gelangt  man  auch 

mit  Hilfe  des  in  §  141  bewiesenen  Theorems,  indem  man  a^^  —  —  n. 
fr.  »  —  nimmt  nnd  bemerkt,  dafi 


*»« 


ö«  _   O  «I.— «n-1 


ist. 

d)  Es  genügt  aber  wie  gesagt  das  Konvergieren  von  nu^  nach 
einem  von  Null  verschiedenen  Gh'enzwert,  nm  di^  Divergenz  von 
Mj  +  Uj  +  W5  +  •  •  •  behaupten  zn  können.     Ist  z.  B.  die  Reihe 

1  +  (1  -  Alog2)«+  (1  -  ilog3)«+  (1  -  {log4)*+  . . . 

gegeben  nnd  wird  zur  Abkürzung  v  =  n/logn  gesetzt,   so  bemerke 
man,  daß 

lognw,«  {1  +  i;log(l  ~  -)}  logn 
ist.     Mithin  hat  man,  da  (vgl.  §  183) 

i<_„g(i-i).,^(,+_±_)<^ 

ist, 

0<-logntt,<^. 

Nun  wissen  wir  aber  (§  161),  daß  für  unendliches  n  auch  v  unend- 
lich groß  wird,  und  es  ist  dfJier 

lüni2^-lin,-^.J2?!J!  =  0, 

V  —  1  V —  1        n  ' 

mithin  limlognu^»0   und   endlich   limnti,=»l.     Wir  können  also 
behaupten,  daß  die  vorgelegte  Reihe  divergent  ist. 

e)  Nimmt  man  tOi  a^  Ausdrücke,  die  immer  rascher  mit  n 
wachsen,  so  kann  man  die  Reihe  (5)  immer  schwächer  divergent 
machen,  und  man  beschränkt  dabei  unaufhörlich  das  Qebiet  der 
Reihen,  bei  welchen  die  Bedingung  lim  a^u^  ==  0  erfüllt  ist,  indem 
jedesmal  unendlich  viele  divergente  Reihen  ausgeschlossen  werden. 
Aber  es  ist  unmöglich,  sie  alle  auszuschließen,  weil  man  dazu  die 
Reihe  (5)  schwächer  divergent  machen  müßte  als  jede  beliebige 
andere  divergente  Reihe,  und  weil  wir  bereits  wissen,  daß  eine  Reihe, 
die  schwächer  divergiert  als  alle  andern,  nicht  existiert 
Man  darf  also  nicht  hoffen  es  durch  passende  Wahl  von  a^  dahin  zu 
bringen,  daß  man  in  der  Untersuchung  des  Gh-enzwertes  von  a^u^  für 
unendliches  n  ein  entscheidendes  Kriterium  hätte,  um  die  Kon- 
vergenz jeder  beliebigen  Reihe  zu  beurteilen.    Diese  Bemerkung  ver- 
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danken  wir  AbeP)^  der  bewiesen  hat;  daß  es  auch  bei  Beschränkung 
auf  Reihen  mit  positiven  Gliedern  nicht  möglich  ist,  eine  posi- 
tive Veränderliche  a^  zu  finden  derart,  daß  eine  beliebige 
Reihe  u^  +  Wj  +  ^H konvergent  oder  divergent  ist,  je  nach- 
dem lima^M^  =  0  oder  lima^w„>0  ist.  Man  bemerke  vor  allem, 
daß  die  Reihe 

1+1+J-  +  ... 

«1        o»         «» 

divergent  sein  muß,  da  fiir  sie  m^=  1/<*»;  ^«^«  =  1  ^^t.  Es  ist  aber  be- 
kannt (§  203),  daß  in  solchem  Falle  auch  die  Reihe 

«1<^1  ^^i  ^^9 

divergiert,  wobei  6^  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe 
ist.     Inzwischen  hat  man 

w.  =« ,  lim  a,w.  =  lim  —  =  0. 

208,  Theorem  33.  (Theorem  von  Kummer.)  a^,  o^,  On,  •  •  • 
sei  eine  Folge  von  positiven  Zahlen.  Wenn  für  unendlich 
zunehmendes  n  der  Ausdruck 


(6)  ««irr;-««-^ 

schließlich  größer  bleibt  als  eine  positive  Zahl,  so  ist  die 
Reihe  mit  positiven  Gliedern  Mj  +  iij+ ti^  +  •  •  •  konvergent. 
Wenn  dagegen  der  betrachtete  Ausdruck  schließlich  negativ 

bleibt,  und  wenn  die  Reihe 1 1 1- •  •  •   divergent  ist, 

**1  ^  **B 

SO  ist  auch  die  Reihe  Mi  + t<j  + t<j+ •  •  •  divergent*). 

In  der  Tat  kann  man  aus  a^ — ~ ^n+i^h   da  u^^j  positiv 

ist,  folgern  **""-' 

und  sieht  sofort,  daß  die  positive  Größe  a^u^  abnimmt,  wenn  n 
wächst,  und  daß  sie  daher  nach  einem  endlichen  Grenzwert  kon- 
vergiert.    Daraus  folgt,  daß  die  Reihe 

konvergent  ist,  da  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  (^i^  —  %^i^n-i-i 
ist  und  fQr  unendliches  w  einen  endlichen  Grenzwert  hat.  Die  vor- 
stehende Reihe  bleibt  konvergent,  wenn  man  ihre  Glieder  mit  l/l 
multipliziert.     Also  ist  die  Reihe  ti^  +  w^  +  **a  +  *  * '  konvergent,  da 

1)  OenvreB,  2*  6d.,  p.  398. 

2)  Allgemeinere  Sätze  findet  man  in  der  Arbeit  von  Dini  „Sülle  serie  con> 
vergenti  a  termini  positivi^*  (Annali  deir  Univ.  Tose,  IX). 
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ans  (7)  hervorgeht;  daß  ihre  Glieder^  die  wir  als  positiv  voraussetzen; 
schließlich  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  einer  kon- 
vergenten Reihe.     Dagegen  leitet  man  aus  a^ — ö»+i<0  ab,  daß 

a,i*„  mit  n  wächst,  und  daraus  (§  205),  daß  die  Reihe  Wi  +  ^2  +  %  H 

divergent  ist 

209«  Bemerkung.  Gewöhnlich  besteht  die  Anwendung  des 
obigen  Theorems  darin,  daß  man  den  Grenzwert  des  Ausdrucks  (6) 
sucht.  Die  Reihe  ist  konvergent  oder  divergent,  je  nachdem 
dieser  Grenzwert  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  er  null  ist,  so 
kann  man  gamichts  über  die  Konvergenz  oder  die  Divergenz  der 
Reihe  sagen,  außer  wenn  der  Ausdruck  (6)  bei  der  Annäherung  an 
die  Null  immer  negativ  bleibt,  in  welchem  Falle  man  behaupten 
kann,  daß  die  Reihe  divergent  ist. 

210.  Folgerangen,  a)  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
ist  konvergent  oder  divergent,  je  nachdem  das  Verhältnis 
eines  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden  Gliede  für  unend- 
liches n  einen  Grenzwert  hat,  der  kleiner  oder  größer  ist 
als  die  Einheit.  Diesen  Satz,  der  ein  Spezialfall  des  Theorems 
von  Kammer  ist  (a,  »  1),  kann  man  auch  aus  einem  früheren 
Satze  (§  191)  ableiten,  indem  man  die  gegebene  Reihe  mit  der  geo- 
metrischen Progression  l+x  +  x^-] vergleicht,  welche  konvergent 

ist  für  o;  <  1,  divergent  für  a;  ^  1. 

b)  Eine  Reihe  mit  positiven   Gliedern   ist   konvergent 

oder   divergent,  je  nachdem  der  Ausdruck  n( — 1)    für 

unendliches  n  einen  Grenzwert  hat,  der  größer  oder  kleiner 
ist  als  die  Einheit.  Dies  ist  das  Kriterium  von  Raabe.  Es  er- 
gibt sich  sofort  aus  dem  Theorem  von  Kummer,  wenn  man  a^  »  n 
nimmt. 

c)  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist  konvergent 
oder  divergent,  je  nachdem  der  Ausdruck 


("(i^ -')-')'»»• 


fär  unendliches  n  einen  Grenzwert  hat,  der  größer  oder 
kleiner  ist  als  die  Einheit.  In  der  Tat,  es  sei  l  dieser  Ghrenz- 
wert.     Für  a^^nlogn  wird  der  Ausdruck  (6)  gleich  dem  obigen, 

vermindert  am  (n  +  1)  log  (1  H j,  und  konvergiert  daher  nach  i  —  1, 

d.  h.  nach  einem  positiven  oder  negativen  Grenzwert,  je  nachdem 
l  >  1  oder  Z  <  1  ist 

211»    Bemerkungen,    a)  Man  kann  die  Reihe  der  Folgerungen 
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des  Eummerschen  Theorems  unbegrenzt  fortsetzen^  indem  man  noch 
successiT  folgende  Annahmen  macht 

a„  =  »logn,    nlogw  •  loglogw,    nlogn-  loglogn  •  logloglogn^    . . . 
Man  erhält  auf  diese  Weise  die  Ausdrücke 


n(— i\  —  Ijlog«  —  llloglog»  —  1  jlog  loglogn,   u.  s.  f. 


Dieselben  können  zusammen  mit  den  drei  in  den  vorigen  Folgerungen 
betrachteten  Grenzwerte  l,  l',  1'%  . . .  besitzen.  Von  diesen  kann 
aber  nur  einer  einen  endlichen  Wert  haben,  der  von  der  Einheit 
verschieden  ist;  denn  es  ist  klar,  daß  alle  ihm  vorangehenden  gleich  1 
sind  und  alle  ihm  folgenden  unendlich.  Es  genügt  das  Vorhanden- 
sein eines  solchen  Grenzwertes,  der  nicht  gleich  der  Einheit  ist,  um 
entscheiden  zu  können,  ob  die  Reihe  konvergent  öder  divergent 
ist.  Es  kommt  darauf  an,  ob  dieser  Grenzwert  größer  oder  kleiner 
als  1  ist. 

b)  Offenbar  gibt  es  Reihen,  für  welche  die  unendlich  vielen  so- 
eben betrachteten  Grenzwerte  alle  gleich  1  sind.  Aber  es  gibt  un- 
endlich viele  andere  mögliche  Formen  von  a^  in  dem  Eummerschen 
Theorem,  und  wenn  man  findet,  daß  der  Ausdruck  (6)  für  unend- 
liches n  nach  Null  konvergiert,  so  kann  man  statt  seiner  das 
Produkt  des  Ausdrucks  mit  6^  betrachten.  Je  nachdem 
dieses  Produkt  schließlich  kleiner  bleibt  als  1  oder  größer 
als  eine  Zahl,  die  selbst  größer  als  1  ist,  kann  man  be- 
haupten, daß  die  Reihe  divergent  oder  konvergent  ist.  Dieser 
Satz  ist  nicht  wesentlich  verschieden  von  dem  Eummerschen  Theorem, 
aus  welchem  man  ihn  erhalt,  wenn  man  a,  in  a^6^  verwandelt  und 
bemerkt,  daß 

^n^n:;r^  -  Ö«  +  1<^,.  +  1  =  (««iT^  -  «1.  +  1)  ^n  "  1 
"n+l  \       ^«  +  1  / 

ist. 

c)  übrigens  sind  diese  Eriterien,  wie  groß  auch  ihr  Nutzen  bei 
den  Reihen  sein  mag,  die  anzutreffen  man  am  häufigsten  Gelegenheit 
hat,  doch  weit  entfernt  wahre  und  eigentliche  Symptome  der  Eon- 
vergenz  oder  Divergenz  zu  bieten.  Es  ist  z.  B.,  wenn  wir  uns  auch 
nur  auf  den  einfachsten  Fall  (a^  »  1)  beschränken,  nützlich  zu  be- 
merken, daß  eine  Reihe  konvergieren  kann,  trotzdem  das  Ver- 
hältnis eines  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden  nicht  aufhört 
Werte  anzunehmen,   die  größer  als  1,  ja  sogar  beliebig  groß 
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sind.  Dies  tritt  beispielsweise  ein  bei  der  ganz  einfachen  Reihe 
a  +  jS*  +  a*  +  /3*  +  a*  +  •  •  • ;  die  konvergiert  und  positive  Glieder 
hat^  wenn  a  und  ß  in  dem  Intervall  (0^  1)  mit  Ausschluß  der 
Grenzen  gewählt  werden.  Wenn  außerdem  a<i  ß  ist^  so  hat  das 
Yerhaltnis  des  n-ten  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden  den  Grenzwert 
Null  für  ungerades  n,  wächst  dagegen  über  alle  Grenzen  für 
gerades  n.  Nichtsdestoweniger  sei  bemerkt^  daß  eine  solche  Unregel- 
mäßigkeit sich  immer  dadurch  beseitigen  läßt'),  daß  man  die  Glieder 
geeignet  gruppiert,  ohne  dabei  die  Reihenfolge,  in  der  sie  dastehen, 
zu  ändern.  Ist  nämlich  eine  noch  so  kleine  Zahl  k  gegeben,  und 
beachtet  man,  daß  8^  sich  einem  Gh'enzwert  5  >  0  nähert,  während 
der  Rest  B^  den  Ghrenzwert  Null  hat,  so  kann  man  immer  einen 
Wert  von  n  finden,  von  welchem  ab  Jc8^>  R^  ist.  Dies  bleibt 
richtig,  wenn  man  die  Reihe  von  irgend  einem  ihrer  Glieder  ab  be- 
trachtet. Daraus  geht  hervor,  daß  sich  die  Glieder  der  Reihe 
Ml  +  ^  +  ^  +  * ' ' ;  wenn  man  sie  in  der  Reihenfolge  beläßt,  die  sie 

haben,  so  gruppieren  lassen,  daß  sie  eine  neue  Reihe  Vi  +  V2  +  v^-\ 

bilden,  deren  Glieder  der  Ungleichung 

genügen  und  a  fortiori  der  Ungleichung  v^^t/^n'^^}  welches  auch 
der  Wert  von  n  sein  mag.  Auf  diese  Weise  verschwindet  das  fälsch- 
liche Divergenzsymptom,  welches  die  ursprüngliche  Reihe  darbot. 

212,   Beispiele,     a)  Es  sei  der  Charakter  der  Reihe 

1-f  — +  — +  — -f---- 

2P         »P         4' 

zu  ermitteln.     Man  bemerke,  daß 


^«+1 


±ir-(i+i)',  .-.fe->)-. 


ist  Nach  der  Baabeschen  Regel  konvergiert  oder  divergiert  also  die 
Reihe,  je  nachdem  p>  1  oder  p  <il  ist.  Für  j?  =  1  wissen  wir  be- 
reits, daß  die  Reihe  divergent  ist.  Mithin  konvergiert  die  vorgelegte 
Reihe  nur,  wenn  p  größer  als  1  ist. 

b)  Man  betrachte  allgemeiner  die  Reihe,  die  für  n  >  1  durch  das 
allgemeine  Glied  u^  »  l/tiP(\ogny  definiert  ist.  Zunächst  bemerke  man, 
daß  man  wegen 

^<-log(l-;^)-log(l+i)<-i 

sdureiben  kann 


log  n  n  log  n ' 


1)    Diese  Bemerkungen    verdanken    wir   Lerch  und  Weyr   (Jomal    de 
Sdendas,  1886—87,  pp.  79,  97). 


140  II,  3.    Theorie  der  Reihen.  §§  212—213 

wobei  6  zwischen  0  und  1  liegt  und  für  unendliches  n  die  Einheit  als 
Grenzwert  hat.     Es  ist  hiemach 

mithin,  wenn  man  das  Produkt  ausrechnet  und  die  Glieder  beiseite 
läßt,  welche  nach  Multiplikation  mit  nlogn  den  Grenzwert  Null  haben, 

Also  ist  die  Reihe  konvergent  für  ^  >  1 ,  divergent  für  p  <  1.  Wenn 
j?  =  1  ist,  so  hat  man 

lim  jn( — Ij  —  lJlog«  =  glim6s=g, 

und  die  Reihe  divergiert  daher  für  2  <  1 ,  wahrend  sie  für  g  >  1  kon- 
vergiert (§  210,  c).  Endlich  wissen  wir  bereits  (§  204),  daß  die  Reihe 
divergiert,  wenn  p  und  q  beide  gleich  der  Einheit  sind.  Die  vorgelegte 
Reihe  ist  also,  um  zusammenzufassen. 


konvergent  für 


divergent  für 


jp  >  1 ,  q  beliebig 

1>-1,  g>l 

jp  =  l,  q^l 

^  <  1 ,  q  beliebig. 


In  dem  letzten  der  vier  Fälle  folgt  die  Divergenz  auch  (§  206)  aus  dem 
Umstand,  daß  (§  161) 


(logn)« 


ist. 


218.  Theorem  m.    Wenn  in  einer  Reihe  Mj  +  w»  +  «S  +  * '  * 

W  / 

mit   positiven  Gliedern   yu^    schließlich    kleiner   bleibt  als 
eine  gegebene  Zahl^  die  selbst  kleiner  als  1  ist,  so  ist  die 

Reihe    konvergent.      Dagegen    ist   sie   divergent,   wenn   Yu^ 
schließlich  niemals  kleiner  als  die  Einheit  wird. 

In  der  Tat  ergibt  sich  aus  yw^<a;<  1,  daß  w^<a;*  ist,  und 
die  Konvergenz  der  Reihe,  welche  als  allgemeines  Glied  a^  hat,  ist 
bekannt  (§  182).     Es  konvergiert  also  (§  190,  b)  a  fortiori  die  ge- 

gebene  Reihe.    Dagegen  ist,  wenn  yu^  ^  1  ist,  t*^  ^  1  u.  s.  w.    Eine 
Anwendung  dieses  Satzes  besteht  darin,  daß  man  den  Grenzwert  von 

yti^  für  unendliches  n  sucht.    Die  Reihe  ist  konvergent  oder  divergent, 
je  nachdem   der  besagte  Grenzwert  kleiner   oder  großer  ist  als  die 

Einheit.      Wenn   limyu^=l    ist,    so    kann   man   nichts   aussagen. 
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Wenn  aber  y^  zwar  die  Einheit  als  Grenzwert  hat^  aber  schließlich 
nie  kleiner  ist  als  1,  so  divergiert  die  Reihe. 

214,  Bemerkimgen.  Das  vorstehende  Eriterinm  ist  so  zu  sagen 
äquivalent  mit  demjenigen,  welches  auf  der  Untersuchung  des  Ver- 
hältnisses u^^Ju^  beruht;  denn  wir  wissen  (§  142,  b),  daß,  wenn  der 

Grenzwert  l  des  Verhältnisses  existiert,  auch  derjenige  von  Yu^ 
existiert  und  gleich  l  ist.  Dies  hindert  nicht,  daß  eine  Reihe  kon- 
vei^eren  kann,  während  doch  weder  der  eine  noch  der  andere  der 
genannten  Grenzwerte  existiert,  wie  es  z.  B.  bei  der  oben  betrachteten 
Reihe  «  +  /J*  +  a*  +  /3*  +  •  •  •  der  Fall  ist.   Das  auf  dem  Grenzwert  von 

ytf~  beruhende  Kriterium  kann  man  selten  anwenden,  obgleich  es  theo^ 
retisch  für  besser  erklärt  werden  muß  als  das  andere,  welches  auf 
dem  Grenzwert  von  t*^4.i/t*„  beruht;  denn  dieser  zweite  Grenzwert 
braucht  nicht  zu  existieren,  wenn  der  erste  existiert.  Betrachten  wir 
z.  B.  mit  Lerch^)  die  durch  das  allgemeine  GUed 

definierte  Reihe,  in  welcher  v  die  Anzahl  der  Ziffern  von  n  dar- 
stellt. Da  V  —  1  nicht  großer  ist  als  der  gemeine  Logarithmus 
von  n,  so  konvergiert  mit  unendlich  zunehmendem  n  das  Ver- 
hältnis v^/n  nach  Null  (§  163),  welches  auch  der  Wert  von  p 
sein  mag.    Daraus  folgt. 

limy^  =  limg^"^n;^(^'*'^)  =»  g  <  1. 

Also  konvergiert  die  Reihe,  wie  groß  auch  x  sein  mag.     Hätten 

wir  dagegen  anstatt  Yu^  das  Verhältnis  von  zwei  benachbarten 
Gliedern  betrachtet,  so  würden  wir  nichts  haben  schließen  können. 
In  der  Tat,  wenn  v  die  Anzahl  der  Ziffern  von  w  —  1  ist,  so  ist  klar, 
daß  die  Differenz  v  —  v\  die  im  allgemeinen  nuU  ist,  nur  dann  den 
Wert  1  annimmt,  wenn  n  eine  Potenz  von  10  ist.  Daraus  folgt,  daß 
das  Verhältnis 

im  allgemeinen  gleich  g  ist,  daß  es  aber  den  Wert  x'^  annimmt,  so 
oft  n  gleich  einer  Potenz  von  10  wird.  Es  existiert  also  eine  Folge 
von  Werten  1,  10,  100,  1000,  . . .  derart,  daß,  wenn  «  sie  bis  ins 
Unendliche  durchläuft,  das  Verhältnis  eines  Gliedes  zu  dem  vorher- 
gehenden jede  Grenze  überschreitet,  obwohl  die  Reihe  konvergent  ist. 
Dies  liefert  eine  Bestätigung  für  das,  was  wir  in  der  dritten  Be- 
merkung zu  §  211  gesagt  haben. 

1)  Abhandl.  der  böhm.  Akademie  d.  Wiss.  1886. 
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215.  Theorem  IV.  (Theorem  von  Jamei)  Eine  Reihe  mit 
positiven  Gliedern  w^  +  Uj  +  tig  +  •  •  •  ist  konvergent^  wenn 
mit  unendlich  zunehmendem  n  der  Ausdruck 

schließlich  größer  bleibt  als  eine  Zahl^  die  größer  als  1 
ist,  und  sie  ist  divergent,  wenn  derselbe  Ausdruck  schließ- 
lich niemals  mehr  die  Einheit  übertrifft^). 

Setzen  wir  in  der  Tat  u^  =  n~^«*^  und  beachten  wir;  daß  wegen 

p  p 

Hj —  ^  5  log«  p 

yu^^^n    "  =e    "        >1 — ^logn 
die  folgende  Ungleichheit  besteht: 

i'.>(i-K)i^- 

Wenn  also  der  Ausdruck  (8)  schließlich  größer  bleibt  als  l>>  1^  bo 
muß  dasselbe  von  p^  gelten,  und  die  Reihe  ist  daher  konvergent 
(§  190,  b),  weil  ihre  Glieder,  die  als  positiv  vorausgesetzt  werden, 
schließlich  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  der  konver- 
genten (§  212,  a)  Reihe 

Wenn  dagegen  der  Ausdruck  (8)  schließlich  kleiner  oder  gleich  1 
bleibt,  so  bedeutet  dies,  daß  von  einem  gewissen  Werte  von  n  ab 

ist.  Mithin  ist  die  Reihe  divergent  (§  190,  c),  da  ihre  Glieder  niclit 
kleiner  sind  als  die  entsprechenden  GUeder  der  divergenten  (§  207,  d) 
Reihe 

1  +  (1  -  ilog2)«  +  (1  -  AlogS)»  +  (1  -  ilog4)*  +  .  • . . 

216.  Bemerkung.  Man  wendet  das  Theorem  von  Jamet  an, 
indem  man  den  Grenzwert  des  Ausdrucks  (8)  f&r  unendliches  n 
sucht  Die  Reihe  ist  konvergent  oder  divergent,  je  nachdem  der 
genannte  Grenzwert  größer  oder  kleiner  als  1  ist.  ^ITenn  der 
Grenzwert  1  ist,  so  kann  man  ohne  weitere  Prüftmg  nichts  aus- 
sagen, außer  wenn  der  betrachtete  Ausdruck  schließlich  niemals 
größer  ist  als  sein  Grenzwert;  in  welchem  Falle  die  Reihe  divergent 
ist.     Andernfalls   muß   man   sich  ein  anderes  Kriterium   verschaffen, 

1)  Mathesis,  1892,  p.  80. 
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welches  das  obige  ergänzt.    Man  kann  z.  B.  anstatt  (8)  den  Ansdrack 

\^  ^   ^  logn         /  log  log  n 

betraeliten.     Zum  Beweise  genügt  es  w_  = zn  setzen«  daraus 

n  (log  nfn 

zu  folgern^  daß  q^  den  vorstehenden  Ausdruck  übertriflPt^  und  sich  zu 

erinnern  (§  212^  b)^  daß  die  Reihe 

2  (log2)«       8  (log 8)«       4  (log 4)« 

konvergent  ist  für  $  >  1^  divergent  dagegen  für  g  ^  1. 
217.    Beispiele.     Wenn  die  Reihe 

^       I       ^        I        ^       I 


aog2)«   •    (log  8)»   '   (log^y 

gegeben  ist,  so  kann  man,  wenn  man  u^  »  0  als  ihr  Anfangsglied  an- 
nimmt, die  Konvergenz  konstatieren,  indem  man  schreibt 

limf^  =  lim? =  0. 

^    *  logn 

Bei  den  Reihen  mit  folgenden  allgemeinen  Gliedern 

=x_JL_  1  1 

**"""(logn)^^'''    (log  log  w)*^«"'    aogn)^^^«" 

findet  man  dagegen  lim  Yu^  =  1  und  wird  dazu  geführt,  das  Kriterium 
von  Jamet  anzuwenden.  Für  die  Praxis  ist  es  allerdings  bequemer, 
sich  direkt  des  Prinzipes  zu  bedienen,  welches  dem  Beweis  des  genannten 
Kriteriums  zu  Orunde  liegt  und  darin  besteht,  daß  man  die  vorgelegte 
Beihe  mit  derjenigen  vergleicht,  deren  allgemeines  Olied  n'^  ist.  Dies 
kommt  darauf  hinaus,  anstatt  des  Ausdrucks  (8)  das  Verhältnis  p^  von 

log —  zu  logn  zu  betrachten,  und  zwar  kann  man  behaupten,  daß  die 

Beihe  konvergent  ist,  wenn  dieses  Verhältnis  schließlich 
größer  bleibt  als  eine  Zahl,  die  selbst  größer  ist  als  1,  und 
daß  sie  divergent  ist,  wenn  dasselbe  Verhältnis  schließlich 
niemals  mehr  größer  ist  als  die  JBinheii  Z.  B.  ergibt  sich  fOr  die 
drei  oben  definierten  Reihen  bezüglich 

11  111  (loglogn)' 

l?,  =  loglogn,    logloglogn,    — ^^^p-- 

Da  die  beiden  ersten  Werte  von  p^  mit  n  unbegrenzt  zunehmen,  während 
der  dritte  den  Grenzwert  Null  hat,  so  sieht  man,  daß  die  beiden  ersten 
Reihen  konvergent  sind,  die  dritte  aber  divergent.  Findet  man  femer  1 
als  Grenzwert  von  j>^,  so  kann  man  dazu  übergehen,  das  Verhältnis  von 

log zu  log  logn  zu  betrachten,,  u.  s.  f.     Immerhin  kann  es  bei  andern 

Beihen  vorkommen,  daß  das  Kriterium  von  Jamet  in  seiner  ursprünglichen 
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Form  vorzuziehen  ist.     So  findet  man  z.  B.  für  w„  ==  (l lognj     als 

Grenzwert  des  Ausdruckes  (8)  die  Oröße  x  und  sieht  daher  sofort,   daß 
die  Eeihe  (vgl.  §  207,  d) 

(l  -  f  log2)'  +  (l  -  flog  3)'  +  (l  -  |log4)'  +  . . . 

nur  für  rc  >•  1  konvergiert. 

Übnngen  und  Anwendimgen. 

218.  ÜbuDgen.  a)  Die  wenigen  bisher  bewiesenen  Eonvergenz- 
kriterien  setzen  uns  in  den  Stand,  in  sehr  rascher  Weise  den  Charakter 
der  in  §§  184,  186  betrachteten  Reihen  zu  erkennen.  Bei  der  Expo- 
nentialreihe  genügt  es  z.  B.  zu  bemerken,  daß  ^ 

für  t*.  =  7 in         lim =«  lim  —  «=  0 


'"       (n  — 1)!  »^  n 


ist.  Die  Reihe  ist  also  (§  210)  konvergent  für  jeden  positiven  Wert 
von  X.  Sie  konvergiert  auch  fttr  jeden  negativen  Wert  von  a;,  weil 
(§  190,  a)  in  diesem  Falle  die  aus  den  absoluten  Beträgen  der  Glieder 
gebildete  Reihe  konvergiert  oder  auch,  weil  (§  195)  die  Glieder,  die  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  sind,  schließlich  dem  absoluten  Betrage 
nach  beständig  abnehmen,  sobald  nämlich  n  größer  als  \x\  ist,  und  überdies 
nach  Null  konvergieren.     Ähnlich  verfährt  man  bei  der  logarithmischen 

Reihe.     Ihr  allgemeines  Glied  t*„  =  ±  —  wächst  mit  n  unbegrenzt  oder 

konvergiert  nach  dem  Grenzwert  Null,  je  nachdem  |a;|  die  Einheit  übertrifft 
oder  nicht,  und  man  ersieht  daraus,  daß  |a;  ^1  eine  notwendige  Be- 
dingung für  die  Konvergenz  ist  (§  188,  a).  Das  Verhältnis  eines  Gliedes 
zu  dem  vorhergehenden  in  der  Reihe,  die  aus  den  absoluten  Beträgen  der 
Glieder  gebildet  ist,  hat  als  Grenzwert 


imi — H-  =  h*^ 
n+ 1       ' 

Also  ist  die  Reihe  konvergent  (§§  210;  190,  a),  wenn  |a?|  <  1  ist  Wenn 
|a;|  =  1  ist,  so  ist  die  Reihe  divergent  für  rc  =  —  1,  da  sie  in  diesem 
Falle  mit  der  harmonischen  Reihe  zusammenfällt,  und  sie  ist  konvergent 
für  a;  =»  1 ,  da  alsdann  die  Glieder  abwechselnd  positive  und  negative 
Werte  haben,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  abnehmen  tmd  nach 
Null  konvergieren.  Übrigens  gilt  dies  för  alle  positiven.  Werte  von  ar, 
die  nicht  größer  als  1  sind,  da  die  Ungleichung 

»  -^n-f  1 

für  a?  <  1  H gilt,  mithin  für  a?  <  1,  welches  auch  der  Wert  von  n 

»    '^  — 

sem  mag. 
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b)  Im  besondem  haben  wir  gefunden  (§  186) 

(9)  1  _  ^  +  I  -  ^  + log  2  «  0,6931471  . . . , 

und  zwar  mit  Hilfe  der  Formel  (l),  die  sehr  nützlich  ist,  insofern  sie  die 
Summen  verschiedener  Reihen  vom  Typns  (9)  zu  berechnen  erlaubt.  In 
der  Tat  haben  wir  gesehen,  daß  die  Sunmie  ö^  der  2n  ersten  Glieder  der 
Reihe  (9),  eine  Summe,  die  oiSenbar  gleich 

ist,  f&r  unendliches  n  den  Grenzwert  log  2  hat     Wenn  nun  die  Reihe 

(10)  i  +  i-l  +  i  +  ^^-i  +  i  +  --- 

gegeben  ist,  so  erkennt  man  sofort,  daß 

Ä    =1  +  1-4.-1-1 1 /1.-l1.  +  1.j lJ_\ 

»*  ^8^6^    .     ^4n— 1        \2  ^  4  ^  6  ^         ^  2n/ 

"=  ^An  —  Y -fii«  —  Y -ö,  =«  tf,,  +  Y tf. 

ist,  mithin  Ä=«  |log2  =  1,0397207  . .  .,  da  sich  Ä,^_i  und  8^^^^  von 
S^^  Tim  Größen  unterscheiden,  die  den  Chrenzwert  Null  haben.  Man  be- 
merke hierbei,  daß  es  nicht  immer  erlaubt  ist,  die  Anordnung 
der  Glieder  in  einer  konvergenten  Reihe  zu  ändern.  In  der  Tat 
haben  die  Reihen  (9)  und  (10),  welche  sich  nur  durch  die  Anordnung 
ihrer  Glieder  unterscheiden,  verschiedene  Summen.     Bei  der  Reihe 

hat  man  in  analoger  Weise 

^«*"*2n  +  l  ■^2n  +  8'*  Tin— l""^«*        2^«' 

mithin  £f  »  |log2  »  0,3465735  . .  .     Endlich  ergibt  sich  bei  der  Reihe 

1  +  i  -  i  +  i  +  i -*  +  +  +  ••  • 

iS^,  —  JET,,  —  jy;,  fif  =  log  3  =  1,0986122  .  .  .  Allgemeiner  findet  man 
logm  als  Sunmie  der  Reihe  ^ 

i-lIl-l..  — l1 ij 1 1 \ 1 1_  J: L  j i 1 

c)  Es  ist,  wie  man  bereits  aus  den  vorstehenden  Beispielen  ersieht, 
zwecklos  auf  die  Eonvergenzkriterien  zurückzugreifen,  so  oft  man  die 
Summe  der  Reihe  berechnen  kann.     Ist  z.  B.  gegeben  die  Reihe 


1-2    '    2-8    '    8-4    '    4-5 
so  kann  man  ihre  Konvergenz  konstatieren,  indem  man  bemerkt,  daß 
Un  (n+l)(n+2)       ,    ,    2 


**«+! 


n(n+l)  ^n'        \u^^^         ) 
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ist,   oder  auch  (§  190,  b),   indem  man  beachtet,  daß  t«^  <  rt    ^st,    imd 

1 

sich  erinnert  (§  212,  a),  daß  — |  das  allgemeine  Olied  einer  konvergenten 

**  .11 

Reihe  ist.    Alles  dies  ist  aber  überflüssig,  da  man  u^  nur  die  Form -j-r 

zu  geben  braucht,  um  sofort  zu  finden 

^n-'^-Y  +  Y^Y  +  '-'  +  ^^W+i^^i'   ^=^- 
Ebenso  setze  man,  wenn  es  sich  um  die  Reihe 


1.2-8    '    6-67    '    9.  10    11    •    13U16 

handelt, 

P 


t*.  =  r.^        .sr.^        ox  + 


"       (4n  — 8)(4n  — 2)    '    (4n  — 2)(4»  — 1) 

und  suche  a  und  ß  derart  zu  bestimmen,  daß  identisch 

(4n-  l)a  +  (4«-3)/3=  1 

wird,  d.  h.  a  +  j3  =  0,  a  +  3/3  =  —  1,  woraus  folgt  «  =  — J5  =  ^.    Da  nun 

^  J_  /     1        ,  __1 1     \ 

^n        2   \4«— 8  "*"  4n— 1       2n  — V 

ist,  so   wird  8^  «  ^tf,,  —  i<y,,    mithin    Ä  =  ilog2  =•  0,1732867  .  .  . 
Ebenso  zeigt  sich,  wenn  die  Reihe 

^     I     ^     I      »      I      ^»      1      ^»      I     . 


2-8    '    6-6    '    9.  10    '    14*  16    '    20-21 

gegeben  ist,  leicht,  daß  der  Zähler  des  n-ten  Bruches 

1+3  +  4  +  5  +---+(n  +  l)«^(n+l)(«  +  2)-2-^n(n  +  3)~l 

ist,  folglich  der  Nenner 

^n(n  +  3)(ln(«  +  3)  +  l)  -  in(n  +  !)(«  +  2)(n  +  3). 
Nun  setze  man 


'«       n(n+l)   '   (n  +  l)(n  +  2)   '   (n  +  2)(n  +  3)' 
so  daß  identisch  sein  muß 

(n  +  2)(n  +  3)a  +  «(n  +  3)j3  +  «(n  +  l)y  =  2(n*  +  3n  — 2). 

Nimmt  man  successiv  n  =  0,  n  —  —  3,  so  erhalt  man  sofort  ««y  =«  —  ^. 
Vergleicht  man  femer  die  Koefflzienten  von  n*  miteinander,  so  erhält 
man  a  +  /3  +  y  »  2  und  folgert  daraus  /3  =  y.     Es  ist  also 


d)  Um  die  Konvergenz  der  Reihe 


7. 
9  * 


^  ^  i+x^  2      2+«^  8      S+Ä^ 

zu  beweisen,  kann  man  die  Glieder  paarweise  gruppieren  und  bemerken,  daß 
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4A^^  ^      ^        ^  i:-^^«+i_  11.^  n(n  +  g) 

"       n       n+rc       n(n  +  a5)'  i*„  (n+ 1)  (*»  +  «+ 1) 

ist     Wendet  man  nunmehr  die  Baabesche  Regel  (§  210,  b)  an,  so  kommt 

Einfacher  ist  folgendes  Verfahren.     Man  beachte,  daß  u«  <  — j   üt,  und 

daß  die  Reihe  1  +  ^  +  ^  +  •  •  •  konvergiert.  In  Wirklichkeit  ist  hiermit 
nur  gezeigt,  daß  die  Summe  8^  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (11)  nach 
einem  Orenzwert  8  konyergierfc,  wenn  n  durch  gerade  Werte  ins  un- 
endliche wächst.     Aber  wenn  n  ungerade  ist,  so  hat  man 

S,  -  ««_!  +  i^ ,    lünS,  -  lmi5._,  -  S. 

Erteilt  man  x  einen  positiven  ganzzahligen  Wert  m,  so  reduziert  sich 
die  Summe  der  Reihe  (11)  auf  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  der 
harmonischen  Reihe.     In  der  Tat  ist  die  Summe  der  2fi  ersten  Glieder 

und  hat  offenbar  den  Grenzwert  H^,  wenn  bei  unverändertem  m  die  Zahl  n 
unbegrenzt  zunimmt. 

e)  Bei  der  Reihe 

1  1-2  t'2B 


x+1    '    (x  +  l){x  +  2)    •    (a.  +  l)(aj  +  2)(aj  +  8) 
hat  man 

II   =  ; — p— — — -~- — j — r      lim  — 2^  «  lim  ( 1  -\ r-i  ]  —  1 

Man  muß  daher  das  Raabesche  Kriterium  anwenden: 

limnf — 11==  lim — r^  =  X. 

V«*«+i        J  ♦»+! 

Also  ist  die  Reihe  konvergent  fOr  o?  >  1 ,  divergent  fOr  o;  <  1 .  Sie 
divergiert  auch  fEb:  x «  1 ,  wie  man  direkt  erkennt.  Es  ist  übrigens, 
wenn  die  Reihe  konvergiert,  leicht  ihre  Summe  zu  erhalten.  Man  braucht 
nur  zu  beachten,  daß  man  der  evidenten  Identität  {x  -{-  n)u^'='  nu^^^ 
die  Form  geben  kann 

(x  -  l)w,  «  «t«„.i  -  (n  +  1)«*,, 

so  daß  sich,  wenn  man  n  in  »  —  1,  n  —  2,  . . .,  3,  2,  1  verwandelt 
und  dann  summiert,  ergibt 

(x- 1)5,-1 -(«+!)«.. 

Da   nun   die  Glieder   abnehmend   aufeinander   folgen,  so   ist  bekanntlich 

(§  207,  c)  Hm»w,  -=  0.     Also  ist  8  =  ^^  • 

10* 
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f)   Für  positives  x,   welches  kleiner  als  die  Zahl  e  ist,  konvergiert 
die  ßeihe 

(12)  ±  +  2!(fy+3,(f)'+4!(|)*  +  .... 

In  der  Tat  ist 

^«+1  X  ,.      **«+!  X 


"  i^+i)" 


lini-^!Xi-_<l. 


«n  « 


Für  o;  >  e  ist  die  Reihe  divergent.  Sie  ist  auch  divergent  für  x  =  e^  da 
unter  dieser  Voraussetzung  das  betrachtete  Verhältnis  beständig  größer 
bleibt  als  die  Einheit  (§  156).     Der  Leser  wird  beweisen  können,   daß 

allgemeiner  die  Reihe,   welche  als  allgemeines  Glied  ^n^  Z^  ( — )     ^^^) 

nur  für  j>  >  -|  konvergiert  Die  Reihe  (12)  gehört  dem  Typus  der 
Reihen 

an,  bei  welchen  angenommen  wird,  daß  a^  für  unendliches  n  einen 
Grenzwert  a  besitzt.     Da 

lim  — -2-  s«  lun  —  «=  — 

ist,  so  sieht  man  sofort,  daß  die  Reihe  konvergiert  für  o;  <  a,  divergiert 
für  o;  >  a.  Sie  ist  auch  für  oi;  =  a  divergent,  wenn  die  Zahlen 
^)  ^9  ^8)  •  *  •  wachsend  aufeinander  folgen,  da  man  alsdann  beständig 

— ^^  =  —  >  1  hat.  In  den  andern  Fällen  hängt  die  Konvergenz  von 
^11  — 1       *^« 

der  speziellen  Folge  ab,  die  man  betrachtet,  und  in  erster  Linie  von  dem 
Verhalten  von  n  (a^  —  a)  für  unendliches  n. 

g)  Es  soll  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Grenzwert  a  von  a^ 
für  unendliches  n  existiert,  die  Reihe 

l\x     .  21 X*  ,  81  a?» 


x  +  <h       («  +  ai)(2«  +  a,)   ^  {x  +  a^){2x  +  a^){Sx  +  a^) 
untersucht  werden.     Man  hat 


t*„  nx  .,       t*_ 


^«-1       »«  +  ««'  H 


n-l 


Femer  führt  die  Raabesche  Regel  zur  Berechnung   des  folgenden  Grenz- 
wertes: 


\     nx  I  XX 


Also  ist  die  Reihe  konvergent  für  rr  <  a ,  divergent  für  ä  >  a ,  und  ihr 
Charakter  für  rD  =  a  hängt  in  erster  Linie  davon  ab,  wie  sich  (««  — ö)logn 
für  unendliches  n  verhält. 
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h)  Die  Divergenz  der  Reihe 

sinY  +  siny  +  smy  +  suiYH 

für  jeden  positiven  oder  negativen  Wert  von  cc  folgt  unmittelbar  aus  der 

Bemerkung,  daß 

a 
am  — 

lim  » t*.  =«  « lim ■=  a 

n 
ist     Dagegen  konvergiert  die  Beihe 

a.l.a.l.a.l.a 


sm 


T+  Y'^Y  +  Y^^^y  +  V'^'^T  +  •  ■  • 


da   der   absolute   Betrag   ihres   allgemeinen    Gliedes   kleiner   ist   als   das 
Produkt  von  — ^  mit  der  Konstanten  \a\. 


i)  Die  Beihe 

(13)  sina  +  sin2a  +  sinSa  +  sin4«  +  •  •  • 

konvergiert  nicht,  da  das  allgemeine  Glied  sinn«  nicht  den  Grenzwert 
Null  hat  (wenn  man  voraussetzt,  daß  a  kein  Vielfaches  von  n  ist).  Die 
Beihe    ist  unbestimmt     In  der   Tat,  wenn  man  die  Glieder  von  8^  mit 

siuy  multipliziert  und  sich  an  die  Belation 

2sinva  ^Y  ""  cos  (2  v  —  1) -r cos(2  v  +  1) ^ 

erinnert,  so  erhält  man 

a  a  y-       i-iN**        ^.na.(n+l)« 


2  Ä^  sin  -^  —  cos  -^  —  cos  (2  «  +  l)  -«-  =-  2  sin 


sm 


Die  Summe 

.    na 
«m  — 


Ä,-— i-sin(«  +  l)| 


™Y 


oszilliert    also    ohne   Ende.     Wenn   man   femer   beachtet,   daß   bei   fest- 
gehaltenem a  der  ahsolute  Betrag  von 


.    pa 


nn  — 
2 

nicht  beliebig  groß  werden  kann,  so  erkennt  man,  daß  die  Beihe  (13)  zu 
den  in  einem  bekannten  Theorem  (§  194)  betrachteten  gehört.  Daraus 
folgt,  daß  man  die  Konvergenz  der  Beihe 

64  sin  a  -f  Ol  sin  2  a  4*  Oj  sin  3  a  +  »4  sin  4  a  +  •  *  • 
behaupten    kann,    wie   beschaffen    auch    die   Folge   der    Zahlen 
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^9  ^)  ^)  •  •  •  ^^^^  ^^Ei  ^6111^  8^0  ^^^  abnehmen  und  nach  dem 
Grenzwert  Null  konvergieren.     Z.  B.  ist  die  Beihe 

8inaH-y8in2a  +  j8in3a  +  j8in4aH-'-- 

konvergent  fftr  jeden  Wert  von  er. 

j)  Für  ein  zwischen  0  und  1  enthaltenes  x  die  Konvergenz  der  Beihe 

oßsin'a        ,  re' sin'«  Bin' 2  a 


1  -{-xcoB^a   '   (1  +  aJC0B*a)(l  +  «C08"2a) 
nachzuweisen.     Man  hat 


u^  xan^ncc 


u      1       l-\-xcoB*na 


Wenn  n  unbegrenzt  wächst,  so  hören  sin^ na  und  cos' na  niemals  auf 
zwischen  0  und  1  zu  oszillieren,  mithin  hat  das  vorstehende  Verhältnis 
keinen  bestimmten  Grenzwert.  Nichtsdestoweniger  beachte  man,  daß  be- 
ständig 


^^<x<l 


^«-1 


ist,  und  daß  dies  genügt,  um   die  Konvergenz  der  Beihe  zu  behaupten. 

k)  Zu  beweisen,  daß  man^)  die  Konvergenz  der  Beihe  ti|  -f  ^s  +  ^  +  "  * 
behaupten  kann,  sobald  es  gelingt  eine  positive  Veränderliche  a^  zu 
finden  von  der  Beschaffenheit,  daß  von  einem  gewissen  Wert  von  n  ab 

ist.     Man  gewinnt  in  der  Tat  aus  dieser  Belation 

^11         »1+1 
-S  nimmt  also  ab  und  hat  daher  einen  endlichen  Grenzwert     Damit   ist 
die  Konvergenz  der  Beihe 

\fl4         a^/^\<h        Ob/        \a»         «4/ 

bewiesen  und  a  fortiori  die  der  vorgelegten  Beihe. 

1)  Gegeben  ist  eine  beliebige  Folge  von  positiven  Zahlen  01,01,03,... 
Man  soll  die  Konvergenz  der  folgenden  Beihe  beweisen: 


l  +  o.    ■    (l+a,)(l  +  a,)    '   (l  +  a,)(l+<«,)(l  +  «,) 
Es  genügt  zu  bemerken,  dafi 

««+1     "V     ".+1/ 

1)  Diese  spezielle  Konvergenzregel  ist  von  F.  Giudice  in  den  RendiconÜ 
del  Gircolo  matematico  di  Palermo  (1890)  angegeben  worden. 
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isij  um  zu  erkennen,  daß  die  Konvergenz  eine  unmittelbare  Folge  des  im 
vorigen  Übungsbeispiel  bewiesenen  Satzes  ist.     Übrigens  bat  man 

^ 1 1 

**•      (l  +  a,)(l  +  a,)...(l  +  an-i)       (^  +  a,){l+a,)  ...{l  +  a^ 

mitbin 

o    _. 1 

(l  +  a,)(l  +  a,)...(l  +  aj' 

Die  Zahl  S^  w&chst  gleichzeitig  mit  n,  bleibt  aber  kleiner  als  die  Einheit. 
Sie  konvergiert  also  nach  einem  Grenzwert  8^1. 

m)  Wenn  die  Beihe 

_i_  +  _L_  +  _L_  +  .JL_  +  ... 

a^ö^P       a^a/       a^e/       a^cj" 

gegeben  ist,  in  welcher  tf^  die  Sunune  der  n  ersten  Glieder  der  aus  posi- 
tiven Gliedern  bestehenden  divergenten  Beihe 


1  +  1  +  1+J-  + 

«1  «1  «8  «4 


bedeutet,  so  hat  man 


1  u„  1      <»S  +  i  — < 


femer 


-   «x'   "«•+>    -^*~«!:  ".+1-«- 


(..e;-«...)-.-+^+(=^)'+-+(W'>- 

Also  ist  (§  211,  b),  wenn  p  die  Einheit  übertrifft,  die  betrachtete  Beihe 
konvergent  Wir  wissen  bereits  (§  203),  daß  f ür  |7  »  1  und  a  fortiori 
fOr  j?  ><  1  die  Beihe  divergent  ist.  Hiemach  wird  der  Leser  leicht 
das  Theorem  von  Jamet  (§  215)  ausdehnen  können,  indem  er  zeigt,  daß 
die  Beihe  «i  +  t«j  +  «^  +  *  •  •  konvergiert,  wenn  der  Ausdruck 


(>-''^.)ii- 


^n 


schließlich  größer  bleibt  als  eine  Zahl,  die  größer  ist  als  1, 
und  divergiert,  wenn  dieser  Ausdruck  schließlich  kleiner  oder 
gleich  1  bleibt     Übrigens  kann  man  statt  des  vorstehenden  Ausdrucks 

auch  das  Verhältnis  von  log zu  logv^  betrachten. 

219«    Bereolmting    der   natürlichen    Logarithmen.      Von    der 

logarithmischen  Beihe  lassen  sich  sehr  nützliche  Anwendungen  machen. 
Unter  Bezugnahme  auf  das  am  Ende  von  §  186  Gesagte  bemerken  wir, 
daß  sich  durch  8ummienmg  von  (3)  und  (4)  die  Formel  ergibt 

l^^T^  «  2  (^  +  I^J»  +  y  X*  +  YX'  +  .  .  .  )  , 
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welche  nur  in  dem  Intervall  (—1,  l)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  gilt. 

Im  besondem  hat  man  für  a;  =  - — r-r 

Sn+l 

(14)     log(n+l)-log«+2(3-^  +  3^^^  +  ^-^^;^^ 

und  kann  folglich  den  natürlichen  Logarithmus  einer  beliebigen 
ganzen  Zahl  berechnen,  wenn  man  den  natürlichen  Logarithmus  der 
ihr   vorangehenden  ganzen  Zahl  kennt.     So  findet  man  ^  B,  für  n  »  1 

(16)  log2-|(l  +  3ig  +  gi-.+  ^.+  ...), 

femer  unter  Beschränkung  auf  die  acht  ersten  Glieder, 

log 2  =-  0,69314718  ..., 

und  man  kann  sicher  sein,  daB  alle  hingeschriebenen  DezimalBtellen 
richtig  sind,  da  der  begangene  Fehler 

T  \17  •  9«  "^  19  .9^  "^  21 .  9"  "'         )  ^  W^  \9^  +  "g»  "1"  9»^  "*         / 

1  1  1 


4    8  •  17  •  9'        976726676  ^  10' 

ist.  um  dieselbe  Annäherung  mit  Hilfe  der  Formel  (9)  zu  erreichen, 
hätten  wir  (§  196,  c)  mehr  als  hundert  Millionen  Glieder  anwenden 
müssen.     Übrigens  kennt  man  verschiedene  andere  Formeln^),   die  noch 

viel  vorteilhafter   sind   als    die  Formel  (14).      Nimmt  man  in  der  Fun- 

2 
damentalformel   x  =  -= — x—    und  beachtet,  daß 

n'— -3n  ' 

n»  -  3»  ±  2  =  (n  ±  2)(»  q:  l)> 
ist,  so  erhält  man 


(n  +  2)(n-l)«  4  ,  4»  .  4 


8 


^^g (»  _- 2)  (n  +  1)»       n^—Sn"^  8(n«  — 8n)»"^  6(n»  — Sn)»"*" 


•    • 


» 


woraus  man  unter  Beschränkung  auf  das  erste  Glied  der  Beihenentwickelung 
folgende  Formel  ableitet: 

log(n  +  2)  -  21og(n  +  1)  -  2log(n  -  1)  +  \og{n  -  2)  + -^^' 

Sie  liefert  den  Logarithmus  von  « -f  2  mit  vierundzwanzig  Dezimal- 
stellen, wenn  die  Logarithmen  von  n+I>  w— 1,  n— 2  bekannt  sind, 
vorausgesetzt,  daß  n  mehr  als  drei  Ziffern  hat.  In  der  Tat  ist  der  Fehler, 
den  man  durch  Vernachlässigung  der  Glieder  der  Beihe  vom  zweiten  an 
begeht,  kleiner  als 


1)  Man  verdankt  sie  Lavern^de  (Nonvelles  Annales  de  Math^matiques, 
t.  X,  p.  72)  und  Secretan  (Comptes  rendus  de  TAcad^mie  des  Sciences  de 
Paris,  t.  XLIYf  p.  1276).  Siehe  die  hierüber  von  Brocard  gemaehten  Angaben 
im  Interm^diaire  des  Math^maticiens  (t.  YU,  p.  262). 
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^'  /.    ,  ^  I  ^'  I         \ 16 

8(n»  — 8n)»V^  "*"  (n»  — 8n)«  "'"(n»— 8n)*  "'         )      3n(n*— 4)(»«— 8)(n«— 1)*' 

folglich  (wenn  n  größer  als  1000  ist)  kleiner  als  jp^* 

220.  Bereohnung  der  gemeinen  Logarithmen.  Bekanntlich 
lassen  sich  die  auf  eine  gegebene  Basis  a  bezüglichen  Logarithmen  aus 
den  natürlichen  Logarithmen  ableiten,  indem  man  diese  mit  einer  gewissen 
Zahl  M  multipliziert,  welche  der  Modul  des  betrachteten  Logarithmen- 
systems beißt  Auf  Grund  der  Definition  der  Logarithmen  ist  jede  Zahl  n 
gleich  a^^"  und  im  besondem  gleich  e^^^".  Daraus  folgt,  wenn  man  die 
Logarithmen  der  beiden  Zahlen  einander  gleich  setzt  (Logarithmen,  die 
dem   einen    oder   dem   andern   System  angehören),  Logn  =  JBf logn,   wo 

M  =»  Log  e  oder  M  =  | ist.     Um  die  gemeinen  Logarithmen  (a  =  10) 

zu  berechnen,  muß  man  also  vor  allem  den  Wert  ihres  Moduls  ermitteln: 

Jf  «=  I — j^'     Nun  hat  man  aber  nach  der  Formel  (14) 

Iog5-log4  + 2(4  + -Lj  +  ^  +  j-L- +  ...), 

mithin  unter  Erinnerung  an  (15) 

loglO-2(l  +  3l^  +  ^  +  ...)  +  |-(l+j^  +  ^+...). 

Beschränkt  man  sich  in  den  beiden  Reihen  auf  wenige  Anfangsglieder,  so 
findet  man 

log  10  =  2,302585092  . .  . ,  M^  0,434294481  .  . . 

Dies  vorausgeschickt  multipliziere  man  mit  diesem  M  die  beiden  Seiten 
Ton  (14).     Dann  erhält  man  die  Formel 

Log(n  +  1)  -  Logn  +  2  3f  (^^  +  3^^^'^  ^^.  +  ^^^^\  i).  +  ' '  •) » 

welche  zur  Konstruktion  der  Tafeln  fEbr  gemeine  Logarithmen  bequem 
genug  ist.  Will  man  z.  B.  die  Logarithmen  der  Zahlen  unterhalb  100000 
haben,  so  genügt  es  die  Logarithmen  der  zwischen  10^  und  10^  ent- 
haltenen Zahlen  zu  berechnen,  und  man  kann  daher  in  der  obigen  Formel 
n  >  10^  voraussetzen.  Selbst  wenn  man  die  Beihe  auf  das  erste  Glied 
allein  beschränkt,  so  ist  der  Fehler,  den  man  macht, 

^^  \B(2n  +  iy  "*"  6(2n+l)»  "^         /  ^  T  \(2n+l)»  +  (2n  +  l)*  +  *  *  7 

^ ? <Jl.<J_ 


12»(ti+  l)(2n+  1)  ^  24n«  ^  10 
und  man  kann  daher,  wenn  man  die  Formel 

Log  («  +  1)  =  Logn  +  — -^^ 

zur  Berechnung   der   gemeinen   Logarithmen  anwendet,   sicher  sein,   daß 
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die  Besultate,  die  man  erhält,  bis  anf  weniger  als  eine  Einheit  der  drei- 
zehnten Dezimale  angenähert  sind.  Eine  größere  Annäherung  kann  man 
erreichen,  wenn  man  von  den  andern  Formeln  Gebrauch  macht,  deren 
wir  im  vorigen  Paragraphen  Erwähnung  taten. 

221.  Formel  von  Stirlmg.  um  eine  der  interessantesten  An- 
wendungen von  der  Reihe  (14)  zu  machen,  wollen  wir  damit  beginnen, 
dieselbe  auf  folgende  Form  zu  bringen: 

(«  +  y)  log(l  +  4)  =  1  +  3(2n+l)«  +  6(2^-1)-'  +  •  •  •• 
Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  hat  offenbar  eine  Summe,  die  kleiner  als 

^  ■*■  T  \(2n-f  1)*  "^  (2n+l)*  "l         /  ""  "^  "*"  12n(n  +  l) 
ist.     Daraus  folgt 

oder,  wenn  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeri  zurückgeht, 

(16)  e<{l+  4^)"^^  <  e'^i««<"  +  i>. 
Dies  vorausgeschickt  setzen  wir 

(17)  a„  -  — -j 

n      » 
und  bemerken,  daß 

ist.     Die  Ungleichungen  (16)  werden 


a. 


1  <-:!»-<ei«"(«  +  i), 
d.  h. 


«»+1 


1 


1 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  Zahlen  a^e  ^'"  gleichzeitig  mit  n 
wachsen,  indem  sie  kleiner  bleiben  als  die  Zahlen  a^,  welche  ihrerseits 
eine  abnehmende  Folge  bilden.  Die  einen  wie  die  andern  Zahlen  haben 
also  endliche  Grenzwerte,  die  notwendig  einander  gleich  sind,  und  wenn 
man  setzt 

lima^  =  lim a^e   ***  =  a , 

n  =  00  n  =  OD 
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80  hat  man  fEbr  jeden  Wert  von  n 

a^e   **"<a<a,,     d.h.  a^a^e   "* 
f&r    einen    passenden  Wert  von  6  zwischen  0  und    1.     Ersetzt  man  a^ 

n  ^. n  J.  __ 

durch  den  Ausdruck  (17),  so  erhält  man  n\  =>  an      *  e        ^'".     Im  fol- 
genden werden  wir  sehen ,  daß  a  »  y^2jr  ist.     Schreiben  wir  also  schon 

jetzt 

^  e 


l-2*3*4<**n»  y2nn  •  n  e 

Dies  ist  die  Formel  von  Stirling,  welche  den  Wert  von  n!  mit  großer 
Annfthemng  zu  berechnen  gestattet,  wenn  n  sehr  groß  ist. 

222«    BinomialreUie.     So  nennt  man  die  Reihe 

m  m(m-l)    o       m(m-l)(m-2)    , 

^^   1  *^       1.2      ^   ^  1.2.3  *   ^ 

Es  wird  nämlich  im  folgenden  bewiesen  werden,  daß,  so  oft  sie  kon- 
vergiert (außer  för  w  =  0  und  x  =  —  1),  ihre  Summe  (1  +  x)^  ist,  so 
daß  man  im  besondem,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die  be- 
kannte^) Entwickelung  von  (1  -f  jr)"*  in  ein  Polynom  von  m  -f  1  Gliedern 
wiederfindet  Für  welche  Werte  von  x  und  von  m  konvergiert 
die  Binomialreihe?  Um  auf  diese  Frage  zu  antworten,  ist  es  vorteil- 
haft, der  Beihe  die  Form  zu  geben 

indem  man  setzt 

wo  fi  '^  m  +  1  ist.  Es  sind  also,  wenn  n  wächst,  die  Koeffizienten 
schließlich  alle  von  demselben  Vorzeichen,  da 


lim 


ist.  Daraus  folgt,  daß  der  absolute  Betrag  des  Verhältnisses  eines  Gliedes 
zu  dem  vorhergehenden  Gliede  als  Grenzwert  den  absoluten  Betrag  von  x 
hat.  Es  gilt  also  (wenn  wir  für  o?  <  0  den  §  210,  femer  för  o;  >  0 
den  §  190  heranziehen)  folgendes:  Die  Beihe  konvergiert  für  |a;|<l 
und  konvergiert  nicht  für  |  a;  |  >  1 ,  welches  auch  der  Wert  von  m  sein 
mag.  Kit  andern  Worten,  die  Binomialreihe  läßt  (—1,  l)  als  Eon- 
vergenzintervaU  zu.  Es  bleibt  uns  aber  noch  übrig,  ihren  Charakter  an 
den  Grenzen  dieses  Intervalls  zu  untersuchen.  Nun  lautet  aber  für  x  =»  —  1 
unsere  Beihe  0©  +  «i  +  Oj  +  •  •  • ,  und  da 


limn(— ^^ 1)  «=  lim — ^  =  u 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  28. 


156  n,  8.    Theorie  der  Reihen.  §§  222—223 

ist,  80  konvergiert  sie  für  m  >  0  (und  anch  fflr  m  =  O),  divergiert  da- 
gegen für  m < 0.  Pur  a:  =  1  lautet  unsere  Reihe  Oq  —  «i  +  Oj  —  •  •  •,  und 
ihre  Glieder  haben  daher  schließlich  abwechselnde  Vorzeichen.  Daraus 
folgt,  daß  die  Reihe  nicht  konvergiert,  wenn  man  schließlich  (^n^ct^-i 
hat.  Dies  ist  der  Fall  für  m  ^  —  1 .  Sie  konvergiert  dagegen  fiir 
w>— -1,  da  unter  dieser  Voraussetzung  nicht  nur  «,» <  fl„_t  ist  für 
genügend  großes  n,  sondern  auch  lim  a„  =  0.  In  der  Tat  hat  man, 
wenn  v>w  fixiert  ist,  **=* 

femer,  wenn  man  sich  an  die  Divergenz  der  harmonischen  Reihe  er- 
innert, lim(ay/aj  =  cx)   und  endlich  lima„  =  0.     Es  ist  also,   um    zu- 

sammenzufassen,  das  Konvergenzintervall  der  Binomialreihe( — 1,1); 
man  muß  jedoch  beide  Grenzen  ausschließen,  wenn  m  nicht 
größer  als  —  1  ist,  und  nur  die  untere  Grenze,  wenn  m  zwar 
—  1  übertrifft,  aber  negativ  ist. 

223.  Bereohnnng  der  numerisolien  Wurseln«  Man  kann  die 
Binomiakeihe  anwenden  zur  Aufsuchung  von  mehr  oder  weniger  ein- 
fachen arithmetischen  Regeln  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  aus  Zahlen. 
Wir  wollen  uns  z.  B.  auf  die  Quadratwurzeln  beschränken.  Wenn  die 
ganze  Zahl  N  gegeben  ist  und  mit  a^  die  größte  Quadratzahl  bezeichnet 
wird,  welche  sie  nicht  übertrifft,  so  hat  man,  nachdem  ^=«  a*  -f  a?  ge- 
setzt worden  ist, 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  konvergiert  sehr  rasch,  wenn  das  Ver- 
hältnis -y  genügend  klein  ist.     Übrigens  ist  klar,  daß  man,  weil 

a^£N<{a+  1)* 

ist,  0^a?<2a-f-  1  hat  oder 

Q^^       2a  +  l 

^  =  a«  ^      «•      ^  ^ ' 

vorausgesetzt,  daß  N  größer  ist  als  9.  Diese  letzte  Annahme  ist  immer 
erlaubt,  da  es,  wenn  die  Zahl  N  zu  klein  wäre,  genügen  würde  sie  mit 
einem  vollkonmienen  Quadrat  k^  zu  multiplizieren,  die  Wurzel  aus  ^'^ 
auszuziehen  und  das  Resultat  durch  h  zu  dividieren.  Da  nun  die  Glieder 
der  Reibe  abgesehen  vom  ersten  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so 
können  wir  mit  einem  beliebigen  Gliede  schließen  und  sieber  sein,  daß 
der  begangene  Fehler  den  absoluten  Betrag  des  folgenden  Gliedes  nicht 
übertrifffc.  Man  kann  auch  durch  successive  Annäherungen  vor- 
gehen, indem  man  als  erste  Annäherung  von  yN  den  Wert  a|  wählt, 
den  man  erhält,  wenn  man  sich  in  der  Reihe  auf  wenige  Glieder  be- 
schränkt, z.  B.  auf  die  drei  ersten: 


2a       8a* 
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Beschränkte  man  sich  anf  die  beiden  ersten  Glieder,  so  würde  man  das 
bekannte  Verfahren^)  zur  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  wiederfinden. 
Es  sei  femer  N  =  a^^  +  x^j  und  man  berechne 

+        55.  Xm 

-      -     äi-gv' 

Ebenso  setze  man  JW «=  Oj*  +  asj,  und  es  sei  €^  =  a^-\-  ^ —  ^-j  u.  s.  w. 

Die  Zahlen  Oj,  o^,  o^,  ...  konvergieren  rasch  nach  dem  Werte  yN.    In 

der  Tat  ist   der  relative  Fehler,    den   man    macht,   wenn   man  a^  als 

/ —  X*         Ö'  X 

Wert  von  yN  annimmt,  kleiner  als  Tg— e  <  t«,  wenn  -f  <  ö  ist.  An- 
dererseits ist 

mithin  der  bei  der  zweiten  Annäherung  begangene  Fehler  kleiner  als 
la~6  '^  Ö18  9  ^^^  ebenso  findet  man  die  bei  den  weiteren  Annfthenmgen 

*^^  *  0*1        ßii        0i*9 

begangenen  Fehler  kleiner  als 


40  9     Olli  )     0864  9 


240  »     2"!  '     2 


Wntlnft  der  Anordnung  der  CHleder  anf  den  Charakter 

der  Beuten. 

224.  Definitionen.  Wir  werden  von  zwei  Reihen  sagen^  daß 
sie  sich  nur  durch  die  Anordnung  der  Glieder  unterscheiden^ 
wenn  jedes  Glied;  welches  eine  gewisse  Anzahl  von  Malen  in  der 
einen  vorkommt  ^  ebenso  viele  Male  in  der  andern  vorkommt  und 
umgekehrt  Dabei  sehen  wir  von  den  verschwindenden  Gliedern  ab. 
Die  Anordnung  der  Glieder  einer  Reihe  abändern  heißt  eine 
andre  Reihe  konstruieren,  die  sich  von  der  ersten  nur  durch  die  An- 
ordnung der  Glieder  unterscheidet.  In  diesen  Definitionen  ist  die 
Yoraussetzung  enthalten,  daß  ein  und  dasselbe  Glied  in  jeder  Reihe 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  auftritt.  Damit  femer  eine 
ümordnnng  der  Glieder  wohl  definiert  sei,  ist  es  nötig  in  eindeutiger 
Weise  die  Stelle  n'  angeben  zu  können,  an  welche  das  Glied  von  der 
Stelle  n  hinkommen  soll.  Auf  diese  Weise  entspricht  jedem  end- 
lichen Werte  von  n  ein  endlicher  Wert  von  n';  denn  sagt  man,  daß 
tt,  ins  Unendliche  rücken  soll,  so  ist  das  keine  Bestimmung  der 
Stelle^  welche  %  nach  der  ümordnung  einnehmen  soll. 

225«  Es  entsteht  nun  von  .selbst  die  Frage:  Ist  es  erlaubt 
die  Anordnung  der  Glieder  einer  Reihe  zu  ändern?  Wir 
werden  sehen,  daß  dies  nicht  immer  erlaubt  ist,  weil  eine  ümordnung 


1)  Baltser,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  8  16. 
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der  Glieder  nicht  nur  den  Wert  der  Summe  der  Reihe  beeinflussen 
kanU;  falls  diese  konvergent  ist,  sondern  auch  den  Charakter  der 
Reihe  selbst.  Inzwischen  werden  wir  sagen,  daß  eine  Reihe  ab- 
solut konvergent  oder  absolut  divergent  ist^  wenn  sie  ihren 
Charakter  bewahrt,  welches  auch  die  Anordnung  der  Glieder  sein 
mag.  Wir  werden  beweisen,  daß  bei  solchen  ReUien  nicht  blos  der 
Charakter  unveränderlich  ist,  sondern  auch  der  Wert  der  Summe. 
Einfach  konvergent  oder  einfach  divergent  werden  wir  jede 
konvergente  oder  divergente  Reihe  nennen,  welche  es  nicht  absolut  ist. 

226.    Wir  wollen  uns  auf  das  Studium  derjenigen  Reihen  be- 
schränken, bei  welchen  man  limu^«0  hat,   da   auf  solche  Reihen 

immer  die  Abänderung  der  Anordnung  der  Glieder  anwendbar  ist^ 
wie  wir  sie  in  §  224  definiert  haben.     Vor  allen  Dingen  kann  bei 

einer  jeden  von  diesen  Reihen  ein  Glied  a  ^  0  nicht  unendlich  oft 


gewählt  wird,  so  gibt 
u^  I  <  £  ist,  so  daß  die 


vorkommen;  denn  wenn  s  zwischen  0  und  |  a 
es  eine  Zahl  v  derart,  daß  fQr  n  >  t/  immer 
Glieder,  welche  gleich  a  sind,  notwendig  unter  den  v  ersten  enthalten 
sind  und  daher  ihre  Angiahl  v  nicht  übertrifft.  Überdies  bleibt  der 
Umstand,  daß  das  allgemeine  Glied  den  Grenzwert  Null 
hat,  bei  jeder  ümordnung  erhalten.  In  der  Tat  sei  v  die 
Stelle,  die  nach  der  TJmordnung  dasjenige  von  den  Gliedern  u^ , 
f<29  • .  •;  u^  einnimmt,  welches  in  der  neuen  Reihe  rechts  von  allen 
andern  zu  stehen  kommt.  Unter  den  ersten  v  Gliedern  dieser  Reihe 
sind  also  alle  Glieder  zu  suchen,  deren  absoluter  Betrag  nicht  kleiner 
ist  als  £.  Wenn  s  gegeben  ist,  so  gibt  es  also  eine  Zahl  v  derart, 
daß  für  n>v  immer  |  u^  {  <  £  ist.  Also  ist  auch  nach  der  Üm- 
ordnung limu^  «=  0. 

227.  Theorem  L  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
kann  nur  absolut  konvergent  oder  absolut   divergent   sein. 

Wenn  die  Reihe  divergent  ist,  so  werde  in  ihr  eine  Ümordnung 
der  Glieder  vorgenommen,  und  es  sei  «x'  +  Wj'  +  w,'  -f  •  •  •  die 
Reihe,  welche  man  erhält.  Wenn  man  in  dieser  n'  Glieder  nimmt, 
unter  denen  sich  alle  Glieder  von  S^  befinden,  so  hat  man  ffn'  >  /S^, 
und  da  nach  der  Voraussetzung  /S^  jede  Grenze  überschreitet,  wenn  n 
ins  Unendliche  wächst,  so  gilt  dasselbe  von  Sn',  da  n  ^  n)  mit  n 
unbegrenzt  zunimmt.  Die  Reihe  bleibt  also  divergent  trotz  der 
eingetretenen  Ümordnung.  Wenn  femer  die  Reihe  konvergent  ist, 
so  nehme  man  in  ihr  die  n  ersten  Glieder,  und  es  sei  n  groß  genug, 
damit  xmter  ihnen  die  n'  Glieder  von  jS^'  enthalten  sind.  Dann  ist 
Sn'  ^  8^,  und  da  nach  der  Voraussetzung  8^  nach  einem  Grenzwert  S 
konvergiert,  wenn  n  und  daher  n  ins  Unendliche  WBchst,  so  kann 
man  das  Gleiche  von  S'n'  sagen,  welches  mit  n'  zunimmt.  Die  Reihe 
bleibt  also  konvergent. 


§1 288 — 289  Einfluß  der  Anordnung  der  Glieder  anf  den  Charakter  der  Reihen.  159 

238.  In  dem  letztbehandelten  Falle  hat  man  überdies  S'  ^  S. 
Wenn  dagegen  in  der  zweiten  Reihe  n'  Glieder  genommen  werden^  die 
unter  sich  die  n  Glieder  von  S^  enthalten,  so  ist  Ä'  ^  8^.  Mithin 
ist,  da  wir  bereits  die  Existenz  von  S'  bewiesen  haben,  gleichzeitig 
S^'^S.  Also  ist  S^  =  Ä  Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daB  eine 
ümordnung  der  Glieder  in  einer  konvergenten  Reihe  mit  po- 
sitiven Gliedern  nicht  nur  die  Konvergenz  der  Reihe  nicht 
aufhebt,  sondern  auch  die  Summe  ungeändert  läBt. 

229,  Theorem  IL  Es  sei  eine  Reihe  gegeben,  deren 
Glieder  nach  dem  Grenzwert  Null  konvergieren,  und 

«i  +  Oj  +  ^H f    ^i  +  ^j  +  ^sH 

seien  bezüglich  die  Reihen,  welche  aus  den  positiven 
Gliedern  und  aus  den  absoluten  Beträgen  der  negativen 
Glieder  bestehen,  und  zwar  in  der  Anordnung,  in  der  man 
sie  vorfindet.  Wenn  die  Reihen  (a)  und  (h)  konvergent 
sind,  so  ist  die  gegebene  Reihe  absolut  konvergent  Wenn 
nur  eine  von  diesen  Reihen  konvergent  ist,  so  ist  die  ge- 
gebene Reihe  absolut  divergent.  Wenn  die  beiden  Reihen 
divergent  sind,  so  hängt  der  Charakter  der  gegebenen  Reihe 
von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  ab,  weil  man  durch  ge- 
eignete ümordnungen  bewirken  kann,  daß  die  Reihe  kon- 
vergent, divergent  oder  unbestimmt  wird;  und  wenn  sie 
konvergent  ist,  so  kann  man  erreichen,  daß  ihre  Summe 
jeden  beliebigen  Wert  annimmt^). 

a)  Wenn  man  die  n  ersten  Glieder  der  Reihe  betrachtet  und 
annimmt,  daß  a  von  ihnen  positiv  und  ß  negativ  seien,  so  wird,  wenn 
man  mit  A^  und  B^  die  Summen  der  n  ersten  Glieder  der  Reihen  (a) 
und  (b)  bezeichnet, 

(18)  S^^A,-  Bß 

sein.  Man  bemerke,  daß  die  Zahlen  a  und  ß  gleichzeitig  mit  n  un- 
begrenzt wachsen.  Sonst  würden  nämlich  in  der  Reihe  schließlich  alle 
Glieder  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Wenn  nun  die  beiden  Reihen 
konvergent  sind,  so  konvergiert  S^  nach  dem  Grenzwert  8  ^  A  —  By 
mithin  ist  die  betrachtete  Reihe  konvergent.  Sie  konvergiert  femer 
absolut,  da  wir  in  §  227  gesehen  haben,  daß  man  sowohl  in  (a)  als 
auch  in  (&)  die  Glieder  beliebig  umordnen  kann,  ohne  daß  diese 
Reihen  aufhören  zu  konvergieren,  ohne  daß  mithin  die  gegebene 
Reihe  zu  konvergieren  aufhört. 

b)  Wenn   die   eine   Reihe    konvergent    und    die    andere    Reihe 

1)  Das  Theorem  wnrde  von  Riemann  im  Jahre  1834  angegeben.  Siehe 
,,B.  BiemamiB  ges.  math.  Werke**  (p.  221). 
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divergent  ist^  so  wächst  S^  dem  absoluten  Betr^e  nach  über  alle 
(Frenzen.  Die  betrachtete  Reihe  ist  also  divergent ^  und  zwar  absolut, 
nach  dem  in  §  227  Gesagten. 

c)  Es  seien  nunmehr  die  Reihen  (a)  und  (b)  divergent.  Die 
Gleichung  (18)  sagt  uns  nichts  mehr,  da  Ä^  und  JBL  über  alle 
Ghrenzen  wachsen,  ohne  daß  es  erlaubt  ist,  irgend  etwas  über  die  Art 
und  Weise,  wie  ihre  Differenz  variiert,  zu  behaupten.  Man  muß  also 
andere  Betrachtungen  zu  Hilfe  nehmen.  Zunächst  wollen  wir  zeigen, 
daß  man  die  Glieder  der  gegebenen  Reihe  in  der  Weise  anordnen 
kann,  daß  dieselbe  konvergent  ist  und  eine  a  priori  angegebene 
Summe  6  hat.  Man  nehme  so  viele  Glieder  der  Reihe  (a),  als  ge- 
rade nötig  sind  um  eine  Summe  zu  bUden,  die  größer  als  (T  ist,  so 
daß  a^  +  «2  +  •  •  •  +  a^  >  tf ,  dagegen  aj^+  a^  -] +  a^_i  ^  6  oder 

ist.  Dies  ist  immer  möglich,  da  die  Reihe  (a)  als  divergent  voraus- 
gesetzt wird.  Ebenso  gestattet  es  die  Divergenz  der  Reihe  (b),  von 
S^  so  viele  Glieder  der  genannten  Reihe  abzuziehen,  als  gerade 
nötig  sind,  um  eine  Summe  zu  erhalten,  die  nicht  größer  ist  als  6, 
so  daß 

«1  +  «2  H h  %  —  ii^h K^^f 

«i  +  «iH höP^  —  &i  —  6, 6y_i  >  tf 

oder 

ist.  In  analoger  Weise  addiere  man  ^i  neue  Glieder  von  (a)  und 
subtrahiere  darauf  v  Glieder  von  (b)  und  setze  diese  Eonslanktion 
von  Summen  fort,  welche  die  kleinstmöglichen  Oszillationen  um  fj 
ausführen.     Die  bisherigen  Ungleichungen  und  die  weiteren 

^^  +  y  +  /«'  +  r'  +  fi"  ^  ^9  ^ft  +  y  +  /i'  +  v'  +  /i"-l  ^  ^ f 


kann  man  folgendermaßen  schreiben: 


Sie  zeigen,  daß,  wenn  man  n  die  Werte 

(19)  jx,  fi  +  v,  /x  + v  +  ft',  ii  +  v  +  ii  +v,  ii  +  v  +  ii'  +  v+ii'',  ... 
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erteilt^  die  Differenzen  zwischen  8^  and  6  dem  absoluten  Betrage 
nach  die  Glieder  der  Reihe 

nicht  übertreffen;  welche  nach  der  Yoranssetzong  den  Ghrenzwert  Null 
haben.  '  Man  hat  also 

(20)  Hm/S,  =  <f, 

wenn  n  die  Folge  (19)  durchläuft.  Wenn  nun  n  nicht  dieser  Folge 
angehört,  so  ist  es  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der- 
selben, i  und  j,  enthalten,  und  man  hat 

S^<8^<Sj    oder    St>8^>8^, 

je  nachdem  i  eine  gerade  Stelle  oder  eine  ungerade  Stelle  in  der 
Folge  (19)  einnimmt.  8^  ist  also  immer  zwischen  zwei  Zahlen  ent- 
halten, die  den  Grenzwert  6  haben,  und  die  Gleichung  (20)  be- 
steht also  ohne  Einschränkungen.  Um  ferner  zu  beweisen,  daß  die 
Reihe  divergent  oder  unbestimmt  werden  kann,  genügt  es  die 
obigen  Überlegungen  zu  wiederholen,  indem  man  6  durch  eine  mit  n 
yeranderliche  Größe  ersetzt,  die  mit  wachsendem  n  unendlich  zunimmt 
oder  keinen  bestimmten  Grenzwert  hat. 

230.  Theorem  m.  Für  die  absolute  Konvergenz  einer 
Reihe  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  aus  den  ab- 
soluten Beträgen  der  Glieder  gebildete  Reihe  konvergiert^). 

Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  der  absoluten  Be- 
trage ist  A^  +  Ba.  Diese  Reihe  ist  also  divergent,  wenn  wenigstens 
eine  der  Reihen  (a)  und  (b)  divergent  ist,  und  sie  ist  konvergent  nur 
im  Falle  der  gleichzeitigen  Konvergenz  dieser  Reihen.  Auf  Grund 
des  vorigen  Theorems  wird  diese  gleichzeitige  Konvergenz  immer 
und  nur  im  Falle  der  absoluten  Konvergenz  der  vorgelegten  Reihe 
stattfinden. 

231.  Theorem  IV.  Die  Summe  einer  absolut  konver- 
genten Reihe  bleibt  bei  jeder  beliebigen  ümordnung  der 
Glieder  ungeändert. 

Wir  haben  gesehen,  daß  im  Falle  der  absoluten  Konvergenz  die 
Reihen  (a)  und  (b)  konvergent  sind.  Die  Summe  der  n  ersten  Glieder 
A^  —  Bß  wird  nach  einer  TJmordnung  der  Glieder  A^»  —  Bß»,  Aber 
die  konvergente  Reihe  (a)  hat  positive  Glieder,  und  wir  haben 
bereits  bewiesen  (§  228),  daß  die  Summe  einer  solchen  Reihe  unab- 
hängig von  der  Anordnung  der  Glieder  ist,  so  daß  mit  dem  Zunehmen 
von  a  oder  von  a   sich  A„  und  A^'  einem  und  demselben  Grenzwerte 


1)  Dieflea  wichtige  Theorem  verdankt  man  Lejeune-Dirichlet  (Grelles 
Jotunal,  1829). 
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nähern.  Ähnliches  gilt  von  B^  und  Sß'y  welche  sich  dem  Grenz- 
wert B  nähern.  Also  ist  die  Summe  der  vorgelegten  Reihe  immer 
S^A-B, 

232.  Theorem  V.  Wenn  die  Glieder  einer  einfach  kon- 
vergenten Reihe  dem  absoluten  Betrage  nach  abnehmend 
aufeinander  folgen^  so  kann  das  Verhältnis  zwischen  der 
Anzahl  der  positiven  Glieder  und  derjenigen  der  nega- 
tiven Glieder^  die  unter  den  n  ersten  enthalten  sind,  für 
unendliches  n  nicht  einen  von  der  Einheit  verschiedenen 
Grenzwert  haben^). 

Nimmt  man  a^  =»  1  oder  a^=^  -r-l,  je  nachdem  das  allgemeine 
Glied ^  dessen  absoluten  Betrag  wir  mit  u^  bezeichnen,  positiv  oder 
negativ  ist,  so  kann  man  der  vorgelegten  Reihe  die  Form 

geben.  Auf  Grund  dbs  Theorems  von  Dirichlet  ist  die  Reihe 
Ml  +  t«2  +  Wj  +  •  •  •  divei^ent.  Überdies  konvergieren  ihre  Glieder 
abnehmend  nach  Null,  mithin  hat  man  (§  145) 

lim^+^'+     •'+gg  =  lim«i^l+««S  +  -     •  +  ^n^n   _  0, 

vorausgesetzt,  daß  der  erste  Grenzwert  existiert.  Beachtet  man  nun, 
daß  «1  +  «8  +  •  •  •  +  ^j»  glöich  dem  Überschuß  der  Anzahl  der  posi- 
tiven Glieder  über  diejenige  der  negativen  Glieder  ist,  so  sieht  man, 
daß  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  dieser  beiden  Zahlen 

n-K+«.  +  -  +  «J  l-i-(«.+«.+   -+«,) 

ist,  d.  h.  die  positiven  Glieder  sind  ebenso  häufig  wie  die 
negativen. 

233.  Übungen,  a)  Die  Reihe  l  +  i-i  +  i  +  i-i  +  T  +  --  • 
kann  höchstens  einfach  konvergieren,  da  die  aus  den  absoluten  Beträgen 
der  Glieder  gebildete  Reihe  divergiert.  Bemerkt  man  indessen,  daß  diese 
absoluten  Beträge  abnehmend  aufeinander  folgen,  und  daß  die  positiven 
Glieder  häufiger  sind  als  die  negativen,  so  genügt  dies  auf  Grund  des 
letzten  Theorems  um  zu  behaupten,  daß  die  vorgelegte  Reihe  nicht  kon- 
vergent ist.  und  in  der  Tat  erkennt  nmn  mit  Hilfe  der  Formel  (l),  daß 
die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ins  unendliche  wächst  wie  ylogn. 

b)  Die  Reihe  1 -H — !-••■  ist  offenbar  unbestimmt  für 

1)  Siehe  im  „Bulletin  des  Sciences  math.  et  aetr/^  (1S88)  einen  geistreichen 
Beweis  dieses  Theorems,  den  wir  G.  Bagnera  verdanken. 
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1?  ^  0 ,  da  ihre  Glieder  abwechselnde  Vorzeichen  haben  nnd  nicht  nach 
Null  konvergieren.  Sie  ist  dagegen  konvergent  fOr  i>  >  0,  da  in  diesem 
Falle  die  absoluten  Betrftge  der  Glieder  beständig  abnehmend  nach  Null 
konvergieren.  Andrerseits  wissen  wir  (§  212,  a),  daß,  wenn  man  alle 
Glieder  positiv  nimmt,  die  so  erhaltene  Beihe  nur  für  jp  ]>  1  konvergiert. 
Also  ist  die  betrachtete  Beihe 

absolut  konvergent  fOr  j9  >  1 , 
einfach  konvergent     „    0<j9^1, 
unbestimmt  „   P  ^0. 

c)  Im  besondem  konvergiert  einfiich  die  Beihe 

^  »»8  4     •  ' 

mithin  muß  man  nach  dem  Theorem  von  Biemann  die  Anordnung  der 
Glieder  derart  ändern  können,  daß  die  Summe  der  Beihe  einen  beliebig 
gegebenen  Wert  ö  annimmt.  Wir  wollen  zeigen,  daß  man  hierzu  gelangt, 
indem  man  die  Glieder  derart  umordnet,  daß  die  Wahrscheinlichkeit,  in 
der  neuen  Beihe  ein  positives  Glied  zu  finden 

ist,  vorausgesetzt,  daß  man  die  Beihenfolge  der  Glieder  gleichen  Zeichens 
ungeändert  l&ßt.  In  der  Tat,  wenn  imter  den  n  ersten  Gliedern  der 
neuen  Beihe  a  positive  und  ß  negative  sind,  und  wenn  man  für  un- 
endliches n 

a  ß 

lim  —  -»  ür  und  folglich  lim  —  «■  1  —  ?sr 
hat,  so  kann  man  schreiben 

femer  unter  Zuhilfenahme  unserer  Formel  (1) 

S,~S,,-\S,-  AJT^  -  log2«  -  |log«^  +  ^^  _  i(^^  +  p^) 
und  endlich  ffir  unendliches  n 


5_4,üniog^-log(2y^ 


Setzt  man  den  letzten  Ausdruck  gleich  c  und  berechnet  daraus  "Gsf^  so 
findet  man  gerade  die  Formel  (21).  Wenn  man  z.  B.  haben  will,  daß 
die  Summe  der  Beihe  tmge&ndert  bleibt,  so  muß  a  »  log  2  sein,  folglich 
TZr  ai-  y.  Es  ist  also  notwendig,  daß  die  positiven  Glieder  ebenso 
häufig  bleiben  wie  die  negativen.     Z.  B.  ist 

i  +  i-i-i  +  i  +  |-i-¥  +  i  +  ----iog2. 

Ebenso  ist  es,  wenn  die  Summe  null  sein  soll,  erforderlich  in  (21)  <r»0 
zu  setzen,  woraus  sich  ergibt  tar  =»  -J-.     Z.  B.  ist 

•■'  S  4  6  8     •     8  10         18         14         16     •     6  ^  * 

11* 
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d)  Es  werde  wieder  die  Binomialreihe  betrachtet,  um  zu  ermitteln, 
in  welchen  Fällen  ihre  Eonyergenz  absolut  ist.  Wir  haben  gesehen 
(§  222),  daß,  wenn  x  negativ  ist,  die  Glieder  schließlich  alle  dasselbe 
Vorzeichen  haben  und  daher  (§  227)  die  Beihe  in  dem  Intervalle 
(--  1,  0),  die  obere  Grenze  nicht  ausgeschlossen,  absolut  konvergiert,  was 
auch  m  sein  mag.  Daraus  folgt  auf  Grund  des  Theorems  von  Dirichlet, 
daß  die  Konvergenz  auch  in  dem  Intervalle  (0,  l)  mit  Ausschluß  der 
oberen  Grenze  absolut  ist.  Die  einfache  Konvergenz  kann  man  also  nur 
fOr  a; »  1  haben,  und  man  hat  sie  für  diejenigen  Werte  von  m,  für 
welche  die  Beihe  nicht  konvergiert,  wenn  x  —  —  1  ist.  Wenn  wir  uns 
also  erinnern,  daß  die  Beihe,  wenn  a?  =  —  1  ist,  nur  für  m  ^  0  kon- 
vergiert, während  sie  im  Falle  «  =  1  für  w  >  —  1  konvergiert,  so  ge- 
langen wir  zu  dem  Schluß,  daß  die  Binomialreihe  einfach  kon- 
vergiert nur  für  x—1  und  für  Werte  von  m  zwischen  —  1 
und  0,  diese  selbst  ausgeschlossen. 

e)  Setzt  man  z.  B.  in  der  Binomialreihe  o;  «=  1 ,  so  erhält  man  die 
Formel 

om  ^  1  -L  ^  J-  ^(^^  —  ^)    1   w(m  — l)(m  — 2) 

"^l"*"        12        ^  1-2-8  "•  ' 

welche  nur  fGür  m  >  —  1  gilt.  Es  ist  aber  wichtig  zu  wissen,  daß  es, 
wenn  m  negativ  ist,  nicht  erlaubt  ist,  die  Anordnung  der  Glieder 
zu  ändern.  Wenn  man  dagegen  f»  »  y  setzt,  während  man  x  beliebig 
läßt,  so  erhält  man  die  Formel 

die  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder  gültig  ist  fELr  jeden 
Wert  von  ar,  dessen  absoluter  Betrag  nicht  größer  ist  als  1.  Für  wi«  —  J- 
findet  man  eine  andre  wichtige  Formel 

1  ^  1        ,    1-8    •       1-8.6    .    ,    18. 6-7    . 

yj^T^        ^  2"^^2-4  24-6       ^2. 4-6-8  ' 

die  fOr  jeden  Wert  von  x  gültig  ist,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  ist 
als  1.  Sie  besteht  auch  für  rr  =  1,  aber  in  diesem  Falle  ist  es  nicht 
erlaubt  die  Anordnung  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  zu 
ändern. 


Operationen  mit  Belhen. 

234.  Definitionen.  Sind  zwei  Reihen  durch  die  allgemeinen 
GUeder  u^  und  v„  gegeben^  so  heißt  sie  addieren  die  Reihe  bilden^ 
welche  als  allgemeines  Glied 

hat,  sie  multiplizieren  heißt  die  Reihe  bilden,  die  als  allgemeines 
GUed 


§§  234— 2S7  Operationen  mit  Reihen.  165 

hat.    Die  erste  Reihe  heißt  die  Summe  und  die  zweite  das  Produkt 
der  betrachteten  Reihen. 

235.  Theorem  L  Die  Addition  von  zwei  konvergenten 
Reihen  gibt  Anlaß  zu  einer  konrergenten  Reihe^  deren 
Summe  man  durch  Addition  der  Summen  der  gegebenen 
Reihen  findet. 

Wenn  ü^  und  F,  die  Summen  der  n  ersten  Glieder  der  ge- 
gebenen Reihen  sind,  so  ist  die  analoge  Summe  fQr  die  Summenreihe 

=  K  +  W,  +  •  •  •  +  tO  +  K  +  t?,  +  •  •  •  +  O  =  ^«  +  ^n- 

Also  konvergiert  W^  för  unendliches  n  nach  dem  Grenzwert  W^  U+  F. 
Man  bemerke,  daß  das  Theorem  für  jede  beliebige  endliche  Anzahl 
von  Reihen  gilt.  Dagegen  werden  wir  weiter  unten  sehen^  daß 
es  durchaus  nicht  immer  besteht ,  wenn  man  es  mit  unendlich  vielen 
Reihen  zu  tun  hat. 

236.  Theorem  n.  (Theorem  von  Abel.)  Wenn  die  Multi- 
plikation von  zwei  konvergenten  Reihen  eine  konvergente 
Reihe  hervorbringt,  so  hat  diese  als  Summe  das  Produkt 
der  Summen  der  gegebenen  Reihen. 

Durch  Addition  der  n  ersten  Glieder  der  Produktreihe 

erhalt  man 

(22)  W,  -  M^F.  +  «,F,_i  +  «,F,_,  +  . . .  +  tt,F„ 
ferner  durch  erneute  Summation  und  Division  durch  n 

(23)  ^(W,  +  TT,  +  .  ■ .  +  TTJ  =  i(U,V,+  U,V,_,  +  ■••  +  U,V,). 

Da  die  drei  Reihen  als  konvergent  vorausgesetzt  werden,  so  existieren 
die  Grenzwerte  Uy  F,  W  von  U^,  F^,  W^  für  unendliches  n.  Folglich 
existieren  (§§  142,  a;  144)  die  Grenzwerte  der  beiden  Seiten  von  (23) 
und  sind  W  und  UV.    Also  ist  1F=  UV. 

237.  Bemerkungen,  a)  Die  Multiplikation  von  zwei  konver- 
genten Reihen  kann  eine  unbestimmte  Reihe  hervorbringen.  Sie 
bringt  niemals  eine  divergente  Reihe  hervor,  da  sonst  die  linke  Seite 
von  (23)  wie  W^  über  alle  Grenzen  wachsen  würde  anstatt  sich  dem 
Gh-enzwert  UV  im  nähern,  um  femer  zu  zeigen,  daß  die  Produkt- 
reihe tatsächlich  unbestimmt  sein  kann,  multipliziere  man  miteinander 
die  Reihen 

/o^x     1  _  1   ,  i.  _  1  .  J_ ^L    .    JL  _  J_   . 

V-^*;       ^         2   "^   8         4  "^  '      log2       logS  "^  log4       logö  "^  ' 
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welche  beide  konvergent  sind  (§  195).  Daa  allgemeine  Glied  des 
Produktes  konvergiert  nicht  nach  Null^  da  sein  absoluter  Betrag 

log(n+l)  "•"  2log«  "•"  3log(n  — 1)  "^         "^«log2  ^log(n+l) 

schließlich  größer  ist  als  jede  Zahl;  die  kleiner  ist  als  1.  Also  kon- 
vergiert die  Produktreihe  nicht.  Man  bemerke  jedoch;  daß  die 
Reihen  (24)  beide  einfach  konvergent  sind.  Das  Theorem  des 
folgenden  Paragraphen  wird  zeigen,  daß  es  nur  in  diesem  Falle  vor- 
kommen kann,  daß  die  Produktreihe  nicht  konvergent  ist. 

b)  Im  besondem  kann  der  Fall  eintreten ;  daß,  wenn  man  eine 
einfach  konvergente  Reihe  ins  Quadrat  erhebt,  die  dadurch  erhaltene 
Reihe  nicht  konvergent  ist.     Bildet  man  z.  B.  das  Quadrat  von 

i_J_  +  i._-L  +  i-_... 

so  findet  man  eine  Reihe,  deren  aUgemeines  Glied  absolut  genommen 
gleich 


yin       V2(n— 1)       l/8(»  — 2)  ynl 

ist  und  nicht  den  Grenzwert  Null  haben  kann.    In  der  Tat  ist 

yv{n^v+l)  «  |y(n  +  l)*-(«+l~2i;)«  ^  i  (n  +  1) , 

und  die  obige  Summe  besteht  also  aus  n  Brüchen,  die  nicht  kleiner 
sind  als      ,     ;   mithin  ist  sie  schließlich  großer  als  jede  Zahl,   die 

kleiner  als  2  ist. 

c)  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  das  Quadrat  einer  ein- 
fach   konvergenten    Reihe    konvergent    ist      Quadriert    man    z.   B. 

1  -—  y  +  y • ,  so  erhält  man  eine  Reihe,  deren  Glieder  abwechselnd 

positiv    und    negativ    sind.      Der    absolute    Betrag    des    aUgemeinen 
Gliedes  ist 


1«   '    2(«— 1)    '    8(n  — 2)    '  '   «1       n  +  l 

und  konvergiert  beständig  abnehmend  nach  Null,  da 

Iff 2_^   _  2  /  H^    _  1\  >  0 

«      «-1        n  +  l     "        n\n  +  l        «/ 

Erinnert  man  sich  also,  daß  die  Summe  der  betrachteten  Reihe  log  2 
ist,  so  kann  man  auf  Grund  des  Abelschen  Theorems  schreiben 

238.   Theorem  m.    Die  Multiplikation  von  zwei  konver- 
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genten    Beihen^    yon    denen    wenigstens   eine   absolut   kon- 
vergent ist,  bringt  eine  konvergente  Reihe  hervor*). 
Der  Relation  (22)  kann  man  die  Form  geben 

W,  =  MV-  Q,)  +  «,(F-  (,._0  +  . . .  +  «,(F-  pO  =  U,V-  tf„ 

wenn  man  mit  q^  den  Rest  in  der  Reihe  der  v  bezeichnet  und 

setzt.  Wenn  bewiesen  wäre,  daß  ö^  mit  unendlich  zunehmendem  n 
nach  Null   konvergiert,  so   könnte   man   sofort   schreiben 

Tr=limTr„  =  FlimCr,=  UV. 

Alles  reduziert  sich  also  darauf,  zu  beweisen,  daß  6^  den  Grenzwert 
Null  hat.  Man  zerlege  n  in  zwei  Teile  v  und  n  —  y,  deren  jeder 
mit  n  unbegrenzt  zunimmt.  Es  seien  q  und  q'  bezüglich  die  größten 
unter  den  absoluten  Beträgen  von 

Da  die  Reihe  der  v  konvergiert,  so  bleibt  die  Zahl  q  endlich, 
wenn  n  ins  unendliche  wächst.  Überdies  hat  q'  den  Grenzwert 
Null,  da  n  —  1/  gleichzeitig  mit  n  unbegrenzt  zunimmt  und  dabei 
jeder  der  Reste  (>„_y+i,  (>,_y+2;  •••  ^^^  ^^^  konvergiert.  Dies 
vorausgeschickt  kann  man  schreiben 

und  erkennt  sofort,  daß  der  absolute  Betrag  von  6^  nicht  großer 
ist  als 

*'(V  +  <  + 1-  O  +  9(^+1  +  ««i  +  2  + h  O 

-9u:+q{u:^ü^^,. 

wenn  u^',  ti^\  ...  die  absoluten  Beträge  von  u^,  u^,  ...  sind.  Da 
die  Reihe  der  u  absolut  konvergent  ist,  so  ist  auch  die  Reihe 
der  u  konvergent.  Daraus  folgt,  daß  mit  unendlich  zunehmendem  n 
die  Ghroße  27/  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergiert,  mithin 
qUJ  nach  Null.  Ebenso  konvergiert  CT/  —  U/  nach  Null,  mithin 
auch  das  Produkt  dieser  Große  mit  g.    Folglich  ist  limtf,  »0. 

239.  Theorem  IV.  Die  Reihen,  welche  man  durch  Addition 
oder  durch  Multiplikation  von  zwei  absolut  konvergenten 
Reihen  erhält,  sind  absolut  konvergent. 

1)  Dieses  Theorem  wurde  zuerst  von  Cauchy  in  seinem  „Gours  d' Analyse" 
(p.  147)  ausgesprochen  und  bewiesen,  und  zwar  f9r  zwei  absolut  konvergente 
Reihen.  Dann  hat  Mertens  in  Grelles  Journal  (Bd.  79,  p.  182)  gezeigt,  daß  der 
Satz  bestehen  bleibt,  wenn  eine  der  Beihen  einfach  konvergiert.  Den  hier  ent- 
wickelten Beweis  verdankt  man  Jensen  (Nouv.  Gorr.  math.,  1879,  p.  480). 
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Wenn  die  Reihen 

Wl  +  W,  +  Mg  +  .  .  • ,         Vi  +  f?g  +  Vj  +  •  •  • 

absolut  konvergent  sind;  so  konvergieren  auch  auf  Grund  des  Dirichlet- 
schen  Theorems  die  Reihen 

<  +  <  +  <  +  ••  •,     t^i'  +  <  +  V  H , 

welche  aus  den  absoluten  Beträgen  der  Glieder  gebildet  sind.  Mithin 
sind  auf  Ghrund  der  Theoreme  I  und  III  die  Reihen  konvergent, 
welche  durch  die  allgemeinen  Glieder 

u/  +  v^    und    u^'v^  +  M,'t;;_i  -\ h  <t?/ 

definiert  sind.  Bezeichnet  man  nun  mit  w^  den  absoluten  Betrag 
von  w^f  dem  allgemeinen  Gliede  der  Summen-  oder  Produktreihe, 
so  ist  klar,  daß  man  im  Falle  der  Addition  w^  ^  u^  +  ^n  ^^^  ^ 
Falle  der  Multiplikation  w^  ^  ^'^n  +  ^'*^«-i  +  •  ■  •  +  '^n^x  ^^^ 
Also  ist  in  beiden  Fällen  die  Reihe  der  w'.  konvergent,  dÄ  ihre 
Glieder  positiv  und  nicht  größer  sind  als  die  entsprechenden  Glieder 
einer  konvergenten  Reihe.    Also  konvergiert  die  Reihe  der  w  absolut. 


Doppelreihen. 

240«   Definitionen.    Die  Addition  von  unendlich  vielen  Reihen 
führt  zur  Betrachtung  der  Doppelreihen: 

%i  +  %«  +  ^8  +  «14  H 


S^^  sei  die  Summe  aller  Glieder,  die  in  dem  Rechteck  enthalten  sind, 
welches  aus  den  m  ersten  Horizontal-  und  den  n  ersten  Vertikal- 
reihen  gebildet  ist,  d.  L  es  sei 

^mii=        ^    +<h%    +<hl    +'"  +  <hn 

+  Ojil    +0^    +0^8    H 1"  ^« 

+ 

+  »ml  +  »«»  +  «m8  + 1-  ««»• 

Die  Reihe  heißt  konvergent,  wenn  S^^  bei  unendlich  zunehmendem 
m  und  n  nach  einem  Grenzwert  S  konvergiert,  der  von  der  Art  und 
Weise,  wie  m  und  n  variieren,  unabhängig  ist.  Wenn  dagegen  S^^ 
fiber  alle  Grenzen  wächst,  so  ist  die  Reihe  divergent.  Sie  ist  un- 
bestimmt in  jedem  andern  Falle. 
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241.  Eine  Doppelreihe  kann  man  horizontal  summieren^  d.  h. 
man  kann  die  Summen  u^,  ti^,  u^,  ...  der  Horizontalreihen  in  (25) 
nehmen^  nm  damit  die  Reihe  t<i  +  t^s  +  ^  +  *  *  *  zn  bilden.  Die 
Doppelreihe  vertikal  summieren  bedeutet  dagegen  die  Summen  v,, 
v^j  v^j  ...  der  Yertikalreihen  nehmen^  welche  in  dem  Schema  (25) 
dastehen^  um  dann  die  Reihe  Vj  +  t?^  +  t?3  +  •  •  •  zu  bilden.  Wenn 
die  Doppelreihe  konvergent  oder  divergent  ist^  so  sind  die  beiden  so 
erhaltenen  Reihen  konvergent  bezw.  divergent^  und  im  ersten  Falle 
koinzidieren  die  Summen  27  und  V  der  beiden  einfachen  Reihen  mit  dem 
einen  Werte  S^  der  Summe  der  Doppelreihe.  Man  bemerke,  dafi  die 
horizontale  Summierung  einer  Doppelreihe  darin  besteht;  in  S^^  zu- 
erst n  ins  Unendliche  wachsen  zu  lassen^  während  man  m  festhält, 
um  darauf  in  dem  erhaltenen  Grenzwerte  m  unbegrenzt  wachsen  zu 
lassen.  Die  vertikale  Summierung  dagegen  besteht  darin,  zuerst  m 
und  dann  n  unendlich  wachsen  zu  lassen.  Es  stellt  sich  mit  andern 
Worten  bei  den  beiden  Additionsweisen  die  Summe  8  folgender- 
maßen dar: 

S-lim(limO,     S  =  lim(limO. 

Damit  man  die  Reihe  als  konvergent  bezeichnen  könne,  ist  es  notig, 
daß  jede  andere  Additionsweise  dieselbe  Summe  liefert.  Man  wird 
z.  B.  haben  müssen  8  >»  lim  iSL« . 


nsao 


342.  Die  Regel  für  die  Addition  der  Reihen  würde  dazu  führen, 
die  Summen  U  und  F,  wenn  sie  existieren,  einander  gleich  zu 
setzen.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  daß  die  Addition  nach  Yertikal- 
reihen zu  einem  andern  Resultat  führen  kann,  als  man  es  bei  der 
horizontalen  Summation  findet.  Es  ist  außerdem  klar,  daß  die  Gleich- 
heit zwischen  den  beiden  Resultaten  nicht  genügen  würde,  um  die 
Konvergenz  der  Doppelreihe  zu  behaupten,  da  es  vorkommen  kann,  daß 
andere  Arten  m  und  n  unendlich  werden  zu  lassen  andere  Werte  der 
Summe  liefern  oder  sogar  zu  divergenten  oder  unbestimmten  Reihen 
führen.  TJm  Beispiele  von  Doppelreihen  zu  haben,  welche  die  ver- 
schiedenen angegebenen  Besonderheiten  darbieten,  genügt  es,  passende 
Formen  von  8^^  zu  wählen,  da  einer  jeden  in  der  Tat  die  durch  das 
allgemeine  Glied 

^««  "^  ^m%  ~"  (^m,«-l  +  ^«-1,«)  +  ^«-l,«-! 

definierte  Doppelreihe  entspricht,  wobei  diejenigen  5,  bei  welchen  ein 
Index  gleich  NuU  ist,  als  verschwindend  zu  betrachten  sind. 

243*  So  genügt  es,  um  Beispiele  von  unbestimmten  Reihen  zu 
haben,  8^^  die  Werte 

m  mn  mn{m  —  n) 


('+ir. 


w  -f  n  '     (w  +  n)* '       (w  -f  ny 
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zu  erteilen.  Die  erste  Reihe,  horizontal  siumniert,  ist  ersichtlich  divergent, 
während  sie  sich  bei  der  Addition  nach  Yertikalreihen  als  konvergent 
darbietet  mit  einer  Smnme  gleich  der  Einheit.  Dagegen  ist  fOr  m «»  n 
S  =  e  und  durch  andere  geeignete  Arten,  m  und  n  gleichzeitig  ins  un- 
endliche wachsen  zu  lassen,  kann  man  für  S  alle  Werte  erhalten,  die 
größer  als  1  sind,  unter  denselben  umstanden  stellt  sich  die  zweite 
Reihe  als  konvergent  heraus,  und  ihre  Summe  nimmt  die  Werte  0,  1,  y 
an  oder  jeden  beliebigen  andern  Wert,  der  zwischen  0  und  1  enthalten 
ist.  Die  dritte  Reihe  gibt,  horizontal  oder  vertikal  summiert,  iS  =»  0 , 
während  man  fOr  m  =  n  findet  iS  =  -|-.  Endlich  ist  die  vierte  Reihe, 
welche  bei  allen  drei  Additionsweisen  Null  gibt,  dennoch  unbestimmt,  da 
man  durch  andere  passende  Weisen  erreichen  kann,  daß  S^^  nach  jedem 
beliebigen  Grenzwert  konvergiert,  dessen  Quadrat  nicht  gröäer  als  -^  ist. 
Folgendes  ist  übrigens  ein  ganz  einfaches  Beispiel  einer  unbestimmten 
Doppelreihe: 

0+1+0+0+0+' 

-1  +  0+1  +  0  +  0  +  .- 
+  0-1  +  0+ l  +  0  +  .• 
+0+0-l+0+l+.• 


Bei  horizontaler  Sunmiation  erhält  man  1,  bei  vertikaler  —  1.  Allgemein 
ist  S^^  gleich  1,  0,  —  1,  je  nachdem  m  kleiner  als  n,  gleich  n  oder 
größer  als  n  ist.  um  dagegen  unendlich  viele  Beispiele  von  konvergenten 
Doppelreihen  zu  haben  oder  vielmehr  eine  Doppelreihe  zu  konstruieren, 
die  mit  einer  gegebenen  konvergenten  einfachen  Reihe  öj  +  öj  +  Ojj  +  •  •  • 
äquivalent  ist,  betrachte  man 

(»1  -  Oj)  +  (^  -  %)  +  («a  -  Ö4)  +  •  •  • 
+  (öj  -  «»)  +  («8  -  «4)  +  K  -  «5)  +  •  •  • 
+  («8  —  Ö4)  +  («4  —  «5)  +  (%  —  «6)  H 


Wenn  Ä^  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  einfachen  Reihe  ist,  so 
hat  man 

244.  Transformatioii  von  Olausen^).     Es  sei  eine  konvergente 
Doppelreihe  gegeben.     Man  setze 

^n  =  »««  +  (»«,«+!  +  »«+i,J  +  (»«.«+«  +  »»+«,«)  +  •  •  • 
und  bemerke^  daß 

ist,  mithin  U^+V^^  S^^  +  W^.    Da  nun  für  unendLches  n 

lim  17.  =  limF.  =  ümS_  =  S 


'nn 


1)  Crelles  Journal,  in,  p.  94. 
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isty  so  Iiat  man  auch  lirnTT^»  5.  Die  Transformation  der  Doppel- 
reihe in  die  ein£ftclie  Reihe  Wi  +  w^  +  w^-\ ist  oft  vorteilhafter 

als   die  Transformation  in  eine  der  Reihen  ti|  +  tiji  +  t^  +  *  *  *   oder 

^1  +  ^s  +  ^s  H ^^^  ^^  ^^^^  nicht  immer  der  Fall.    Z.  B.  hat 

es  gar  keinen  Vorteil;  diese  Transformation  bei  der  letzten  Reihe  des 
Torigen  Paragraphen  auszuführen. 

246.  TheorenL  Eine  Doppelreihe  ist  konvergent,  wenn 
bei  Ersetzung  aller  Glieder  durch  ihre  absoluten  Beträge 
die  Addition  nach  Horizontalreihen  (oder  nach  Yertikalreihen) 
eine  konvergente  Reihe  liefert. 

Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Horizontalreihen  des  Schemas  (25) 
alle  absolut  konvergent.    Es  seien 

^'l  =  l«lll  +  l«12l  +  Ksl  +  lOiil  +  •  •  • 

^%--\<hi\  +  \<h%\  +  \<hi\  +  \(^u\  +  '" 
<^8  -  |a>i  I  +  |a»«l  +  löBsl  +  loul  +  •  •  • 

die  Summen  der  Reihen,  welche  von  den  absoluten  Beträgen  der 
Glieder  gebildet  werden,  u^^  bezeichne  die  Summe  der  n  ersten 
Glieder  der  m-ten  Horizontalreihe  des  Schemas  (25),  so  daß 

^««  =  %•  +  «*•  +  «S«  +  •••  +  «*«« 
ist     Offenbar  hat  man 

I  «*m «  i  ^  I  »m  1  I  +  I  <^m  8  I  +  I  «m  3  I  +  •  •  •  +  I  «m  J  <  <^m  • 

Wird  nun  eine  positive  Zahl  s  beliebig  vorgelegt,  so  gestattet  die 
Eonveo^^enz  von  ffi  +  6^  +  6^'\ eine  Zahl  ii  zu  bestimmen  derart,  daB 

1^+1  +  ^+s  +  ^+8  +  •  •  •  +  <^«l<  i« 

und  a  fortiori 

(26)  \%^l,n  +  %^9,n  +  %^B,n  +  '  "  +  ^mnl  <  J  ^ 

ist  f&r  m  >  ft  und  ftlr  jeden  Wert  von  n.  Dasselbe  [i  kann  man 
femer  so  groß  mhlen,  daß 

(27)  \u^  +  ih  +  ^  +  '"  +  %-J^\<j^ 

wird.     In  der  Tat  konvergiert  die  Reihe  Ui+Ui+u^'\ ,  da  ihre 

Glieder  absolut  genommen  nicht  großer  sind  als  die  entsprechenden 
Glieder  der  !Reihe  ffi  +  ^^  +  ^^  +  -  •  -,  welche  nach  der  Voraussetzung 
konvergiert.     Nach  Fixierung  von  (i  bemerken  wir,  daß  man  w^en 

Mm  (wj,  +  w,^  H h  tt^  J  =  t«!  +  Wg  H h  w^ 


«SOO 


eine  Zahl  v  finden  kann  von  der  Beschaffenheit,  daß  für  n  >  v  be- 
ständig 
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ist.     Summiert  man  nun  diese  Ungleichnng  mit  (26)  und  (27),  so 
erhalt  man 

|S««-^l<e 
für  jedes  Paar  Ton  Werten  m  und  n,  die  bezüglich  größer  sind  als 
(i  und  V.     Es  konvergiert  also  8^^  immer  nach  dem  Grenzwert  U, 
in  welcher  Weise  man  auch  m  und  n  ins  Unendliche  wachsen  läßt. 

246.  Bemerkungen,  a)  Wenn  irgend  eine  der  Bedingungen 
fehlt;  welche  das  obige  Theorem  erfordert;  so  kann  es  vorkommen; 
daß  dasselbe  nicht  mehr  gilt.  Es  seien  o^;  a^,  a^,  ...  positive 
ZahleQ;  die  kleiner  als  1  sind  und  nach  Null  konvergieren.  Die 
Reihen 


(28) 


«1— Oi  +  Os  —  öj  +  Og  —  a^H 

Ol  (1  —  Ol)    -  Og  (1  -  Oj)    +  «i  (1  -  Oj)   —  »« (1  -  %)    + 

Ol  (1  -  04)«  -  0,(1  -  a,y  +  0,(1  -  a,)«  -  0,(1  -  o,)«  + 


sind  konvergent.  In  der  Tat,  während  die  Summe  einer  ungeraden  Zahl 
von  aufeinander  folgenden  Anfangsgliedem  in  der  m-ten  Reihe 

a,  (1  -oj'^-i  -  a»(l  -«»)'"-'  +  (h  (1  - «s)"*"'  -  «b(1  -  »s)"*"'  +  ' "  • 
gleich  Oi(l  —  Oj)"*"*  ist,  ist  die  der  2w  ersten  Glieder 

und  hat  als  Grenzwert  Oj  (1  —  «i)"*"*,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 
Also  ist 

mithin  konvergiert  u^  +  ti^  +  u^  +  -  -  -  und  hat  als  Summe 

Ol  +  Oi(l  -  Ol)  +  Oi(l  -  Ol)«  + 1  _  (?_  ^j-  =  1  • 

Summieren  wir  nun  aber  die  Glieder  des  Schemas  (28)  nach  Vertikal- 
reihen,  so  finden  wir 

Vi  =  Ol  +  Ol  (1  -  Ol)  +  Ol  (1  -  Ol)«  H =  1 , 

-  Vg  =  Vj  =  Ojj  +  «2  (1  -  «x)  +  »2  (1  -  «a)*  H =  1 7 

-  1?^  «  t?5  =  O,  +  O,  (1  -  O,)  +  O,  (1  -  O,)«  + 1  , 

Die  Reihe  «i  +  r,  +  Vj  +  •  •  •,  von  der  man  hätte  erwarten  können, 
daß  sie  konvergiert  und  als  Summe  die  Einheit  hat,  ist  hier  gerade 
unbestimmt,  da  sie  sich  auf  1  —  1  +  1  —  1  +  --'  reduziert. 

b)  Wenn  Oi  +  o,  +  Oj  +  •  •  •  divergent  wäre,  so  könnte  man  das 
Nichtbestehen  des  Theorems  der  nicht  absoluten  Eonvei^enz  der 
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Reihen  (28)  zusclireiben.  Es  ist  aber  gut  zu  bemerken,  daß  dieses 
Theorem  auch  im  Falle  der  absoluten  Konvergenz  der  Reihen  (25) 
und  der  Reihe  u^  +  u^  +  u^  +  -  - '  unzutreffend  sein  kann.  Es  genügt 
für  ct^  +  a^  +  a^-\ —  •  eine  konvergente  Reihe  zu  nehmen,  z.  B. 
X  +  x^  +  s^  -{ (0  <  rr  <  1).    Man  erhalt  dann  das  Schema 

X  —  x*  +  x^  —  cc^  +  a:^  —  a^-i 

x{l-x)  -a^^l-x^  +a^{l-a^  -a^(l-a^  +••• 

x{l-  xy  -  x^(l  -  x'y  +  x^(l-  x^^  -  rr»(l  -  a:»)*  +  . . . 

} 

welches  aus  absolut  konvergenten  Reihen  besteht,  deren  Summen  die 
Reihe 

X  +  x(l  -  x)  +  x{l  -  xy  -] =  1 

bilden,  die  absolut  konvergent  ist.  Gruppiert  man  dagegen  die 
Glieder  vertikal,  so  erhalt  man  die  unbestimmte  Reihe 

1-1  +  1-1+    ... 

Das  kommt  nur  von  der  Nichtkonvergenz  der  Reihe  <fi  +  tf^  +  <^8  H 

c)  Man  beachte  noch,  daß  die  in  der  Formulierung  des  Theorems 
enthaltenen  Bedingungen  nur  hinreichend  fQr  die  Konvergenz  sind, 
aber  durchaus  nicht  notwendig.  Wenn  z.  B.  lim  a„  »  0  ist,  so  ist  die 
Reihe 

ai~aj+  0  +  0  +  0  +... 

+  0  +a^-^c^+  0+0  +... 

+  0  +  0+a,-a^+0+..^ 

+  0  +  0  +  0+ «^-05+... 


konvei^^t,  da  die  Summe  8^^  gleich  a^  ist,  wenn  n  großer  als  m, 
und  gleich  o^  —  a^+i  ^^  entg^engesetzten  Falle,  also  immer  nach  dem 
Grenzwert  c^  konvergiert,  obwohl  die  Reihe  (fi  +  6^  +  6^  +  -  •  -  diver- 
gieren kann,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  man  ftir  a^  +  a^  +  a^  +  -  -  - 
eine  divergente  Reihe  mit  positiven  Gliedern  nimmt. 

d)  Endlich  bemerke  man,  daß  der  in  Rede  stehende  Satz  als 
Spezialfiill  den  Satz  von  Gaucby  über  die  Multiplikation  von  zwei 
absolnt  konvergenten  Reihen  (§  238)  enthält.  In  der  Tat,  wenn  die 
Reihen  Ui  +  «j  +  «j  +  •  •  und  Vi  +  t;,  +  t;,  +  •  •  •  absolut  konver- 
gieren, so  ist  klar,  daß  in  der  Doppelreihe 

Wi^i  +  Wit?a  +  «1^8  +  ^^4,  H 

+  «jt?!  +  U^V^  +  «it?8  H 
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die  Addition  nach  Horizontalreihen,  wenn  man  alle  Glieder  positiv 
nimmt,  die  einfache  Reihe 

<F'  +  VF'  +  tt/r  +  —  u'r 

liefert,  welche  konvergent  ist.  Mithin  konvergiert  die  betrachtete 
Doppelreihe,  und  es  ist  daher  die  in  horizontaler  Weise  erhaltene 
Snmme,  d.  h. 

^v+  u^r+  M,F+  •  •  •  -  ur, 

auch  die  Summe  der  einfachen  Reihe,  die  sich  bei  Addition  nach 
YertikaLreihen  ergibt: 

■ 

247.  Übungen,  a)  Um  die  Summe  der  Reihe  x  +  2a?  +  Sa?*  +  •  • , 
welche  für  |a;{<l  konvergiert,  zu  finden,  kann  man  diese  Reihe 
folgendermaßen  in  die  Form  einer  Doppelreihe  bringen: 

fl;  +  a?*  +  a?'  +  aJ*  +  -' 

+  a?*  +  »•  +  a?*  +  •  - 

+  a:*  +  a?*  +  .' 

+  ^  +  " 


Summiert    man    einmal   in    vertikaler,    das   andere   Mal    in   horizontaler 
Weise,  so  findet  man 

a;       .      «'      .      a;'      .  x 


'  '  '  1  —  X  '    1  —  a;   '    1  — a;   • 

b)  Man  betrachte  die  Doppelreihe 

ax  +  (]?y?  +  a'x*  +  ö*a?*  + 
^^^  ^-ai^^  aV  +  €?(i?  +  Ä*a^  + 


(l-a?)« 


Wenn  die  absoluten  Beträge  von  x  und  von  ax  kleiner  als  1  sind,  so 
findet  man  absolut  konvergente  Reihen  gleichviel,  ob  man  die  Oüedei- 
nach  Horizontalreihen  oder  ob  man  sie  nach  Vertikalreihen  summiert.  Im 
ersten  Falle  ergeben  sich  die  Summen 


ax  ax^  ax^ 


^       1  — aa?»     ***       1  — oa;"'     *^'"l— aa;*' 
und  im  zweiten 


ax  a^x^  a'aj* 


«      = ,  t?,   » -y  ,         f7, 


1       i-aj»     -i-i-_a.t»     -«       l-a:»' 


§247 
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Man  gelangt  also  zu  dem  folgenden  Resultat: 


a^x^ 


a'aj» 


c)  Als  Lambertsche  Reihe  bezeichnet  man  die  Reihe 


X 


«' 


X' 


1  —  aj  +  l  —  a-t  +  l—  aj«  +i_a.«  H  » 

wobei  man ,  natürlich  annimmt,  daß  x  von  1   und  yon  —  1  yerschieden 
ist.     Da  femer 


u^ 


1-aj" 


ist,  so  sieht  man  sofort,  daß  die  Reihe  nicht  außerhalb  des  Interralles 
( —  1 ,  l)  konvergieren  kann,  da  limii^  =  —  1  sein  würde.  Dagegen  ist 
für  1 2 1  <  1  die  Bedingung  limii,  »  0  effüllt,  imd  man  erkennt  femer, 
daß  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  konvergiert,  da 


"ji+i 


x  —  al^ 


+  1 


1-0?»+^' 


lim 


"«+1 


=  hr 


ist.  Die  gegebene  Reihe  konvergiert  also  absolut  in  dem  Intervalle 
( —  1 9  1)  mit  Ausschluß  der  Grenzen.  Dies  vorausgeschickt  entwickle 
man  jedes  Glied  in  eine  (absolut  konvergente)  Reihe,  wie  folgt: 


u^  = =  0?^  i-  ÄJ-'-  i-  ar^  -h 

ar''  -f-  •  ■  • . 

Dian  schreibe  dann 

Ä-a;  +  jc»  +  x*  +  aJ*  +  ir*^  +  Ä'  + 

-b'  +  sc»  H 

+  «*          +iC*          +a?« 

+  ««  +  ••• 

+  «»                          +7? 

+  ••• 

+  ^ 

+  aJ»  +  .-- 

+  i^ 

+  ••• 

+  «• 

+  ■•• 

•     •     • 

d^  erscheint  in  u^,  wenn  n  durch  j?  teilbar  ist,  und  man  erhält  daher 
bei  vertikaler  Summation 

(31)  •  8  =  xe{l)  +  aj>Ö(2)  +  x^e{2)  +  a^d(4)  +  •  •  • , 

wo  0(f})  die  Anzahl  der  Divisoren  von  n  ist.  Diese  Gleichung  macht 
es  begreiflich,  weshalb  die  Lambertsche  Reihe  in  der  Arithmetik^)  von 
Wichtigkeit  ist. 


1)  Der  erste,  der  solche  arithmetischen  Anwendungen  machte,  war  Scherk 
(Grelles  Journal,  IX,  p.  162;  X,  p.  207).  Viele  Mathematiker  haben  dann,  je- 
doch vergeblich,  versucht  das  Gesetz  der  Primzahlen  aus  der  Lambertschen 
Reihe  zu  gewinnen. 


176  n,  S.    Theorie  der  Reihen.  §  247 

d)  Wir  wollen  jetzt  die  Clausensche  Transformation  auf  die 
Lambertsche  Reihe  anwenden.  Diese  Reihe  ist  gleichwertig  mit  der 
Reihe  (29),  wenn  man  dort  a  »  1  setzt,  um  die  Clausensche  Trans- 
formation (§  244)  anzuwenden,  bemerke  man  yor  allem,  daß 


w 


n 


=  af'  +  2af  (*•+*)  +  2af*("+^>  +  2af  (*•+')  + 


ist,  d.  h. 

w,  «  af*  (l  +  2  (of  +  «*«  +  ir«»  +  . .  •))  «  f^^af*. 

Also  kann  man  der  Summe  der  Lambertschen  Reihe  die  Form  geben 

1  —  X        '1  —  Ä*  '1  —  X^  1  —  X*  ' 

Die  neue  Reihe  konvergiert  sehr  rasch  (§  200,  b),  da 

Wn  (l  +  aj")(l  — aj""*"^) 

ist.  Gerade  hierauf  beruht  der  Nutzen  der  Clansenschen  Transformation. 
So  erhält  man  z.  B.  für  x  «=  ^ 

liii_l_i      11  j 101 I      1001      I 

9  "r  99  •  999  '  *  *  '    90  I  990000  •  999000000000  T  '  '  '  - 

In  der  Reihe  rechts  braucht  man  nur  das  erste  Glied  zu  nehmen,  um 
den  Wert  der  Sunune  bis  auf  die  dritte  Dezimale  genau  zu  erhalten, 
während  drei  Glieder  der  Reihe  links  erforderlich  sind,  um  dieselbe  Ge- 
nauigkeit zu  erreichen.  Man  kann  sogar  beweisen,  daß  in  dem  be- 
trachteten speziellen  Falle  v  Glieder  der  Lambertschen  Reihe  nur  v  Dezi- 
malen richtig  liefern,  während  die  Clausensche  transformierte  Reihe  etwa 
(y  +  ly  gibt  Es  ist  femer  in  dem  allgemeinen  Falle  leicht  den  Rest 
der  Reihe  auszudrücken.  Man  braucht  nur  in  der  Gleichung  (30)  zu 
setzen  a  =  af*.     Dann  ergibt  sich 

«+1  Jin-\-i  ^8« +  5 

und  man  sieht,  daß  der  relative  Fehler,  den  man  macht,  wenn  man  n 
Glieder  nimmt,  kleiner  ist  als  !xf^.  Die  Transformation  ist  also  um  so 
günstiger,  je  kleiner  x  ist..  Aber  ihre  Vorteile  verschwinden  mehr  und 
mehr  in  dem  Maße,  als  sich  x  der  Einheit  nähert^). 

e)    Die    Transformation    der   Lambertschen   Reihe    in    diejenige   von 
Clausen  kann  man  auch  aus  dem  Studium  der  Reihe 


Ä'« 


X        .         X*  0?*  x^^ 

1— a;~l  — a?«  ^1— a?»  ^  1  —  x*  ^ 


ableiten.  Dieselbe  konvergiert  stärker  (§  199)  als  die  Lambertsche  Reihe, 
da  das  Verhältnis  der  allgemeinen  Glieder  af'^"'^)  ist  und  für  unend- 
liches n  wegen  |  a;  |  <  1  nach  Null  konvergiert.     Hier  hat  man 


1)  Für  diesen  Fall  hat  SchlOmilch  eine  andere  transformierte  Reihe  in 
Lionvilles  Journal  (1868,  p.  101)  angegeben. 
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u ^—  ^af*  +  ajP(P+i)  +  afiP-^^  +  a^ip-^^  +  •  •  • . 

Bei  vertikaler  Summatioii  der  Glieder  von  ti^  +  ^  +  ^8  "^  '  '  *  ^^^^  man, 
daß  a^  m  u^  eingeht,  wenn  sich  n  auf  die  Form  n=pq  bringen  läßt 
mit  q^p.     Also  muß  p  ein  Divisor  von  n  sein,  der  der  Bedingung 

p^q=^  ~j    mithin  p  ^  yn 

genügt      Daraus    folgt,    daß    der   Koeffizient   von   of    die   Anzahl   der 

Divisoren  von  n  ist,  die  nicht  größer  sind  als  l/n.  Er  ist  also  im 
allgemeinen  \0(n)  und  nur  dann  \0{n)  +  j»  wenn  n  ein  vollständiges 
Quadrat  ist     Folglich  ist,  wenn  wir  uns  an  (31)  erinnern, 

^"i^  +  T(^  +  ^  +  ^*  +  --0» 

woraus  sich  ergibt 


*         .n» 


8 


^2~.-2---Tt^^^ 


f)  Ist  ^(n)  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  zu  n  relativ  prim  und  nicht 
großer  als  n  sind,  so  ist  bekannt  (vgl.  §  33,  a),  daß  man  hat 

y(a)  +  g)(6)  +  q>{c)  +  . .  .  =  n, 

wenn  a,  &,  c,  ...  alle  Divisoren  von  n  sind.  Dies  vorausgeschickt  ist  es 
leicht  die  Summe  der  Reihe 

zu  finden,  indem  man  ebenso  verf&hrt  wie  bei  der  Lambertschen  Reihe. 
Man  braucht  nur  jedes  OUed  nach  steigenden  Potenzen  von  x  zu  ent- 
wickeln und  sieht  dann,  daß  der  Koeffizient  von  rt^  gerade  die  vorhin 
angegebene  Sunune  n  ist.  Setzt  man  also,  wie  es  geschehen  muß, 
|x|  <C  1  voraus  xmd  erinnert  sich  an  das  Resultat  der  ersten  Übung,  so 
findet  man 


•   •  m 


(1-aj)« 


Z.  B.  ist 


9     "*■    99    "^   999   "^  9999  "^  81 


UnMidliolia  Produkte. 

248.  Mit  der  Theorie  der  unendlichen  Reihen  steht  in  engem 
Zusammenhange  die  Theorie  der  unendlichen  Produkte^  über  die 
wir  hier  einiges  sagen  wollen,  um  nachher  eine  interessante  An- 
wendimg davon  zu  machen.     Wenn  für  unendlich  zunehmendes  n  das 

Ceta^ro,  AnalyiSfl.  12 
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Produkt  P^  der  n  ersten  Glieder  einer  Folge  u^,  ti^,  u^,  ...  nach 
einem  endlichen  Grenzwert  P  konvergiert^  so  pflegt  man  zu  schreiben 
P»  u^u^u^  . . .  und  zu  sagen^  daß  u^u^u^  ...  ein  konvergentes  un- 
endliches Produkt  ist,  welches  den  Wert  P  hat.  Wenn  dagegen  P. 
ins  Unendliche  wächst  oder  keinen  Grenzwert  hat,  so  heißt  das 
Produkt  divergent  oder  unbestimmt.    Da  man  hat 

log  P,  =  logti^  +  logM,  +  logwj  + 1-  logtt, , 

so  sieht  man,  daß  die  Konvergenz  der  Beihe 

(32)  logWi  +  logMj  +  loguj  +  logw^  H 

notwendig  und  hinreichend  dafür  ist,  daß  das  unendliche  Produkt 
fi^u^u^  . , .  konvergiert  und  nicht  verschwindet.  Das  Produkt  ist 
auch  konvergent,  wenn  die  Reihe  (32)  gegen  —  oo  divergiert;  aber 
in  diesem  Falle  ist  sein  Wert  P  =  0.    Jede  für  die  Konvergenz  von 

(32)  notwendige  Bedingung  ist  also  notwendig  dafür,  daß  das  be* 
trachtete  Produkt  konvergent  und  von  Null  verschieden  ist.  Wir 
wollen  unter  anderen  auf  die  Bedingung  limlogu^»0  oder  limu.=  1 
hinweisen. 

249.  Theorem L  Damit  ein  unendliches  Produkt  ti^ti^u, ,.., 
dessen  Faktoren  positiv  und  alle  kleiner  oder  alle  größer 
sind  als  die  Einheit,  konvergent  und  nicht  null  sei,  ist  es 
notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Beihe 

(33)  ^_i)  +  («,_i)  +  («,_i)  +  ... 

konvergiert. 

In  der  Tat,  wenn  das  Produkt  konvergent  und  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  konvergiert  die  Beihe  (32),  und  es  hat  folglich 
das  allgemeine  Glied  von  (33)  den  Grenzwert  Null.    Dasselbe  kann 

also  auf  die  Form  —  gebracht  werden,  wo  a,  nach  —  oo  konvergiert 

im  Falle  t^,  <  1  und  nach  +  oo  im  Falle  ti^  >  1 .  Inzwischen  hat 
man  (§  157) 

(34)  Um^«lima,log(l  +  i-)  =  loglim(l  +  i)''*  =  l. 

Also  konvergiert  auch  (§  189)  die  Beihe  (33).  umgekehrt  hat  man, 
wenn  diese  Beihe  konvergiert,  limu,  =  1.  Man  sieht  also  (§  189),  da 
die  Formel  (34)  immer  noch  gilt,  daß  auch  die  Beihe  (32)  konvergiert, 
folglich  das  Produkt  u^u^ti^  .  -  -  konvergent  und  von  Null  ver- 
schieden ist. 

250.  Theorem  n.  Das  unendliche  Produkt  tt^u^u^...  ist 
konvergent  und  nicht  null,  wenn  die  Beihen 


S§  260—252  ünendUche  Prodakte.  179 

(35)  (u,  -  iy  +  {u,  -  1)*  +  (ti,  -  1)«  +  .  • . 

konvergieren. 

Da  anf  Gmnd  der  Konvergenz  der  ersten  Reihe  limti,  »  1  ist^ 
80  werden  die  Faktoren  des  Produktes  mit  zunehmendem  n  schließlich 
alle  positiv  sein,  und  es  wird  daher  die  Reihe,  welche  als  allgemeines 
Glied  r,  a=  tt^  —  1  —  log  w,  hat,  schließlich  immer  reelle  Glieder 
haben.     Da  überdies 

ist,  so  leitet  man  daraus  ab,  daß  die  Reihe  Vi  +  v^  +  v^  +  -  -  -  kon- 
vei^ent  ist  wie  die  Reihe  (35).  Es  konvergiert  also  die  Reihe  (32), 
als  Differenz  von  zwei  konvergenten  Reihen,  mithin  ist  auch  das  be- 
trachtete Produkt  konvergent  und  von  Null  verschieden.  Wir  wollen 
bemerken,  daß,  wenn  nur  die  erste  Reihe  konvergent  wäre,  die  Reihe 
t?i  +  tJj  +  t^8  H —  •  divergent  sein  und  positive  Glieder  haben  würde. 
Mithin  würde  die  Reihe  (32)  nach  --  oo  divergieren,  und  das  Produkt 
wäre  konvergent,  aber  null. 

261.  Folgerang.  Das  unendliche  Produkt  u^ii^u^ ...  ist 
konvergent  und  nicht  null,  wenn  die  Reihe 

(«1  -  1)  +  (w,  -  1)  +  (u,  -  1)  +  . . . 

absolut  konvergiert. 

In  der  Tat,  da  der  absolute  Betrag  von  u^—1  schließlich  kleiner 
als  1  wird  und  Ijleibt,  so  hat  man  schließlich  auch  (w^—  l)*<|w^— 1 1. 
Da  ntin  aber  nach  dem  Theorem  von  Dirichlet  die  Reihe  mit  dem 
allgemeinen  Gliede  |  ti^  —  1 1  konvergiert,  so  konvergiert  a  fortiori 
die  Reihe  (35),  mithin  ist  auf  Gnmd  des  vorigen  Theorems  das  be- 
trachtete Produkt  konvergent  und  nicht  null. 

262«  Anwendung  anf  die  Ganunafonktion.  a)  Große  Wichtigkeit 
für  verschiedene  Zweige  der  mathematischen  Analjsis  hat  das  unendliche 
Produkt 


(t)'  (ir  (t)'  (t)' 


'+f   ■+!•   '  +  f   '  +  T 


welches  man  mit  r(x -j- ^)  zu  bezeichnen  pflegt  mid  P-funktion 
nennt  NatürHch  muß  man  es  vermeiden,  x  die  Werte  —  1,  —  2,  —  3,  . . . 
zu  erteilen;  aber  fOr  jeden  andern  Wert  von  x  ist  es  leicht  zu  beweisen, 
daß  das  Produkt  konvergiert.  Man  bemerke  in  der  Tat,  daß  man  wegen 
(§  222) 


(^ + i) 


1  +  ^  +  5(5^1)  + 


12 
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dem    allgemeinen  Faktor   des   betrachteten   Produktes    die  Form    1  -\ — f 

geben  kann,  indem  man  mit  a^  eine  Größe  bezeichnet,  die  mit  un- 
endlich zun^miendem  n  den  Grenzwert  jx(x—  l)  hat.  Also  konyergiert 
das  Produkt  auf  Grund  des  Theorems  I,  da  die  Beihe  konvergiert,  welche 
man  erhält,  wenn  man  mit  o^,  o^,  a^j  ...  die  Glieder  der  bekannten 
konvergenten  Reihe  1  +  j  ~l~  's  ~h  '  '  '  multipliziert.  Hiemach  ist  man  be- 
rechtigt zu  schreiben 

(36)  r(rr+l)=/J^— ^. 

1        l  +  ~ 


c* 


b)  Das  unendliche  Produkt,  welches  als  allgemeines  Glied  j-  hat, 

ist  konvergent.     Sein  Wert  ist  (§183)  1  +  — 


1 


_qo_        "T  C  +  o 

TT    «  «     «     "       c 

II — r  =  ^ — r"^ ' 

n  '    n 

wo  C  die  Eulersche  Eonstante  darstellt.     Da  nun  aber  das  Produkt  (36) 
nicht  null  ist,  so  kann  man  immer  schreiben 


*  X  /      *     \  *  ,    X 


n.v.>-^(.;±).-  /-/I^ij/I  / 


und  gelangt  so  zu  der  wichtigen  Formel  von  Weierstraß: 


^-''•/7{('+^) 


X 


c)  Es  ist  zweckmäßig  der  Definition  (36)  der  Fimktion  F  eine  andre 
Form  zu  geben,  die  man  Gauß  verdankt.  Man  braucht  nur  zu  bemerken, 
daß  die  rechte  Seite  mit 

lim- -±+^ 


N=00 


('+!)('+!)  ■■■(■+f) 


gleichwertig  ist,  um  schreiben  zu  können 

(37)  r(.  +  1)  =.  Ihn «' (,^,)y^V.:%  +  n) 


Wenn  man  beachtet,  daß 


r(x+l)       ,.        nx 

V/-\-    =  "^  — \ —  =  ^ 
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ist,  so  erhält  man  sofort  die  fundamentale  Eigenschaft  r(z  +  1) "»  xr(x). 
Da  femer  für  a:  =  0  die  Formel  (37)  r(l)  «  1  gibt,  so  hat  man 

r(2)=-l!,     r(3)-2!,     r(4)  =  3I,     r(5)-4!,    ... 
d)  Aus  (37)  leitet  man  ab 


8«-4 


4"  •  w        «  (1  •  2  ■  8  . .  •  n)* 


aj+l)(2a:  +  2)(2Ä  +  3)..-(2aj+2n) 


Andrerseits  erhält  man,  wenn  man  in  derselben  Formel  (37)  x  und  n  in 
2x  und  2n  verwandelt, 

p/jx      I    i\ A*y     n     •  1  -  2  •  8  •  •  •  2w 

i  l^JiCi-  i;  — 4   ™^(2a;+l)(2aj+2)(2a;4-8)-.(2ic  +  2n)' 


Es  ergibt  sich  also,  wenn  man  sich  an  die  Stirlingsche  Formel  (§  221) 
erinnert, 

(SS)  r(x+i)r(x  +  {)  ^  1  4''(12.8...n)«    ^Yi 

V      ^  r(2x+l)  ''4%  =  «V«.1.2.8..2«        4' 

Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Formel  von  Legendre: 

Insbesondere  erhält  man  fBr  x  =  0  aus  (38)  r(^)  =  Yn,  femer  gibt  uns 
die  letzte  Formel 


(l)-^'   ^(4)-'-$-   r(l)-3.,. 


Drittes  Bnch. 
ThMrie  der  Fiiktitiei. 


FnnktioEMi  einer  YerftnderlidieiL 


263*  Man  sagt,  daB  die  Veränderliche  x  unabhängig  ist^  wenn 
08  erlaubt  ist  ihr  einen  beliebigen  Wert  zuzoschieiben.  Man  kann 
dabei  ihre  Variabilität  durch  die  Fordemng  einschranken,  daß  sie  in 
einem  gegebenen  Intervall  (§  169)  oder  sogar  in  einer  gegebenen 
Wertmenge  bleiben  muß,  Yoransgesetzt,  daß  man  keine  Rücksicht  zu 
nehmen  braucht  auf  die  Werte,  die  andere  Veiunderiiche  annehmen 
können«  Dagegen  nennt  man  eine  Funktion  jede  Große  y,  die  an 
die  unabhängige  Veränderliche  x  derart  gebunden  ist,  daß  jedem 
Werte  der  letzteren  ein  Wert  Ton  y  und  nur  einer  entspricht  Diese 
Abhängigkeit  pflegt  man  auszudrücken,  indem  man  schreibt  y^^fix), 
wo  das  Sjrmbol  f  einen  Komplex  Ton  bekannten  Operationen  dar- 
stellen kann,  die  man  mit  x  ausführen  muß,  um  y  zu  erhalten.  Im 
allgemeinen  aber  deutet  dieses  Symbol  nur  die  zwischen  den  beiden 
Größen  aufgestellte  Beziehung  an,  ohne  überhaupt  die  Möglichkeit  Yon 
Operationen  yorauszusetzen,  die  es  gestatten  den  Wert  von  y  aus  dem- 
jenigen von  X  abzuleiten.  Wenn  das  Entsprechen  zwischen  x  und  y 
ein- eindeutig  ist,  wenn  also  jedem  Werte  von  y  nur  ein  einziger  Wert 
YOn  X  entspricht  y  so  kann  man  y  als  unabhängige  Verimderliche  an- 
nehmen, und  dann  ist  x^  g(if),  d.  h.  x  eine  Funktion  von  y,  und  die 
Funktionen  (oder  Abhängigkeiten),  welche  durch  die  Symbole  f  und  g 
dargestellt  werden,  heißen  zueinander  invers.  Denken  wir  sie  uns, 
um  die  Sache  klarer  zu  machen,  als  bezüglich  auf  dieselbe  Ver- 
änderliche tf  so  sind  auf  Orund  der  Definition  die  Funktionen  f(t) 
und  g{t)  so  beschaffen,  daß  f(jsi{t))  und  g(f{t))  sich  identisch  auf  t 
reduzieren. 
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264.  Beispiele,  a)  Die  einfacbBte  Funktion  von  x  ist  diejenige, 
welche  durch  Aufstellung  der  Forderung  definiert  ist,  einen  gegebenen 
Wert  3EU  bewahren,  welches  auch  der  Wert  von  x  sein  mag,  z.  B.  y^l. 
Schreibt  man  y  ^^  x,  ^  »  o;',  ...  oder  allgemeiner  y  gleich  einem  Polynom 
in  X,  so  werden  dadurch  ebensoyiele  Funktionen  yon  x  definiert,  mit 
denen  wir  uns  eingehender  im  fünften  Buche  beschäftigen  werden. 
Noch  allgemeiner  kann  das  Symbol  f  einen  Komplex  von  algebraischen 
Grundoperationen  in  endlicher  Anzahl  bedeuten,  d.  h.  Additionen,  Sub- 
traktionen, Multiplikationen  und  Divisionen,  Potenzierungen  und  Badi- 
zieningen  (mit  einem  ganzzahligen  Exponenten  oder  Index);  «■1a<la.iiTi  heiSt 
die  Funktion  f(x)  algebraisch.  Wenn  Ton  den  genannten  Operationen 
die  letzte  fehlt,  so  sagt  man  noch,  daß  die  Funktion  rational  sei,  und 
es  ist  dann  leicht  sich  zu  Überzeugen^),  daß  eine  solche  Fimktion,  wenn 
sie  nicht  ein  Polynom  ist,  immer  durch  den  Quotienten  von  zwei  Poly- 
nomen <p(x)  imd  ^(x)  ausdrückbar  ist. 

b)  So  oft  eine  Funktion  sich  darbietet  als  Quotient  von  zwei  andern: 

qp  (x)      -  - 

y  =»  i^T^)  kann  man  wünschen,  daß  sie  in  einem  ganzen  Intervaü  definiert 

sein  soll,  in  welches  eine  Wurzel  von  '^(x)  f&llt,  d.  h.  irgend  ein  Wert 
von  Xj  für  den  man  hat  '^/(a;)  ~  0.  Man  muß  zu  diesem  Zweck  erklären, 
welches  der  Wert  ist,  den  man  der  Funktion  jeder  Wurzel  entsprechend 
beilegen  will.     So  kann  man  z.  B.  die  Funktionen 

=  -1  =£!. 

nicht  als  definiert  betrachten  in  einem  Intervall,  welches  die  Null  enthält, 
außer  wenn  man  hinzufügt,  daß  jede  von  ihnen  für  rr » 0  einen  ge- 
gebenen Wert  annimmt,  den  man  übrigens  nach  Belieben  festsetzen  kann. 
Man  bemerke  in  der  Tat,  daß  die  Resultate  ^  und  |^,  welche  man  erhält, 
wenn  man  auf  den  rechten  Seiten  der  obigen  Gleichungen  o;  «  0  setzt, 
jeder  Bedeutung  entbehren,  da  man  niemals  in  der  Arithmetik  oder 
in  der  Algebra  den  Quotienten  von  zwei  Zahlen  definiert  hat  (vgl.  §§  107, 
120),  ohne  den  Divisor  als  von  Null  verschieden  vorauszusetzen.  Man 
könnte  jenen  Symbolen  eine  Bedeutung  geben;  das  ist  aber  nicht  notwendig 
und  würde  sogar  von  Nachteil  sein,  insofern  die  Allgemeinheit  der  ge- 
wöhnlichen Regeln  des  algebraischen  Kalküls  nicht  gewahrt  bliebe.  Jeden- 
falls muß  man  sich  wohl  hüten  zu  sagen,  wie  es  gewöhnlich  geschieht, 
daß  ^  unendlich  imd  ^  unbestimmt  ist.  Dies  würde  keinen  Sinn 
haben.  In  der  Tat  haben  die  Worte  unendliche  Zahl  keinen  Sinn,  da 
die  Zahl  an  und  für  sich  wesentlich  endlich  ist.  Der  Begriff  des  Unend- 
lichen besteht  einfach  dann'),  daß  es  uns  nach  Fixierung  einer  Zahl 
immer   möglich    ist   eine  Zahl    zu    denken,    die  größer  ist  als  sie.     Mit 


1)  In  Betreff  genauerer  Details  siehe  den  „Corso  di  analisi  algebrica^*  von 
Capelli  und  Garbieri,  p.  418. 

2)  Man  lese  in  Betreff  dieses  Punktes  die  dritte  der  „Sept  le9ons  de  physique 
gen^rale^^  von  Cauchy.  So  faßte  übrigens  Leibniz,  einer  der  Begründer  der 
Infinitesimalrechnung,  das  Unendliche  auf.  Vgl.  das  „R^sumd  du  Cours  d'Analyse 
infinitesimale"  von  P.  Mansion,  p.  220. 
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andern  Worten,  das  ünendliclie  miBt  nicht  einen  Größenzustand,  in 
dem  sich  irgend  eine  Größe  augenblicklich  befindet,  sondern  es  bezieht 
sich  einzig  und  allein  auf  einen  gewissen  Prozeß,  den  eine  yerftnder- 
liehe  Größe  durchmacht,  die  in  ihrem  Wachstum  keine  Chrenze  findet. 
Will  man  aber  eine  Zahl  definieren  oder  fixieren  und  zu  gleicher  Zeit 
behaupten,  daß  sie  variiert,  um  beliebig  große  Werte  anzunehmen,  oder 
ihr  d^kt  alle  möglichen  Werte  beilegen,  so  ist  das  ein  törichtes  unter- 
nehmen. Und  doch  sind  diese  Absurditäten  die  Hauptgrundlage  der 
kriÜBchen  Einwände,  welche  unfruchtbare  Philosophen  unaufhörlich  gegen 
die  Infinitesimalrechnimg  vorbringen. 

c)  Die  Funktion  x  unterscheidet  sich  nicht  von  ihrer  eigenen  inversen, 
und  das  Gleiche  kann  man  von  der  Funktion  sagen,  deren  Werte  0  f&r 

X  ^  0  und  —  fOr  X  ^  0  sind,  so   daß  beide  Funktionen  die  Eigenschaft 

f(f(x))  »  X  genießen.  Wenn  man  die  ümkehrung  der  Funktion  y  ^^  a^ 
versucht,  so  sieht  man  sofort,  daß  y  allerdings  als  unabhängige  Ver- 
änderliche gewählt  werden  kann,  aber  unter  der  Voraussetzung,  daß  wir 
uns  darauf  beschränken,  sie  in  dem  Intervall  (O,  co)  zu  betrachten.  Es 
finden   sich  jedoch   zu  jeder  Zahl  dieses  Intervalles   mit   Ausschluß   der 

unteren  Grenze  zwei  Werte  von  x,  nämlich  yV  ^^^  ""  VV*  ^^®  ^^' 
suchnng  der  inversen   Funktion    von  fi  liefert  also  zwei  Funktionen  Vi 

und  —  yt  und  sogar  imendlich  viele  andere,  wenn  man  vereinbart  f&r 
jeden  Wert  von  t  bald  den  eiaen,  bald  den  andern  Wert  seiner  Quadrat- 
wurzel zu  nehmen,  um  größere  Klarheit  und  Präzision  bei  der  Auf- 
stellung der  fundamentalen  Eigenschaften  der  Funktionen  zu  erreichen,  ist 
es  zweckmäTsig  sich  niemals  von  der  in   §  253   gegebenen  Definition  zu 

entfernen  und  folglich  die  Funktionen  yT  und  —  Yi  als  verschieden  zu 
betrachten,  wie  sehr  es  sich  auch  im  weiteren  Verlauf  der  mathematischen 
Studien  wiederum  empfehlen  mag  und  sogar  äußerst  nützlich  sein  mag, 
sie  als  eine  einzige  Funktion  bildend  anzusehen.  Man  dehnt  alsdann  den 
Funktionsbegriff  derart  aus,  daß  jede  Funktion  von  x  auch  imstande  ist 
f&r  jeden  Wert  von  x  zwei  oder  mehr  Werte,  ja  sogar  unendlich  viele 
Werte  anzunehmen,  die  einem  wohldefinierten  Gesetz  unterworfen  sind. 

d)  Schon  aus  der  Algebra  ist  uns  die  Funktion  c^  bekannt,  wenigstens 
fCbr  rationales  x^  und  wir  werden  weiter  unten  (§  270,  b)  sehen,  wie  man 
ihre  Bedeutung  auf  den  Fall  eines  irrationalen  x  ausdehnen  kann.  Die 
inverse  Funktion  von  a'  ist  per  definitionem  Logx  oder  der  Logarithmus 
von  X  zur  Basis  a.  Dabei  bleibt  diese  Funktion  offenbar  nur  fllr  x  >  0 
definiert.  Im  besondem  ist  \ogx  die  inverse  Funktion  von  ^.  Femer 
sind  bereits  in  der  Trigonometrie  studiert  worden  die  Funktionen  sinx, 
cosa;,  tg^,  die  sogenannten  Kreisfunktionen.  Die  letzte  von  ihnen 
muß  man  als  bedeutungslos  betrachten ,  so  oft  cos  o?  =  0  ist,  obgleich  man 

häufig  schreibt  ig-^  ^^  <x>.     Natürlich  hat  aber  diese  Gleichung  nur  einen 

konventionellen  Sinn,  über  den  wir  weiter  unten  sprechen  werden.  Von 
großer  Wichtigkeit  sind  die  Funktionen,  welche  durch  ümkehrung  der 
Kreisfunktionen  entstehen.  Für  y  ^  oo^x  eiistiert  keine  inverse  Fuiüdion, 
so  lange  man   nicht  übereinkommt  unter  den  unendlich  vielen  Bogen  x, 
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welche  den  Kosinus  y  haben,  den  kleinsten  nicht  negativen  Bogen  zu 
w&hlen,  welchen  man  mit  arccosy  bezeichnet.  Ähnlich  pflegt  man 
arcsinjf  und  arctg^  zu  definieren,  die  invei'sen  Funktionen  von  y  =  sino; 
und  von  ^  <»  tg  o; ,  indem  man  übereinkommt  jedem  Werte  des  Sinus  oder 
der  Tangente  y  denjenigen  Bogen  x  entsprechen  zu  lassen,  welcher  dem  abso- 

Inten  Betrage  nach  -^  nicht  übertrifft.  Infolge  dieser  Definitionen  hat 
man  immer 

—  -s-^»rcsiny<-s-?     0<arccosy<«, 
mithin  ist  man  wegen 

cob(-s-  —  arosinyj  «  8in(arc8iny)  =y,     0^  y  ~"  wcsiny  ^ä 
berechtigt  -^  —  arcsiny  mit  arccosy  zu  bezeichnen,  d.  h.  es  ist 

arc  sm  y  +  arc  cos  y  =■  ^ ' 

Der  Leser  wird  von  selbst  die  anderen  Relationen  finden/  welche  zwischen 
den  Symbolen  arosin,  arccos,  arc  tg  bestehen,  wenn  er  immer  auf 
die  Einschi^nkungen  achtet,  welche  die  Definition  dieser  Symbole  enthält. 
Sonst  ist  es  sehr  leicht  in  einen  Irrtum  zu  verfallen.  Um  sich  hiervon 
zu  überzeugen  braucht  man  nur  zu  bemerken,  daß  die  Formel 

arc  tg  w  +  arc  tg  t;  =  arc  tg  yzz — ' 

die  mit  einer  bekannten  Formel  der  Trigonometrie  äquivalent  ist,  nur  gilt 
für  tff  <[  1.  Wenn  uv  größer  ist  als  1,  so  muß  man  auf  der  rechten 
Seite  it  addieren  oder  subtrahieren,  je  nachdem  das  gemeinsame  Zeichen 
von  u  und  v   +  oder  —  ist. 

e)  Wenn  man  übereinkommt  y  den  Wert  0  oder  den  Wert  1  beizu- 
legen, je  nachdem  x  rational  oder  irrational  ist,  so  wird  dadurch  eine 
Funktion  von  x  definiert,  welche  in  keiner  Weise  zur  ümkehrung  ge- 
eignet ist.  Dasselbe  läßt 'sich  von  der  Funktion  sagen,  welche  durch  die 
Forderong  definiert  ist,  gleich  1  zu  bleiben  für  alle  positiven  Werte  von  x^ 
gleich  —  1  för  alle  negativen  Werte  und  gleich  0  zu  sein  für  o;  »^  0. 
Diese  bemerkenswerte  Funktion  konmit  häufig  in  den  arithmetischen  Unter- 
suchmigen  von  Eronecker  vor,  der  sie  mit  sgn  o;  bezeichnet,  wa&  man 
liest  Signum  x.  Auf  den  ersten  Anblick  scheint  es  nicht  möglich  sie  mit 
Hilfe  der  bereits  bekannten  Funktionszeichen  auszudrücken.  Dagegen  ist 
es  leicht  TOrschiedene  Ausdrücke  für  sie  zu  finden,  vor  allem  wenn  man 
von  der  Operation  lim  Gebrauch  macht,  welche  wir  im  zweiten  Buche 
studiert  haben,  d.  h.  dem  Übergange  zur  Gh*enze  unter  der  Voraussetzung, 
daß  eine  ganze  Zahl  n  unbegrenzt  zunimmt.     In  der  Tat  ist 

na?  c**  —  6*""*  2 

8giiic-liin-;^==-^,    8gn«  =  liin~-- — j,     sgn«  - -lim  arctgn«. 

braucht   übrigens  gamicht   auf  die  Operation  lim   zurückzugreifen. 
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Wenn  man  übereinkommt,  dafi  die  Funktion  arc  tg  — ,  welche  fftr  2; »  0 

ohne  Bedeutung  ist,  fCLr  diesen  Wert  von  x  gleich  0  gelten  soll,  so  ist  es 
leicht  zu  sehen,  daß  man  hat 


sgn»«— (arctga;  +  arctg— j 


Eine  andere  Funktion,  die  in  enger  Beziehung  zu  der  vorigen  steht,  ist 
durch  die  Bedingung  definiert,  gleich  dem  absoluten  Betrage  der  Ver- 
ftnderlichen  zu  bleiben.  Man  pflegt  sie  mit  |a;|  zu  bezeichnen.  Offenbar 
ist  I  x  {  =  o;  sgn  x.    Endlich  ist  die  Funktion  y  =  lim  sgn  (sin'  n !  %x)  gerade 


n  =  oo 


diejenige,  welche  wir  am  Anfang  definiert  haben,  da,  wenn  x  rational 
ist,  n\x  mit  zunehmendem  n  schließlich  eine  ganze  Zahl  wird  xmd  bleibt, 
so  daß  y  »  sgnO  =  0  ist.  Dies  findet  niemals  statt,  wenn  x  irrational 
ist,  sin'nlTTfl;  bleibt  positiv,  mithin  wird  y  =^  1. 

f)  Die  Häufigkeit  y  der  Ziffer  0  unter  den  Dezimalziffem  von  x  ist 
eine  interessante  Funktion  von  o;,  welche  wir  immer  durch  "usix)  dar- 
stellen werden,  um  sie  im  folgenden  zu  kennzeichnen,  wenn  wir  Gelegen- 
heit haben  werden  sie  als  Beispiel  heranzuziehen.  Mit  andern  Worten, 
wenn  sich  unter  den  n  ersten  Dezimalen  des  dem  x  erteilten  Wertes  m 
Nullen  befinden  und  wenn  das  Verhältnis  von  m  zu  n  bei  unbegrenzt  wach- 
sendem n  nach  einem  Grenzwert  konvergiert,  so  wollen  wir  übereinkommen 
diesen  Grenzwert  als  ^-Wert  anzimehmen,  der  dem  gegebenen  Wert  von  x 
entspricht.  Diese  Funktion  y^'^{x)  läßt  keine  inverse  Funktion  zu, 
und  zwar  nicht  deshalb,  weil  man  (wie  bei  den  zuletzt  definierten  Funk- 
tionen) y  nicht  als  unabhängige  Veränderliche  annehmen  kann,  sondern 
weil  jedem  Werte  von  y  (der  aber  zwischen  0  und  1  enthalten  sein  muß) 
unendlich  viele  Werte  von  x  entsprechen  und  es  nicht  gelingt  unter  ihnen 
einen  Wert  zu  isolieren,  wie  wir  es  bei  den  inversen  Ereisfunktionen 
machen  konnten.  In  der  Tat,  wenn  die  Zahl  a  beliebig  gegeben  ist  und 
die  positive  Zahl  ^,  so  klein  als  man  wül,  fixiert  wird,  so  wollen  wir 

V  genügend  groß  nehmen,  damit  10^  >  -r-  ist,  «ind  x'  —  a  die  Zahl  nennen, 

welche  man  erhält,  wenn  man  m  x  —  a  alle  Ziffern  unterdrückt,  welche 
rechts  von  der  v-ten  Dezimale  stehen.  Offenbar  ist  |a5  — ic'|<Ä,  und 
andrerseits  ist  offenbar,  da  die  Addition  von  x'  —  a  zu  a  nur  eine  be- 
grenzte Anzahl  von  Ziffern  modifiziert,  'ST  {pf)  =  "US  (a).  Also  kehrt  der 
Wert,  den  die  Funktion  fdr  einen  beliebigen  Wert  a,  den  man  x  erteilt, 
anninmit,  in  der  Umgebung  jedes  andern  Wertes  von  x  unendlich  oft 
wieder.     Man  bemerke  überdies  folgendes:  Man  kann  m  gleichzeitig  mit  n 


m 


derart  variieren  lassen,  daß  —  sich  überhaupt  keinem  Grenzwert  nähert. 


n 


und  auf  diese  Weise  eine  Zahl  a  konstruieren,  fElr  welche  Ts(a)  nicht 
existiert.  Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  geht  hervor,  daß  dies  in 
der  Umgebung  jedes  anderen  Wertes  von  x  vorkonunt,  d.  h.  daß  in  jedem 
Intervall,  wie  klein  es  auch  sein  mag,  die  Funktion  lBf(x)  für  unendlich 
viele  Werte  von  x  nicht  definiert  ist. 


§  264  Ente  Begriffe.  187 

g)   Die  unendlichen  Reihen  und  Piodnkte  (vgl.  §  252)  liefern  uns 
andere  Beispiele  von  Funktionen.     So  wird,  wenn  man 

setzt,  die  Fonktion  y  in  dem  Intervall  (—1,  1)  definiert,  mit  Ausschluß 
der  unteren  Grenze.  In  diesem  Intervall  nimmt  bekannüich  (§  186)  y 
dieselben  Werte  an  wie  die  andre  Funktion  log(l  4-^)9  clie  in  dem 
ganzen  Intervall  (—  1 ,  00)  definiert  ist,  immer  mit  Aussclüufi  der  unteren 
Grenze.     Die  Gleichung 

F(x)  =  sin  27CX  +  ^sm  Atvx  +  y  sin  Qnx  +  •  •  • 

definiert  F(x)  für  alle  Werte  von  x  (§  218,  i),  und  es  ist  nützlich  zu 
wissen,  daß  diese  Funktion  sich  mit  Hilfe  von  zwei  andern  ganz  ein- 
fachen, n&mlich  [a?],  dem  größten  in  x  enthaltenen  Ganzen,  und 
sgax.    Es  gelingt  in  der  Tat  mit  elementaren  Hilfsmitteln^)  zu  beweisen,  daß 

^F(x)  -  sgn(a?  -  [x])  -  2  (a?  -  [x]) 

ist  oder,  wenn  man  will, 

±F(»)  =  ,fi-x)-(f(x), 

wobei  q(x)  den  Exzeß  von  x  über  das  größte  in  x  enthaltene  Ganze, 
d.  1l  x  —  [2;] ,  darstellt  Im  besondem  leitet  man  daraus  ab ,  daß  in  dem 
Intervall  (0,  27t)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  die  folgende  Formel 
gilt,  welche  uns  von  Nutzen  sein  wird: 

sin  a?  +  j  sin  2aj  +  -j  sin  3a?  +  •  •  •  =  |(jr  —  o;). 

h)  Es  ist  aber,  wie  wir  gesagt  haben,  nicht  nötig,  daß  man  y 
durch  analytische  Symbole,  welche  bekannte  mit  x  vorzunehmende  Ope- 
rationen darstellen,  auszudrücken  weiß,  oder  daß  dies  überhaupt  möglich 
ist.  Es  genügt^  daß  in  irgend  einer  Weise  die  Kenntnis  jedes  Wertes 
von  X  einen  Wert  von  y  bestimmt,  um  behaupten  zu  können,  daß  y 
eine  Funktion  v#n  x  ist.  Z.  B.  sind  die  Löslichkeit  eines  Salzes,  die 
Spannung  und  die  latente  W&rme  des  Wasserdampfes  Fimktionen  der 
Temperatur.  Die  wichtigste  Funktion  einer  unabhängigen  Veränderlichen, 
sagt  Thomson,  ist  vielleicht  in  Liverpool  der  Preis  der  Baumwolle, 
obgleich  es  nicht  gelingt  irgend  eine  analytische  Beziehung  ausfindig  zu 
machen  zwischen  diesem  Preise  und  der  Zeit,  die  von  einem  beliebigen 
Augenblick  an  gerechnet  wird.  Andere  Funktionen  der  Zeit  sind:  die  Zeit 
selbst,  wie  sie  aus  den  Angaben  einer  ganz  schlechten  ühr  hervorgeht; 
die  Temperatur  in  einem  gegebenen  Punkte  des  Eaumes  oder  die,  welche 
durch  ein  gegebenes  Thermometer  angezeigt  wird  und  welche  sich  im 
Mittel  und  näherungsweise  mit  Hilfe  der  Ereisfonktionen  darstellen 
läßt*),  n.  s.  w.  Für  alle  diese  Funktionen  gibt  es  keine  inverse  Funktion. 
Wie  könnte  man  in  der  Tat  behaupten,  daß  die  Zeit  eine  Funktion  der 


1)  Pringsheim,  Mathematische  Annalen,  Bd.  26,  p.  193.  Siehe  auch  §  868 

2)  Liagre,  Oalcol  des  probabilit^,  p.  288. 
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Temperatur  ist?  Aber  die  merkwürdigste  Funktion  der  Zeit  ist  ohne 
Zweifel  der  Druck  der  Luft  auf  das  Trommelfell.  Denkt  man  sich  die- 
selbe z.  B.  konstruiert  durch  Anhören  eines  Musikstückes,  das  von  einem 
Orchester  ausgeführt  wird,  so  würde,  wie  kompliziert  oder  rauh  oder  dis- 
harmonisch auch  die  Töne  desselben  sein  mögen  und  wie  sie  sich  auch 
superponieren  mögen,  die  Kenntnis  der  Funktion  genügen,  um  den  In- 
begriff der  gehörten  Töne  getreu  reproduzieren  zu  können  und  um  sogar 
eine  Fülle  von  Angaben  zu  haben,  die  der  wirklichen  Perzeption  des 
Tones  fremd  sind*). 

265.  Eine  Funktion  heißt  endlich  in  einem  gegebenen  Inter- 
valle, wenn  die  Menge  der  Werte ;  die  sie  in  diesem  Intervalle  an- 
nimmt, endlich  ist,  und  die  Grenzen  (§  170)  dieser  Wertmenge  heißen 
die  Grenzen  (die  untere  und  die  obere)  der  Funktion.  Mit  andern 
Worten:  die  untere  Grenze  einer  Funktion  in  einem  gegebenen  Inter- 
valle ist  eine  Zahl,  die  durch  die  doppelte  Eigenschaft  charakterisiert 
ist,  nicht  großer  zu  sein  als  irgend  ein  Funktionswert  und  so  be* 
schaffen  zu  sein,  daß  jede  Zahl,  die  größer  ist  als  sie,  auch  größer 
ist  als  ein  Funktionswert.  Analog  ist  die  obere  Grenze,  welche  von 
keinem  Funktionswert  ubertroffen  wird,  so  beschaffen,  daß  jede  Zahl, 
die  kleiner  ist  als  sie,  von  einem  Funktionswert  übertroffen  wird. 
Diese  Grenzen  darf  man  nur  dann  als  das  Minimum  und  das  Maximum 
bezeichnen,  wenn  es  Werte  sind,  welche  die  Funktion  in  dem  be- 
trachteten Intervall  wirklich  annimmt.  So  ist  z.  B.  die  Funktion  sino; 
endlich  in  jedem  Intervalle  und  hat  daselbst  immer  ein  Minimum 
und  ein  Maximum,  nämlich  —  1  und  -f  1,  wenn  das  Intervall  nicht 
kleiner  ist  als  2n.  Endlich  ist  auch  die  Funktion  x  —  [x],  die  La 
jedem  Intervall,  welches  nicht  kleiner  ist  als  1,  den  kleinsten  Wert  0 
annimmt,  aber  kein  Maximum  besitzt,  da  1,  die  obere  Grenze,  kein 
Wert   ist,   den   die  Funktion   annimmt.     Dagegen  ist  die  Funktion, 

welche  für  a:  ^  0  durch  —  ausgedrückt  wird  und  für  a;  =  0  gleich  0 

sc 

ist,  nicht  endlich  in  den  Intervallen,  welche  0  enthalten,  da  es,  wenn  l 
beliebig  groß  gegeben  ist,  immer  möglich  ist  Funktionswerte  zu 
finden,  die  größer  als  l  oder  kleiner  als  —  2  sind.     Man  braucht  nur 

X  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  zu  wählen  als  -.  •  Eine  Funk- 
tion kann  auch  in  dem  einen  Sinne  endlich  sein  und  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  nicht  endlich  sein,  wie  z.  B.  die  durch  das  Quadrat  der 
vorigen  ausgedrückte  Funktion  nicht  endlich  ist  in  jedem  Intervalle, 

welches  die  Null  einschließt.  In  derselben  Weise  ist  e'  nicht  endlich, 
wenn  in  dem  betrachteten  Intervall  mit  Ausschluß  der  oberen  Grenze 
die  Null  enthalten  ist,  u.  s.  w.     Diese  Funktionen  sind  nicht  endlich 


1)  Thomson,  Conferences  scientifiques  et  allocntionB,  pp.  178,  180. 
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insofern   sie   keine  obere   Grenze    haben,    besitzen  jedoch   in  jedem 
Interralle  einen  kleinsten  Wert. 

256.  Theorem  I.  Wenn  eine  Funktion  in  einem  Intervall 
endlich  ist;  so  hat  sie  darin  immer  eine  untere  Grenze  und 
eine  obere  Grenze. 

Dies  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Definition  der  endlichen 
Funktion  und  aus  einem  bekannten  Theorem  (§  172),  welches  die 
Existenz  der  unteren  Grenze  und  der  oberen  Gh*enze  einer  endlichen 
Wertmenge  sicher  stellt. 

257.  Theorem  IL  Wenn  eine  Funktion  in  der  Um- 
gebung aller  Zahlen  eines  endlichen  Intervalls  endlich  ist, 
so  ist  sie  in  dem  Intervall  endlich. 

Indem  wir  das  indirekte  Beweisverfahren  benutzen,  werden  wir 
zeigen,  daß,  wenn  die  Funktion  in  dem  gegebenen  Intervall  nicht 
endlich  ist,  in  demselben  wenigstens  eine  Zahl  existiert,  in  deren 
Umgebimg  sie  nicht  endlich  ist.  Verneint  man,  daß  die  Funktion 
endlich  ist,  so  behauptet  man  die  Möglichkeit,  unter  den  Werten, 
welche  die  Funktion  in  dem  betrachteten  Intervalle  annimmt,  wenigstens 
einen  Wert  y^  zu  finden,  der  größer  ist  als  eine  beliebig  vorgegebene 
Zahl  2^,  und  daher  auch  einen  Wert  y^,  der  größer  ist  als  eine  be- 
liebige Zahl  Zg,  die  größer  ist  als  y^.  So  geht  nun  es  unbegrenzt 
fort  und  man  kann  sich  bei  Konstruktion  der  Zahlen  Z^,  l^,  {„  . . . 
so  einrichten,  daß  sie  beständig  und  über  alle  Grenzen  wachsen. 
Die  Werte  y^,  y^,  yg,  ...  der  Funktion  entsprechen  solchen  Werten 
^19  ^f  ^»7  '  •  -  ^^^  unabhängigen  Veränderlichen,  die  alle  ver- 
schieden voneinander  sind  und  folglich  eine  unendliche  Anzahl 
bilden.  Sie  gehören  einem  endlichen  Intervall  an,  und  es  gibt  daher 
auf  Grund  eines  bekannten  Theorems  (§  174)  deren  imendlich  viele 
in  der  Umgebung  eines  oder  mehrerer  Zahlen  des  Intervalles.  Es  sei 
I  eine  solche  Zahl.  Wir  fixieren  h  positiv  und  beliebig  kleiu  und 
wollen  beweisen,  daß  in  dem  Intervall  (5  —  Ä,  i  +  h)  die  Funktion 
jede  Zahl  l  übertreffen  kann,  die  so  groß  sein  mi^  als  man  will. 
In  der  Tat,  wählt  man  v  genügend  groß,  damit  l^>l  ist  für  jedes 
n  >  V,  und  bemerkt  man,  daß  man  in  der  Folge  x^^^,  ^^+2?  ^y+s;  •  •  • 
schließlich  immer  eine  Zahl  x^  antreffen  muß,  die  dem  Intervall 
(I  —  A,  i  +  h)  angehört,  so  sieht  man  sofort,  daß  in  diesem  Intervall 
die  Funktion  den  Wert  y«  >  ^«  >  ^  annimmt. 

258.  Für  das  obige  Theorem  läßt  sich  auch  ein  direkter  Beweis 
liefern,  wenn  man  es  vermeidet,  das  Theorem  des  §  174  heran- 
zuziehen. Die  Funktion  werde  als  endlich  vorausgesetzt  in  der  Um- 
gebung aller  Zahlen  des  Intervalles  (a,  b).  Im  besondem  bedeutet 
die  Voraussetzung,   sie   sei  rechts  von  a  endlich,   daß  man   sie  als 
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endlich  vorauBsetzt  in  einem  Interrall  (a^  x)y  dessen  obere  Grenze  x 
genügend  nahe  an  a  zu  wählen  ist^  und  dies  bleibt  richtig  f&r  jede 
andre  Zahl  af  <,Xy  die  größer  als  a  ist.  Die  Menge  dieser  Zalden 
x(<b)  hat  eine  obere  Grenze  ^^b.  Diese  Zahl  ist  die  größte  in 
der  Menge.  In  der  Tat;  wählt  man  |'  <  |  in  genügender  Nähe  von  |, 
so  ist  die  Funktion^  welche  nach  der  Voraussetzung  links  von  S 
endlich  ist,  endlich  in  (|',  |).  Andrerseits  ist  sie  endlich  in  (a,  i^, 
also  ist  sie  endlich  in  (a,  |).  Es  genügt  nunmehr  zu  zeigen, 
daß  I  =»  &  ist.  Wäre  |  <  &,  so  könnte  man  eine  Zahl  |"  >  |  ge- 
nügend nahe  an  |  wählen,  damit  die  Funktion  in  (|,  H  ^d  folglich 
in  (a,  1'")  endlich  ist.  Dies  ist  absurd,  sobald  |  die  größte  unter 
denjenigen  Zahlen  x^b  ist,  welche  so  beschaffen  sind,  daß  in  (a,  x) 
die  Funktion  endlich  ist. 

259.  Theorem  TU  (erstes  Theorem  von  Weierstraß).  Wenn 
eine  Funktion  in  einem  endlichen  Interyalle  endlich  ist,  so 
enthält  dieses  wenigstens  eine  Zahl,  in  deren  Umgebung  die 
Funktion  dieselbe  untere  Grenze  hat,  welche  sie  in  dem 
ganzen  Interyall  zuläßt.  Dasselbe  gilt  yon  der  oberen  Grenze. 

Wir  können  uns  darauf  beschränken,  das  Theorem  nur  fiir  eine 
der  Grenzen  zu  beweisen.  Es  sei  z.  B.  die  untere  Grenze  A.  Wenn 
diese  ein  Minimum  ist,  so  gibt  es  in  dem  Intervall  (a,  &),  welches 
man  betrachtet,  wenigstens  eine  Zahl  |,  für  welche  man  hat  /*(|)  »  A, 
und  es  ist  klar,  daß  in  der  Umgebung  Ton  |  die  Zahl  X  immer  der 
kleinste  Wert  der  Funktion  ist.  Wenn  X  nicht  ein  Minimum  ist, 
so  bedeutet  dies,  daß  f(x)  —  X  i^  (^^  V)  immer  positiv  bleibt,  aber 
beliebig  kleine  Werte  annehmen  kann,  woraus  folgt,  daß  die  Funktion 

in  dem  ganzen  Intervalle  definiert  ist,  aber  nicht  endlich  ist. 
Es  gibt  also  in  (a,  b)  eine  Zahl  |,  in  deren  Umgebung  ^{po)  nicht 
endlich  ist,  d.  h.  wenn  eine  Zahl  l  so  groß  als  man  will  gegeben  ist, 
so  wird  es  immer  möglich  sein  in  dem  beliebig  kleinen  Intervalle 
(S  —  % ;  (  +  %)  eine  Zahl  x^^  zu  finden  derart,  daß 

9  {x^  >  l    und  folglich    f{x^  <  ^  +  T 

ist.  f{x^  ist  also  kleiner  als  eine  Zahl,  die  zwar  größer  ist  als  Jl, 
aber  so  nahe  an  X  liegt  als  man  es  wünscht.  Also  ist  in  (|  —  &, 
i  +  h)  wie  in  (a,  b)  die  Zahl  X  die  größte  unter  denjenigen,  welche 
keineu  Wert  der  Funktion  übertreffen. 
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Da«  KonTergieren  nach  einem  Chreniwert. 

260.  Für  die  unabhängige  Veränderliche  x  bedeutet  das  Kon- 
Tergieren nach  einem  Gh^nzwert  a,  daß  sie  alle  Werte  in  der  üm- 
gebung  (§  169)  Ton  a  annimmt.  Häufig  ist  es  nützlich  das  Konver- 
gieren nach  a  von  links  oder  von  rechts  zu  unterscheiden;  und 
man  kann  sich  denken^  daß  dies  geschieht ,  indem  x  wachsend  ein 
ganzes  Interrall  (a  —  h,  a)  mit  Ausschluß  der  oberen  Ghrenze  durch- 
läuft ^  bezw.  abnehmend  ein  ganzes  Intervall  {a,  a-\-h)  mit  Ausschluß 
der  unteren  Grenze.  Man  sagt  ferner^  daß  x  nach  unendlich  kon- 
vergiert^ wenn  es  beim  Variieren  schließlich  jeden  Wert  annimmt, 
der  größer  ist  als  eine  gegebene  Zahl  Dies  kann  man  immer  er- 
reichen, indem  man  x  wachsend  ein  ganzes  Intervall  (^,  oo)  durch- 
laufen läßt.  Eine  analoge  Definition  gilt  für  ein  o;,  welches  nach 
—  oo  konvergiert. 

261.  Man  sagt,  daß  die  Werte  von  f{ijc)  rechts  von  a  nach 
dem  Grenzwerte  l  konvergieren,  wenn  für  ein  von  rechts  nach  a 
konvergierendes  x  die  Differenz  f(x)  —  l  schließlich  absolut  genommen 
kleiner  wird  und  bleibt  als  jede  positive  Zahl.  Ausführlicher  können 
wir  es  so  ausdrücken:  Man  sagt,  daß  f(x)  rechts  von  a  den  Grenz- 
wert l  hat,  und  schreibt 

jtsea  +  O 

wenn  jeder  noch  so  kleinen  positiven  Zahl  b  eine  positive  Zahl  h 
entspricht  derart,  daß  für  jeden  Wert  von  Xy  der  dem  Intervall 
(a,  a  -\-1i)  mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze  angehört, 

(1)  \f{x)-l\<B 

ist.  Ebenso  si^  man,  daß  f{x)  links  von  a  den  Grenzwert  l  hat 
und  schreibt 

lim/'(a?)  =  i, 

wenn  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl  A  >  0  entspricht  derart,  daß  die 
Formel  (1)  gilt  für  alle  Werte  von  ar,  die  nicht  kleiner  als  a  —  ä, 
aber  kleiner  als  a  sind.  Wenn  man  femer,  wie  es  gewöhnlich  vor- 
kommt, schreibt 

]xjn.f{x)  =  Z, 

«  =  a 

so  will  man  behaupten,  daß  die  Grenzwerte  von  f{x)  rechts  und 
links  Ton  a  beide  existieren  und  gleich  l  sind.  Nur  der  Kürze  wegen 
pflegt  man  zu  schreiben  und  zu  sagen,  f{x)  konvergiere  für  x=^  a 
nach  dem  Grenzwert  l.  Es  ist  aber  darunter  zu  verstehen,  daß  x 
alle  zu  a  unendlich  benachbarten  Werte  annehmen  soll  gerade  unter 
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Ausschluß  des  Wertes  a.  überhaupt  darf  mau  die  Werte  rechts 
und  links,  f{a  +  0)  und  f{a  —  0),  welche  die  Funktion  in  a  als 
Grenzwerte  hat,  nicht  verwechseln  mit  dem  Werte  f{a)y  den  sie 
für  x^  a  tatsächlich  annimmt. 

262.  Man  sagt  femer,  daß  f{x)  für  unendliches  x  nach  einem 
Grenzwerte  l  konvergiert,  wenn  jeder  positiven  Zahl  e  eine  Zahl  £  ent- 
spricht derart,  daß  für  a;  >  |  immer  die  Formel  (1)  richtig  ist.  Man 
sagt,  daß  für  ein  nach  dem  Werte  a  von  rechts  oder  von  links 
konvergierendes  x  die  Funktion  f{x)  nach  Unendlich  konvergiert, 
und  vereinbart  zu  schreiben 

lim/*(rr)  =  oo,     lim/'(a;)  —  oo, 

»ssa  +  O  XB=a  — 0 

wenn  jeder  beliebig  großen  Zahl  l  eine  positive  Zahl  h  entspricht 
derart,  daß  in  dem  Intervall  (a,  a  +  A)  oder  in  (a  —  A,  a)  mit  Aus- 
schluß der  Grenze  a  immer  f(x)>l  ist.  In  analoger  Weise  definiert 
man  die  Annäherung  an  den  Grenzwert  —  oo.  Man  sagt  endlich, 
daß  für  unendliches  x  die  Funktion  f(x)  nach  Unendlich  konvergiert 
und  vereinbart  zu  schreiben 

]imf(x)  «  oo. 


XsstO 


wenn  jeder  beUebig  großen  Zahl  l  eine  Zahl  |  entspricht  derart,  daß 
für  o;  >  I  immer  f(x)  >  l  ist.  Bei  einiger  Überlegung  ist  es  leicht 
sich  zu  überzeugen,  daß  alle  diese  Definitionen  nach  einem  einzigen 
Prinzip  gebildet  sind.  Es  ist  hier  gut  zu  bemerken,  daß  man  oft, 
anstatt  zu  behaupten,  daß  eine  Funktion  nach  Unendlich  konvergiert, 
wenn  x  nach  a  konvergiert,  oder  nach  dem  Gh'enzwert  l  kon- 
vergiert, wenn  x  unendlich  zunimmt,  auch  sagt,  daß  die  Funktion  für 
X  =  a  unendlich  ist,  oder  daß  sie  für  unendliches  x  den  Wert  l 
hat.  Dies  sind  rein  konventionelle  Ausdrucksweisen,  die  ihre  Nütz- 
lichkeit haben  und  zu  keinen  Schwierigkeiten  Veranlassung  geben 
können,  wenn  man  sich  ein  für  alle  Mal  ihre  genaue  Bedeutung  klar 
gemacht  hat    Entsprechend  dieser  Bedeweise  pflegt  man  zu  schreiben 

f(a)  —  oo     oder    f((x>)  =-  l . 

Auf  diese  Weise  wird  es  statthaft  (vgl.  §  254,  d)  arctgx  in  derselben 

Weise  wie  arc  sin  x  zu  definieren  ohne  die  Werte  +  -~   auszuschließen. 

Sonst  würden  die  Gleichungen  arctg  (±  oo)  =-  ±  y,  wie  auch  die 
andere  tgY  =  <^;  ohne  Bedeutung  sein.  In  der  letzteren  ist  in 
Wirklichkeit  noch  etwas  mehr  stillschweigend  vorausgesetzt.  Auf 
der  linken  Seite  ist  nämlich  -r-  —  0  statt  -^  zu  setzen:  denn  man  hat 


tg  ( Y  ±  O)  >=  q:  oo 
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263.  Durch  dieselben  Betrachtungen  wie  diejenigen^  welche  früher 
im  Falle  einer  ganzzahligen  Veränderlichen  angewandt  worden  sind, 
lassen  sich  die  folgenden  Eigenschaften  feststellen.  Eine  Funktion, 
die  beim  Wachseu  yon  x  solche  Werte  annimmt,  daß  keiner  kleiner 
ist  als  ein  yorhergehender  Wert,  muß  für  unendliches  x  nach  einem 
endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert  konvergieren,  da  es  bei  einer 
solchen  Funktion  gentigt,  daß  sie  größer  wird  als  eine  feste  Zahl,  um 
es  auch  zu  bleiben,  wenn  x  wächst.  Wenn  eine  Funktion  zwischen 
zwei  andern  enthalten  ist,  die  ftir  ein  nach  dem  Werte  a  konver- 
gierendes X  einen  gemeinsamen  Grenzwert  l  haben,  wird  auch  nach 
dem  Grenzwert  l  konvergieren.  Wenn  für  ein  nach  dem  Werte  a 
konvergierendes  x  eine  Funktion  einen  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
wert zuläßt,  so  nimmt  sie  schließlich  das  Vorzeichen  dieses  Orenz- 
wertes  an  und  behalt  es.  £s  kann  daher  eine  Funktion,  die  in  der 
Umgebung  eines  gegebenen  Wertes  a  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen niemals  aufhört  positive  und  negative  Werte  anzunehmen,  nicht 
nach  einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwerte  konvergieren,  wenn  x 
nach  a  konvergiert.  Sind  u,  v,  w,  . . .  Funktionen  von  x,  und  ist, 
wenn  x  nach  a  konvergiert, 

limu»a,    limt;«— /},    lim«7=-y,    ..., 
so  ist 

lim  (u  +  v  +  w  +  ''-)^a-\-ß  +  y  +  '''j     lim  uvw  . . ,  ^  aßy  , , , , 

vorausgesetzt,  daß  die  betrachteten  Funktionen  in  end- 
licher Anzahl  sind.  Der  Qrenzwert  des  Quotienten  von  u  und  v 
ist  der  Quotient  von  a  und  ß,  vorausgesetzt,  daß  ß  nicht  null 
ist;  aber  einiges  läßt  sich  auch  in  den  Fällen  sagen,  wo  der  Nenner 
nach  keinem  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Ghrenzwert  konvergiert. 
In  der  Tat,  wenn  v  unbegrenzt  wächst,  während  u  endlich  bleibt,  so 

konvergiert   der   Quotient  —   nach    Null,    und    wenn    v    nach    Null 

konvei^ert,    indem    es    das    Zeichen    von  u    bewahrt,    während    — 

endlich  bleibt,  so  wächst  —    dem   absoluten  Betrage  nach  über  alle 

Grenzen.  Noch  haben  wir  nicht  die  Mittel,  um  den  Grenzwert  des 
Quotienten  zu  berechnen,  wenn  der  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig 
nach  Null  oder  nach  Unendlich  konvergieren;  aber  die  Frage  wird 
weiter  unten  behandelt  werden. 

264.  Theorem  IV.  Für  die  Existenz  eines  endlichen 
Grenzwertes  von  f(x)  rechts  von  a  ist  es  notwendig  und 
hinreichend,  daß  man,  wenn  s  positiv  und  beliebig  klein  ge- 
geben ist,  immer  eine  positive  Zahl  h  finden  kann  derart, 
daß  für  jedes  Paar  von  Werten  x'  und  ä;",  die  in  dem 
Intervall    (a,   a  +  h)    mit    Ausschluß    der    unteren    Grenze 

Celipro,  Ajuüyti«.  13 
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gewählt  sind,  f{x')  —  f{?c")  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner   als   £   wird. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Eonyei^ert  nämlich  f{ic)  nach 
dem  Ghrenzwert  ly  wenn  x  von  rechts  nach  a  konvergiert,  so  bedeutet 
dies,  daß  bei  beliebig  klein  gegebenem  £  >  0  eine  positive  Zahl  h 
existiert  derart,  daß  für  jeden  Wert  von  o?,  der  nicht  großer  als 
a  +  hy  aber  größer  als  a  ist,  immer 

\fix)-l\<^B 

ist.  Wenn  also  af  und  ai'  dem  genannten  Intervalle  angehören,  so 
hat  man  gleichzeitig 

\f(.x')-l\<^B,      \f{x")-l\<i,B, 

mithin 

\f(x^-f{x")\^\f{x')-l\  +  \l-f{x'^\<B. 

Denken  wir  uns  umgekehrt  bei  beliebig  gegebenem  positivem  b  ein 
Intervall  (a,  a  +  A)  bestimmt,  in  welchem  man  mit  Ausschluß  der 
unteren  (Frenze  hat 

(2)  \fix')-ax")\<:^B. 

In  dem  genannten  Intervalle  wähle  man  nach  Belieben  eine  Folge  von 
abnehmenden  Zahlen,  die  nach  dem  Grenzwert  a  konvergieren,  und  be- 
trachte die  Folge  der  entsprechenden  Funktionswerte.  Es  ist  bekannt 
(§  137),  daß  sich  aus  dieser  zweiten  Folge  immer  unendlich  viele 
Glieder  /'(a^),  fia^,  fip^y  •  -  •  aussondern  lassen,  welche  nach  einem 
Grenzwerte  konvergieren.  Dieser  Grenzwert  kann  nicht  unendlich 
sein,  da  sich  aus  (2)  ableiten  läßt 

Es  sei  also 


<|S2  0O 


und  man  wähle  n  genügend  groß,  damit  man  hat 

Für  jeden  Wert  von  x,  der  in  {(ly  a  +  h)  gewählt  wird  immer  mit 
Ausschluß  der  unteren  Grenze,  hat  man  nach  der  Voraussetzung  (2) 

mithin,  wenn  man  die  beiden  letzten  Ungleichungen  summiert. 

Es  ist  also  l  der  Grenzwert  von  f(x)  rechts  von  a.  Mit  leichter 
Modifikation  gilt  das  Theorem  auch  für  die  Existenz  des  Grenzwertes 
links.     Es   ist   femer  leicht  den  obigen  Beweis  dem  Falle  eines  un- 
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endlich  zonehmenden  x  anzupassen.  Man  braucht  nur  die  Zahl  h  durch 
eine  Zahl  |  zu  ersetzen^  die  untere  Grenze  eines  unendlichen  Intervalls^ 
in  welchem  x'  und  x"  gewählt  werden. 

265.  Auch  bei  den  Funktionen  erweist  es  sich  als  sehr  nütz- 
lich analoge  Zahlen  einzuführen  wie  die^  welche  in  §  175  betrachtet 
worden  sind,  und  es  empfiehlt  sich  sie  wie  in  §  178  au&ufassen. 
Die  Menge  der  Werte,  welche  eine  endliche  Punktion  f(x)  in  {x,  x  +  h) 
mit  Ausschluß  >on  ^  annimmt,  besitzt  eine  untere  Ghrenze  X.  Sie  ist 
eine  Funktion  yon  h,  welche  notwendig  nach  einem  Grenzwert  Xq  kon- 
Tergiert,  wenn  h  nach  Null  konvergiert;  denn  sie  kann  bei  abnehmendem 
h  nicht  yariieren  ohne  zu  wachsen,  bleibt  aber  dabei  kleiner  als  die 
obere  Grenze  fi.  In  analoger  Weise  definiert  man  den  größten  Grenz- 
wert ft^.  0£Eenbar  hängen  die  Werte  dieser  Limites  (die  sogenannten 
Unbestimmtheitsgrenzen)  einzig  und  aUein  von  x  ab,  können 
aber  auf  der  linken  Seite  andere  sein  als  auf  der  rechten.  Die  Funk- 
tionen X^(x)  und  iiq{x\  z.  B.  die  auf  die  rechte  Seite  der  Werte  von 
X  bezüglichen,  sind  durch  die  folgenden  Eigenschaften  charakterisiert  : 
Jeder  positiven  Zahl  e  entspricht  eine  Zahl  h  derart,  daß 
für  jeden  Wert  von  x,  der  zwischen  a  und  a  +  h  gewählt 
wird, 

ist  und  in  jedem  noch  so  kleinen  Intervall  (a,  a  +  h)  gibt  es 
Zahlen  x'  und  a?",  für  welche 

ist  Hiernach  ist  es  leicht  das  Theorem  lY  zu  beweisen,  ohne  sich 
des  in  §  137  bewiesenen  Hilfssatzes  zu  bedienen.  Es  genügt  folgen- 
des zu  bemerken:  Wenn  nicht  ein  (einziger)  Grenzwert  für  die  Werte 
f(x)  rechts  von  a  existiert,  so  ist  lo<  (Iq,  und  man  kann  immer, 
wenn  die  positive  Zahl  «  <  f«o  ~  ^o  gegeben  ist,  x'  und  a?"  beliebig 
nahe  an  a  wählen  und  so  beschaffen,  daß 

f(^<K^o  +  N'-^\  /(^")>K^o  +  f*o  +  0 
ist,  woraus  sich  also  ergibt  |  f^x")  —  f(x'')  \  >  €.  Wenn  daher  für 
jedes  e  die  Bedingung  |  f(ar)  —  f{x")  |  <  «  in  einem  hinreichend  kleinen 
Intervall  (a,  a  +  h)  erfQllt  ist,  so  ist  es  unmöglich,  daß  Xq  <  fig  ist, 
und  es  existiert  daher  notwendig  die  Zahl  f(a  +  0),  die  gleich  dem 
gemeinsamen  Werte  von  ilo(a)  und  fto(a)  ist. 

Stetigkeit. 

266.  Stetige  Funktionen.  Eine  Funktion  heißt  stetig  für 
X  :==  a,  wenn  rechts  und  links  von  a  die  Grenzwerte  ihrer  Werte  mit 
dem  speziellen  Werte  zusammenfaUen,  welchen  die  Funktion  für  x  ^  a 

13* 
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annimmt.  Die  Stetigkeit  von  f{£)  fär  o;  =°  a  wird  also  ausgedröckt 
durch  die  Gleichiingea 

f{a  +  0)  =  /•(«),    f{a  -  0)  =  f{a). 

Die  Funktion  heißt  stetig  in  einem  Intervall;  wenn  sie  fär  alle 
Werte  yon  x  stetig  ist^  die  in  dem  Intervall  enthalten  sind.  Es 
kann  vorkommen,  daß  die  Funktion  nur  reohts  oder  nur  links  von 
a  stetig  ist.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  nur  eine  der  obenstehenden 
Gleichungen  besteht.  Man  bemerke,  daß,  wenn  'man  z.  B.  sagt,  eine 
Funktion  sei  rechts  von  a  stetig,  man  gezwungen  ist  in  Gegensatz 
zu  einer  allgemeinen  Definition  zu  treten,  die  wir  oben  aufgestellt 
haben  (§  169).  Wenn  man  daher  behaupten  will,  daß  in  einem 
Intervalle,  welches  die  untere  Grenze  in  a  hat,  die  Funktion  stetig 
ist,  so  muß  man  wohl  darauf  achten,  es  ezplicite  zu  sagen.  £s  ist 
von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  die  Definition  der  Stetigkeit  ganz 
in  der  Gleichung  enthalten  ist 

lim  f{x)  =  /"(lim  x)^ 

so  daß  man  sagen  kann,  daß  die  Möglichkeit  das  Symbol  lim  mit 
dem  Symbol  f  zu  vertauschen,  für  die  stetigen  Funktionen  charakte- 
ristisch ist. 

267.  Es  ist  klar,  daß  analoge  Eigenschafi;en  wie  die  in  der 
Theorie  der  Grenzwerte  bewiesenen  bei  den  stetigen  Funktionen  statt- 
finden. Insbesondere  sind  die  Summe  und  das  Produkt  von 
mehreren  stetigen  Funktionen  in  endlicher  Anzahl  stetige 
Funktionen.  Wenn  z.  B.  für  einen  bestimmten  Wert  von  x 
die  Funktionen  tp{x)  und  '^{x)  stetig  sind,  so  sind  für  denselben 
Wert  von  x  stetig 

fix)  =  q>{x)  +  ^{x)y    g(x)  «  ip{x)i;(x), 

da  (§  263) 

lim  f{x)  =  lim  fp(x)  +  lim  ^(a;)  ==  g?(lim  x)  +  tlfQim  x)  =  /"(lim  x) 

lim  g(po)  =■  lim  g>(x)  •  lim  ^(x)  =  ^(lim  x)  •  ^(lim  x)  ==  gQim  x) 

ist.  Eine  stetige  Funktion  ist  auch  der  Quotient  von  zwei  stetigen 
Funktionen,  vorausgesetzt,  daß  diejenigen  Werte  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  ausgeschlossen  werden,  welche  den 
Nenner  zum  Verschwinden  bringen.  Endlich  bemerke  man,  daß 
jede  stetige  Funktion  einer  stetigen  Funktion  von  x  eine 
stetige  Funktion  von  x  ist.  In  der  Tat,  bildet  man  mit  den 
stetigen  Funktionen  ^{x)  und  rl}{x)  die  Funktion  f{x)  =^  (p(il){x))f  so 
hat  man 

lim  f{x)  =  lim  (p{ilf{x))  =  ^(lim  ^(a;))  =  g?(^(lim  x))  =  fQim  x\ 

vorausgesetzt,  daß  in  die  Intervalle,  in  welchen  tp{x)  sich  stetig  ver- 
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hSltj  Werte  fallen,  die  die  Funktion  if{x)  in  den  Intervallen  annimmt, 
in  welchen  sie  stetig  ist.  Diese  Werte  bilden,  wie  wir  später  (§  276) 
sehen  werden,  ein  oder  mehrere  Intervalle,  in  denen  die  Funktion  f 
stetig  ist. 

268.  Theorem  V.  Zur  Stetigkeit  von  f(x)  rechts  von  a 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  man,  wenn  s  positiv 
und  beliebig  klein  gegeben  wird,  immer  eine  positive  Zahl 
Ä  finden  kann  derart,  daß  für  jedes  Paar  von  Werten  x',  x\ 
die  in  dem  Intervall  (a,  a  +  A)  gewählt  werden,  f{of)  —  f{x) 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  £  ausfällt 

Daß  die  Bedingung  mehr  als  hinreichend  ist,  sieht  man  sofort, 
wenn  man  x  ^a  nimmt  und  für  oi'  einen  beliebigen  zwischen  a  und 
a  +  A  enthaltenen  Wert  setzt.  Wegen  |  f(x)  —  f{a)  |  <  6  ist  dann 
f[a  +  0)  =  /■(»).  Wenn  umgekehrt  f{a  +  0)  existiert  und  gleich  f{a) 
ist,  80  ist  es  möglich,  zu  jeder  positiven  Zahl  £  zwei  positive  Zahlen 
}i   und  H'  zu  finden  derart,  daß  die  Ungleichungen 

\f{x')-f{^')\<B,    \f{x)-f{p)\<t 

stattfinden:  die  erste,  auf  Ghimd  des  Theorems  lY,  für  alle  Werte- 
paare x'  und  x\  die  in  {a^  a-{-  K)  mit  Ausschluß  von  a  gewählt 
werden,  und  die  zweite,  auf  Gfrund  der  Definition  des  Limes,  für  alle 
in  (a,  a  +  A")  gewählten  Werte  von  x.  Man  kann  also,  indem  man 
die  beiden  Ungleichungen  zu  einer  vereinigt  und  für  A  die  kleinste 
der  Zahlen  K  und  h"  wählt,  behaupten,  daß  fOr  alle  Paare  von 
Werten  x'  und  x",  die  dem  Intervall  (a,  a  +  ä)  angehören,  sein  muß 
\f(x)—f(x')\<Cs,  Offenbar  läßt  sich  das  Theorem  auch  für  die 
linke  Seite  von  a  aussprechen  und  in  analoger  Art  beweisen.  Be- 
trachtet man  femer  gleichzeitig  die  rechte  und  die  linke  Seite  von  a, 
so  erkennt  man  folgendes  ab  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  die  Funktion  f(x)  für  x  =^  a  stetig  ist: 
Zu  jeder  positiven  Zahl  a  muß  man  eine  positive  Zahl  A  finden 
können  derart,  daß  man  fEir  alle  Paare  von  Werten  x',  oi\  die  in 
(a  —  A,  a  -f  A)  gewählt  sind,  \f{x")  -  fi^!')  \  <  s  hat. 

269«  Der  Begriff  der  Stetigkeit  ist  sehr  nützlich,  wenn  es  sich 
um  die  Vervollständigung  der  Definition  gewisser  Funktionen 
handelt,  insbesondere  derjenigen,  welche  uns  für  die  rationalen  Werte 
der  unabhängigen  Veränderlichen  bereits  aus  der  Algebra  bekannt 
sind.  Wenn  die  Funktion  f(x)  so  beschaffen  ist,  daß  bei  beliebig 
klein  gegebenem  positiven  s  sich  um  jeden  Wert  von  x  ein  Intervall 
herstellen  läßt,  in  welchem  die  Differenz  zwischen  zwei  beliebigen 
Fonktionswerten  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ausfällt  als  €, 
so  ist  es  leicht  die  Bedeutung  von  f(x)  auf  den  FaU  eines  irrationalen 
x  auszudehnen,  und  zwar  so,  daß  man  eine  für  alle  Werte  der  un- 
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abhängigen  Yeränderlichen  stetige  Funktion  erhält.  Zu  dem 
Ende  konstruiere  man  in  beliebiger  Weise  eine  Folge  a^,  a^,  cl^,  ... 
Yon  rationalen  Zahlen,  die  nach  der  Irrationalzahl  a  konvergieren, 
und  wähle  in  der  Umgebung  von  a  ein  Intervall  derart,  daß  in 
seinem  Innern  der  absolute  Betrag  der  Differenz  zwischen  zwei  be- 
liebigen Funktionswerten  immer  kleiner  ist  als  £.  In  dieses  Inter- 
vall fallen  schließlich  die  Glieder  der  Folge  o^,  a^,  a^,  . . .,  so  daß 
man,  wenn  n'  und  W  eine  gewisse  Zahl  übertreffen,  immer  hat 

!/'(»«') -/■(«.•OK«- 

Also  (§  139)  existiert  der  Grenzwert  von  f{a^  f&r  unendliches  n^ 
und  dieser  Grenzwert  ist  es,  den  wir  übereinkommen  als  Wert 
von  f(a)  anzunehmen.  Jetzt  wollen  wir  beweisen,  daß  die  so 
definierte  Funktion  stetig  ist  f&r  jeden,  rationalen  oder  irrationalen, 
Wert  a  der  unabhängigen  Veränderlichen.  In  der  Tat,  weim  £  >  0 
gegeben  ist,  so  klein  als  man  will,  so  können  wir  nach  der  Voraus- 
setzung h  schon  so  bestimmen,  daß  f&r  zwei  beliebige  rationale 
Werte  x'  und  rr"  in  (a-h,  a  +  h)  stets  \f{x')- fix'")]  K^s  ist. 
Es  ist  klar,  daß  diese  Ungleichung  auch  noch  gilt,  wenn  eine 
der  beiden  Zahlen,  z.  B.  x%  irrational  ist,  vorausgesetzt,  daß  die 
andere  rationale  in  genügender  Nähe  der  ersten  gewählt  wird,  und 
zwar  beruht  dies  auf  der  Definition  von  fix").  Daraus  folgt  daß, 
wenn  in  {a  —  hy  a  +  h)  die  Zahlen  x'  und  x",  irrational  oder  auch 
nicht,  gewählt  werden,  es  immer  möglich  ist,  zwei  andre  Zahlen  a 
und  a"  zu  finden,  die  rational  sind,  demselben  Intervall  angehören 
und  so  beschaffen  sind,  daß 

\fix')-f{a')\<:^B,    \f(x")-fia")\<iB 

ist  Beachtet  man  jetzt,  daß  die  Differenz  f(x')  —  fix'")  in  die  Summe 
der  folgenden  zerlegbar  ist 

deren  jede  absolut  genommen  kleiner  als  -(^c  ist,  so  sieht  man,  daß 
I  fipo)  —  f{x")  I  <  6  ist  für  alle  dem  Intervall  (a  —  Ä,  a-\-K)  angehorigen 
Wertepaare  Xy  x".  Mithin  ist  auf  Grund  des  Theorems  V  die  Funk- 
tion stetig  für  n;  =  a. 

270.    Beispiele,     a)  Man  erkennt  sofort,  daß  die  Funktionen  y  ~  1, 
Xy  x',  .  . . ,  Vx,  sin  jc,   cos  o;  u.  s.  w.  stetig  sind.     Z.  B.  folgert  man  aas 

IV^-V^U  l;-''l<l±:^ 

sm  x  —  sm  a  ""  2  sm  —z —  cos  — ^ , 
wenn  x  nach  a  konvergiert,  lim  yx  »  lim  y^,  lim  sin  x  «  sin  a,  und  bei 


—■     » 
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der  ersten  Funktion  hat  man,  wenn  a  »  0  ist,  rechts  davon  lim  Yx  »  0. 
Auch  die  Funktion,  welche  im  allgemeinen  durch  den  Quotienten  von  eimx 
und  X  ausgedrftckt  wird,  dagegen  für  x » 0  den  Wert  1  hat,  ist  für 
x'^0  stetig  als  Quotient  von  zwei  stetigen  Funktionen,  und  fCLr  rr  »  0 

ist  sie  stetig,  weil  der  Bogen  x,  wenn  er  nach  Null  konvergiert,  zwischen 
seinem  Sinus  und  seiner  Tangente  enthalten  bleibt,  so  daß  man  hat 

.  eino;    ^  ^        ..     sin  aj 
cos  a?  < <  1 ,     lim =  1. 

b)  Die  Funktion  a'  ist  uns  aus  der  Algebra  nur  f&r  rationales  x 
bekannt.  Es  ist  aber  leicht  die  Definition  für  a  >  0  nach  den  Angaben 
von  §  269  zu  vervollständigen.  Zunächst  muß  man  sich  daran  erinnern, 
daß  für  rationale  x\  x"  die  Differenz  zwischen  den  zugehörigen  Werten 
von  o"  so  klein  gemacht  werden  kann  als  man  will,  indem  man  x  ^x 
dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  klein  macht.  Dann  wird  sich 
nämlich  c^"^'  von  1  so  wenig,  als  man  haben  will,  unterscheiden,  und 
es  wird  daher  auch  a**  —  a*"  beliebig  klein  sein,  als  Produkt  von  o*"  und 
(T^""*"  —  1.  Hiemach  sind  wir  auf  Qrund  des  in  §  269  Gesagten  sicher, 
daß  für  jede  Folge  von  rationalen  Zahlen  a;^ ,  a:^ ,  o^ ,  .  . . ,  die  nach  einem 
gegebenen  irrationalen  Grenzwert  x  konvergieren,  die  Folge  a%  o^,  a^,  . . . 
ebenfalls  einen  endlichen  Grenzwert  zuläßt,  der  nur  von  x  abhängt:  dieser 
Grenzwert  wird  mit  a'  bezeichnet.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  die  so 
definierte  Funktion  (f  die  verschiedenen  Eigenschaften  bewahrt,  welche  wir 
schon  für  rationales  x  kennen,  d.  h.  daß  sie  immer  in  einem  Sinne  variiert, 
wenn  x  wächst,  daß  sie  mit  wachsendem  x  unbegrenzt  zunimmt  oder  nach 
Null  konvergiert,  je  nachdem  a  größer  oder  kleiner  als  1  ist,  und  endlich, 
daß  sie  die  Eigenschaft  c^  •  a^  ^  (f-^'^  hat.  Aus  den  letzten  Bemerkungen 
folgt,  daß  die  Gleichung  a^  =  x  die  Größe  y  als  Funktion  von  x  definiert 
in  dem  Intervall  (0,  oo)  mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze;  denn  jedem 
positiven  Wert  von  x  entspricht  ein  imd  nur  ein  Wert  von  y.  Die  Stetig- 
keit dieser  Funktion  y  =  Log  x^  der  inversen  von  o*,  ist  eine  unmittel- 
bare Folge  der  Stetigkeit  von  a^, 

c)  Um  eine  andere  einfache  Anwendung  des  in  §  269  Gesagten  zu 
machen,  wollen  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  unter  den  Fimktionen,  welche 
die  Eigenschaft  f{x)  +  f{x)  =  f{x  +  x')  genießen,  diejenigen  zu  finden, 
die  stetig  sind.    Wenn  x  eine  positive  rationale  Zahl  ist,  imd  man  setzt 

X  »  -^  mit  ganzen  und  positiven  j),  ^,  so  ist  klar,   daß  man  haben  muß 

wenn  man  mit  a  den  Wert  von  /"(l)  bezeichnet.  Da  man  für  x'  =  0  hat 
f{^)  +  /(^)  =  f{^\  so  sieht  man  sofort,  daß  f{0)  «  0  ist.  Für  a?'=  — o? 
erhält  man  femer  /*( —  a;)  =  —  f{x).  Mithin  ist,  auch  wenn  man  x  einen 
negativen  rationalen  Wart  erteilt,  f{(t)  »=  ax.  Erteilt  man  hingegen  x 
einen  irrationalen  Wert  und  konstruiert  in  beliebiger  Weise  eine  Folge 
von  rationalen  Zahlen  ^9  ^,  x^,  .  . .,  die  nach  x  konvergieren,  so  muß^ 
man  auf  Grund  der  Stetigkeit  haben 
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f(x)  «=  /'(lim  icj  =  lim  f{x^  =  lim  ax^  =«  ax. 


n=QO  n=3X  n=s3D 


Wir  fordern  den  Leser  auf,  eine  ähnliche  Untersuchung  anzustellen  für  die 
Punktionen,  welche  der  Bedingung  f{x)f(x)^f(xx')  genügen,  und  be- 
merken, daß  dieselbe  außer  von  der  stetigen  Punktion  of"  auch  von  un- 
endlich vielen  unstetigen  Punktionen  befriedigt  wird,  zu  denen  sgn  x  gehört. 

d)  Wenn  x  nach  Null  konvergiert,  so  bleibt  der  Quotient  von  o*— 1 
durch  X  zwischen  den  Zahlen 


n 


(v^~i),      (n  +  l)(y^-l) 


enthalten,  wo  w  =  1—1  ist,  und  da  (§  159)  lim  n  ("|/a  — l)  =  log  a  ist, 


a*-l 


so  hat  man 

lim =  log  a, 

«=«0       ^ 

Ein  Beispiel  einer  für  alle  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  stetigen 
Punktion  wird  uns   also  geboten  durch  die  Punktion,  welche   für  x  ^  0 

durch  ausgedrückt  wird  und  für  a;  =  0   gleich  log  a  ist.     Analog 

beweist  man,  daß 

lim  (1  -f-  a;)*  —  c 

und  daß   folglich   die  Punktion   stetig  ist,   welche   im  allgemeinen  durch 

(1  -}-  xy   ausgedrückt  wird,  während  sie  für  x  =  0  den  Wert  e  hat. 

271.  Unstetige  Funktionen.  Eine  Funktion  heißt  unstetig 
für  einen  bestimmten  Wert  von  x^  wenn  sie  nicht  stetig  ist,  und 
unstetig  in  einem  Intervall,  wenn  sie  wenigstens  für  einen  Wert 
unstetig  ist,  der  dem  Intervall  angehört.  Die  Unstetigkeit  kann  auf 
jeder  Seite  von  a;  =  a  stattfinden  oder  nur  auf  einer  Seite,  und  in 
jedem  Falle  sind  die  ünstetigkeiten,  welche  rechts  oder  links  von  a 
bestehen  können,  voneinander  unabhängig.  Wir  wollen  uns  also  mit 
den  rechts  von  a  möglichen  ünstetigkeiten  beschäfbigen  und  bemerken, 
daß  die  Funktion  unstetig  ist,  wenn  ihr  Grenzwert  auf  der  rechten 
Seite  existiert  und  einen  endlichen  Wert  hat,  der  von  f{a)  verschieden 
ist,  aber  auch  wenn  dieser  Grenzwert  unendlich  ist  oder  gamicM 
existiert.  In  dem  ersten  FaUe  heißt  die  unstetigkeit  eine  gewöhn- 
liche oder  eine  Unstetigkeit  erster  Art,  im  zweiten  eine  zweiter 
Art.  Der  wesentliche  Unterschied  zwischen  den  beiden  Arten  liegt 
darin,  daß  die  zweite  nicht  von  dem  Werte  abhängt,  den  die  Funk- 
tion für  den  betrachteten  Wert  von  x  annimmt,  sondern  einzig  und 
allein  von  dem  Verhalten  der  Funktion  in  der  Umgebung  des  ge- 
nannten Wertes.     Mit  andern  Worten,  um  zu  wissen,  ob  f(x)  rechts 
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oder  links  toh  a  unstetig  von  zweiter  Art  ist,  ist  es  unnötig  f{a)  zu 
kennen;  dies  ist  di^egen  unerläßlich^  wenn  man  wissen  will,  ob  die 
Funktion  eine  gewolmliche  ünstetigkeit  hat,  die  wenigstens  auf  einer 
Seite  von  a  beseitigt  werden  kann,  indem  man  den  Wert  von  f(a) 
ändert. 

272.   Beispiele,     a)  Aus   den   am   Ende   von   §  267    aufgestellten 

Sätzen  folgt,  daß  —  und  sin  —  stetig  sind,  solange  x"^  0  ist.     Dagegen 

haben  sie  für  x » 0  eine  ünstetigkeit  zweiter  Art.  um  das  zu  kon- 
statieren ist  es  nicht  nötig  zu  fragen,  welchen  Wert  man  ihnen  für  a;»0 
beilegen  will.     Es  genügt  vielmehr  zu  beachten,  daß,  wenn  x  nach  Null 

konvergiert,  der  absolute  Betrag  von  —  über  alle  Grenzen  wächst,  und  daß 

sin  —  überhaupt  nach  keinem  Grenzwert  konvergiert,  da  diese  Funktion  in 

einem  beliebig  kleinen  Intervall  ( —  Ä,  ä)  nacheinander  die  Werte  0,  1,  0,  —  1 

annimmt,  so  oft  der  absolute  Betrag  von  — ,  indem  er  über  alle  Grenzen 

wächst,  eine  ganze  Zahl  wird,  die  (mod.  4)  einer  der  Zahlen  0,  1,  2,  3 

kongruent  ist.    Dagegen  ist  die  Funktion,  welche  für  a?  ^  0  durch  a;  sin  — 

ausgedrückt  wird,  auch  für  o;  =  0  stetig  oder  weist  für  diesen  Wert  eine 
gewöhnliche  Ünstetigkeit  auf,  je  nachdem  der  Wert,  den  man  ihr  fOr 
^  3s  0  beüegt,  null  ist  oder  nicht.  Daß  sich  eine  ünstetigkeit  auch  nur 
auf  einer  Seite  eines  Wertes  von  x  bieten  kann,  erkennt  man  sofort,  wenn 
man   z.  B.  die  Ftmktion  betrachtet,   welche  für  rr  =  0  null   ist  und  für 

^  ^  0  durch  e"   ausgedrückt  wird.     Sie  ist  stetig  links  von  Null,  unstetig 

rechts,  da  ihre  Werte  nach  Null  oder  nach  unendlich  konvergieren,  je 
nachdem  x  durch  negative  oder  durch  positive  Werte  nach  Null  konvergiert. 

Unstetig  wie  —  rechts  von  Null  ist  die  Funktion  log  a;,  welche  für  a;  >  0 

stetig  ist  und  ffSar  x  <C0  keinen  Sinn  hat.     Dasselbe  läßt  sich  sagen  von 

sin  log  X ,    welches    wie    sin  —   unstetig   ist,   aber   für   x  >  0   stetig  ist 

infolge  des  letzten  Satzes  in  §  267.  Aus  dem  gleichen  Grunde  ist 
log  sin  X  stetig,  solange  man  nicht  hat  sin  o; »  0,  dagegen  ist  es  unstetig 

wie  —  rechts  von  den  geraden  Vielfachen  von  n  und  links  von  den  un- 

geraden  Vielfachen,  wie  man  auch  die  Definition  vervollständigen  mag. 
Die  vorstehenden  Funktionen  nennt  man  wie  alle  diejenigen,  welche  in 
einem  endbchen  Intervalle  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  unstetig  sind, 
im  allgemeinen  stetig,  um  sie  von  den  unendlich  oft  unstetigen 
Funktionen  zu  unterscheiden. 

b)  Auch  tg  o;  ist  im  allgemeinen  stetig,  nicht  aber  tg  —    Die  erste, 

als  Quotient  der  stetigen  Funktionen  sin  x  und  cos  x^  ist  stetig  solange 
cos  x'^0  ist,  dagegen  imstetig  von  zweiter  Art  in   der  Ümgebimg  der 
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unendlich  vielen  Wurzeln  a  =  -^  ±nit  von  cos  «,  weil  man  hat 

lim     tgir  =  +  (X),  lim     tgrr«  — oo. 

Ebensolche  ünstetigkeiten  bieten  sich  fOr  unendlich  viele'  Werte  von  x, 
die  beliebig  nahe  an  Null  liegen,  bei  der  Funktion,   die  für  o;  ^  0  durch 

tg  —  definiert  ist.    Sie  ist  dagegen  stetig  in  dem  ganzen  Intervall  ( — ,  oo ) 

mit  Ausschluß  der  imteren  Grenze  und  in  dem  ganzen  Intervall  ( —  oo, ) 

mit  Ausschluß  der  oberen  Grenze.  Für  x  —  0  hat  man  immer  wie  in  der 
IJmgebtmg  dieses  Wertes  eine  ünstetigkeit  zweiter  Art,  aber  man  bemerkt 
hier  noch  etwas  Komplizierteres,  insofern  die  Funktion  unendlich  oft  alle 
möglichen  Werte  annimmt.  Man  beachte,  daß  rechts  wie  links  von 
Null  die  Funktion  beliebig  groß  wird,  aber  es  nicht  bleibt.  Deshalb 
kann  man  (§  262)  nicht  sagen,  daß  sie  ins  unendliche  wächst, 
sondern  nur,  daß  sie  in  der  Umgebung  der  NuU  nicht  endlich  isi 

c)  Die  letzte  Bemerkung  kann  man  auch  machen,  und  zwar  rechts 
von  Null,  bei  der  Funktion,  welche  flir  rationales  x  den  Wert  0  hat  und 
für  irrationales  x  durch  log  x  ausgedrückt  wird.  Dieselbe  ist  überdies 
unstetig  von  zweiter  Art  für  alle  Werte  von  x:  sie  ist  eine  total  un- 
stetige Funktion,  während  tg  —  der  Kategorie  der  punktiert  unstetigen 

Funktionen  angehört,  da  wir  in  (—  ä,  ä)  trotz  der  unendlich  vielen  ünstetig- 
keiten doch  immer  Werte  von  x^  und  sogar  unendlich  viele  solche  Werte, 
finden  können,  für  welche  die  Funktion  stetig  ist.  Dies  sind  die  beiden 
großen  Kategorien^)  von  unendlich  oft  unstetigen  Funktionen.  Ein  ein- 
facheres Beispiel  für  eine  total  unstetige  Funktion  bietet  sich  uns  in  der 
Funktion,  welche  die  Werte  0  und  1  annimmt,  je  nachdem  x  rational  oder 
irrational  ist,  und  auch  in  derjenigen,  welche  wir  oben  (§  254,  f)  mit 
cs(x)  bezeichnet  haben.  Wenn  man  femer  eine  Funktion  betrachtet,  die 
nach  Belieben  definiert  ist,  so  oft;  tir(a;)  verschwindet  oder  keine  Bedeutung 
hat,  und  in  jedem  andern  Falle  gleich  log'(!f(x)  ist,  dann  ist  klar  nicht 
nur,  daß  diese  Funktion  nicht  stetig  ist,  sondern  auch,  daß  sie  in  jedem 
noch  so  kleinen  Intervalle  nicht  endlich  ist. 

d)  Die  Funktion  [:r],  welche  rechts  von  allen  Werten  von  x  stetig 
ist,  bietet  nur  links  von  jedem  ganzzahligen  Werte  von  x  eine  gewöhn- 
liche ünstetigkeit  dar.     In  der  Tat,  wenn  x  eine  ganze  Zahl  ist,   so  hat 

man  [x]  =  «,  [a?  +  0]  =  a;,  [a:  —  0]  =  a?  —  1.     Die  Funktion  1—  ,  welche 

links  von  jedem  positiven  oder  negativen  Werte  von  x  stetig  ist,  ist  un- 
stetig von  erster  Art  rechts  von  unendlich  vielen  Werten,  die  beliebig  nahe 
an  NuU  liegen,  und  sie  ist  dagegen  unstetig  von  zweiter  Art  für  x=0. 


1)  Um  sich  zu  überzeugen,  dafi  dies  keine  leeren  Unterscheidungen  sind, 
sondern  daß  sie  einer  wesentlichen  Verschiedenheit  in  dem  Verhalten  der  un- 
stetigen Funktionen  entsprechen,  lese  man  die  „Fondamenti  per  la  teorica  delle 
funzioni  di  variabili  reali^*  von  Dini  (auch  deutsch  von  Lüroth  u.  Schepp),  p.  62. 
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Die  Funktion,  welche  im  allgemeinen  durch  x\  —    ausgedrückt  wird  und 

ffir  a?  =  0  gleich  der  Einheit  ist,  ist  fOr  diesen  Wert  von  x  stetig,  ob- 
gleich in  die  Umgebung  desselben  unendlich  viele  andere  fallen,  auf  deren 
rechter  Seite  die  Funktion  eine  gewöhnliche  ünstetigkeit  erleidet,  die  gerade 
durch  X  gemessen  wird  und  daher  immer  mehr  verschwindet,  wenn  x  nach 
Null  konvergiert. 

e)  Mit  Hilfe  der  Funktion  [x]  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  eine 
stetige  Funktion  einer  unstetigen  Funktion  nicht  immer  un- 
stetig ist.    Es  sei  q>{x)  eine  stetige  Fimktion,  die  nur  an  die  Bedingung 

9(0)  =«9(1)  gebunden  ist,  wie  z.  B.  outcx  oder  x^Yx  u.  s.  w.  Man 
bezeichne  zur  Abkürzung  a:  — [a:]  mit  ^{x)  und  betrachte  /"(a?)  =  9(t/;(a;)), 
eine  stetige  Funktion  der  unstetigen  Funktion  tp(a;).  Offenbar  kann 
f(x)  nur  unstetig  sein,  wenn  tf;(a;)  unstetig  ist,  d.  h.  links  von  den  ganz- 
zahligen Werten  von  x.  Dies  vorausgeschickt  bemerke  man,  daß  für  diese 
Werte,  tf;(aj)  =  0,  f{x)  =  9(0)  ist,  während  man  auf  der  linken  Seite  hat 

if;(a^-0).=  1,     f{x  -  0)  =  g,(t/;(a:-0))  =  q>{l)  =  g>{0)  =  f{x). 

Also  ist  f(x)  stetig.    Ein  einfacheres  Beispiel  erhält  man,  wenn  man  nimmt 

"^{x)  =  -f  ^  05  ^  0  und  ^(0)  =  0  und  q>{x)   unter  denjenigen  stetigen 

Funktionen  wählt,  welche  fOr  imendliches  x  wieder  den  Wert  anzunehmen 
streben,  den  sie  für  x  =  0  haben:  z.  B.  e~' sin  x.  Wenn  auch  tf;(a;)  fOr 
x  =  0  unstetig  ist,  so  ist  die  Funktion  f(x)  —  (p(;^{x))  stetig,  da 

f(0)  -  9>(ip(0))  -  9(0),      lim  f(x)  «  9(«>)  «  9>(0) 

ist. 

f )  Im  allgemeinen  stetig  ist  die  Funktion 

f(x)  =  sina:  -f^sin2aj  +  |-sin3a;-|----, 
welche  gleichzeitig  mit  sino;  verschwindet,  aber  (§  254,  g)  die  Werte 


f(«)--f  («-a!)+[^]« 


annimmt  und  folgUch  stetig  ist,  solange  x  nicht  gleich  einem  Vielfachen  a 
von  2  TT  wird.     Inzwischen  ist 

f{a)~0,     /'(«  +  0)  =  y,     /'(«-0)--|, 

und  man  hat  daher  auf  jeder  Seite  der  Werte  x  ^^^  a  eine  gewöhnliche 
Ünstetigkeit.  Dieses  Beispiel  ist  deshalb  bemerkenswert,  weil  es  uns  zeigt, 
daß  eine  Summe  von  unendlich  vielen  stetigen  Funktionen  nicht 
stetig  zu  sein  braucht.     Da  überdies 

lim(sind;  +  ^sin2a;  +  •  •  •)  ^  lim  sina;  +  -J-  lim  sin  2«  -f  •  •  • 

ist,  wenn  x  nach  Null  konvergiert,  so  sieht  man  (vgl.  §  263),  daß  der 
Grenzwert  einer  Summe  nicht  immer  gleich  der  Summe  der 
Grenzwerte  der  Summanden  ist,  wenn  dieselben  in  unendlicher  Anzahl 
▼orhanden  sind. 
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273.  Theorem  VI.  Wenn  die  Funktion  f{o^  für  a?  =  a 
stetig  und  yon  Null  verscliieden  ist^  so  bewahrt  sie  in  der 
Umgebung  von  a  das  Zeichen  von  f{a). 

In  der  Tat  ist  auf  Grund  der  Stetigkeit  lim  f{x)  =f{€b)\   d.  h. 


af=a 


wenn  die  positive  Zahl  s  so  klein  als  man  wiU  g^eben  ist,  so  gibt 
es  eine  positive  ZaU  Ä  derart,  daß  man  in  dem  ganzen  IntervaU 
(a  —  A,  a  +  Ä)  hat  |  f{x)  -—  f{a)   <  £,  also 

(3)  f{a)  -  e  <  f{jc)  <  f(a)  +  s. 

Man  braucht  nur  £  »  \f(fl)  \  zu  nehmen,  um  zu  sehen,  daB  man  hat 
f{x)  >  0  oder  f(x)  <  0,  je  nachdem  f(a)  positiv  oder  negativ  ist. 

274.  Theorem  VII.  Eine  in  einem  endlichen  Intervalle 
stetige  Funktion  ist  in  diesem  Intervalle  auch  endlich. 

Daß  die  Funktion  in  der  Umgebung  jeder  Zahl  des  Intervalles 
endlich  ist,  folgt  unmittelbar  aus  der  Einschränkung  (3).  Sie  ist  also 
auf  Grund  des  Theorems  U  in  dem  Intervalle  endlich. 

276.  Theorem  vm.  Eine  in  einem  Intervall  stetige 
Funktion,  die  an  dessen  Grenzen  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen hat,  muß  in  diesem  Intervall  wenigstens  einmal 
verschwinden. 

Infolge  des  Theorems  VI  gibt  es  immer  rechts  von  der  unteren 
Grenze  a  unendlich  viele  Werte  x  derart,  daß  für  alle  Zahlen  des 
Intervalls  (a,  x)  die  Funktion  das  Zeichen  von  f{a)  bewahrt:  es  sei 
z.  B.  das  Zeichen  +•  Die  genannten  Werte  von  x  sind  nicht  so 
groß  als  man  will,  da  an  der  andern  Grenze,  in  b,  die  Funktion  nach 
der  Voraussetzung  einen  negativen  Wert  amümmt.  Die  von  ihnen 
gebildete  Menge  ist  also  endlich  und  besitzt  daher  (§  172)  eine 
obere  Grenze  S.  Da  links  von  |  die  Funktion  positiv  bleibt,  so  ist 
es  auf  Grund  desselben  Theorems  VI  nicht  möglich,  daß  /*(§)  <  0  ist. 
Daraus  folgt  zunächst,  da  f(h)  <  0  ist,  daß  S  kleiner  ist  als  b,  und 
daß  man  daher  in  dem  Intervall  (a,  b)  auch  die  rechte  Seite  von  § 
betrachten  kann.  Wäre  nun  /*(|)  >  0,  so  würde  es  rechts  von  g 
Zahlen  x  geben  derart,  daß  in  dem  ganzen  Intervall  (|,  x\  mithin  in 
dem  ganzen  Intervall  (a,  x)  die  Funktion  positiv  bliebe,  d.  h.  |,  die 
obere  Grenze  einer  Zahlenmenge,  würde  von  Zahlen  dieser  Menge 
übertroffen  werden,  was  absurd  ist.     Folglich  ist  /"(!)  =  0. 

276.  Folgerung.  Eine  stetige  Funktion  kann  nicht  von 
einem  Werte  zu  einem  andern  übergehen,  ohne  durch  alle 
Zwischenwerte  hindurchzugehen. 

Es  sei  l  irgend  eine  zwischen  f{a)  und  f{b)  enthaltene  Zahl, 
und  man  betrachte  die  Funktion  f{x)  —  l,  welche  offenbar  wie  f{x) 
in  dem  Intervall  (a,  b)  stetig  ist.    An  den  Grenzen  desselben  nimmt 
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sie  die  Werte  f(a)  —  l,  f(b)  —  Z  an,  welche  nach  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Das  vorige  Theorem 
sichert  gerade  die  Existenz  einer  Zahl  £,  die  zwischen  a  und  b  ent- 
halten ist  und  für  welche  man  hat  /*(6)  —  Z  =  0,  d.  h.  f(^)  =  l. 

277.  Bemerkungen,  a)  Die  letzten  Eigenschaften  sind  von  viel 
feinerer  Art,  als  es  den  Anschein  hat.  In  der  Tat,  man  glaube  nicht, 
daß  man  es  als  intuitive  Unmöglichkeit  ansehen  darf,  daß  eine  stetige 
Funktion  ihr  Zeichen  wechseln  kann  ohne  zu  verschwinden;  denn 
a  priori  widerspricht  es  dem  Begriff  der  Stetigkeit  nicht,  daß  eine 
solche  Fimktion  z.  B.  nur  irrationaler  Werte  fähig  ist.  Wie  konnte 
aber  diese  Funktion  verschwinden,  d.  h.  den  Wert  Null  annehmen, 
der  rational  ist?  Nur  nachdem  wir  das  Theorem  VIU  bewiesen 
haben,  ist  es  uns  erlaubt  zu  behaupten,  daß  eine  derartige  Funktion 
nicht  existieren  kann. 

b)  Ebensowenig  darf  man  aber  glauben,  daß  die  Möglichkeit, 
unter  Überspringung  von  Zwischenwerten  den  Wert  zu  ändern,  eine 
wesentliche  Eigenschaft  der  ünstetigkeit  ist;  denn  es  gibt  unstetige 
Funktionen,  die  von  einem  Werte  zu  einem  andern  nicht 
übergehen,  ohne  successiv  alle  Zwischenwerte  anzunehmen. 

Es  würde  genügen  die  Funktion  sin—  anzuführen  (§  272,  a),  welche 

sc 

für  x  =  0  unstetig  ist.  Wenn  x  abnehmend  von  einem  positiven  Werte 
zu  einem  negativen  übergeht,  so  führt  die  Funktion  stetige  Oszilla- 
tionen zwischen  -  1  und  +  1  aus  und  sjgringt  dabei  niemals  von 
einem  Werte  zu  irgend  einem  andern^).     Ahnliches   kann  man  von 

der  Funktion  tg  —  nicht  behaupten,  die  in  der  Umgebung  der  Null 

unvermittelt  von  positiven  Werten  zu  negativen  Werten  übergeht,  die 
absolut  genommen  imendlich  groß  sind. 

c)  Auch  eine  total  unstetige  Funktion  kann  die  Eigenschaft 
haben,  von  welcher  hier  die  Bede  ist.  In  der  Tat,  wenn  man  die 
Zahlen  a  und  &  beliebig  wählt,  so  nahe  aneinander  als  man  will,  so 
kann  man  beweisen,  daß  die  Funktion  '^(x)  in  dem  Intervall  (a,  b) 
alle  zwischen  0  und  1  enthaltenen  Werte  (unendlich  oft)  annimmt, 
mithin  auch  die  zwischen  JJ3(a)  und  c^(6),  die  Existenz  dieser  Zahlen 
zugegeben.  Nach  dem,  was  wir  früher  (§  254,  f)  über  diese  Funktion 
gesagt  haben,  können  wir  uns  darauf  beschränken  zu  zeigen,  daß 
man,  wenn  eine  beliebige  Zahl  l  zwischen  0  und  1  gegeben  ist,  immer 
einen  Wert  von  x  finden  kann  derart,  daß  75  (x)  gleich  l  wird.  Wir 
konstruieren  in  dem  Intervall  (0,  1)  eine  Folge  2^,  J^,  l^,  ...  von 
Zahlen,  die  nach  l  konvergieren  und  schreiben  x  im  Dezimalsystem. 


1)  Wegen  anderer  Beispiele  siehe  eine  Abhandlang  von  Darbonz  in  den 
,,Aimale8  de  r£cole  norm,  sup/^  (2*  s^rie,  t.  IV). 
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Dabei  erteilen  wir  ihm  einen  beliebigen  ganzen  Teil^  zerl^en  die 
Dezimalstellen  in  Gruppen^  welche  der  Reihe  nach  1^  2,  3^  ...  Ziffern 
haben  nnd  wählen  auch  die  Ziffern  jeder  Gruppe  willkürlich^  indem 
wir  uns  nur  yerpflichten  es  so  einzurichten,  daß  sich  unter  den  v 
Ziffern  der  i/-ten  Gruppe  \yl^  Nullen  befinden.  Dies  Torausgeschickt 
nehmen  wir  in  der  so  konstruierten  Zahl  2;  die  n  ersten  Dezimalen 
und  setzen  yoraus,  daß  die  n-te  in  die  i/-te  Gruppe  fällt,  so  daß 

ist,  wenn  wir  mit  m  die  Anzahl  der  Nullen  bezeichnen  und 

n'=  1  +  2  +  3  +  ...  +  1;,    m'=  [y  +  [2y  +  [3^  +  ...  +  [WJ 
setzen.    Nun  beachte  man,  daß,  wenn  v  ins  Unendliche  wächst, 

lim  4-0,    lim£^;l  =  0 

ist  und  außerdem  nach  einem  bekannten  Theorem  (§  141) 

lim!?:„lini  t^»limZ  -L 

Mithin  hat  man,  da 


n         =^  n        n  — v 
ist, 

vs(x)  =  lim  —  =  lim  — ?  =  Z. 

378.  Theorem  IX  (zweites  Theorem  von  Weierstraß).  Jede 
Funktion,  die  in  einem  endlichen  Intervall  stetig  ist,  hat 
in  diesem  Intervall  ein  Minimum  und  ein  Maximum. 

Das  Theorem  Vü  sagt  uns,  daß  die  Funktion  in  dem  Intervall 
(a,  &),  in  welchem  sie  stetig  ist,  endlich  ist.  Also  existiert  auf  Grund 
des  Theorems  I  in  (a,  h)  eine  untere  Grenze  L  Wenn  wir  annehmen^ 
daß  diese  nicht  ein  Wert  von  f{x)  in  dem  genannten  Intervall  ist^ 
so  ist  die  Funktion 

in  dem  ganzen  Intervall  (a,  h)  definiert  und  als  Quotient  von  zwei 
stetigen  Funktionen  stetig.  Sie  ist  aber  nicht  endlich.  Ist  näm- 
lich l  beliebig  groß  gegeben,  so  kann  man  immer  einen  Wert  von 
f{x)  finden,  der  kleiner  ist  als  eine  beliebige  Zahl,  welche  k  übertrifft^ 

und  insbesondere  kleiner  als  A  +  y  *     Dann  ist  klar,    daß  man  fiir 

diesen  Wert  von  x  hat  fp{x)  >  l.  Aus  Theorem  YII  wissen  wir  aber, 
daß  es  in  einem  endlichen  Intervalle  keine  stetige  Funktion  gibt^  die 
in  demselben  Intervalle  nicht  auch  endlich  ist.  Es  ist  also  absurd 
anzunehmen,  daß  X  nicht  ein  Wert  von  f{x)  in   (a,  V)  ist,  d.  h.  es 
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mnß  sicher  in  (a^  b)  wenigsteiiB  eine  Zahl  |  existieren  derart^  daß 
/*(!)  ^  X  ist  Mithin  ist  X  das  Minimum  der  Funktion.  In  derselben 
Weise  beweist  man  die  Existenz  des  Maximums.  Wenn  daher  eine 
Funktion  in  einem  gegebenen  Intervalle  die  untere  Grenze  oder  die 
obere  Grenze  nicht  erreicht^  so  ist  das  ffir  sie  ein  sicheres  Kenn- 
zeichen der  Unstetigkeit  in  diesem  Intervalle. 

279.  Theorem  X  (Theorem  von  Cantor).  Wenn  eine  Funk- 
tion in  einem  endlichen  Intervalle  stetig  ist;  so  kann  man 
zu  jeder  positiven  Zahl  e^  die  so  klein  ist  als  man  will^  eine 
Zahl  h  bestimmen  derart^  daß  in  jedem  Intervall  von  der 
Große  h,  welches  in  dem  gegebenen  Intervall  enthalten  ist^ 
die  Oszillation  der  Funktion  kleiner  ist  als  b. 

unter  der  Oszillation  einer  Funktion  in  einem  Intervall  ver- 
steht man  die  Differenz  zwischen  ihrer  oberen  und  ihrer  unteren 
Grenze  in  diesem  Intervall  Wenn  also  die  Funktion  stetig  ist;  so 
ist  die  Oszülation  der  Exzeß  des  Maximums  über  das  Minimum.  Dies 
vorausgeschickt  gestattet  uns  auf  Grund  des  Theorems  V  die  Stetig- 
keit von  f(x\  wenn  £  >  0  beliebig  klein  gegeben  ist;  um  jeden  Wert 
von  .T;  der  dem  betrachteten  Intervalle  angehört;  ein  solches  Intervall 
{x  —  A;  x  +  h)  zu  konstruieren;  daß  f&r  jedes  in  demselben  enthaltene 
Wertepaar  x\  x" 

(4)  \f{?!)-f{x'')\<B 

ist.  Aber  für  bestimmte  Weicte  von  £  und  von  x  gibt  es  unendlich 
viele  Werte;  die  man  A  erteilen  kann;  denn  kennt  man  einen  solchen; 
so  genügt  jede  positive  Zahl;  die  kleiner  ist  als  jener  bekannte  Wert; 
a  fortiori  denselben  Bedingungen.  Es  können  jedoch  die  unendlich 
vielen  Werte  von  Ä;  welche  zu  bestimmten  Werten  von  £  und  von  x 
gehören;  nicht  beliebig  groß  sein,  schon  deshalb;  weil  das  betrachtete 
Intervall  endlich  ist.  Sie  haben  daher  eine  obere  Grenze.  Diese 
Gh-enze  werden  wir  von  jetzt  an  mit  h  bezeichnen.  Auf  diese  Weise 
entspricht  bei  gegebenem  a  jeder  Zahl  x  eine  bestimmte  Zahl  h 
derart^  daß  für  jedes  Paar  von  Zahlen  x  und  x'y  die  größer  sind  als 
x  —  A  und  kleiner  als  ä;  +  Ä;  die  Ungleichung  (4)  besteht.  Hiermit 
ist  eiue  Funktion  }i{x)  definiert;  die  in  dem  ganzen  Intervall  nur 
positive  Werte  annimmt.  Diese  Funktion  hat  folglich  eine  untere 
Grenze  A;  die  positiv  oder  vielleicht  null  ist;  und  auf  Grund  des 
ersten  Theorems  von  Weierstraß  gibt  es  in  dem  betrachteten  Inter- 
yall  wenigstens  eine  Zahl  $;  in  deren  Umgebung  die  untere  Grenze 
von  ^{x)  immer  X  ist.  Wir  wollen  nun  beweisen;  daß  X  nicht  null 
sein  kann.  Wir  setzen  A(|)  »  \  und  betrachten  einen  Wert  von  Xy 
der  dem  Intervall  (|  —  Wy  %  -f  -J-Äq)  angehört.  Jedes  Paar  von 
Zahlen  t!  und  rc";  die  in  (a?  —  W^  x  -f  \T%^  gewählt  werden;  gehört 
auch  dem  Intervall  (S  —  ^o;  ^  +  ^)  8^  und  genügt  folglich  der  Be- 
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dingung  (4).  Mithin  sind  die  Werte^  welche  die  Funktion  h{x)  in 
(S  —  ^Kf  I  +  ^^o)  ^**;  nicht  kleiner  als  ^A^,  und  es  ist  also  A  ^  l\. 
Folglich  ist  auch  in  dem  ganzen  ursprünglichen  Interrall  h{x)  niemals 
kleiner  als  ^-^o*  D^ans  folgt  sofort;  daß  hei  gegebenem  e  die  Be- 
dingung (4)  erfüllt  ist,  wie  man  auch  in  dem  gegebenen  Interrall 
das  Zahlenpaar  x\  x''  wählen  mag;  vorausgesetzt;  daß  \x'—  x"\<C h^ 
ist.  Bemerken  wir  schließlich  noch;  daß  in  der  Formulierung  des 
Theorems  anstatt  von  den  unendlich  vielen  Differenzen  zu  reden, 
die  auf  der  linken  Seite  von  (4)  auftreten;  nur  von  der  Oszillation 
gesprochen  wird;  d.  h.  von  der  größten  Differenz;  weil  es  genügt 
diese  kleiner  als  s  zu  machen,  damit  alle  andern  es  auch  werden. 

280.  Für  das  obige  Theorem  läßt  sich  ein  anderer  Beweis 
führen,  der  die  Benutzung  des  ersten  Weierstraßschen  Theorems  ver- 
meidet. Wir  wollen  an  dem  Punkte  einsetzen;  wo  wir  dazu  gelangt 
wareU;  einer  gegebenen  Zahl  £  >  0  entsprechend  die  Funktion  h(x) 
zu  definieren.  In  dem  Intervall  (x  —  hix),  x  +  h{x))  wähle  man  eine 
beUebige  Zahl  a;  +  Z  nnd  bemerke,  daß  die  Bedingung  (4)  in  jedem 
Teil  des  Intervalles  erfüllt  ist;  folglich  auch  in  demjenigen  Intervall, 
welches  seine  Mitte  in  x  +  1  hat,  während  eine  seiner  Grenzen  mit 
der  zu  X  +  1  nächst  benachbarten  Grenze  des  ersten  Intervalls 
zusammenfällt.  Daraus  folgt  h(x  +  l)'>h{x)^  l,  je  nachdem  l  positiv 
oder  negativ  ist.  Dagegen  trifft  dies  nicht  immer  zu,  wenn  man  die 
von  X  +  1  BXß.  weitesten  entfernte  Grenze  wählt.  Femer  ist  klar, 
daß,  wenn  man  ein  noch  größeres  Intervall  betrachtet^  welches  immer 
von  X  +  1  halbiert  wird,  die  Formel  (4)  zu  gelten  aufhört,  und  zwar 
auf  Grund  der  Definition  von  h(x).  Daraus  folgt  h{x  +  I)  ^  h(x)  ±  l, 
je  nachdem  l  positiv  oder  negativ  ist.    Es  ist  also  in  allen  Fällen 

\h{x  +  l)-h{x)\^\ll    hm  h{x  +  l)  ^  h{x), 

1  =  0 

d.  h.  die  Funktion  h{x)  ist  stetig.  Nun  besagt  aber  das  zweite 
Theorem  von  Weierstraß  die  Existenz  eines  Minimums  von  h(x), 
und  dieses  Minimum  X  ist  positiv,  da  es  alle  Werte  von  h(x)  sind. 
Jetzt  ist  klar,  daß  das  Intervall,  welches  in  der  Formulierung  des 
Gantorschen  Theorems  vorkommt,  gerade  2A  ist. 


Theorie  der  Derivierten. 

Die  Berivatlon. 

281«  Definitionen.  Wenn  eine  Zahl  e  aus  einem  Ghrößenzustand 
in  einen  andern  übergeht,  so  pfiegt  man  den  (positiven,  negativen 
oder  verschwindenden)  Zuwachs,  den  sie  erföhrt,  mit  da  zu  bezeichnen. 
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Jedem  beliebigen  Zuwachs  8x  der  unabhängigen  Veränderlichen  ent- 
spricht  ein  bestimmter  Zuwachs  8y  der  Funktion  y  =  f{x).  Es  ist 
nämlich,  sobald  x  fixiert  ist, 

iy  =«  f{x  +  Ä)  —  f{x)f  wenn  dx  —  A. 
Das  Verhältnis 

dx  h 

heißt  das  rechtsseitige  oder  linksseitige  Zuwachsyerhältnis,  je 
nachidem  h  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  bei  der  Funktion  y  diese 
Zuwachsverhaltnisse  mit  m.ch  Null  konvergierendem  Ä  mich  bestimmten 
Grenzwerten  konvergieren,  so  sind  dieselben  Funktionen  von  x,  welche 
man  ab  die  rechtsseitige  Derivierte  und  die  linksseitige  Deri- 
vierte  bezeichnet.  Die  beiden  Derivierten  können  zusammenfallen, 
und  in  diesem  FaUe  sagt  man,  die  Funktion  y  habe  eine  einzige 
Derivierte,  welche  man  mit  f{x)  oder  kürzer  mit  y'  bezeichnet.  Die 
Funktionen,  welche  ftr  gewöhnlich  betrachtet  werden,  haben  eine 
einzige  Derivierte. 

282.  Beispiele,  a)  Die  Derivierte  einer  Eonstanten  ist  null,  da 
man,  wenn  y  konstant  ist,  immer  d^  »  0  hat,  welches  auch  der  Wert 
von  X  sein  mag.  Also  ist  y  »  0.  Die  Derivierte  der  unabhängigen 
Veränderlichen  ist  die  Einheit,  da,  wenn  j^ »  o;  ist,  dy  ^  8x  wird. 
Also  ist  y  ^  1. 

b)  um  sieh  zu  überzeugen,  daß  die  rechtsseitige  und  die  linksseitige 
Derivierte  einer  Funktion  fOr  einen  und  denselben  Wert  der  unabhängigen 
Veränderlichen  verschiedene  Werte  haben  können,  betrachte  man  die  Funktion 

y  =  f  (^)i  welche  für  «  «»  0  nuU  ist  imd  für  a;  ^  0  durch  x  arctg  — 
ausge^brückt  wird.     Da 

/•(0)-0,    f(Ä)-Ä  arctg  i-,    J-l  -  f^^  -  arctg  I 

ist  und  man  hat 

lim   arctgi--^ ,      lim   arctgi- f, 

so  sieht  man,  daB  für  x  ^  0  bei  der  betrachteten  Funktion  die  rechts- 
seitige Derivierte  gleich  -^  und  die  linksseitige  Derivierte  gleich  — —  ist. 

c)  Ebenso  hat  man  bei  der  Funktion,  die  fClr  ^  -«  0  den  Wert  0  hat 
und  für  x'^0  durch  j-  ausgedrückt  wird. 


_       dx  h  i 

099hTQ,  Anftljnlf.  14 
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Je  nachdem    nun   h  von  rechts    oder   von   links    nach    Null   konvergiert, 

i 
wächst  e*  über  alle  Grenzen  oder  konvergiert  es  nach  Null.     Mithin  ist 

lim  7-  =  0,         lim    r-  =-  1, 

d.  h.  die  Funktion  hat  für  ir  »  0  eine  rechtsseitige  Derivierte,  die  gleich 
Null  ist,  und  eine  linksseitige  Derivierte,  die  gleich  der  Einheit  ist 

d)  Ein  anderes  Beispiel  wird  uns  geliefert  (vgl.  §  272,  e)  von  der 
Funktion  y  ^  q>{x  —  [x])  unter  der  Voraussetzung,  daß  q>(x)  för  o?  =  0 
die  rechtsseitige  Derivierte  a  zuläßt,  fCLr  d?  =  1  die  linksseitige  Derivierte  |3, 
und  daß  a'^ß  und  q>(p)  ^  q>{l)   ist.     Man  sieht  sofort,  daß,  wenn  man 

X  einen  ganzzahligen  Wert  erteilt, 

ist.  Die  Funktion  hat  daher  für  jeden  ganzzahligen  Wert  der  Veränder- 
lichen eine  rechtsseitige  und  eine  linksseitige  Derivierte,  die  voneinander 
verschieden  sind.  Man  kann  z.  B.  g>(x)  =  sin  nx  wählen,  nachdem  man 
bemerkt  hat,  daß  (§  270,  a) 

.      Bmnh  —  ßinO                ^       ,.      sin  (n-\-nh)  —  sin« 
a  =  lim  7 =  Ä,     p  =  lim  r =  —  tc 

ist. 

e)  Aber  die  Derivierte  kann  auch  nicht  existieren  oder  nur  auf 
einer  Seite  von  x  existieren.  Z.  B.  hat  die  Funktion  y »  '^(x)y 
deren  Definition  (§  254,  f)  dadurch  vervollständigt  sein  möge,  daß  man, 
wenn  UB^(x)  nicht  existiert,  die  Werte  von  y  beliebig  (zwischen  0  und  1) 
vorschreibt,  keine  Derivierte  für  jeden  Wert  von  a?;  denn  (§  277,  c),  wenn 
6x  nach  Null  konvergiert,  so  osnlliert  dy  unaufhörlich  zwischen  —  1  und 
-\- 1,  sodaß  das  Zuwachsverhältnis,  weit  entfernt  nach  einem  Orenzwert  zu 
konvergieren,  unendlich  offc  alle|||[möglichen  Werte  annimmt.  In  analoger 
Weise  verhält  sich  die  Funktion,  welche  die  Werte  0  und  1  hat,  je  nachdem  x 
rational  oder  irrational  ist;  denn  öy  kann  nur  die  Werte  0,  1,  —  1  an- 
nehmen. '[  Die  Funktion  x  —[[x]  hat  einejDerivierte  gleich  der  Einheit  flir 
jeden  Wert  von  x,  außer  links  von  den^anzzahligen  Werten,  wo  man  für 
dx  ^  h  <,0  hat  öy  =^  1  +  h^  sodaß  das  Zuwachsverhältnis  nach  ~  oo 
konvergiert.  In  diesen  Fällen  liegt  die  Nichtexistenz  der  Derivierten  einzig 
und  allein  an  der  ünstetigkeit  der  Funktion,  da  es  unmöglich  ist,  daß  die 
Derivierte  existiert  an  einer  Stelle,  wo  die  Funktion  unstetig  ist    In  der 

Tat,  damit  ^^  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren  kann,  wenn 

dx  nach  Null  konvergiert,  muß  auch  öy  nach  Null  konvergieren,  d.  h.  y 
stetig  sein.  Also  ist  die  Stetigkeit  der  Funktion  eine  notwendige 
Bedingung  für  die  Existenz  der  Derivierten. 

f)  Die   Stetigkeit   ist  nicht  hinreichend  für  die  Existenz   der 

Derivierten.  So  z.  B.  ist  die  Funktion  yx  stetig  für  rc  ^  0,  und  doch 
hat  man 
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lim £~^ —  «  <x>. 

Im  folgenden  werden  wir  gelegentlich  sagen,  die  Derivierte  von  yx  fär 
rr  =»  0  sei  unendlich ;  aber  hiermit  meint  man  bei  den  geometrischen  An- 
wendungen oft;,  nicht  daß  der  Grenzwert  des  Zuwachsverhältnisses 
unendlich  ist,  sondern  daß  die  f&r  a;  >  0  berechnete  Derivierte  unbegrenzt 
zuninmit,  wenn  x  nach  Null  konvergiert.     Faktisch  ist  nun  für  x  >  0 

,.     Yx  +  h-^yis  1  1  ,.        1 

IJjH  1 : — _ 1 SB   lim  ■ r=r  = rr=r  ,  nm     — —  =  OO . 

A=»o  *  A=o  Vx  +  h  +  Yx       2Yx       ««h-oI/ä 

Es  ist  aber  klar,  daß  man  keineswegs  dieselbe  Bedeutung  der  Aussage 
beilegen  könnte,  daß  fOr  ein  ganzzahliges  x  die  linksseitige  Derivierte 
von  X  —  [rc]  gleich  —  oo  ist.  Übrigens  ist  es  leicht,  stetige  Funktionen 
zu  finden,  bei  welchen  das  Zuwachsverhältnis  überhaupt  keinen  endlichen 
oder  unendlichen   Gi'enzwert  hat.    Es   fehlt   z.  B.  die  Derivierte   bei   der 

Funktion  y=  d?  —  L  welche  für  o; »  0  stetig  ist;  denn  man  hat 

und  sieht,  daß,  wenn  h  nach  Null  konvergiert,  das  Zuwachsverhältnis  un- 
aufhörlich zvnschen  0  und  —  1,  dieses  ausgeschlossen,  oszilliert. 

g)  Gegen  das  letzte  Beispiel  könnte  man  einwenden,  daß  die  be- 
trachtete Funktion  allerdings  für  x « 0  stetig,  aber  in  der  Umgebung 
von  Null  unendlich  oft  unstetig  ist.  Um  sich  jedoch  zu  überzeugen,  daß 
hierauf  das  Fehlen  der  Derivierten  nicht  zurückzuführen  ist,  braucht  man 
nur  die  Funktion  zu  betrachten,  welche  für  o;  =  0  null  ist  und  für  x^O 

durch  0?  sin  —  ausgedrückt  wird.    Sie  ist  immer  stetig  und  hat  für  o;  »  0 

sc 

keine  Derivierte,  da 

ist  imd  der  Grenzwert  von  sin  -jt-  für  ein  nach  Null  konvergierendes  h  nicht 
ezistierL 

h)  Ein    anderes   bemerkenswertes   Beispiel   liefert   ims   die  Funktion 

y(x  —  [rc]),  die  wir  bereits  betrachtet  haben.     Setzt  man  q>(x)  ^  xsia  — 

för  x^O  und  9(0)  =  0,  so  ist  auch  ^(l)  =  0,  <p\0)  existiert  nicht, 

und  außerdem  ist 

'/^\       1.      1  +  Ä   .        Ä         ,.     1+Ä    .      ^h        ,.     sinÄ« 
4P  (1 )  =  lim  — i^ —  sm  T— TT  =  lini  — t—  sin  r"r~r  =  üni =  jr. 

Also  hat  die  stetige  Funktion,  welche  im  allgemeinen  durch 

dargestellt  wird,  keine  rechtsseitige  Derivierte  für  alle  ganzzahligen  Werte 

14* 
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von  x^  während  sie  eine  linksseitige  Derivierte  gleich  tt  zulaßt.     Nimmt 

man  dagegen  yjx)  ^  a;  - 1/^,  so  findet  man,  dafi  die  stetige  Funktion 

\x]  +  Yx  —  [x]  f&r  alle  ganzzahligen  Werte  eine  unendliche  rechtsseitige 
Derivierte  und  eine' linksseitige  Derivierte  gleich  ^  besitzt.  Von  dieser 
Funktion  ausgehend  gelang  es  Schwarz  eine  andere  zu  konstruieren,  bei  welcher 
sich  in  jedem  Intervall  unendlich  oft  analoge  umstände  bieten.  EndUch 
verdankt  man  Weierstraß  ein  Beispiel^),  welches  wir  weiter  unten  mit- 
teilen werden,  für  eine  stetige  Funktion,  die  für  jeden  Wert  von  x 
ohne  Derivierte  ist. 

283«  Derivation  der  inversen  Funktionen.  Wir  betrachten 
die  Funktion  y  =  f(x),  welche  für  a?  =  a  und  in  der  Umgebung  von 
a  stetig  ist.  Wir  nehmen  femer  an^  daß  sich  wenigstens  für  diese 
Werte  von  x  die  inverse  Funktion  x  =^g{y)  definieren  läßt^  und 
wollen  beweisen^  daß  die  Derivierte  der  Funktion  g  existiert, 
wenn  die  Derivierte  der  Funktion  f  existiert  und  von  Null 
verschieden  ist.  Aus  der  Stetigkeit  von  y  für  a;«=a  folgt,  daß  Sy 
oder  f{a  +  8x)  —  f{a)  gleichzeitig  mit  Sx  nach  Null  konvergiert;  und 
zur  Stetigkeit  von  y  in  der  Umgebung  von  a  gehört  überdies,  daß 
dy  eine  stetige  Funktion  von  Sx  ist  und  folglich  (§  276)  alle  Werte 
annimmt,  die  einem  gewissen  Intervall  von  geeigneter  Kleinheit  an- 
gehören, welches  die  Null  einschließt.  Der  Wert  Null  ist  aber 
ausgenommen.  Der  Gh-und  dieser  Ausschließung  liegt  darin,  daß, 
wenn  einem  Wert  h  von  Sx  entsprechend  Sy  ^0  wäre,  zu  einem 
und  demselben  Wert  f(a)  von  y  die  Werte  a  und  a  +  h  von  x  ge- 
hören würden,  so  daß  man  nicht  sagen  könnte,  x  sei  eine  Funktion 
von  y.    Nur  infolge  der  vorstehenden  Überlegungen  ist  man  berechtigt 

j-  als  das  Zuwachsverhältnis  der  Funktion  x  =^  g{y)  zu  betrachten. 

Nimmt    man    nun    an,    daß,    wenn    Sx  nach   Null   konvergiert,    —^ 

nach  einem  Grenzwert  y'  ^  0  konvergiert,  so  sieht  man  sofort 
(§  263),  daß  der  Gfrenzwert  von 

^^  JL_ 

*y  ""^ 
Sx 

existiert  imd  gleich  —  ist.     Ausführlicher   ausgedrückt:   Kennt  man 

die  Derivierte  f(x)  ^  0  von  f{x),  so  ist  diejenige  der  inversen  Funk- 
tion g(x) 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  gelten  für  jede  Seite  des  gegebenen. 

1)  Allgemeinere  Beispiele  fSr  analoge  Funktionen  findet  man  in  den 
„Fondamenti"  von  Dini  (p.  147). 
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Wertes  a  besonders.  Wenn  wir  z.  B.  nur  die  Existenz  der  rechts- 
seitigen Derivierten  von  y  zulassen^  so  kann  man^  da  dy  schließlicli 
(§  263)  das  Yoizeichen  dieser  Derivierten  annimmt  und  bewahrt^  bei 
der  inversen  Funktion  die  Existenz  einer  rechtsseitigen  bezw.  links- 
seitigen Derivierten  für  den  Wert  f{a)  der  unabhängigen  Verander- 
lichen  behaupten,  je  nachdem  jenes  Vorzeichen  +  oder  —  ist.  Ist 
dagegen  die  betrachtete  Derivierte  von  y  die  linksseitige,  so  kann  man, 
je  nachdem  dieselbe  positiv  oder  negativ  ist,  bei  der  inversen  Funktion 
die  Existenz  einer  linksseitigen  bezw.  rechtsseitigen  Derivierten 
behaupten;  denn  in  diesem  Falle  nimmt  8y  schließlich  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  zu  demjenigen  der  Derivierten  von  y  an  und  be- 
wahrt es.  Es  folgt  aus  dem  Obigen,  daß,  wenn  y  nur  eine  einzige 
Derivierte  nach  x  hat,  dies  auch  von  x  in  Bezug  auf  y  gelten  wird. 

284.  Dexivation  der  Funktionen  von  Funktionen.  Ist  y 
nicht  als  Funktion  von  Xj  sondern  als  Funktion  einer  andern  Funktion 
u  gegeben,  ist  also  y™f(u)y  u^(p(x)y  und  setzt  man  überdies  vor- 
aus, daß  die  Derivierten  f'(x)  und  (p'  (x)  existieren,  so  ist  es  leicht 
zu  zeigen,  daß  die  Derivierte  von  y  existiert  und  gleich  dem 
Produkt  von  f'(u)  und  q>'(x)  ist.    In  der  Tat  besteht  die  Identität 

^y      9y    9^ 
dx       du    Sx^ 

wo  ^  der  Voraussetzung  gemäß  nach  einem  Grenzwert  u'  konvergiert. 

Dies  erfordert  aber,  daß  Su  gleichzeitig  mit  dx  nach  Null  kon- 
vergiert; und  da  die  Funktion  u,  weil  sie  eine  Derivierte  hat,  not- 
wendig auch  in  der  Umgebung  des  betrachteten  Wertes  von  x  stetig 
ist,  so  nimmt  überdies  du  alle  Werte  an,  die  einem  gewissen  Intervall 
angehören,  welches  die  Null  einschließt.  Wenn  nun  von  einem 
Werte  von  8x  an,  der  absolut  genommen  genügend  klein  ist,  du  be- 
standig von  NtüI  verschieden  bleibt  (wie  es  immer  der  Fall  ist,  wenn 

u  ^  0  ist),  so  ist  man  berechtigt  ^  als  das  ZuwachsverluLltnis  von  y 

in  Bezug  auf  u  zu  betrachten  und  zu  sagen,  daß  dieses  Verhältnis 
nach  f'(u)  konvergiert,    welches   nach   der   Voraussetzung   existiert. 

Dann  folgt  aus  der  obigen  Identität,  daß  auch  -^  nach  einem  Gh*enz- 

wert  ^  konvergiert,  der  gleich  dem  Produkt  von  f(u)  und  u'  ist.  Es 
bleibt  zu  zeigen,  daß  der  ausgesprochene  Satz  auch  dann  gilt,  wenn 
es  in  der  Umgebung  der  Null  eine  Menge  von  Werten  h,  h\  ... 
gibt  derart,  daß  du  »  0  wird,  sobald  dx  gleich  einem  dieser  Werte 
wird  In  diesem  Falle  kann  die  Derivierte  u\  welche  nach  der  Vor- 
aussetzung existiert,  nicht  von  Null  verschieden  sein.  Man  bemerke 
jedoch,  daß,  wenn  man  dx  unter  Vermeidung  der  Werte  h,  h',  ... 
nach  Null  konvergieren  läßt,  die  obige  Sohlußweise  auch  noch  gilt 
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und  daher  das  Verhältnis  -^  nach  dem  Grenzwert  /"(u)  •  0  =  0  kon- 

yergiert.  Wenn  ds^egen  dx  nach  Null  konvergiert^  indem  es  gerade  die 
Werte  h^h',  , . .  annimmt^  so  ist  das  genannte  Verhältnis  gleich  Null, 
da  wegen  dw  =  0  auch  dy  =  f{u  +  6u)  —  f{u)  gleich  Null  ist.     Es 

existiert  also  die  Derivierte  y',  der  Grenzwert  von  -^  fiir  nach  Null 

konvergierendes  Sx,  und  sie  ist  null  wie  das  Produkt  von  f(u) 
und  u,  so  daß  man  also  in  allen  Fällen  schreiben  kann  y'^f{u)'u\ 
Man  bemerke  hier,  daß  diese  Gleichung  die  Gleichung  (1)  als  Spezial- 
fall enthält,  da  man  (§  253)  für  u=-  g{x)  hat  y  ^  x  und  y'  =  1. 
Wenn  allgemeiner 

ist,  so  hat  man  y  ^f{y()^>'{y)if'{w)  -  - -y  vorausgesetzt,  daß  die 
Funktionen  u^  Vy  w  m  endlicher  Anzahl  auftreten.  Wir  sehen  also, 
daß  die  Derivierte  einer  Funktion  von  Funktionen  gleich 
dem  Produkt  der  Derivierten  dieser  Funktionen  ist,  wobei 
jede  Derivierte  nach  derjenigen  Veränderlichen  zu  nehmen 
ist,  von  welcher  die  Funktion  unmittelbar  abhängt. 

285,  Derivierte  einer  Summe.  Es  sei  y  =-  u  +  t;  +  w  +  •  •  • , 
wo  ti,  t;,  U7,  . . .  Funktionen  von  x  sind,  die  Derivierte  besitzen,  und 
man  erteile  x  den  Zuwachs  SXy  wodurch  sich  bei  y,  u,  t?,  . . .  die 
Inkremente  dy,  du,  dt;,  . . .  ergeben.    Da  immer 

y  +  Sy=^u+8u-\-v  +  8v-^w  +  dw  +  ''' 

ist,  so  folgt 

8y      du  .   dv   .  9u>  , 

9x       dx   ^   Sx   ^   dx   *         ^ 

mithin,  wenn  man  zu  den  Grenzwerten  f^r  nach  Null  konver- 
gierendes Sx  übergeht,  y'  =  w'  +  t?'  +  w'  +  •  •  •  Also  ist  die  Deri- 
vierte einer  Summe  gleich  der  Summe  der  Derivierten  der 
Summanden,  vorausgesetzt,  daß  diese  in  endlicher  Anzahl  auftreten. 

286.  Derivierte  eines  Produktes.     Wenn  y  »  ut;  ist,  so  ist 
y  +  dy  -=  (w  +  dt*) (v  +  dv)  =  uv  +  udv  +  vSu  +  du-  Sv, 

mithin  nacheinander 

dy         dv  ,      du  ,  du  ^  ,  ,  ,       , 

Daraus  folgt,  daß  die  Derivierte  eines  Produktes  gleich  der 
Summe  der  Produkte  ist,  die  man  durch  Multiplikation  der 
Derivierten  jedes  Faktors  mit  dem  Produkt  der  andern 
Faktoren  erhält.  In  der  Tat,  wenn  man  annimmt,  daß  das  Theorem, 
welches  wir  f&r  zwei  Faktoren  bewiesen  haben,  fKr  n  —  1  Faktoren 
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gilt,  SO  braucht  man  im  Falle  eines  Produktes  y  »  uvw  -  •  •  von  n 
Faktoren  nur  zu  schreiben 

y  =  u(viv  •  •  •)  +  u(vw  •••)'=«  u'vio h  uvw  •  -  •  +  uvw'  •  — !-•••, 

um  sich  zu  überzeugen,  daß  es  allgemein  gültig  ist. 

287.    Deri^erte  eines  Quotienten.     Läßt  man  die  Existenz  der 
Derivierten   von   u  und   v   zu,   so   existiert  auch  die  Deriyierte  des 

Quotienten  y  =»  — ,  da  man  w^en 

^    u-\-du u       v9u  —  udv 

^        v-\-Sv         t?   *"    V{V'}'dv) 

hat 

Su         dv 

oy         dx        ax         ,       vu  —  UV 

Insbesondere  ist,  wenn  a  eine  Konstante  bedeutet,  fOr  y  =  — 


/  au 

288.  Deriyierte  einer  Potenz.  Es  sei  y  =  sf^  und  n  eine  ganze 
und  positive  ZahL  Aus  der  Regel  für  die  Derivation  eines  Produktes 
ergibt  sich,  wenn  man  y  ^x-  x-  -  *  x  schreibt,  sofort  y  ^nx^'K 
Wir  wollen  beweisen,  daß  diese  Formel  für  jeden  rationalen  Wert 

▼on  n  besteht.     Nehmen  wir  zunächst  an,  daß  n  die  Form  —  hat. 

wo  m  ganz  und  positiv  ist.  Da  die  Derivierte  von  xf^  existiert,  so 
existiert  nach  dem  in  §  283  Gesagten  auch  die  Derivierte  der  inversen 

Funktion  y^x^.  Nachdem  wir  so  die  Existenz  von  y  konstatiert 
haben,  sind  wir  berechtigt  die  Gleichung  y^  ^  x  zu  derivieren,  in- 
dem wir  die  Regel  des  §  284  anwenden.    Es  ergibt  sich 

»»y*"*-^  =  l    oder  y'  =  — y*~'*«-=  ny"*<*'"*^  =  naf"*. 

Wenn  femer  n  der  Quotient  von  zwei  positiven  ganzen  Zahlen  p 
und  q  ist,  so  hat  man  bei  Anwendung  derselben  Regel  und  unter 
Beachtung  des  letzten  Resultates 

Endlich  wende  man,  wenn  n  einen  negativen  Wert  —  m  hat,  die 
Regel  des  vorigen  Paragraphen  an.    Man  erhält 
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Ist  numnehr  y  »  u**  gegeben^  wo  der  Exponent  n  irgend  eine  positive 
oder    negative    rationale    Zalil    ist,    so    gibt    die   Regel    des    §  284 

y  =::,nu^'^u.     Insbesondere  ist  für  y  =  j/m 


2  Vi* 


um  unnütze  Bedmnngen  zn  vermeiden  ist  es  auch  zweckmäßig  sich 


zu  erinnern,  daß  f&r  y  «-  -n 


isi 


289.   Derivierte  von  a*  und  Logo;.     Es   sei  y^c^.     Wenn 
man  x  den  Zuwachs  dx  ^h  erteilt,  so  erhalt  man 


mithin  wird,  weim  wir  ein  früheres  Resultat  (§  270,  d)  heranziehen, 


a*  — 1 


y'  —  a*lim — j- —  —  o^loga. 

Insbesondere  wird,  wenn  y^€^  ist,  y^ »  e*.  Analog  hat  man  für 
y  =  Logfl: 

dy-Log(x  +  A)^Loga:,    J|  -  i.Log(l  + -|) 
und  dann  (§  270,  b,  d) 

X 

j^_i.Loglim(l  +  A)*.|. 

Insbesondere  wird,  wenn  y^logo;  ist,  y'—— •      Die    beiden    vor- 

stehenden  Resultate  stehen  durch  die  Formel  (1)  in  Beziehung  zu- 
einander, da,  wenn  fipi)  ^  o*  gesetzt  wird,  g(x)  »  Logo;  ist.  Daraus 
folgt,  daß,  wenn  man  eine  der  Derivierten,  z.  B.  f(x)^c^loga, 
kennt,  die  andere  durch  die  Formel  (1)  gegeben  ist: 


^  ^^^  "  f{hogx)  "  a^»*loga 


M 

X 


Nunmehr  können  wir  nach  dem  in  §  284  Gesagten  behaupten,  daß, 
wenn  die  Derivierte  von  u  existiert,  die  Derivierten  der  Funktionen 

y«^,    y-logu 
bezüglich  sind 

y  -«"•«,    y  --• 

Endlidi  bemerke  man,   daß  die  Eouitnis   der  Deriyierten   von  ef 
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und  logu  es  erlaubt,  die  Regel  fQr  die  Deriyation  einer  Potenz 
wiederzufinden,  und  zwar  ausgedehnt  auf  den  Fall  eines  irra- 
tionalen Exponenten.    In  der  Tat  leitet  man  aus 

y  «  u*  =  6*'*««  ab  y'=.^^«««~  =»!**-*   u'. 

290.  DeriTlerte  der  Xreiaftinktionen.    Es  sei  y  »■  sin  x.    Wenn 
ix^hy  so  ist 

*y  =-  Bin(flj  +  Ä)  —  sina;  =»  2sinYCos(a?  +  yj- 

Abo  ist  (§  270,  a) 

.    h 

sm-zr 


y'  »s  lim  — ^  COS  (o?  +  Yj  «  cosrc , 


Ist  y »  cos  X ;  so  kann  man  eine  analoge  Rechnung  anstellen   oder 
auch  unter  Benutzung  der  Regel  des  §  284  schreiben: 

y  — sin^y  — a:),    y' «=  —  cos(y  —  a?)  —  —  sina;. 

Wenn  y»"tga;  ist,  so  erhalt  man,  indem  man  tga;  als  Quotienten 
Yon  sina;  durch  cosa;  betrachtet  und  die  Regel  des  §  287  anwendet^ 

'       ooBg  CQg^  —  Biaag( —  Bingg)  1 

"    "^  008*0;  "*  C08*«' 

oder  auch  durch  direkte  Rechnung 

yr»lim*S(^±^Zl*«^«.lini5|* L__-.«^. 

^  JlfJ  h  h         C08«  €08  (oS -|-  A)         C08*a5 

Endlich  hat  man,  wenn 

y««sinu,    y  =  cosu,    y  — tgu 
ist,  bezüglich 

y'««u'cosu,    y'  —  — u'sinw,     y 


C08*U 


291,  DeriTlerte  der  Invemen  Xreisftmktionen.  Zunächst  muB 
man  bemerken,  daB  die  Derivierten  dieser  Funktionen  im  allgemeinen 
existieren,  und  zwar  auf  Gh-und  des  in  §  283  bewiesenen  Theorems. 
Erst  dann  hat  man  das  Recht,  nachdem  aus 

y^arcsina;,    y  >- arccosa;,    y«arctga; 

die  Relationen  a:  »  siny,  a;  «  cosy,  a;  »  i^y  abgeleitet  sind,  dieselben 
zu  deriyieren  und  zu  schreiben 


l=y'cosy,     1=-  — ysiny,     1  = 
und  daraus  folgende  Werte  fOr  y'  zu  entnehmen; 


008*  y 
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11  1  1  j  1 

BS     ^B     —    —  COS      f/    '^    • 

coay      yi— aj"'  »"^^  j/i  — «•'  ^       1  +  «* 

Man  kann  auch  durch  direkte  Rechnung  vorgehen,  was  den  Vorteil 
hat,  daß  man  zugleich  mit  den  Ausdrücken  för  die  Derivierten  den 
Beweis  für  die  Existenz  dieser  Derivierten  erhält.     Setzt  man  z.  B. 

y  =  arctgo;,    dx=-h=  {1  +  x{x  +  h)}a, 

so   hat  man,   wenn  h  (und  infolgedessen  a)  nach  Null  konvergiert^ 
/       ,.     sactg(x4-h)  —  arctffa;       ,.     arctoa  1  1 

y  =.lun ^ hm  __.____  =  __. 


Man  beachte,  daß  im  obigen  die  Wurzel  )/l  —  a?*  immer  positiv  ge- 
nommen ist,  da  die  durch  die  Symbole  arcsino;  und  arccoso;  dar- 
gestellten Bogen  einen  positiven  Kosinus  bezw.  Sinus  haben.  Die 
Summe  dieser  Bogen  ist  (§  254,  d)  konstant,  und  dies  erklärt  uns, 
weshalb  ihre  Derivierten  absolut  genommen  gleich,  aber  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  behaftet  sind.  Endlich  sehen  wir,  wenn 
wir  zusammen£EU9sen  und  uns  an  die  Regel  des  §  284  erinnern,  daß 


man,  wenn 


y  =  arcsinu,    y  — arccosu,    y^arctgte 
ist,  bezügüch  hat 


Schließlich  wollen  wir  noch  hinzufügen,  daß  wir  bei  Heranziehung 
des  Theorems  in  §  283  stillschweigend  die  Falle  beiseite  gelassen 
haben,  in  welchen  die  Derivierte  der  Funktion  nicht  existiert.  Z.  B. 
existiert  für  die  Funktion  y  =  arcsina;  die  Derivierte  solange,  als 
nicht  cosy  =  0,  d.  h.  a;  =  ±  1  ist;  für  diese  Werte  von  x  ist  da- 
gegen festzuhalten,  daß  die  Funktion  keine  Derivierte  hat.  So  ist 
für  a;»l  klar,  daß  die  Derivierte  von  arcsino;  nicht  existieren 
kann,  weder  als  rechtsseitige  (weil  rechts  von  der  Einheit  die 
Funktion  nicht  existiert)  noch  auch  als  linksseitige,  weil 

,.      arc8i]i(l — h)  —  arcsinl       ,.      arcco8(l  —  h) 
lim T =  lim =; 

AsO  ^'^  A=«  '^ 

=  lim  -z =  lim =  cx> 

aarO  a==028in'  — 

ist.  Ahnliches  laßt  sich  für  arccoso;  bemerken,  wahrend  die  Deri- 
vierte von  arctgo;  immer  existiert,  da  die  Derivierte  von  tgo;  nicht 
verschwinden  kann. 

292.   Übiingen.     a)  Die  Derivierte  des  Polynoms 
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vom  Orade  n,  ist  ein  Poljnom  vom  Grade  n  —  1 : 

y  =  «Oo«—  *  +  (n  -  l)flia^-*  +  (n  -  2) a,flf-»  +  •  •  •  +  2a„.,a;  +  a«_i • 

Die  Deriyierte  von  y\  welche  man  die  zweite  Derivierte  von  y  zu 
nennen  pflegt,  ist 

y"  =  n(n-  l)a^af-*  +  (n-l)  (n-2)fliaf-«  +  •  •  •  +  2a,_,. 

Die  successiyen  DeriYierten  y"\  y^, .  . .  (die  dritte,  vierte,  . . .)  sind  eben- 
falls Polynome,  und  zwar  von  den  Graden  n  —  3,  n  —  4, .  .  .;  die  n-te 
Derivierte  ist  konstant,    und  die    folgenden   sind   alle   null:   f^^^  =  n!  Oq, 

b)  Wenn 
y-a?(loga?-.l),    log  cos»,    log  log x,    logtg-,    log^^^-|^ 

ist,  so  liefert  die  Anwendung  der  in  den  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Begeln  und  erhaltenen  Resultate  folgende  Werte  fOr  die  bezüglichen  Deri- 
vierten: 

'—1  — tff  ^  1  2A; 

y  "     K     »  »«     »     aj log 05 '     Bin « '     fosikx 

Wenn 

y  —  arc  cos  (1  —  a?)  —  |/2a;  —  »*,     arc  cos h  log  {x  +  Va?*  —  a*) 

ist,  so  erhält  man 


Ebenso  $ndet  man  für  die  Funktionen 

sin  a  sin 08  (-l-acosa;  ,    ^  —  «""* 

V  «  arc  sm  ;; ,     arc  cos — r—z 1     wotg-- 

^  1  —  008  a  cos  o;'  a-fdcoso?'  ^^-l^"* 

folgendes: 

sina  ya"  —  6"  2 


y 


1  — cos  a  cos  ff'    a  +  5coB«'    g*«-|-c~*' 

c)  Diese  Berechnungen  von  Derivierten  lassen  sich  sehr  leicht  aus- 
führen, indem  man,  wenn  es  nötig  ist,  die  Begel  fdr  die  Derivation  einer 
Summe,  eines  Produktes  oder  eines  Quotienten  anwendet  und  dann  jeden 
Bestandteil  des  Besultates  nach  der  Begel  für  die  Derivation  einer  Funktion 
von  einer  Funktion  behandelt:  dies  ist  die  wichtigste  Regel,  insofern  sie 
aUe  Schwierigkeiten,  welche  die  Berechnung  der  Derivierten  eines  kom- 
plizierten Ausdrucks  zu  bieten  scheint,  zu  überwinden  gestattet,  indem  man 
dieselben  trennt  und  sie  dann  eine  nach  der  anderen  in  Angriff  nimmt 
Folgendermaßen  verführt  man  z.  B.,  imi  die  Derivierte  von 

y  =•  arctg  {x  —  y  1  +  x^) 
txk  berechnen: 

,      1 /.  __        2a?       \  ^  1 
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Dieses  BesiQtat  verifiziert  man  leicht,  indem  man  bemerkt,  daß 

y  =-  ^arctgo?  — ^jt 
ist.     Ebenso  schreibt  man,  um  die  Derivierte  von 

y  =  xyT+¥+  log  {x  +  yr+^ 

zu  berechnen, 

d)  Sind  die  Belationen 

gegeben,  so  ist  daraus  leicht  abzuleiten 

^"yi—aj»'      ^       1  +  Jbcoflaj' 
indem  man  beide  Seiten  deriviert.     Sind  femer  die  Funktionen 

y  =  af ,     y  ^  or  ,  .  . . 

gegeben,  so  findet  man,  indem  man  die  Logarithmen  beider  Seiten  nimmt 
und  deriviert, 

y  =  of  (1  +  log«),    y  =  «*+** ^~+  logÄ  +  log*ajj ,  . . . 

Wenn  man  aber  in  dieser  Weise  verfährt,  so  läßt  man  die  Existenz  von  y 
a  priori  zu.  Um  diesen  Einwand  zu  vermeiden,  muß  man  vorher 
zeigen,  daß  die  Derivierte  existiert.  Dies  ergibt  sich  bei  dem  vorletzten 
Funktionenpaar,  indem  man  bemerkt,  daß  y  sich  auf  die  Form  arctgu 
bringen  laßt     Für  y«=af  kann  man  auch  schreiben  y  =  e**°*'   u.  s.  f. 

e)  Die  n-te  Derivierte  von  y  =*  aj^  log  x  ist 

y^)^ni(m~l)*-(w-n+l)af^"*(loga;  +  -  +  ;i^z:Y+'''+m-~H  +  l)' 
Insbesondere  ist 

Ebenso  findet  man  durch  successive  Derivationen,  daß  die  n-ten  Derivierten 
der  Funktionen 

y  s=  «*öo«'»co8(a?  sina),     y  =  c***"*" sin (a?  sin a) 
bezüglich  lauten 

y(»»)  »  e»oofla  ß^g  ^^^  +  a?  sin  a),     y^"^  =  ^«coia  gjj^  ^^^  +  «  sin  a). 

Weniger  leicht  ist  die  Berechnung  der  n-ten  Derivierten  von  y  »  arctg  a;, 
welche  sich  jedoch  als  Funktion  von  y  selbst  ausdrücken  läßt,  indem  man 
(n— l)-mal  nacheinander  y  »cos'y  deriviert: 

y(«)  =  (fi  —  1)!  cos*y  •  sinn (y  +  yJ  • 
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Blgensohaften  der  Derivlerten. 

293.  Bevor  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  eine  kurze  Digression 
über  einen  für  die  Anwendungen  der  Mathematik  äußerst  wichtigen 
Gegenstand  machen.  Schon  beim  Beweis  der  grundlegenden  Sätze 
in  der  Theorie  der  Funktionen  ist  es  nützlich  sich  einer  geometrischen 
DarsteUung  der  unabhängigen  YeränderHchen  zu  bedienen.  Man  er- 
reicht dieselbe,  indem  man  die  Werte  der  Veränderlichen  und  die 
Punkte  einer  Geraden  aufeinander  bezieht,  wie  es  in  der  analytischen 
Geometrie  zu  geschehen  pflegt.  Dadurch  gewinnen  die  Beweise,  ob- 
wohl sie  ihrem  Wesen  nach  ungeändert  bleiben  (da  man  sich  wohl 
hüten  muß  sie  in  irgend  einer  Weise  auf  geometrische  Begriffe  zu 
gründen),  eine  klare  und  wirkungsvolle  Fassung  und  lassen  sich  mit 
geringerem  sprachlichem  Aufwand  führen.  Anstatt  von  einem  Werte 
zu  reden,  den  man  der  Veränderlichen  erteilt,  nennt  man  den  Punkt, 
welcher  das  Bild  dieses  Wertes  ist;  und  jedes  Intervall  (a,  b)  findet 
auf  diese  Weise  seine  DarsteUung  in  einer  geraden  Strecke,  welche 
von  den  Punkten  a  und  b  begrenzt  wird,  d.  h.  von  den  Punkten, 
deren  in  einem  bestimmten  Sinne  gerechnete  Abstände  vom  Anfangs- 
punkt durch  die  Zahlen  a  und  b  gemessen  werden.  Um  nun  eine 
Funktion  y  darzustellen,  braucht  man  nur  jedes  Paar  entsprechender 
Werte  von  x  und  y  als  das  System  der  (rechtwinkligen)  cartesischen 
Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  zu  betrachten:  die  Gleichung 
y  =»  f(x)  stellt  dann  eine  Linie  dar,  mit  deren  Hilfe  man  sich  leicht 
von  den  wichtigsten  Eigenschafken  von  Funktionen  und  Derivierten 
Rechenschaft  geben  kann.  Vor  allen  Dingen  ist  es  aber  notig,  die 
geometrische  Bedeutung  der  Derivierten  zu 
kennen.  Man  betrachte  die  Tangente  der  i 
Kurve  im  Punkte  Jf,  d.  h.  die  Grenzlage 
der  Sekante  MM,  wenn  M'  die  Kurve 
durchlaufend  nach  M  hinrückt.  S  und  T 
mögen  die  Punkte  heißen,  in  welchen  die 
Sekante  und  die  Tangente  die  o?- Achse  treffen, 
P  und  P"  seien  die  Fußpunkte  der  Lote, 
die  von  Jf  und  Jf  auf  diese  Achse  gefäUt 
sind,  und  man  bezeichne  mit  H  denjenigen  '*" " 

Punkt,  welcher  die  Abscisse  von  ÜT  und  die  Ordinate  von  M  hat. 
X  und  y  seien  fixiert  als  die  Koordinaten  von  M,  x  +  dx  und  y  +  Sy 
seien  diejenigen  von  JT,  und.  man  beachte,  daß  wegen  der  Ähn- 
lichkeit der  Dreiecke  MHM,  SPM 

9y  ^  M'H  ^  MP 
dx       MH       SP 

ist     Wenn  Sx  und  dy  nach  Null  konvergieren,  rückt  M  nach  M 
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hin.     P  bleibt  fest  wie  Mj  und  S  rückt  nach  T  hin.    Es  ist  daher 


lim^r^ 
ox 


lim 


MP      MF 


Sp-fF'^^^^^ 


d.  h.  die  Derivierte  der  Ordinate  einer  Enrve  nach  der  Ab- 
scisse  stellt  den  Neignngskoeffizienten  der  Euryentangente 
dar.  Wenn  die  unabhängige  YenLnderliche  die  Zeit  ist;  so  stellt 
dieser  Koeffizient  eine  Geschwindigkeit  dar  oder  das  Maß  der 
mehr  oder  weniger  großen  Schnelligkeit,  mit  welcher  die  Funktion 
zu  wachsen  oder  abzunehmen  strebt,  und  gerade  in  dieser  Weise  hat 
sich  der  Begriff  der  Derivierten,  welcher  die  Ghimdlage  der  Infinitesimal- 
rechnung bildet,  zum  ersten  Male  dem  Geiste  Newtons  dargeboten 
kurz  vor  dem  Jahre  1667*). 

294*  Beispiele,  a)  Von  großem  Nutzen  ist  beim  Zeichnen  einer 
Kurve  y  =  f(x)  die  Kenntnis  der  Derivierten  f{x)  der  Ordinate;  denn 
man  besitzt  hiermit  ein  Mittel,  um  die  Kurve  nach  Punkten  und  nach 
Tangenten  zu  konstruieren.  Wir  woUen  uns  hier  auf  einige  Beispiele 
beschränken,  die  dazu  dienen  sollen,  die  Nützlichkeit  der  graphischen  Dar- 
Stellung  zu  zeigen,  und  zwar  nicht  vom  geometrischen  Gesichtspunkt,  von 
dem  im  folgenden  ausführlich  die  Bede  sein  wird,  sondern  von  den\jenigen 
der  Theorie  der  Funktionen  selbst  Wir  schicken  zwei  ganz  einfache 
Übungen  voraus,  indem  wir  die  Tangenten  der  Parabel  und  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  konstruieren,  welche  durch  die  Gleichungen 


y  = 


_ 
2a 


a* 


Fig.  6. 


Fig.  6. 


dargestellt  werden.     Aus  den  Formeln 


X 


leitet  man  ab  TP  «  ^  =  — -  a:  bei  der  ersten  Kurve,  FT 


—  -^  —  X  bei 


1)  Siehe  Mansion:  „Räsum^  dn  Cours  d'Analyse,  etc.'^  p.  194. 
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der  zweiten;  und  man  sieht  folgendes:  Wenn  man  den  Punkt  0,  den 
Scheitel  der  Parabel  oder  den  Mittelpimkt  der  Hyperbel,  kennt,  und  P 
die  Projektion  eines  beliebigen  Punktes  M  der  einen  oder  der  andern  Kurve 
bezüglich  auf  die  Scheiteltangente  oder  auf  eine  Asymptote  ist,  so  braucht 
man  nur  M  mit  dem  Mittelpunkt  von  OP  bezw.  mit  dem  zu  0  in  Bezug 
auf  P  symmetrischen  Punkte  zu  verbinden,  um  die  Tangente^in  M  zu 
erhalten. 

b)  Die  darstellende  Linie  von  x  —  [x\  besteht  *aus  unendlich  vielen 
geradlinigen  Abschnitten,  deren  jeder  von  einem  Punkte  der  Geraden  y=^0 
mit  ganzzahliger  Abscisse  n  ausgeht  und  in  dem  Punkte  mit  der  Abscisse 
n  +  1  auf  der  Geraden  y  »  1  endigt.  In  Wirklichkeit  müßten  die  Punkte 
auf  der  zweiten  Geraden  ausgeschlossen  werden;  aber  es  ist  gut,  zu  be- 
merken, daß  vom  geometrischen  Gesichtspunkt  derartige  Ausschließungen 
unnötig  sind,  und  daß  man  sich  im  Gegenteil  des  Begriffs  der  Stetigkeit 
bedienen  muß,  um  so  wenig  wie  möglich  Punkte  und  Tangenten  aus- 
zuschließen. So  pflegt  man,  wenn  ein  Punkt  beim  Durchlaufen  einer 
Kurve  einem  festen  Punkte  zustrebt,  dessen  Koordinaten  die  Gleichung  der 
Kurve  nicht  erfüllen,  trotzdem  den  festen  Punkt  als  der  Kurve  angehörend 
zu  betrachten;  und  man  wäre  andrerseits  mit  graphischen  Hilfsmitteln  auch 
nicht  imstande  ihn  auszuschließen  oder  von  den  andern  Punkten  zu  trennen. 
Analog  verfllhrt  man,  wenn  in  einem  Punkte  M  die  Tangente  fehlt, 
während  eine  Gerade  existiert,  mit  welcher  die  Tangente  in  einem  andern 
Punkte  M'  zusammenzufallen  strebt,  wenn  dieser  nach  M  hinrückt.  Man 
betrachtet  dann  diese  Gerade  als  die  Tangente  in  M.  Derartige  Verein- 
barungen dienen  dazu,  mancherlei  Zweifeln  vorzubeugen,  die  sich  uns  bei 
den  geometrischen  Anwendimgen  zu  häufig  darbieten  würden,  wenn  wir 
uns  an  die  strenge  Interpretation  der  bisher  auseinandergesetzten  Prinzipien 
halten  wollten. 

c)  Eine  andere  interessante  Linie,  welche  wieder  aus  den  Abschnitten 
besteht,  die  zwei  Geraden  auf  unendlich  vielen  in  einem  Punkte  zusammen- 
laufenden Geraden  bestimmen,  ist  die  zur  Dar- 
stellung der  Funktion  x\  —    dienende  Kurve. 

Wenn  x  größer  als       .     ,   aber  nicht  größer 

als  —  ist,  so  hat  man  y  ^  nx^  die  Gleichung 

einer  Geraden,  auf  welcher  die  Geraden  y^l—x 

und  jf»*!,  die  Punkte  der  ersten  ausgeschlossen, 

einen  Abschnitt  bestimmen.    Der  Punkt  A  der 

3f- Achse,  welcher  die  Ordinate  1  hat,  kann  als 

zur  Kurve  gehörig  betrachtet  werden;  es  ist  Fig.  7. 

aber  graphisch  unmöglich,  dieselbe  in  seiner 

Umgebung  zu  zeichnen,  obwohl  in  ul  die  Ordinate  stetig  ist. 

d)  Bei  dem  vorstehenden  Beispiel  ist  die  betrachtete  Funktion  in  A 
stetig  und  unstetig  in  der  Umgebung  von  A.    Dagegen  ist  die  durch  die 

Gleichung  y  =»  f(x)   dargestellte   Kurve,    wo   /"(a;)  =  a;  sin  — ,   /*(0)  =  0, 

also  die  Punktion  f(x)  für  alle  Werte  von  x  stetig  ist  (§  272,  a),  trotz- 
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dem  in  der  ümgebtmg  des  Anfangspunktes  nicht  konstmierbar.  Das  Gleiche 
läßt  sich  von  der  stetigen  Funktion 

11  • 

/■(A«))  —  ^  ^-^  sin j- 

ossin  — 

X 

sagen,    sogar   in   der  Umgebung   unendlich   vieler  Punkte   des   Intervalls 

( ,  — ),   nftmlioh   ±  — ,  ±s-,  ±r~>  •  * '     Diese   Punkte   verdichten 

sich  immer  mehr  bei  den  Funktionen  f{f{f{p^))\  f{fif{f{^))^  '^-  s.  w.,  da 
jedesmal  neue  Punkte  auftreten,  außer  den  Punkten,  in  deren  Umgebung 
die  vorangehende  Funktion  nicht  darstellbar  ist,  n&mlich  auch  die- 
jenigen, in  welchen  diese  Funktion  verschwindet.  Man  darf  jedoch  nicht 
glauben,  daß  die  Nicht-Darstellbarkeit  einzig  und  allein  von  dem  Fehlen 
einer  Derivierten  herrührt,  d.  h.  von  dem  Fehlen  einer  bestimmten  Tangente 

in  dem  betrachteten  Punkte;   denn   die  Kurve  ^  *■  o;'  sin  —   berOhrt  im 

Anfangspunkte  die  o;- Achse,  es  ist  aber  materiell  unmöglich,  sie  in  der  Um- 
gebung dieses  Punktes  zu  zeichnen. 

e)  Es  gibt  übrigens  Funktionen,  bei  welchen  es  unmöglich  ist  über- 
haupt einen  noch  so  kleinen  Strich  von  der  darstellenden  Linie  zu  zeichnen, 
obwohl  sich  von  derselben  beliebig  viele  Punkte  angeben  lassen,  die  auch 
so  nahe  aneinander  liegen  als  man  will.  So  ist  es  z.  B.  bei  der  Funktion  ^(o;); 
denn  (§  277,  b)  auf  jeden  zur  ;b- Achse  parallelen  Qeradenabschnitt,  der 
in  dem  durch  die  Einschränkung  0  ^  y  ^  1  definierten  Ebenenstreifen 
enthalten  imd  beliebig  klein  ist,  fallen  unendlich  viele  Punkte  der  dar- 
stellenden Linie,  welche  den  ganzen  Streifen  zu  bedecken  scheint.  Und 
wenn  man  in  diesem  Falle  die  Nicht-Darstellbarkeit  durch  eine  Linie  im 
gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  auf  die  vollständige  Unstetigkeit  der 
Funktion  zurückführen  kann,  so  läßt  sich  dies  von  der  Weierstraßschen 
Funktion  keineswegs  sagen,  die  stetig,  aber  in  jedem  Punkte  ohne  Deri- 
vierte  ist.  Diese  Bemerkungen  müssen  uns  von  der  Notwendigkeit  über- 
zeugen, durch  rein  analytische  Betrachtungen  alle  diejenigen  Eigenschaften 
der  Funktionen  zu  beweisen,  welche  geometriflch  interpretiert  als  evident 
erscheinen;  denn  diese  Eigenschaften  bestehen  unabhängig  von  der  Mög- 
lichkeit einer  geometrischen  Darstellung,  und  andrerseits  kann  diese  bei 
ausgedehnten  Klassen  von  Funktionen  fehlen  ungeachtet  der  Stetig- 
keit und  sogar  trotz  der  Existenz  der  Derivierten. 

f)  Der  Leser  kann  sich  in  der  geometrischen  Darstellung  der  haupt- 
sächlichsten von  den  unstetigen  Funktionen  üben,  die  wir  früher  an- 
getroffen haben.  Wir  wollen  ims  hier  auf  nur  zwei  Funktionen  be- 
schränken, deren  darstellende  Linien  wir  im  folgenden  brauchen  werden. 

[x\ 
Die  Linie  ^  » ^^  besteht  aus  unendlich  vielen  Hyperbelbogen;  denn  wenn 

bei  ganzzahligem  n  die  Veränderliche  x  dem  Litcrvall  (n,  n  -f-  1)  mit 
Ausschluß  der  oberen  Grenze  angehört,  so  wird  die  Qleichung  xy  ^^  n 
imd  stellt  einen  Hyperbelbogen  dar,  der  von  einem  Punkte  P  der  Geraden 
^  »  1  nach  einem  Punkte  Q  der  Hyperbel  x{lL  —  y)  —  1  führt  Nach 
dem,  was  wir  bei  dem  ersten  Beispiel  gesehen  haben,  geht  die  Tangente 
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Fig.  8. 


in  jedem  Punkte  P  dnrcb  A  hinduroh,   den  zum  Anfangspunkt  in  Bezug 
auf  die  Gerade  ^  »  1  symmetrischen  Punkt.     Es  laufen  also  die  Tan- 
genten in  den  Punkten  P^,  P^,  P^,  ...  im  Punkte  Ä   zusammen. 
Da   femer   f&r  einen 
beliebigen    Punkt   M         y* 
der  Linie,  wenn  x  ins 
Unendliche     w&chst, 
lim  y  =  1  wird,  so  ist 
klar,    daß    auch    die 
Tangente  in  Jf  ,  welche 
in  Bezug  auf  die  durch 
M    zur   a;- Achse   ge- 
zogene Parallele  sym- 
metrisch zu  OM  ist, 
in    der  Grenze  durch 
A  hindurchgeht,  d.  h. 
während  einPunkt, 

wenn  er  die  Linie  durchläuft,  der  Lage  auf  der  Geraden 
y  =»  1  zustreht,  nähert  sich  die  Tangente  in  diesem  Punkte 
der  Grenzlage  y»2.  Mit  derselben  Leichtigkeit  läBt  sich  die  dar- 
stellende Linie  der  stetigen  Funktion  2""f'^(l  —  \  Yx  —  [«])  konstruieren 
eine  Linie,  die  offenbar 
aus  unendlich  -vielen  2^1 
Parabelbogen  besteht;  i\ 
und  man  erkennt  fol- 
gendes: Während  ein 
Punkt,  der  auf  der 
Kurve  ins  Unend- 
liche fortrückt, der 
Lage  auf  der  x- 
Achse  zustrebt,  os- 
zilliert der  spitze 
Winkel,  den  die 
Tangente  in  diesem 
Punkte   mit   der   Achse   bildet,   unbegrenzt   in    einem  Intervall 

(a,-^j,  dessen  untere  Grenze  nach  Null  konvertiert. 

g)  Wer  sich  den  praktischen  Studien  widmet,  wird  dort  lernen,  daß 
eine  Maschine  von  sich  selbst  ein  Diagramm  zeichnen  kann,  ihr  eignes 
Diagramm,  d.  h.  eine  Linie,  welche  den  Druck  des  Dampfes  als  Funktion  des 
von  dem  Kolben  erzeugten  Volumens  darstellt.  Kennt  man  also  die  Lagen 
des  Kolbens  in  den  Augenblicken,  wo  die  Zulassxmg  des  Dampfes  aus 
dem  Kessel  in  den  Zylinder  aufhört  oder  beginnt,  oder  die  Auslassung  von 
diesem  in  den  Kondensator,  so  enthtillt  die  Maschine  dem,  der  sie  befragt, 
ihre  Yorzfige  und  ihre  Mängel.  Verschiedene  Diagramme  kommen  in  allen 
Zweigen  der  Ligenieurwissenschaft  vor  und  werden  auch  beim  Studium  der 
nannig&chsten  Naturphänomene  sehr  viel  angewandt,  wobei  diejenigen  von 
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soziologischer  Natur  ^)  nicht  ausgeschlossen  sind.  Bei  solchen  empirischen 
Kurven  kann  man,  obwohl  sie  gerade  insofern  von  Wichtigkeit  sind,  als 
sie  dazu  dienen,  die  Anderungsgeschwindigkeit  der  betreffenden  Funk- 
tionen zn  zeigen,  theoretisch  nicht  von  einer  Tangente  oder  einer  Den- 
yierten  sprechen;  denn  die  Kurven  sind  natürlich  Fehlem,  wenn  auch  nur 
kleinen,  unterworfen  und  stellen  also  faktisch  Funktionen  v  dar,  die  von 
den  wahren  Funktionen  u  verschieden  sind.  Es  ist  nun  leicht  sich  zu 
überzeugen,  daß,  wenn  man  auch  zuläßt,  daß  die  Derivierte  von  u  exi- 
stiert, diejenige  von  t;  nicht  existieren  oder  stark  von  u   abweichen  kann. 

Wäre  z.  B. ')  u  -~  t;  »  a  sin  -^ ,  wo  a  konstant  und  äußerst  klein  ist,  so 

/  Ix 

würde  man  auch  haben  u  —  v  =^  —  cos  —^ ,  und  es  könnte  folglich,  ob- 
wohl \u  —  v\  niemals  a  übertrifft,  |  u'  —  t;'  |  in  der  Umgebung  unendlich 
vieler  Werte  von  x  außerordentlich  groß  werden. 

296.  Eine  Funktion  f{x)  nennt  man  rechts  von  a  wachsend 
oder  abnehmend  oder  konstant,  wenn  es  möglich  ist^  eine  positive 
Größe  Ä  zu  bestimmen  derart,  daß  die  Werte  von  f{x)  in  (a,  a  -f  h) 
bezüglich  alle  größer,  alle  kleiner  oder  alle  gleich  f(a)  sind.  Man 
sagt  dagegen,  f(x)  sei  links  von  a  wachsend,  abnehmend,  konstant, 
wenn  in  (a  —  Ä,  a)  die  Werte  von  f(x)  bezüglich  alle  kleiner,  größer 
oder  gleich  f{a)  sind.  Es  kann  auch  vorkommen,  daß  eine  solche 
Zahl  h  nicht  existiert.  Es  liegt  z.  B.  auf  der  Hand,  daß  in  der  Um- 
gebung der  Null  die  Funktion  f(x),  welche  für  a;  =  0  gleich  0  ist 

und  für  o;  >  0  durch  xsm—  ausgedrückt  wird,  niemals  aufhört  posi- 

tive,  negative  und  verschwindende  Werte  anzunehmen.  Wird  also  h 
noch  so  klein  gewählt,  so  sind  die  Werte  von  f{x)  in  dem  Intervall 
(—  h,  h)  immer  teils  größer,  teils  kleiner  als  /(O),  und  unendlich 
viele  von  ihnen  sind  auch  gleich  f(0).  Man  kann  daher  die  Funk- 
tion für  X  ^0  nicht  wachsend,  noch  auch  abnehmend  oder  konstant 
nennen;  und  es  ist  klar,  daß  gerade  hierauf  die  Unmöglichkeit  beruht, 
in  der  Umgebung  des  Anfangspunktes  die  geometrische  Darstellung 
auszuführen;  denn  hat  man  einen  Punkt  konstruiert,  in  dessen  Um- 
gebung die  Ordinate  nicht  wächst,  noch  auch  abnimmt,  noch  auch 
konstant  bleibt,  so  kann  man  sich  nicht  denken,  in  welcher  Weise 
sich  die  benachbarten  Punkte  an  ihn  anschließen.    Ahnliches  läßt  sich 

von  der  stetigen  Funktion  y=^x  sin*  —  sagen,  welche  man  für  x  =  0  nicht 

als  wachsend  bezeichnen  kann,  nur  deshalb,  weil  sie  in  der  Umgebung 
der  Null  unendlich  oft  den  Wert  /'(O)  »  0  annimmt.  Bemerkenswert 
ist  femer  die  Funktion  ^{x),  von  der  man  in  der  Umgebung  jedes 
Punktes  überhaupt  nichts  SE^en  kann  (§  277,  b). 

1)  Siehe  z.  B.  den  „Cours  d'^conomie  politique^^  von  Y.  Pareto. 

2)  Laurent:  „Calcul  des  probabilit^a,  p.  200.  Siehe  auch  den  „Calcolo'* 
von  Genocchi  und  Peano,  p.  Xm. 
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296.  Eine  Funktion  f{oi>)  heißt  wachsend  oder  abnehmend  oder 
konstant  in  einem  Interyalle,  wenn  für  jedes  Paar  von  Zahlen  x 
und  x"y  die  man  in  dem  betrachteten  Intervall  wählt,  die  Differenz 
fipo')  —  f{x"^  das  Vorzeichen  von  x'—x"  oder  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  hat  oder  nuU  ist.  Um  den  Unterschied  zwischen  ^^wachsend 
(abnehmend  n.  s.  w.)  in  einem  Intervalle'^  und  ,,  wachsend  in  derUm- 
gebnng  eines  Wertes  der  unabhängigen  Veränderlichen'^  wohl  zu 

verstehen,  genüge  das  Beispiel  der  Funktion  — '  welche  man  rechts 

von  der  Null  wachsend  nennen  muß,  welchen  Wert  man  ihr  auch 
ft&r  o;  =»  0  beilegen  mag,  während  sie  in  jedem  Intervall  (0,  Ü)  mit 
Ausschluß  der  unteren  Grenze  abnehmend  ist,  wie  klein  auch  1%  sein 
mag.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  eine  in  einem  Intervall  wachsende 
oder  abnehmende  oder  konstante  Funktion  in  der  Umgebung  jeder 
Zahl  des  Intervalles  bezüglich  wachsend,  abnehmend  oder  konstant 
ist.  Keineswegs  ebenso  evident  ist  aber  der  umgekehrte  Satz,  der 
gleichwohl  besteht,  wie  im  folgenden  Paragraphen  bewiesen  werden 
wird.  Man  bemerke  jedoch  sogleich,  daß  diese  Umkehrung  nicht  gilt, 
wenn  man  z.  B.  die  Funktion  als  wachsend  nur  auf  einer  Seite  aller 
Zahlen  eines  Intervalles  voraussetzt.  So  ist  die  Funktion  x  —  \oc\ 
wachsend  rechts  von  allen  Werten  von  Xy  aber  nicht  wachsend  in 
(o,  6),  wenn  [a]  <  [6]  ist. 

297.  Theorem  L  Eine  Funktion,  die  in  der  Umgebung 
aller  Werte  der  Veränderlichen,  die  einem  gegebenen  Inter- 
valle angehören,  wachsend  (oder  abnehmend  oder  konstant) 
ist,  ist  in  diesem  Intervalle  wachsend  (oder  abnehmend  oder 
konstant). 

Wenn  die  Funktion  in  dem  Intervalle  (a,  &),  welches  endlich  oder 
Tinendlich  ist,  nicht  wachsend  wäre,  so  würde  dieses  wenigstens  ein 
Intervall  (a^,  6^)  enthalten,  für  dessen  Ghrenzen  man  hätte  f{p^  ^  /^(^i)- 
Nunmehr  nenne  man  (ag,  h^  die  untere  oder  die  obere  Hälfte  von 
(oi,  6i),  je  nachdem  fOr  a:  =  ^(a^  +  &i)  die  Funktion  einen  kleineren 
oder  nicht  kleineren  Wert  als  fifl^  annimmt,  und  man  bemerke,  daß 
in  jedem  Falle  fifl^  ^  f^%)  ^^t.  Fahrt  man  in  dieser  Weise  fort, 
so  gelangt  man  wie  in  §  171  zur  Kenntnis  einer  Zahl  |,  die  der 
gemeinsame  Limes  der  unteren  Grenzen  Q»\y  a^y  (Hi  -  -  -  ^^^  ^^^  oberen 
Grenzen  \y\y\y  *  -  -  der  konstruierten  Intervalle  ist.  Wählt  man  A 
positiv  und  so  Uein  als  man  wiQ,  so  kann  man  immer  n  so  be- 
stimmen, daß  a^  und  h^  beide  in  (|  —  %;  I  +  %)  fallen,  eins  links  und 
das  andre  rechts  von  |.  Man  sieht  auf  diese  Weise,  daß  die  Inter- 
valle (I  —  Ä,  6)  und  (I,  6  +  A)  bezüglich  zwei  Zahlen  x'^a^  und 
x"  «=  \  enthalten  derart,  daß  f{x)  ^  fix")  ist,  und  dies  hindert,  daß 
die  Funktion  in  der  Umgebung  von  %  wachsend  ist;  denn  für  einen 
hinreichend  kleinen  Wert  von  h  müßte  dann  immer  sein  f{x')<.f{x"). 

16» 
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In  analoger  Weise  geht  der  Beweis  vor  sich  unter  der  Voraussetzung 
einer  abnehmenden  oder  konstanten  Funktion. 

298.  Der  Beweis  des  vorstehenden  Theorems  läßt  sich  auch  in 
der  Weise  führen,  daß  man  die  Wiederholung  des  in  §  171  an- 
gewandten Verfahrens  vermeidet.  Es  sei  f(x)  wachsend  in  der  Um- 
gebung jeder  Zahl  eines  IntervalleS;  und  man  wähle  in  demselben 
nach  Belieben -die  Werte,  ic'  und  x' >  x\  Um  zu  beweisen,  daß 
die  Funktion  in  dem  Intervall  wachsend  ist,  genügt  es  zu  zeigen, 
daß  ({x')  <  fix")  ist.  Da  f{x)  rechts  von  x'  wachsend  ist,  so  gibt 
es  Zahlen  x  ^  x'\  die  größer  als  x'  und  so  beschaffen  sind,  daß 
fix')  <  fix)  ist.  Die  Menge  dieser  Werte  x  ist  endlich  und  hat  da- 
her eine  obere  Grenze  i  ^  x"-  Dies  vorausgeschickt  gibt  es,  da  die 
Funktion  auch  links  von  |  wachsend  ist,  ein  Intervall  (£  —  A,  |) 
derart,  daß  f{x)  <  /*(§)  ist  for  jedes  a:  <  6?  welches  diesem  Intervalle 
angehört.  Andererseits  gibt  es  nach  der  Definition  der  oberen  Grenze 
in  der  betrachteten  Menge  sicherlich  eine  Zahl  |',  welche  in  dasselbe 
Intervall  fallt,  und  man  hat  deshalb  wegen  f{x')  <  /'(!')  und  fiJD<f{i) 
auch  f{x')  <  /"(!),  d.  h.  I  gehört  zu  der  Menge.  Wäre  nun  |  <  x'\ 
so  könnte  man  rechts  von  g  eine  Zahl  |''  <  x''  finden  derart,  daß 
füt)  <  f{l")  und  folglich  fi/)  <  /"(l")  ist,  so  daß  T  der  Menge  an- 
gehören würde.  Das  ist  aber  absurd,  weil  die  größte  Zahl  der  Menge 
i  <  I"  ist.  Also  ist  6  =  x"  und  endlich  fiaP)  <  fip")-  Man  bemerke, 
daß  bei  diesem  Beweis  kein  voller  Gebrauch  von  den  Voraussetzungen 
gemacht  worden  ist;  denn  während  die  Funktion  links  von  jeder 
Zahl  x^  des  Intervalles  als  wachsend  vorausgesetzt  wurde,  haben  wir 
rechts  nur  die  Möglichkeit  zugelassen  Zahlen  x^  beliebig  nahe  an  x^ 
zu  finden  derart,  daß  fix^  <  f{x^  ist.  Jedoch  erkennen  wir,  nach- 
dem das  Theorem  bewiesen  ist,  daß  aus  diesen  scheinbar  weiteren 
Voraussetzungen  mit  Notwendigkeit  folgt,  daß  die  Funktion  auch 
rechts  von  jedem  Werte  von  x  wachsend  ist. 

299.  Theorem  IL  Eine  Funktion  ist  rechts  (oder  links) 
von  a  wachsend  oder  abnehmend,  je  nachdem  für  x^a  ihre 
rechtsseitige  (oder  linksseitige)  Derivierte  positiv  oder 
negativ   ist. 

Im  Grunde  besteht  die  Tatsache,  daß  eine  Funktion  für  einen 
gegebenen  Wert  von  x  wächst  (oder  abnimmt),  in  der  Möglichkeit 
eine  positive  Zahl  h  anzugeben  derart,  daß  6y  filr  \8x\<ih  das 
Vorzeichen  von  8x  (oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen)  hat.  Wenn 
nun  für  x^  a  die  rechtsseitige  oder  linksseitige  Derivierte  von  y 
positiv  ist,  so  bedeutet  dies,  daß  das  zugehörige  Zuwachsverhältnis, 
wenn  8x  nach  Null  konvergiert,  schließlich  positiv  wird  und  bleibt, 
und  daß  daher^  Sy  schließlich  das  Vorzeichen  von  6x  annimmt  und 
bewahrt.     Mi^  Sn   ist   die   Funktion   wachsend.     In   derselben   Weise 
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zeigt  man,  daß  die  Funktion  abnelimend  idt,  wenn  die  Derivierte 
negativ  ist.  Wenn  femer  die  Deriyierte  null  ist;  so  hindert  dies 
nicht;  daB  dy  schließlich  ein  gegebenes  Vorzeichen  annimmt  und  be- 
hSli,  und  daß  folglich  die  Funktion  ftlr  jenen  betrachteten  Wert  von  x 
wachsen  oder  abnehmen  konnte.  Es  kann  aber  auch  vorkommen;  daß 
dy  schließlich  gleich  Null  wird  oder  daß  es  niemals  aufhört  zu  ver- 
schwinden oder  sein  Zeichen  zu  wechseln^  und  dann  ist  die  Funktion; 
wenn  sie  nicht  konstant  ist; -überhaupt  nicht  wachsend  oder  abnehmend. 

300.  Theorem  m.  Eine  Funktion  ist  in  einem  Intervalle 
wachsend  oder  abnehmend;  je  nachdem  ihre  DeriviertC;  die 
als  einzig  vorausgesetzt  wird;  in  dem  genannten  Intervalle 
positiv  oder  negativ  bleibt. 

In  der  Tat,  wenn  z.  B.  f\x)  >  0  ist  für  alle  Werte  von  x,  die 
einem  gewissen  Intervall  angehören;  so  ist  f(x)  in  der  Umgebung 
jedes  dieser  Werte  wachsend  und  ist  folglich  auf  Orund  des  Theorems  I 
in  dem  Intervalle  wachsend. 

301.  Minima  und  Mazima.  Man  sagt;  daß  für  x^  a  die  Funk- 
tion f(x)  durch  ein  Minimum  hindurchgeht  oder  daß  f(a)  ein 
Minimum  von  f(x)  ist;  wenn  keiner  der  WertC;  die  f(x)  in  der  Um- 
gebung von  a  annimmt;  kleiner  als  f(a)  ist.  Ebenso  sagt  man,  f(a) 
sei  ein  Maximum  von  f(x),  wenn  in  der  Umgebung  von  a  kein 
Wert  von  f(x)  größer  ist  als  f(a).  Das  so  definierte  Maximum  und 
Minimum  heißen  auch  absolut;  um  sie  von  dem  größten  und  kleinsten 
Werte  zu  unterscheiden;  den  eine  Funktion  in  einem  gegebenen  Inter- 
vall annehmen  kann;  diese  heißen  das  relative  Maximum  und  Mini- 
mum, weil  sie  von  der  Gesamtheit  der  Funktionswerte  in  dem  be- 
trachteten Intervalle  abhängen;  während  Minimum  und  Maximum  in 
dem  absoluten  Sinne  nur  von  den  Werten  abhängen;  welche  die  Funktion 
in  der  Umgebung  gewisser  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  an- 
nimmt. In  einem  Intervalle  kann  es  mehrere  absolute  Minima  oder 
Maxima  gebeU;  dagegen  gibt  es  nur  einen  einzigen  Wert  des  rela- 
tiven Minimums  oder  Maximums.  Die 
letzteren  können  gleichzeitig  mit  dem  Inter- 
vall sich  ändern;  während  die  ersteren  ihren 
Charakter  in  jedem  Intervalle  behalten  und 
immer  für  bestimmte  unveränderliche  Werte 
von  X  eintreten.  Diese  Bemerkungen  werden 
evident;  wenn  man  von  der  geometrischen 
Darstellung  Gebrauch  macht.  So  sehen 
wir  z.  B.  an  der  Figur;  daß  die  dargestellte 
Funktion  in  dem  Intervall  (a,  h)  das  rela- 
tive Minimum  an  der  unteren  Grenze  a  hat  und  das  Maximum  in  einem 
Punkte  y,  in  welchem  sie  auch  ein  absolutes  Maximum  hat.     Ein 
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anderes  absolutes  Maximum  sieht  man  in  a^  und  2swei  Minima^  eines 
in  ß  und  ein  anderes  ^  welches  größer  als  das  vorerwähnte  Maximum 
ist,  in  d.  Verschiebt  man  a  nach  links,  so  nimmt  das  relative 
Minimum  ab  und  tritt  an  der  unteren  Grenze  des  neuen  Intervalles 
auf.  Wenn  dagegen  &  anfangt  nach  rechts  zu  rücken,  so  bleibt  das 
relative  Maximum  ungeändert  und  verbleibt  in  y,  bis  h  auf  die  rechte 
Seite  des  Punktes  c  gelangt.  Alsdann  nimmt  das  genannte  Maximum 
zu  und  rückt  unvermittelt  nach  der  oberen  Grenze  des  neuen  Inter- 
valles.  Wir  schließen  mit  zwei  wichtigen  Bemerkungen:  Das  absolute 
Minimum  für  o;  =  a  ist  nichts  anderes  als  das  relative  Minimum 
in  einem  hinreichend  kleinen  Intervall,  welches  in  der  Um- 
gebung von  a  gewählt  ist;  und  das  relative  Minimum  in  einem  ge- 
gebenen Intervall  ist,  wenn  es  nicht  an  den  Grenzen  eintritt, 
auch  ein  absolutes  Minimum.  Gleiches  gilt  von  dem  Maximum. 
Künftighin  sind  das  Minimum  und  das  Maximum  inmier  in  ihrer 
neuen  Bedeutimg  zu  verstehen,  falls  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil 
bemerkt  wird. 

302.  Theorem  IV.  Wenn  eine  Funktion  mit  einer  einzigen 
Derivierten  durch  ein  Minimum  oder  durch  ein  Maximum 
hindurchgeht,  so  verschwindet  die  Derivierte. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  f{a)  sei  ein  Minimum,  und  bemerken  wir, 
daß  nach  der  Definition  des  absoluten  Minimums  die  Funktion  links 
von  a  nicht  wachsend  ist  und  rechts  davon  nicht  abnehmend 
ist.  Es  kann  also  die  Derivierte,  welche  als  einzig  (§  281)  voraus- 
gesetzt wird,  betrachtet  ab  Derivierte  links  auf  Ghrund  des  Theorems  11 
nicht  positiv  sein  und  betrachtet  als  Derivierte  rechts  nicht  negativ 
sein.  Folglich  ist  sie  null.  Die  ümkehrung  des  Satzes  gilt  nicht,  da 
die  Derivierte  sehr  wohl  verschwinden  kann  für  einen  Wert  von  x^ 
der  die  Fhmktion  nicht  zu  einem  Minimum  oder  Maximum  macht. 
Nichts  hindert  z.  B.,  daß  die  Funktion  (wie  es  bei  y  » re:'  der  Fall 
ist)  sowohl  links  als  auch  rechts  von  dem  genannten  Werte  wachsend 
sein  kann. 

303.  Theorem  V  (Theorem  von  Rolle).  Wenn  eine  Funktion 
mit  einer  einzigen  Derivierten  gleiche  Werte  an  den  Grenzen 
eines  Intervalles  hat,  so  verschwindet  die  Derivierte  wenig- 
stens einmal  in  diesem  Intervalle  mit  Ausschluß  der  Grenzen, 
vorausgesetzt,  daß  auch  an  ihnen  die  Funktion  stetig  ist. 

Die  Funktion  ist  stetig  in  dem  ganzen  Intervall  (a,  h),  nämlich 
stetiff  an  den  Gh^nzen  nach  der  ausdrücklich  gemachten  Voraus- 
setenng  und  stetig,  im  Lmem  von  {a,  b),  da  in  diesem  IntenraUe, 
höchstens  die  Grenzen  ausgeschlossen,  die  Existenz  von  f\x)  zu- 
gelassen wird.  Also  enthält  dieses  Intervall  auf  Grund  des  zweiten 
Satzes  von  Weierstraß  wenigstens  eine  Zahl  g,  für  welche  f{x)  den 
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größten  oder  den  kleinsten  Wert  erreicht.  Wenn  die  Werte  der 
Funktion  alle  gleich  f{a)  wären^  so  würde  die  Derivierte  bestandig 
nuU  sein.  Wir  wollen  deshalb  annehmen,  daß  f{x)  in  (a,  h)  anch 
Werte  annimmt^  die  von  /*(a)  verschieden  sind.  Alsdann  wird  wenig- 
stens eine  Ton  den  beiden  Zahlen,  welche  den  größten  und  den 
kleinsten  Wert  der  Funktion  darstellen,  von  f{a)  =*  /*(&)  verschieden 
sein  und  folglich  einer  2^ahl  |  entsprechen,  die  von  a  und  von  h  ver- 
schieden ist.  Nachdem  so  die  Ghrenzen  des  Intervalles  ausgeschlossen 
sind,  ist  das  Minimum  oder  Maximum  der  Funktion  auch  eines  im 
absoluten   Sinne   (§  301),    und   man    hat    daher    notwendig   (§  302) 

r($)-=o. 

304.  Bemerkungen,  a)  In  Betre£F  der  auferlegten  Einschränkungen 
bemerke  man,  daß  die  Funktion  x  —  lpc],  welche  an  den  Grenzen  des 
Intervalles  (0,  1)  verschwindet,  in  diesem  Intervalle,  wenn  die  Grenzen 
ausgeschlossen  werden,  stetig  ist  und  eine  eihzige  Derivierte  besitzt; 
aber  dieselbe  ist  (weil  gleich  1)  niemals  nulL  Dies  liegt  an  der  ün- 
stetigkeit,  welche  die  Funktion  links  von  x^\  hat,  eine  IJnstetigkeit, 
die  sie  verhindert  ihre  obere  Grenze  zu  erreichen.  Es  ist  jedoch 
keineswegs  unmöglich,  daß  die  ausgesprochene  Eigenschaft  auch  dann 
besteht,  wenn  die  Funktion  an  den  Grenzen  des  Intervalles  nicht  stetig 

ist,  wie  es  in  (0,  — )  bei  der  Funktion  sin  —  ist,  die  an  der  unteren 

Ghrenze  unstetig  ist.  Wenn  dagegen  die  Bedingung  der  Stetigkeit  in 
einem  ganzen  Intervall  erfUlt  ist,  so  bleibt  die  Eigenschaft  erfQllt 
unabhängig  von  der  Existenz  der  Derivierten  an  den  Grenzen.     Es 

genüge  das  Beispiel  der  stetigen  Funktion  :i;  sin  — ,  welche  f&r  x^O 

sc 

keine  Derivierte  hat.     In  jedem  Intervall  fO,  — j  verschwindet  ihre 

Derivierte  unendlich  viele  Male  für  Werte  von  x,  die  invers  sind  zu 
den  Wurzeln  der  Gleichung  tgx  ^  x. 

b)  Das  Rollesche  Theorem  sagt  uns  insbesondere,  daß  zwischen 
zwei  Wurzeln  von  f(x)  immer  wenigstens  eine  Wurzel  von 
r(x)  fällt,  wobei  wohlgemerkt  vorausgesetzt  wird,  daß  die  Bedingungen 
der  Stetigkeit  und  der  Existenz  einer  einzigen  Derivierten  erfällt  sind, 
die  in  der  Formulierung  hervorgehoben  sind.  Daraus  folgt,  daß  man, 
wenn  för  z  ^  a  gleichzeitig  f(x)  und  f'(x)  verschwinden,  sich  denken 
kann,  daß  das  BoUesche  Theorem  in  dem  verschwindenden  Intervalle 
(a,  a)  besteht.  Man  hat  sich  also  vorzustellen,  daß  in  a  zwei  (oder 
mehr)  Wurzeln  von  f(x)  übereinanderliegen.  Aus  diesem  Grunde 
pflegt  man  zu  sagen,  daß  a  eine  vielfache  Wurzel  von  f(x)  ist, 
indem  man  die  Bezeichnung  einfache  Wurzel  flir  jede  Wurzel  von  f(x) 
vorbehält,  welche  f'(x)  nicht  zum  Verschwinden  bringt.  Eine  viel- 
fache Wurzel  a  von  f(x)  heißt  femer  eiue  Doppelwurzel,  wenn  sie 
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eine  einfache  Wurzel  yon  f'{x)  ist,  d.  h.  wenn  man  hat  f{ii)  -«  0, 
aber  f\(i)  ^0;  sie  heißt  dreifach,  wenn  sie  eine  Doppelwurzel  yon 

f\x)  ist,  in  welchem  Falle  man  hat  f{(i)  =  0,  f'\<i)  =  0,  aber 
f'"((i)  >  0;  und  so  fort.  Im  allgemeinen  wird  als  Wurzel  i^ter  Ord- 
nung von  f{x)  jede  Zahl  a  bezeichnet,  welche  f(x)  und  ihre  suc- 
cessiven  Derivierten  bis  zur  n-ten  ausschließlich  zum  Verschwinden 
bringt  Eine  solche  Wurzel  pflegt  man  als  hervorgehend  aus  dem 
Zusammenfallen  von  n  Wurzeln,  die  gleich  a  sind,  zu  betrachten. 

306.  Theorem  VI  (Theorem  von  Cauchy).  Wenn  in  dem  end- 
lichen Intervalle  (a,  i^)  die  Funktionen  fp  und  ^  stetig  sind, 
und  wenn  höchstens  mit  Ausschluß  der  Grenzen  einzige 
Derivierte  g>'  und  ^'  existieren  und  keine  gemeinsamen 
Wurzeln  haben,  so  enthält  das  genannte  Intervall  wenig- 
stens eine  Zahl  |,  die  von  den  Grenzen  verschieden  ist,  und 
für  welche  man  hat^ 

y(&)-g)(a)^g)'(|) 

Da  man  beim  Formulieren  eines  Satzes  nicht  von  Großen  sprechen 
kann,  die  ohne  Bedeutung  sind,  so  ist  in  der  vorstehenden  Formulie- 
rung die  Voraussetzung  enthalten,  daß  wenigstens  eine  der  beiden 
Funktionen,  z.  B.  ^,  ungleiche  Werte  an  den  Grenzen  des  Intervalles 
hat.  unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  immer  eine  Eonstante  k 
bestimmen  derart,  daß  die  Funktion  ip(x)  —  Jcif{x)  an  jenen  Grenzen 
gleiche  Werte  annimmt;  denn  man  braucht  nur  zu  setzen 

fp(a)  —  kif(a)  =  g)(6)  —  Jcif(b) 
und  unter  Beachtung  von  ^(a)^^(&)  daraus  zu  entnehmen 

Nun  ist  die  betrachtete  Funktion  in  dem  ganzen  Intervall  stetig  und 
hat  eine  einzige  Derivierte  q/(x)  -—  ]ci/(x)y  welche  auf  Grund  des 
Rolleschen  Theorems  wenigstens  für  einen  Wert  |  im  Innern  von 
(a,  h)  verschwinden  muß,  so  daß  man  hat  ^'(g)  =  ki;'(li).  Da  es  un- 
möglich ist,  daß  ^'(g)  =  0  ist)  weil  sonst  auch  9)'(5)  ==  0  wäre  gegen 
die  über  g)'  und  tl>'  gemachte  Voraussetzung,  so  kann  man  aus  der 
letzten  Gleichung  (auch  wenn  %  ==  0  ist,  in  welchem  Falle  man  wieder 
zu  dem  BoUeschen  Theorem  gelangt)  ableiten 

Setzt  man  die  beiden  Werte  von  k  einander  gleich,  so  findet  man  das 
Theorem  von  Cauchy.  Man  bemerke,  daß  durch  das  Verschwinden 
von  9'  und  if'  an  den  Grenzen  die  Gültigkeit  des  Theorems  nicht 
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au^elioben  wird^  ebenso  wie  sie  nicht  aufgehoben  wird  durch  die 
Nichiexistenz  von  q>  und  ^'  an  jenen  Grenzen,  wahrend  sie  aufhören 
konnte;  wenn  sich  an  denselben  eine  ünstetigkeit  für  9  oder  für  ^ 
darbieten  w&rde. 

306.  Theorem  vn  (Theorem  von  Lagrange).  Für  jede  Punk- 
tion f{x)^  die  in  einem  endlichen  Intervalle  (a^  V)  stetig  ist 
und  im  Innern  desselben  eine  einzige  Derivierte  besitzt, 
hat  man 

/'(i) -/•(«)  =  (6 -a)r(l), 

WO  I  eine  Zahl  von  (a^  V)  bedeutet^  die  von  den  Grenzen  ver- 
schieden ist. 

Dies  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Theorem  von  Gauchy. 
Man  braucht  nur  ^^{x)  » f{x)  und  if(x)  ^  x  zu  setzen  und  zu  be- 
achten,  daß  if'(x)  »  1  ist. 

307.  Folgenmgen.  a)  Eine  Funktion  mit  einer  verschwin- 
denden Derivierten  ist  konstant.  In  der  Tat,  wenn  f'(x)  »  0 
ist  für  jeden  Wert  von  x  in  (a,  b),  so  kann  man  das  Theorem  von 
Lagrange  anwenden  auf  jedes  Intervall  (a,  x),  dessen  obere  Grenze 
nicht  größer  ist  als  &;  und  man  erhält  f{x)  »  f(a)  »  const.  Dieser 
Satz  ist  eine  notwendige  Ergänzimg  des  Theorems  III,  eine  Ergänzung, 
die  sich  zu  dem  analogen  Theorem  11  in  keiner  Weise  geben  ließe. 
Es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  f\x)  die  Bedeutung  einer  einzigen 
Derivierten  hat,  und  man  kann  sich  leicht  überzeugen,  daß  der  Satz 
nicht  bestehen  würde,  wenn  z.  B.  nur  die  Derivierte  rechts  beständig 
null  wäre,  wie  es  bei  y  =  [a;]  der  Fall  ist. 

b)  Zwei  Funktionen,  welche  dieselbe  Derivierte  haben, 
können  sich  nur  um  eine  Eonstante  unterscheiden.  In  der 
Tat,  wenn  (p'  =  ^'  ist,  so  ist  die  Derivierte  von  9)  —  ^  gleich  Null, 
und  man  hat  daher  (p  -—  tj;  =  const.  Kennt  man  also  von  f(x)  eine 
primitive  Funktion  F{x)y  d.  h.  eine  Funktion,  welche  f(x)  als 
Derivierte  hat,  so  sind  alle  andern  primitiven  Funktionen  in  der  Form 
F(x)  +  C  enthalten,  wo  C  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet. 

308.  Bemerkungen,  a)  ITm  zu  sehen,  wie  das  Lagrangesche 
Theorem  versagen  kann,  wenn  irgend  eine  der  in  der  Formulierung 
verlangten  Bedingungen  fehlt,  genügt  es  die  Funktion  zu  betrachten, 

welche  durch  f{0)  =  0  und  f{x)^—  für  a;  >  0  definiert  ist.    Wendet 

man  das  Theorem  von  Lagrange  in  einem  Intervalle  (a,  V)  an,  dessen 
Grenzen  nicht  null  sind,  so  erhält  man  ^^  ^  ai,  ein  Resultat,  welches 
unzulässig  ist,  sobald  a  und  h  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben, 
d.  h.  wenn  das  Intervall  (a,  h)  den  Wert  a;  «=  0  enthält,  für  den  fix) 
nidit  existiert.    Und  auch,  wenn  dieser  Wert  an  einer  Grenze  liegt. 
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wenn  man  z.  B.  das  Intervall  (0,  x)  betrachtet^  gelangt  man  zn  dem 
nnznlässigen  Resultat  ^^  =  —  x*,  was  einzig  nnd  allein  von  der  üu- 
Stetigkeit  der  Funktion  an  der  unteren  Grenze  herrührt 

b)  Betrachten  wir  allgemeiner  eine  Funktion  f(x),  die  auf  einer 
Seite  von  a,  z.  B.  auf  der  rechten^  nicht  endlich  ist,  aber  eine  einzige 
Derivierte  besitzt,  womit  gemeint  ist,  daß  diese  Derivierte  in  einem 
hinreichend  kleinen  Intervalle  (a,  x)  ab  existierend  vorausgesetzt  wird, 
aber  nicht  ftir  x  =  a]  denn  wir  nehmen  ja  außerdem  an,  daß,  wenn 
X  nach  a  konvergiert,  die  Funktion  nicht  aufhört  Werte  anzunehmen, 
deren  absoluter  Betrag  beliebig  groß  ist.  Das  Theorem  von  Lagrange 
läßt  sich  also  auf  f(x)  in  dem  Intervall  (a,  x)  mit  Ausschluß  der 
unteren  Qrenze  anwenden,  d.  h.  in  einem  Intervall  {x',  x),  dessen 
untere  Größe  größer  als  a  ist  und  so  nahe  an  a  liegt,  als  man  will. 
Nun  kann  man,  wenn  eine  Zahl  l  beliebig  groß  gegeben  ist,  nach  der 
Voraussetzung  immer  eine  Zahl  x'  derart  bestimmen,  daß  der  absolute 
Betrag  von  fix*)  beliebig  groß  ist^  und  also  auch  derart,  daß  man  hat 

\f(x^-fix)\>{x-'a)l    oder    (x-x')\f\i)\>(X''a)l>  (x-x')! 

und  endlich  |/"(l)l  >  ^  wo  |  zwischen  x'  und  x  liegt  und  nach  a 
konvergiert,  wenn  x  dies  tut.  Wenn  also  beim  Eonvergieren  der 
Veränderlichen  nach  einem  endlichen  Grenzwert  eine  Funk- 
tion mit  einer  einzigen  Derivierten  Werte  von  beliebig 
großem  absoluten  Betrage  annimmt,  so  gilt  das  Gleiche  von 
der  Derivierten. 

c)  In  noch  einfacherer  Weise  läßt  sich  zeigen,  daß,  wenn  eine 
Funktion  mit  einer  einzigen  Derivierten  bei  unbegrenztem 
Zunehmen  der  Veränderlichen  nach  einem  endlichen  Grenz- 
wert konvergiert,  die  Derivierte  oszilliert  oder  nach  Null 
konvergiert.  In  der  Tat,  wird  a  fixiert  und  x>a  angenommen,  so 
folgt  aus  f(x)  —  f(a)  =  (rc  —  a)/"(S),  daß,  wenn  x  unbegrenzt  wächst, 
(fl?  — a)/"(6)  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergiert  und  in- 
folgedessen lim  /"(l)  =B  0  ist.  *  Man  hüte  sich  hierbei  wohl  die  linke 

Seite  so  anzusehen,  als  lautete  sie  lim  f'{x)]  denn  obwohl  wir  aller- 

dings  bewirken  können,  daß  |  beli;bTg  große  Werte  anninuni,  indem 
wir  a  genügend  große  Werte  erteilen,  so  ist  nicht  gesagt,  daß  |  alle 
Werte  annehmen  muß,  die  größer  als  eine  gegebene  Zahl  sind.  Man 
kann  also  nur  behaupten,  daß  lim  f'{x)  null  ist  oder  nicht  existiert. 

Auf  alle  Fälle  ist  es  sicher,  daß  f'(x)  bei  unendlich  zimehmendem  a; 
nicht  aufhört,  Werte  mit  beliebig  kleinen  absoluten  Beträgen  anzu- 
nehmen. Diese  Folgerungen  aus  dem  Lagrangeschen  Theorem  sind 
wie  das  Theorem  selbst  einer  einfachen  geometrischen  Interpretation 
fähig,     um  aber  nicht  der  Versuchung  nachzugeben,  solchen  Inter- 
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pretationen  einen  beweisenden  Werfc  zuzuschreiben^  wird  der  Leser 
gut  ton  gewisse  oben  gemachte  Bemerkungen  (§  294^  e)  noch  ein- 
mal zn  lesen. 

d)  Man  kana  dem  Lagrangeschen  Theorem  auch  die  Form  geben 

~  =  /"(5);   indem  man  das  Inkrement  dx  von  irgend  einem  Werte 

x^  a  ausgehend  wählt.  Man  beachte;  daß  das  Theorem  auch  gilt^ 
wenn  f'(a)  nicht  existiert;  denn  bei  allen  obenstehenden  Sätzen 
haben  wir,  um  nicht  ohne  Not  überflüssige  Bedingungen  einzuführen, 
immer  Sorge  getragen  die  Ghrenzen  des  Intervalles  auszuschließen^ 
indem  wir  jedoch  an  ihnen  die  Funktionen  als  stetig  voraussetzten. 
Wenn  nun  f\a)  existiert^  so  folgt  aus  dem  Lagrangeschen  Theorem, 
wenn  wir  dx  nach  Null  konvergieren  lassen,  lim  /"(5)  ^('(a)'^  aber 

die  linke  Seite  ist  nicht  mit  lim  f\x)  zu  verwechseln,  obwohl,  wenn 

X  nach  a  konvergiert,  auch  |  dies  tut.  In  der  Tat  braucht  g,  ob- 
gleich es  zwischen  a  und  x  eingeschlossen  bleibt,  nicht  alle  Werte 
in  der  Umgebung  von  a  anzunehmen  (vgl.  §  260),  und  man  kann 
daher  nur  behaupten^),  daß,  wenn  x  nach  a  konvergiert,  die  Funktion 
f\x)  durch  unendlich  viele  Werte  hindurchgeht,  die  sich  von  f{a)  beliebig 
wenig  unterscheiden;  aber  hierdurch  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  sie 
auch  andere  annehmen  kann,  welche  sie  hindern,  nach  einem  Grenzwert 
zu  konvergieren.   Ein  Beispiel  hierfiir  hat  man  in  der  stetigen  Funktion 

x*  sin  — ,  für  welche  f'(0)  =  0  ist,  während  f\x)  =  2a?  sin cos  — 

unaufhörlich  oszilliert,  wenn  x  nach  Null  konvergiert.  Das  Theorem 
von  Lagrange  liefert 

.     1       ^fc   .     1  1 

a;  sm  —  *=  2s  sin  -z-  —  <^s  y  > 

und  daraus,  daß  lim  cos  y  "^  ^  ^^^^  muß,  ist  zu  entnehmen,  daß  | 

eine  solche  unstetige  Funktion  von  x  ist,  die  mit  x  nach  Null  kon- 
vergiert, indem  sie  unendlich  viel  zahlreichere  Werte  vermeidet,  als 
sie  annimmt.    Ein  anderes  Beispiel  bietet  uns  die  Funktion 

f(x)  «a;  sin  log  a;, 
f&r  welche  man  hat 

sin  log  X  =  y2  sin  (~  +  log g) . 

Es  gibt  also,  da  sin'  (^  +  log  g j  nicht  größer  als  ^  sein  kann,  in 
(0,  h)  immer,  wie  klein  auch  h  sein  mag,  unendlich  viele  Intervalle, 


1)  Siehe  den  „Calcolo*^  Yon  Genocchi  und  Peano,  p.  60. 
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die  beständig  von  |  yermieden  werden.    Sie  gehören  der  Folge  (g,  g'), 

n 

('^f  ^)y  (?^  2*)>  ...  an,  WO  g  =  6    *  ist 

e)  Es  folgt  aus  der  vorigen  Bemerkung,  daß  jede  Funktion,  welche 
als  einzige  Derivierte  einer  andern  betrachtet  werden  kann,  nur  ün- 
stetigkeiten  zweiter  Art  haben  kann.  Mit  andern  Worten,  wenn  ein 
Punkt  M'  längs  einer  Kurve  nach  einem  festen  Punkte  M  hinrückt, 
so  strebt,  &lls  die  Tangeuten  in  M  und  in  M'  wohlbestimmt  sind, 
die  bewegliche  Tangente  dem  Zusammenfallen  mit  der  festen  Tangente 
zu  oder  sie  nähert  sich  überhaupt  keiner  Gh*enzlage.  Natürlich  kann 
die  Derivierte  einer  Funktion  auch  gewöhnliche  ünstetigkeiten  be- 
sitzen; wo  sich  diese  aber  bieten,  ist  man  sicher,  daß  die  rechtsseitige 
Derivierte  von  der  linksseitigen  verschieden  ist.  Hierfilr  hat  man 
ein  Beispiel  in  der  Funktion 

welche  als  Derivierte  die  Funktion  \pc\  hat;  und  die  gewöhnliche  Un- 
stetigkeit  derselben  für  jeden  ganzzahligen  Wert  von  x  stellt  gerade 
den  unvermittelten  Übergang  von  der  linksseitigen  Derivierten,  die 
gleich  X  —1  ist,  zu  der  rechtsseitigen  dar,  die  gleich  x  ist. 


Brgännngen  rar  Theorie  der  Orenswerte. 

309.  Dank  den  letzten  Theoremen  können  wir  uns  darauf  vor- 
bereiten, das  Gebiet  der  reinen  Theorie  zu  verlassen  und  in  das  nicht 
minder  interessante  der  praktischen  Anwendungen  des  Kalküls  ein- 
zutreten. Zunächst  wollen  wir  aus  dem  Theorem  von  Gauchy  ein 
anderes  wichtiges  Theorem  ableiten,  mit  dessen  Hilfe  es  leicht  sein 
wird  eine  Lücke  (§  263),  die  wir  in  der  Theorie  der  Grenzwerte  ge- 
lassen haben,  auszuftillen.  Dieses  Theorem  wird  uns  in  den  Stand 
setzen,  die  Grenzwerte  vieler  Funktionen  zu  berechnen,  welche  sich 
für  bestimmte  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  unter  Formen 
ohne  Bedeutung  wie 

|,  %,  O.oo,  oo-oo,  0»,  ooo,  1- 

darbieten  würden,  wenn  es  erlaubt  wäre,  die  gewöhnlichen  Regeln  der 
Grenzwertberechnung  anzuwenden.  Wir  bemerken  sofort,  daß  alle  vor- 
stehenden Formen  sich  auf  die  beiden  ersten  reduzieren  lassen,  die 
beiden  einzigen,  die  bei  der  Formulierung  des  in  Rede  stehenden 
Theorems  in  Betracht  kommen.  In  der  Tat,  sollte  das  Produkt  q>^ 
von  zwei  Funktionen  sich,  wenn  x  einem  Grenzwert  zustrebt,  in  der 
Form  0  •  oo  darbieten,   so  genügt  es   eben  jenes  Theorem  auf  den 

Quotienten  von  op  und    -  anzuwenden.    Ebenso  braucht  man,  wenn 
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die  Differenz  9  —  ^  die  Form  00  —  00  anznnehmen  strebt;  nur 
das  Produkt  von  q>  und   1  —  —  zu  betrachten^   um   sofort   auf  den 

vorigen  Fall   zurückzukommen^   vorausgesetzt^   daß   —  nach   1   kon- 

vergiert;  denn  sonst  könnte  jene  Differenz  nicht  endlich  bleiben. 
Auf  denselben  Fall  reduziert  sich  auch  die  Aufsuchung  des  Grenz- 
wertes von  9^;  sei  es,  daß  q>  nach  Null  oder  nach  Unendlich  kon- 
vergiert;  während  if  nach  Null  konvergiert^  sei  es,  daß  q>  nach  der 
üinheit  konvergiert^  während  ^  über  alle  Grenzen  zunimmt.  Es  ge- 
nügt den  Logarithmus  des  vorgelegten  Ausdrucks,  d.  h.  ^  log  q>,  zu 
betrachten ;  der  sich  gerade  unter  der  Form  0  •  00  darbieten  würde, 
wenn  man  den  übrigens  unfruchtbaren  Irrtum  begehen  würde,  in  un- 
berechtigter Weise  die  bekannte  Regel  anzuwenden,  welche  den  Grenz- 
wert des  Produktes  mehrerer  Funktionen  in  endlicher  Anzahl  liefert, 
wenn  diese  endlichen  Grenzwerten  zustreben. 

310.  Theorem  viii  (Theorem  von  L'Hospital).  Eonvergieren 
zwei  stetige  Funktionen  gleichzeitig  nach  Null  oder  nach 
Unendlich,  wenn  die  unabhängige  Veränderliche  einem  end- 
lichen Grenzwert  a  zustrebt  oder  unendlich  zunimmt,  und 
konvergiert  das  Verhältnis  der  Derivierten  (die  außerhalb 
der  Stelle  a  als  existierend  und  einzig  vorausgesetzt  werden) 
nach  einem  Grenzwert,  so  konvergiert  das  Verhältnis  der 
Funktionen  nach  demselben  Grenzwert,  vorausgesetzt,  daß 
die  Derivierten  in  der  Umgebung  von  a  keine  gemeinsamen 
Wurzeln  haben  oder,  falls  die  Veränderliche  unendlich  zu- 
nehmen muß,  keine  beliebig  großen  gemeinsamen  Wurzeln. 

a)  Nehmen  wir  zuimchst  an,  daß,  wenn  x  nach  a  konvergiert, 
4p {x)  und  if(x)  nach  NuU  konvergieren,  daß  man  also  wegen  der 
Stetigkeit  9>(a)  »  0  und  if(a)  =^0  hat.  Wählt  man  x  genügend  nahe 
an  a,  so  liefert,  da  kein  Wert  des  Interralles  (a,  x),  der  von  den 
Grenzen  verschieden  ist,  q>'  und  if'  gleichzeitig  zum  Verschwinden 
bringt,  das  Theorem  von  Gauchy 

ip(x)  ^  ip{x)  —  y(o)  ^  y  (6) 

wo  g,  welches  zwischen  a  und  o;  liegt,  mit  x  nach  a  konvergiert. 
Daraus  folgt 

Iim?-J5j-Iim?;^, 

wenn  der  Limes  auf  der  rechten  Seite  existiert.  Dieser  Schluß 
gilt  auch  unter  der  Voraussetzung,  daß  rr,  anstatt  nach  a  zu  konver- 
gieren, über  alle  Grenzen  wächst.  In  der  Tat,  setzt  man  o: »  — ,  so 
kann  man  schreiben 
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^ (t)    , .   -A^'(t) 


lim  2^  =  lim -^  =  lim  — ?— ^  =  lim  ''^'^ 


Hierbei  wird  die  Annahme  gemacht,  daß  die  Funktionen  9>(— -)  nnd 

if(—)f  welche  stetig  sind,   solange  jer>0  ist,  auch  f&r  jer  =  0  stetig 

seien,  daß  man  also  übereinkommt  ihnen  für  i;  —  0  den  Wert  Null 
beizulegen.  Um  das  Theorem  yon  Gauchy  ohne  Bedenken  anwenden 
zu  können,  ist  es  überdies  nötig  die  Existenz  einer  Zahl  ?  zuzulassen 
von  der  Beschaffenheit,  daß  für  o;  >  2  niemals  q>\x)  und  if'(x)  gleich- 
zeitig verschwinden.  Analoge  Betrachtungen  lassen  sich  anstellen, 
wenn  y  nach  —  oo  konvergiert,  in  welchem  Falle  z  sich  dem  Grenz- 
wert Null  von  links  nahem  muß. 

b)  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  für  unendlich  zunehmendes  x 
die  Funktionen  fp(x)  und  tlj(x)  jede  Grenze  überschreiten  und  daß  das 
Verhältnis  ihrer  Derivierten  nach  dem  Grenzwert  l  konvergiert  Dies  er- 
fordert, daß  man,  wenn  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  e  gegeben 
ist,  immer  eine  Zahl  a  finden  kann  von  solcher  Beschaffenheit^  daß 
för  x>a 

9'(«) 


^'{x) 


l 


<B 


ist.  Nehmen  wir  an,  a  sei  bereits  groß  genug  gewählt,  damit  es  in 
(a,  oo)  keine  gemeinsamen  Wurzeln  von  fp'  und  if'  gibt,  so  hat  man, 
wenn  man  das  Theorem  von  Gauchy  anwendet,  identisch 

y(g)  _  y(g)  —  y(a)  ^{x)  ^  ^)  ^(a?) 

qp(«)  (p{x) 

für  jedes  ^  >  a  und  für  ein  passendes  S  >  a,  welches  kleiner  als  x 
ist  Man  lasse  x  unter  Festhaltung  von  a  unbegrenzt  zunehmen. 
Der  erste  Faktor  bleibt  unaufhörlich  zwischen  /  —  £  und  {  +  £;  während 
der  zweite,  der  nach  der  Einheit  konvei^ert,  schließlich  in  das  Inter- 
vall (1  —  f,  1  +  £)  fällt  und  darin  bleibt.  Daraus  folgt,  daß  man 
von  einem  bestimmten  Wert  von  x  an  beständig  haben  wird 


^     i  +  es,     _J^«1  +  Ö'., 


ip(x) 
WO  0  und  d'  absolut  genommen  kleiner  sind  als  1.     Es  ist  also 

<p{x) 


'^^^^i  +  (e  +  ie'  +  ee'e)e. 
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Wird  nnn  q  positiv  und  beliebig  klein  fixiert^  so  genügt  es  für  Z  >  0 
gleichzeitig  zu  nehmen 

oder  s  =    ^     fttr  i  =  0,  damit  sich  im  ersten  Falle  ergibt 

9(«) 


^(x) 


-i 


und 


tp{x) 


e  +  w+e0's\s<(i  +  2\i\)B<ri 


e  +  ee^a\.B<(i  +  B)B^^^^^<n 


ipix) 
im  zweiten.    Es  ist  also  in  allen  Fallen 

lim^  =  Z. 

Das  Theorem  mnß  man  auch  dann  als  gültig  betrachten  ^  wenn  der 
Zähler  endlich  bleibt,  in  welchem  Falle  der  Ghrenzwert  des  Verhält- 
nisses der  Funktionen  null  ist;  imd  um  zu  zeigen^  daB  das  Verhältnis 
der  Deriyierten  nicht  nach  einem  yon  Null  verschiedenen  Grenzwert 
konvergieren  kann,  genügt  es  zu  schreiben 

l»lün£M±Ä,iim?M±^.l  +  lün^. 

^(ä)  ip  (x)  •  ^  {x) 

Wenn  endlich  x,  anstatt  ins  unendliche  zu  wachsen,  nach  einem  end- 
lichen Grenzwert  a  konvergiert,  so  bleibt  das  Theorem  bestehen.    Setzt 

man  nämlich  x  —  a  »  — ,  so  kann  man  schreiben 

...»(•>   .-•♦(.+i-)    h*'('+r)   '" 

311«   Bemerkungen,     a)  Beim  Aufsuchen  des  Grenzwertes  von 

-^-  fOr  den  FaU,  daß  a:  nach  a  konrergiert,  kann  es  vorkommen,  daß 

die  Zahlen  tp'{a)  und  ^'(a)  nicht  existieren  oder  beide  null  sind, 
ohne  daß  das  Theorem  versagt,  da  nur  in  der  Umgebung  von  a, 
nicht  für  x^  a^  die  Funktionen  Derivierte  zu  haben  und  diese  ohne 
gemeinsame  Wurzeln  zu  sein  brauchen.  Wenn  die  Derivierten  für 
x^a  verschwinden  und  außerdem  stetig  sind,  so  stehen  wir  bei  der 
Au&uchung  des  Ghrenzwertes  ihres  Verhältnisses  vor  demselben  Problem, 
welches  wir  lösen  woUten.  Wenn  wir  aber  annehmen,  daß  auch  die 
andern  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  können  wir  das  Theorem  noch 
einmal  anwenden,  indem  wir  zu  den  zweiten  Derivierten  übergehen, 
und  weiter,  wenn  es  nötig  ist,  zu  den  dritten  u.  s.  f. 
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b)  Gewisse  früHere  Bemerkangen  fahren  daza^  einen  scheinbar 
schwerwiegenden  Einwand  gegen  das  Theorem  von  L'Hospital  zu  er- 
heben^ insofern  es  den  Anschein  hat^  als  ob  das  daraus  sich  ergebende 
Verfahren  zur  Berechnung  des  Grenzwertes  eines  Quotienten  immer 
illusorisch  werden  müßte  sowohl  in  dem  Falle,  wo  die  Funktionen 
beim  Konvergieren  der  Veränderlichen  nach  einem  endlichen  Grenzwert 
unendlich  znnehmen,  ala  auch,  wenn  sie  nach  NuU  konvergieren, 
während  die  Veränderliche  über  alle  Grenzen  wächst  In  der  Tat 
nehmen  in  dem  ersten  Falle  die  Derivierten,  wenn  sie  nicht  imaof- 
horlich  oszillieren,  auch  ihrerseits  unendlich  zu  (§  308,  b)  und  kon- 
vergieren im  zweiten  Falle  nach  Null  (§  308,  c).  Hierauf  ist  zu  er- 
widern, daß  die  Wichtigkeit  des  durch  das  Theorem  von  L'Hospital 
angezeigten  Rechnungsverfahrens  hauptsächlich  in  der  Möglichkeit 
besteht  einen  Ausdruck,  der  nach  einem  Grenzwert  konvergiert,  in 
einen  andern  zu  transformieren,  der  nach  keinem  davon  verachiedenen 
Grenzwert  konvergieren  kann  und  der  sich  fast  immer  unter  einer  ein- 
facheren Form  darbietet  oder  solche  Vereinfachungen  ermöglicht,  daß 
sich  daraus  leicht  die  direkte  Berechnung  des  Grenzwertes  ei^bt. 

c)  Das  Theorem  von  L'Hospital  kann  mm  auch  dann  als  gültig 
betrachten,  wenn  das  Verhältnis  der  Derivierten,  anstatt  nach  einem 
endlichen  Grenzwerte  zu  konvergieren,  unbegrenzt  wächst.  In  der  Tat, 
nehmen  wir  an,  daß  fp  und  ^  dem  Gh'enzwert  Null  zustreben,  wenn 
X  nach  a  konvergiert,  und  wählen  wir  in  der  Umgebung  von  a  ein 

Intervall,  in  welchem  ^  größer  bleibt  als  eine  gegebene  Zahl  l,  die 

beliebig  groß   sein  kann.     Dann  wird   auch  ~  für  dieselben  Werte 

von  X  größer  sein  als  2,  da  der  Wert  dieses  Verhältnisses  für  einen 
gegebenen  Wert  von  x   gleich  einem  der  Werte  ist,   den  das  Ver- 

hältnis  ^  in  (a,  x)  annin»mt.  In  den.  FaUe  femer,  wo  ^  und  *  ins 
Unendliche  zunehmen,  betrachte  man  das  Verhältnis  —  •  Dieses  kon- 
vergiert  nach  Null  wie  ^,  und  da  es  schließlich  positiv  bleibt,  so 

kann  man  behaupten,  daß  ^  ins  Unendliche  wächst  wie  ^* 

d)  Wenn  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  der  Derivierten  nicht 
existiert,  so  ist  es  nicht  erlaubt,  daraus  die  Nichtexistenz  eines 
Grenzwertes  des  Verhältnisses  der  Funktionen  zu  folgern.  Z.  B. 
hat  man 

« •  «E  **~^  Diu  X  -9  •  SD  ^ 

um  — i — ; —  =  lim  : —  =  1 , 

X 

während    das   Verhältnis    der   Derivierten,    welches    offenbar    gleich 
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tg*  Y  iat;  keinem  Ghrenzwert  zustrebt  In  der  Tat  geht  aus  dem  Be- 
weise des  Theorems  nur  hervor,  daß,  wenn  fClr  unendlich  zunehmen- 
des oder  nach  einem  endlichen  Grenzwerte  konvergierendes  x  ein 
Orenzwert  des  Verhältnisses  der  Funktionen  existiert,  nicht  der  zweite, 
sondern  der  erste  der  beiden  folgenden  Grenzwerte  existiert: 

lün    ^      lin,    fJfL 

£  ist  seinem  Wesen  nach  eine  Funktion  von  rc,  welche  mit  x  unend- 
lich zunimmt  oder  mit  dieser  Yeränderlichen  einem  gemeinsamen  end- 
lichen Gh*enzwert  zustrebt,  welche  aber  nicht  alle  Werte  anzunehmen 
braucht,  die  x  dabei  annimmt,  woraus  sich  ergibt,  daß  aus  der  Exi- 
stenz des  ersten  Grenzwertes  nicht  diejenige  des  zweiten  gefolgert 
werden  darf.  Dagegen  schließt  die  Existenz  des  zweiten  Grenzwertes, 
die  in  der  Formulierung  des  Theorems  zugelassen  wird,  diejenige  des 
ersten  ein,  folglich  auch  die  eines  Grenzwertes  des  Verhältnisses  der 
Funktionen. 

e)  Die  Einschränkungen,  welche  die  gemeinsamen  Wurzeki  von 
ff)'  und  i/  betreffen,  hat  man  bei  den  gewöhnlichen  Anwendungen 
niemals  Gelegenheit  zu  berücksichtigen.  Es  ist  aber  nützlich  von 
der  Möglichkeit  unterrichtet  zu  sein,  daß  das  Verhältnis  der  Funk- 
tionen oszilliert,  obwohl  das  Verhältnis  der  Derivierten  nach  einem 
Ghrenzwert  konvergiert.     So  ist  z.  B.,  wenn  man 

q>{x)  «  rr  +  sin  a?  cos  a?,    if{x)  =»  (rr  +  sin  a;  cos  x) eF^' 

setzt,   klar,   daß   bei  unendlich   zunehmendem  x  das  Verhältnis   der 

Funktionen  unaufhörlich  zwischen  e  und  —  oszilliert;  dagegen  kon- 

▼ergiert  das  Verhältnis  der  Derivierten 

^'(ä)       ap  -|-  (2  +  sin  x)  cos  o; 

nach  Null,  da  der  Nenner  endlich  bleibt,  während  der  Nenner  mit  x 
ins  Unendliche  wächst.  Dies  liegt  an  dem  gleichzeitigen  Verschwinden 
▼on  (p'(x)  und  t'{x)  allemal,  wenn  x  durch  eine  der  Wurzeln  von 
cos  X  lündurchgeht,  unter  denen  es  bekanntlich  immer  solche  gibt, 
die  größer  sind  als  eine  beliebig  angegebene  Zahl. 

312.  Übungen,  a)  Welches  ist  fOr  unendlich  zunehmendes  x  der 
Grenzwert  von  afe"'?  Offenbar  ißt  dieser  Grenzwert  null  ftr  n^O. 
Wenn  femer  n  positiv  ist,  so  sei  v  die  größte  nicht  positive  unter  den 
Zahlen  n  —  1,  n  —  2,  ...     Man  hat  fClr  unendliches  x 


X  X  r  \ 

limaf  c'  «  hm—  =  nlim— —  «  ti(w  —  l)lim 


—  n(«-  l)(n-2)...(i/+  l)lim^-0. 

Ofhto,  AjoMXyiM.  16 
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Mit  andern  Worten,  e*  w&chst  schneller  ins  Unendliche  als  jede  Potenz 
von  X.  Daraus  ergibt  sich,  wenn  man  x  in  logo;  verwandelt,  daß  diese 
Funktion  so  langsam  ins  Unendliche  w&chst,  daß  jede  Potenz  von  ihr  mit 
einem  noch  so  großen  Exponenten  weniger  rasch  wächst  als  x.  Dies  kann 
man  in  direkter  Weise  mit  Hilfe  des  Theorems  von  L'Hospital  kon- 
statieren, indem  man  schreibt 


uJ^'' 


^x         ,.     log''    ^x  /         ^\         /     .    ^\i-     log^ic       ^ 

5 —  »  nlim— 5 =-...  =  n{n  —  1)  •  •  •  (v  +  1)  hm— ^ —  =  0. 

\_ 
Der  Ghrenzwert  von  x'  f&r  unendliches  x  läßt  sich  (unter  Erinnerung  an 
die  Stetigkeit  von  logo;)  in  folgender  Weise  berechnen: 

lOffaB  

lim  log  a:*  =  Hm— 5_  -=  o,     log  lim  ic*  «  0,     lima?*  «  1. 

Wenn  man  in  den  vorstehenden  Resultaten  x  in  —  verwandelt,    so    sieht 
man,  daß 

lima;log"a;  =  0,     limaf  =  1 

ist. 

b)  Soll  der  Grenzwert  von  coso;  •  log  sin  o;  --  logtg—  fOr  nach  Null 

konvergierendes   x   berechnet   werden^   so  beginne  man  damit,   den   vor- 
gelegten Ausdruck  auf  folgende  Form  zu  bringen: 

log  2  •  cosx  +  (l  +  cosfl?)  log  cos  -g —  (1  —  cos  x)  log  sin  y  • 

Der  erste  Bestandteil  konvergiert  nach  log  2,  der  zweite  nach  0  und  der 

X        l        x\ 
dritte,  welcher  offenbar  gleich    —  sin*  —  logl sin* -r- 1  ist,  konvergiert  eben- 
falls   nach    0  nach  dem,    was  wir  am  Ende  der  vorigen  Übung  gesehen 
haben.     Es  ist  also 

lim  i cosa;  •  log sina:  —  log  tg-5-)  *=  log  2 . 

e)  Um  ein  früheres  Resultat  zu  verifizieren  (vgl.  §  270,  a)  bemerke 
man,  daß,  wenn  x  nach  Null  konvergiert, 

,.     BÜia;       ,.     cosÄ        .        ,.     tgrt       ,.         1  . 

Imi =  lim  — ;—  =  1 ,     lim  -—  =  hm  — =—  =  1 

X  1  '  a;  CGs'x 

ist.     Das  Theorem  von  L'Hospital  führt  femer,  immer  für  nach  Null  kon- 
vergierendes x^  zu  folgenden  Resultaten: 


,.     a—Va^  —  x^       ,.     y&*  — Ä*        6 
lim ,  =»  lim  =■  —  , 

h  -  ys«^  Ä«  >/o«— x^      « 


<?*  —  {**  erlöge  — d*logd       loff—' 
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..     mhx  —  «ooBo;        1  ..     ninx        1 
ä"  3  Ä  3  ' 

,.     X  —  fiina:        1  ,.     1  —  coaa:         1  ,.     eiiiic        1 
hm— ^ T^-^i t'^^T-T' 

,.     2x  —  d8ma;  +  a;coBj;        1,.     2  —  2coBfl;  —  a;8ina; 

lim -j-^ =«--lim -^ 

iC"  6  X* 

1^..     sina;  —  dscosa;        1 

""20*™  S«  ""eö' 

aZ#  *1*  fjf^ 

»   .  4  Bin 1-  sin  x  coa S  x  coa  — 

,.     (9+6C08«)*  — (1*+ C08^)8inaJ         2,.  2    '  2  2 

l«n i* Y^ ^ 

3  ,.     X —  ainaj         1 

-w^—F' iiö' 

d)  Analog  erhftlt  man 

tg«-£  _    1  1-C0|^  _    1  /tgXX»  _    1 

X*  3  x*cM*x         3         \  aj  /         3 

oder  in  anderer  Weise 

,.     tax  —  X       ,.     Binrc  —  xomx       ,.     ain^c  —  xoo%x        1 

lim  -2 — = —  =  lim = «=«  lim = —  -^  • 

X*  x'coBx  a?"  8 

Wenn  man  zur  Berechnung   des  Grenzwertes  von  —^  —  cot'o;   damit   be- 
ginnt diesen  Ausdruck  auf  die  Form 

Bin'x  —  a;'co8*a?       Binx-f^coax    aina;  —  rccoare       «• 


or'ain'aj  x  x*  suirx 

zu.  bringen,  so  sieht  man  sofort  (ohne  Anwendung  des  Theorems  von 
L'Hospital),  daß  der  erste  Faktor  nach  2  konvergiert,  und  weiß  bereits, 
daß  die  andern  bezüglich  nach  ^  und  1  konvergieren.     Also  ist 


2_ 
3 


lim  (-Ö  —  cot^a?)  = 

e)  Da  wir  wissen  (§  270,  d),   daß  (1  +  a?)'  fftr  nach  Null  konver- 
gierendes   X    dem    Ghrenzwert    e   zustrebt,    so   ist   es    natürlich    sich    zu 

firagen,  wie  sich  die  Differenz  e  —  (1  +  a?)*   verhält,  und  man  wird  auf 
diese  Weise  zu  der  folgenden  Rechnung  geführt: 

X  X* 

«  1.     log  (1  +  X)        e        _i e 

Ebenso  ist 

16* 
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^P^a  +  gr'*"^-^    .    e  ^x  +  x*^2(l  +  x)log(l+x) 

^T^ S^ 12^°^!+^=' 12' 

f)  Will  man  fOr  anendliches  x  den  Grenzwert  von 

X  —  j/  (ä  —  a)  (jc  —  5) 

berechnen,  so  ist  es  zweckmäßig  zu  setzen  x  =  — ,  mn  dann  g  nach  Null 

konvergieren  zu  lassen.     Auf  diese  Weise  wird  der  vorgelegte  Ausdruck 

gleich  dem  Quotienten   von  1  —  y(l—  ae)  (l  — -  he)  durch  e  und  daher 
sein  Grenzwert  gleich  dem  Grenzwert  von 

TV(i--)(i-H(r^,  +  rii) 

fOr  «  »  0.     Also  ist 

lim  (x  -  y(x-a)(x-b)\  =-  4"  ("  +  *)' 


JBBOO 


Zu  diesem  Resultat  gelangt  man  sofort,  ohne  von  dem  Theorem  von 
L'Hospital  Gebrauch  zu  machen,  wenn  man  dem  vorgelegten  Ausdruck  die 
Form  gibt 

{a-\-b)x  —  ab  '  X 

x  +  y{x^a){x^^  ^^y/_a\/_b^\' 

g)  Allgemeiner  gilt  folgendes:  So  oft  sich  für  zwei  Funktionen  q) 
und  if;,  die  mit  x  ins  Unendliche  wachsen,  eine  Funktion  f  derart  be- 
stimmen läßt,  daß  die  Verhältnisse  von  g>  und  i^  zu  /*  nach  einem  end- 
lichen, von  Null  verschiedenen  Grenzwert  h  konvergieren,  und  wenn  man  zu- 

Vf 
dem  den  Grenzwert  l  von  (fp'  —  i>;')  —r  kennt,  so  ist  es  leicht,  den  Grenz- 
wert von  y^  —  y^  zu  berechnen.     In  der  Tat  ist 

""^^     ^^^        y^+y^    2yk       yj      yu 

Pur  f=^q>=^x^  und  tf;  «=  (ir  —  a)  (ä  —  6)  kommt  man  wieder  zu  dem 
vorigen  Übungsbeispiel.  In  analoger  Weise  behandelt  man  den  Fall  der 
n-ten  Wurzeln  und  findet 

X 

wenn  der  Grenzwert  auf  der  rechten  Seite  existiert  und  man  annimmt, 
daß  die  Verhältnisse  von  9  und  i|;  zu  of  für  unendliches  x  nach  1  kon- 
vergieren.    Insbesondere  ist 

lim(>^aJ«  +  aaf-*  -j- y^af  +  baf"-^  +  •••)  =  ^^^' 
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Dtflknnioii  der  FnnktloiieiL 

318.  Za  den  wichtigsten  Anwendnngen  des  Theorems  von  L'Hospital 
gehört  die  Aufsuchang  der  absoluten  Minima  nnd  Mazima 
(§  301)  der  Funktionen.  Wir  haben  bereits  gesehen  (§  302);  daß, 
wenn  die  Funktion  f{x)y  die  eine  einzige  Derivierte  f{po)  hat,  für 
x=^  a  durch  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  hindurchgeht,  f{<i)  ^  0 
ist.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  daß  a  die  successiven  Deriyierten 
Ton  /*(x)  bis  zur  n-ten  ausschließlich  zum  Verschwinden  bringt,  oder 
daß,  wie  man  zu  sagen  pflegt  (§  304,  b),  a  eine  yielfache  Wurzel 
(n  —  l)-ter  Ordnung  von  f{x)  ist.  .  Durch  wiederholte  Anwendung 
des  Theorems  von  L'Hospital  erhält  man,  wenn  x  von  rechts  oder 
links  nach  a  konvergiert, 

und  da  nach  der  Definition  von  f^*\a) 

X  —  a  X  —  a  '      ^  ' 

ist,  so  sieht  man,  daß 

{x  —  a)""  »J 

ist.  Man  bemerke,  daß  man  zu  demselben  Resultat  auch  dadurch 
gelangt,  daß  man  das  Theorem  von  L'Hospital  noch  einmal  mehr  an- 
wendet. Dann  würde  man  aber  die  Existenz  von  f^^^{x)  in  der  Um- 
gebung von  a  zulassen,  während  es  f&r  uns  genügen  muß,  daß  f^*\a) 
existiert.  Zu  dem  erhaltenen  Resultat  zurückkehrend  bemerke  man, 
daß,  wenn  x  nach  a  konvergiert,  f(x)  —  f(a)  schließlich  das  Zeichen 
von  (o;  —  a)"/*(")(a)  annimmt  und  behält.  Dieses  Zeichen  ändert  sich 
mit  demjenigen  von  x  —  a,  wenn  n  ungerade  ist,  bleibt  dagegen  un- 
geandert  und  fällt  mit  demjenigen  von  f^^^(a)  zusammen,  wenn  n 
gerade  isi  Daraus  folgt,  daß  man  im  ersten  Falle  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum  hat  und  im  zweiten  Falle  sicher  ein 
Minimum  oder  ein  Maximum.  Mit  andern  Worten:  Die  Werte 
von  Xy  welche  eine  Funktion  von  x  zu  einem  Minimum  oder 
Maximum  machen,  sind  die  einfachen  Wurzeln  der  Deri- 
vierten  oder  die  vielfachen  Wurzeln  von  ungerader  Ordnung. 
Je  nachdem  der  Wert  von  f^^^(a)  positiv  oder  negativ  ist,  hat  man 
(im  Falle  eines  geraden  n)  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  oder 
kann  man  (im  Falle  eines  ungeraden  n)  sagen,  daß  die  Funktion 
wachsend   oder  abnehmend   ist.     Wohlbemerkt  wird  hierbei  immer 
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vorausgesetzt 9  daB  diese  n-te  Deiivierte  einzig  ist.  Sonst  konnte  es, 
wie  wir  sehen  werden^  yorkommen^  daB  der  ausgesprochene  Satz  un- 
gültig wird. 

314«  Übungen,  a)  Unter  den  Rechtecken,  die  einen  ge- 
gebenen Umfang  haben,  ist  das  Quadrat  dasjenige,  welches  die 
größte  Fläche  umschließt.  In  der  Tat,  wenn  x  die  Länge  einer 
Seite  und  2  a  die  des  Umfanges  ist,  so  wird  der  Inhalt  gemessen  durch 
die  Zahl  y  ~  a;  (a  —  a;).    Nun  verschwindet  die  erste  Derivierte  y  =  a  —  2x 

f&r  ^  ^  -ä~9  ^^d  da  die  zweite  Derivierte  negativ  ist,  so  sieht  man,  daß 
für   X  ^ -zr  die  Funktion  den  Maximalwert  -j-    erreicht.      Ebenso    ist 

£  4 

unter  allen  Rechtecken,  die  den  Flächeninhalt  a^  haben,  das 
Quadrat  dasjenige,  welches  den  kleinsten  Umfang  hat.  In  der 
Tat,  wenn  x  die  Länge  einer  Seite  und  2y  die  des  Umfanges  ist,  so  hat 

man  y»=»a;H ,  ^=1 ^j  y"  =  — j- •  I^ic  erste  Derivierte  ver- 
schwindet f ür  a;  =  a  und  für  x  —  —  a.  Für  diese  Werte  ist  ^'  >  0 
bezw.  ^'<iO^  und  die  Funktion  hat  daher  ein  MininnnTn  2  a  und  ein 
Maximum  —  2  a.  Aber  nur  das  erstere  liefert  eine  Antwort  auf  die  vor- 
gelegte Frage,  da  diese  fordert,  daß  x  >  0  ist. 

b)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  aus  einem  rechteckigen  Blatte  eine 
Schachtel  größten  Volumens  zu  konstruieren  in  der  Weise,  daß 
wir  an  den  Ecken  vier  gleiche  Quadrate  fortsohneiden.  Sind  a  und  b  die 
Dimensionen  des  Blattes  und  x  die  Höhe,  welche  man  der  Schachtel  geben 
will,  so  wird  ihr  Volumen  gemessen  durch  die  Zahl 

y^x{a  —  2x)(b  —  2x)^  abx  —  2(a  +  b)x'+  4a;*. 

Setzt  man  die  erste  Ableitung  y  ^  ab  —  i(a  -\-  b) x  -^  12x'  gleich  Null, 
so  erhält  man 

X'^^{a  +  b±  Ya*  -  a6  +  5*) . 
Die  zweite  Derivierte  y '  =  —  4  (a  -f-  6)  -|-  24  a;  wird  gleich 


±4}/a«-a6  +  6*. 

Um  das  Maximum  von  y  zu  haben,  muß  man  also  das  Zeichen  —  fest- 
halten, d.  h.  man  hat  a?  =  -J^  (a  +  ^  —  |/a'  —  ab  +  by  zu  nehmen. 
Dieser  Wert  ist  inmier  zwischen  ^a  und  ^b  enthalten.  Übrigens  ist  die 
andere  Lösung  illusonsch,  da  sie  einen  Wert  gibt,  der  größer  ist  als  die 

Hälfte  der  kleinsten  Dimension  des  Blattes. 

j_ 

c)    Wenn    man    die   Funktion   y » a;'   in    dem   Intervall  (0,   oo) 
diskutieren  will,  so  beginne  man  mit  der  Bemerkung,  daß  man,  wenn 

X  von  rechts  nach  Null  konvergiert,  nur  a;  =»  —  zu  setzen  und  b  ins  Ün- 

^  1 

endliche  wachsen  zu  lassen  braucht,  um  zu  finden  y  ==  -7,  limj(»0.    Für 

X  »  1   ist  y  =»  1   und  für  unendlich  zunehmendes  x  strebt  die  Funktion 
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wieder  dem  Werte  1  zu  (§312,  a).  Man  begreift  aLso,  daß  die  Funktion, 
wenn  x  von  1  bis  unendlich  variiert,  durch  ein  MinimuTn  oder  durch  ein 
Maximum  hindurchgehen  mnB,  und  es  ist  leicht  vorauszusehen,  dafi  man 
ein  Maximum  hat,  da  fEbr  x  >  1  auch  y  >  1  ist.  Um  sich  dartlber  Ge- 
wißheit zu  verschafifen,  beachte  man,  daß  die  Derivierte 

y  =»  »*      (1  —  loga?) 

für  X  <i  e  positiv  ist  und  f&r  x  >  e  negativ  wird,  und  daß  daher  die 
Funktion,    welche    zuerst   wachsend   ist,    später   abnimmt.      Sie    erreicht 

also  fübr  o;  —  e  den  Maximalwert  e*  ^  1,444667  . . .  Wenn  man  mit 
Hilfe  der  Untersuchung  von  y''  konstatieren  will,  daß  die  Funktion  tat- 
sächlich durch  ein  Maximum  hindurchgeht  und  nicht  durch  ein  Minimum, 
so  bemerke  man,  daß  aus 

y  ^  1  —  logg     £^j.     yt/'  —  i/*^       8  — 2  logg 
Setst  man  nun  x  —  e,,  y  =  ß* ,  y'  «  0,  so  erhält  man  y"  =  —  e*      .    Dies 


genfigt,  um  behaupten  zu  können,  daß  e*  der  Maximalwert  von  x'  ist. 

d)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Basen  derjenigen  Loga- 
ritbmensysteme  zu  finden,  in  welchen  ein  Logarithmus  existieren 
kann,  der  gleich  der  entsprechenden  Zahl  ist.  Es  sei  a  die  un- 
bekannte Basis,  und  man  untersuche,  ob  die  Funktion  y»a;  — Logo; 
verschwinden  kann.  Es  ist  klar,  daß  ffir  genügend  kleines  positives  x 
und  ebenso  für  hinreichend  großes  x  die  Funktion  y  positiv  ist  Damit 
dieselbe  verschwinden  könne,  ist  also  notwendig  und  hinreichend,  daß  ihr 
kleinster   Wert   negativ  oder   null   ist.      Dieses   Minimum   ist   durch   die 

Gleichung   y'  =  1 ^  =  0  bestimmt,  und  lun  sich  zu  überzeugen,  daß 

es  sich  wirklich  um  ein  MiTiiTwnm  handelt  und  nicht  um  ein  Maximum, 
braucht  man  nur  daran  zu  denkrai,  daß  für  rr<Log6  die  Funktion  ab- 
nimmt,   um    dann    von    x  =  Loge   ab    zu   wachsen   zu    beginnen.      Der 

kleinste  Wert  von  y  ist  also  Loge  --  Log  Log 6  =»  Logfj^ — ].    Damit  dieser 

Wert  negativ  oder  null  sei,  ist  es  notwendig,  daß  man  hat  e^Loge, 

i_  1^ 

d.  h,  1  ^  Loge  •,  und  folglich  a  ^  e' . 

e)  Welchen  Bedingungen  müssen  die  Zahlen  p  und  q  ge- 
nügen, damit  das  Trinom  x^  +  px -\- q  für  drei  verschiedene 
reelle  Werte  von  x  verschwinde?  Soll  die  Funktion  y^x*-\-pX'\-q 
dreimal  verschwinden  können,  wenn  x  von  —  oo  bis  -f  cx)  variiert,  so  ist 
vor  allem  nötig  (§304,  b),  daß  die  Derivierte  p'^Sa^+p  für  zwei 
verschiedene  reelle  Werte  von  x  verschwinden  kann.  Dies  erfordert,  daß 
j7  •<  0  ist.  Man  nehme  diese  Bedingung  als  erfüllt  an  und  bemerke,  daß 
in  dem  ersten  und  in  dem  dritten  der  Intervalle 
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y'  >  0  ist,  während  in  dem  mittleren  Intervalle  y'  <C0  ist.  Also  kann  y 
in  jedem  dieser  Inteiralle  nur  einmal  yerschwinden,  und  damit  sie  in 
einem  solchen  Intervalle  wirklich  verschwinde,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sie  an  dessen  Grenzen  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat  Da 
sie  nun  an  den  Grenzen  des  mittleren  IntervaUes  die  Werte 


-hV^+''  hv^+ 


(das  Maximum  bezw.  Minimum  im  absoluten  Sinne)  annimmt,  so  ist 
vor  allen  Dingen  notwendig,  daß  diese  Zahlen  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  d.  h.  daß  man  hat 

(~T^l/^  +  «)(Y^l/~f +  «)<^     ''^^^     4i?»+27g«<0. 

Diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend;  denn  wenn  sie  erfüllt  ist,  so  ist 
notwendig  !>  <C  0,  und  die  Funktion,  welche  im  mittleren  Intervall  ab- 
nehmend ist,  nimmt  das  Zeichen  -|~  ^^  dessen  unterer  Grenze,  das 
2jeichen  —  an  der  oberen  Grenze  an  und  verschwindet  daher  auch  in  «len 
beiden  andern  Intervallen. 

f)  Wir  wollen  beweisen,  daß  bei  der  Ellipse  der  Abstand  des 
Mittelpunktes  von  einer  beliebigen  Normale  die  Differenz  der 
Halbachsen  nicht  übertrifft.  Der  Gleichung  der  Ellipse  &V  -f  aV  —  aV 
kann  man  genflgen,  indem  man  setzt  x  «=  acosg),  y  »  ^sin^,  wo  ip  von 
0  bis  2  TT  variiert.  Den  Neigungskoeffizienten  der  Tangente  (§  293)  er- 
hfSli  man,  indem  man  die  Gleichung  der  Kurve  deriviert: 

^99  19  ^ty  asm  9 

Also  ist  die  Gleichung  der  Normale 

.    .  asinqp  ,  v 

y  -  5sm9 -=  j^jj^C«  -  acos<p), 

d.  h.  aa;sin<)p  —  hyt^stp  »  {cfl  —  6*)  sin 9» cos 9.  Mithin  ist  der  Abstand 
dieser  Geraden  vom  Mittelpunkt 

(a*  —  &•)  sin  qp  COB  qp 


yo'8in*<p  -j-  5' cos' 9 


Jetzt  müßten  wir  die  Derivierte  von  h  nach  9  berechnen  und  sie  gleich 
Null  setzen.     Es  ist  hier  aber  zweckm&ßig  zu  bemerken,  daß  man  hat 


(^T 


"^  +  S5^  ""*  +  **  +  *»**«>  +  **<«*''•' 


cos' 9 


sodaß  also  die  Aufsuchung  des  größten  Wertes  von  h  reduziert  ist  auf 
die  Aufsuchung  des  kleinsten  Wertes  der  Funktion  a^tg'9  +  ^'cot*9>, 
d.  h.  der  Summe  von  zwei  verftnderlichen  Größen,  deren  Produkt  den 
konstanten  Wert  a*&'  hat.  Man  kann  daher  unter  Benutzung  des  in  der 
ersten  Übung  erhaltenen  Resultates  sofort  behaupten,   daß  das 
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von  h  eintritt,  wenn  a}ig^q>  und  6' cot* 9  beide  gleich  ab  werden,  d.  h. 
für  tg  9  ■=  ±  1/  — ,  in  welchem  FaUe  man  hat 

(^^^T^)*  -«*  +  &•+  2ab  =  (a  +  6)*,   mithin  Ä  «  a  -  6. 

g)  Man  kann  beweisen,  daß  das  Licht  die  kürzestmögliche 
Zeit  braucht,  wenn  es  von  einem  Punkte  nach  einem  andern  durch 
acwei  homogene  Mittel  hindurchgeht,  die  durch  eine  Ebene  getrennt  sind. 
Es  seien  in  der  Tat  a  und  b  die  Abstände  der  Punkte,  die  in  den  beiden 
Mitteln  betrachtet  werden,  yon  der  Trennungsebene;  tp  sei  der  Einfalls- 
winkel, ^  der  Brechungswinkel,  nv  und  v  seien  die  Geschwindigkeiten 
des  Lichtes  in  den  beiden  Mitteln;  und  man  bemerke,  daß  die  zum  Über- 
gange yon  dem  einen  zu  dem  andern  Punkte  verbrauchte  Zeit 

V  \nc089       cos^/ 
ist.      Die  Winkel  tp  und  ip  sind  aneinander  durch  die  Relation  gebunden 

(^tgq>  +  6tgtf;  «  Gonst., 

aus  welcher  durch  Derivation  nach  9  folgt 


000*9         COB*'^ 

Nnn  hat  man 

/        1  /gginy    ,   bnin'ip    A  __  o (sin y  —  n sin ^) 
*"  V  \nco%*tp       coa*ip  ^ )  ~'        nvcoB*q>        ' 

und  man  sieht,  daß  siny/sinif^^n  sein  muß,  damit  t'  verschwinde. 
Dies  ist  gerade  das  wohlbekannte  Brechungsgesetz,  welches  von  Descartes 
entdeckt  und  von  Fermat  imd  Leib'niz  als  ein  spezieller  Fall  des  all- 
gemeinen Gesetzes  der  Ökonomie  hingesteUt  wurde,  das  die  Manifestationen 
aller  Naturph&nomene  beherrscht,  auch  derjenigen,  die  für  mathematische 
Untersuchungen  unzugänglich  scheinen^). 

h)  Bei  den  geometrischen  Anwendungen  kommt  es  vielfach  vor,  daß 
das  zu  ermittelnde  Minimum  (oder  Maximum)  ein  relatives  (§  301)  ist 
und  sich  auf  ein  bestimmtes  Litervall  bezieht,  in  welchem  die  unab- 
hängige Veränderliche  durch  die  Bedingungen  des  Problems  zu  bleiben 
gezwungen  ist  Alsdann  kann  es  sehr  wohl  vorkonmien,  daß  die  Derivierte 
nicht  null  ist  und  daß  folglich  die  Untersuchung  fruchtlos  wird.  Man 
mufi  deshalb,  so  oft  die  unabhängige  Veränderliche  ein  bestimmtes 
Intervall  nicht  verlassen  darf,  darauf  bedacht  sein,  diese  Veränderliche 
anders  zu  wählen,  oder  direkt  erforschen,  ob  nicht  zufällig  an  den 
Grenzen  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  eintritt,  welches  der  vor- 
gelegten Aufgabe  entsprechen  könnte,  obwohl  es  kein  Minimum  oder 
Mazimnm  im  absoluten  Sinne  ist     Ein  sehr  einfaches  Beispiel  bietet  sich 


1)  Man  lese  hierüber  das  interessante  Kapitel  über  die  Richtung  der 
Bewegung  in  den  „Firat  principles"  Ton  Spencer. 
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uns  bei  der  Aufsucbung  der  kleinsten  oder  größten  unter  den  Sehnen 
eines  Kreises,  die  einen  festen  Endpunkt  Ä  und  einen  beweglichen  M 
haben.  Es  ist  a  priori  klar,  daß  man  das  Minimum  r  ===  0  hat,  wenn 
M  mit  Ä  zusammentut,  und  das  Maximum  r  =«  2  a,  wenn  M  mit  dem 
Punkte  B  zosammenföllt,  der  auf  dem  Kreise  dem  Punkte  Ä  diametral 
gegenüberliegt.  Wählt  man  AB  dls  Abscissenachse  und  A  als  Anfangs- 
punkt, so  hat  man  r^  ^  2aXy  mithin  rr  ==>  a^  und  man  sieht,  daß  / 
weder  in  Ä  noch  in  B  verschwindet.  Dies  liegt  daran,  daß  die  Variabilität 
von  X  auf  das  Intervall  (0,  2  a)  beschränkt  ist  und  das  gesuchte  Minimum 
und  Maximum  gerade  an  den  Grenzen  eintreten.  Wenn  man  als  unab- 
hängige Veränderliche  den  Winkel  0  =  MAB  wählt,  so  hat  man  r  =  2acosd, 
r'  =  —  2  a  sin  ö  und  findet  nur  das  Maximum ,  welches  dem  Werte  ö  =  0 
entspricht.     Dies  erklärt   sich  durch  die  Bemerkung,  daß  6  nur  in  dem 

Intervall  ( — r-,  -^\  variiert,   an  dessen  Grenzen  das  zu  dem  Intervall 

gehörige  Minimum  r  ==  0  eintritt,  während  das  Maximum  r  =  2a  for 
0  =»  0  stattfindet,  d.  h.  für  einen  Wert,  der  ins  Innere  des  genannten 
Intervalles  fällt.  Dieses  Maximum  ist  also  auch  eines  im  absoluten  Sinne, 
und  es  muß  daher  /  verschwinden.  Jede  Schwierigkeit  hört  auf,  wenn 
sich  der  Punkt  A  verschiebt,  z.  B.  nach  B  zu,  und  in  die  Entfernung  b 
vom  Zentrum  gelangt,  in  welchem  Falle  man  hat  r*  —  26rcosÖ  +  &*  —  c^*- 
Deriviert  man  nun  und  setzt  /  =  0,  so  erhält  man  sinö  =  0,  d.  h.  ö  =  0 
und  r  ^=  a  -]-  bj  oder  ö  =  jt  und  r  =^  a  —  b.    Eine  neue  Derivation  liefert 

und  man  sieht  also,  daß  a  -f  &  der  größte,  a  —  b  der  kleinste  Wert  von 
r  ist. 

i)  Es  sei  tp  (x)  eine  in  der  Umgebung  von  o;  =  0  stetige  Funktion, 
die  aber  für  a;  =  0  unstetig  von  erster  Art  ist,  und  zwar  sei  9)(— 0)<0, 

c*  —  1 
g)(+0)>0.     Z.B.  könnte  man  setzen  (p{x)  ^ -^ ,  indem  man  be- 

merkt,  daß  g?(q:0)  =  q:l  ist.  Die  Funktion  f{x)  =  x^fp{x)  hat  Ar 
^  s  0  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum;  denn  in  der  Umgebung 
der  Null  hat  die  Funktion  q>{x),  die  stetig  ist,  das  Vorzeichen  von  ar, 
und  man  kann  daher  das  Gleiche  von  der  Funktion  f(ic)  sagen,  die 
folglich  sowohl  links  als  auch  rechts  von  der  Null  wachsend  ist.  In- 
zwischen ist 

f(0)  =  lim^^^^-^  =  ]imxq>(x)  «  0. 

Analog  ist  es  möglich,  daß  /^'(O)  nicht  existiert.  Im  entgegengesetasten 
Falle  hat  man  aber 

r  (0)  =  lim  CMlzIlS^  ==  21im  ^f^  -  21img)(a;)  =  2fp{±  O)  >  0. 

x=  +  0  ^  «=+0  *  *=  +  0 

Auf  alle  Fälle  kann  man  behaupten,  daß  nicht  f{(S)  =  0  ist     Also  ist 


r 
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für  55  =  0  die  erste  Derivierte  von  f{x)  null,  nicht  aber  die 
zweite  Derivierte,  und  doch  ist  f{jS)  weder  ein  Minimum  noch 
ein  Maximum  von  f{x)^  Dies  Idart  sich  auf  durch  die  Bemerkung, 
daß  die  zweite  DeriviertiB  nicht  einzig  ist. 

j)  Wir  diskutieren  schließlich  die  Art  und  Weise,  wie  die  Funktion 
r{x)  variiert,  indem  wir  zunächst  annehmen,  daß  x  von  Null  bis  Un- 
endlich variiert.  Aus  der  Formel  von  Weierstraß  (§  252,  b)  leitet  man 
ab,  indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt. 


00 


1 

Wir  derivieren  jetzt  und  behalten  uns  vor  im  folgenden  die  Legitimität 
(vgl.  §  285)  der  Derivation  der  rechten  Seite  als  einer  Summe,  die  un- 
endlich viele  Bestandteile  hat,  nachzuweisen: 


r{x) 


r(a:)  X  ^Li  \n       x-\-n/  ^^\n       x  +  n  — 1/ 

1  1 

Mithin  ist 

r{x)^^       "■        x^2        «+1^3        «4-2^ 

Die  rechte  Seite  wächst  mit  x,  und  da  sie  fELr  o; »  1  und  für  x  =»  2  die 
Werte  0  <  C  und  1  >  C  anniomit,  so  wird  sie  ein  einziges  Mal  gleich  C. 
Dies  geschieht  fOr  einen  bestimmten  Wert  o; »  ^,  der  zwischen  1  und  2 
liegt  und  die  einzige  Wurzel  von  r\x)  ist.  Da  man  r'(x)  <  0  und 
/"(a;)  >  0  hat,  je  nachdem  ic  <  J  oder  a;  >  §  ist,  so  sieht  man,  daß 
r(x)  zuerst  abnimmt  und  dann  wächst,  so  daß  r'($)  der  kleinste  Wert 
von  r(x)  in  dem  Litervall  (0,  oo)  ist.  Zu  demselben  Schluß  gelangt 
man  durch  die  Bemerkung,  daß 

ist.  Den  Wert  der  Wurzel  |,  die  bereits  in  dem  Intervall  (1,  2)  isoliert 
ist,  erhält  man  durch  Anwendung  gewisser  Näherungsmethoden,  von  denen 
im  f&nften  Buche  gehandelt  werden  wird.     Eine  leichte  Rechnung  liefert 

g  «  1,4616321  .  . . ,     r(Q  =  0,8856032  ... 

Wenn  x  von  |  nach  Unendlich  variiert,  so  überschreitet  die  Funktion 
unter  bestandigem  Wachsen  jede  Grenze,  da  r(x  -\-  1)"^  [x]l  ist.  Sie 
wächst  auch,  wenn  x  von  ^  nach  Null  abnimmt,  und  zwar  wächst  sie 
unbegrenzt,  da 

limxr(a;)  =  limr(a?  +  l)  =  r(l)  =  1 

ist. 

k)  Für  negatives  x  hängen  die  Werte  von  r(x)  dank  der  Belation 

^'       (l-p)(2-f)(8-«)...(n-p)' 
in  welcher  q  =*  x  —[ße\  und  —  n  =«  [d;]  ist,  von  deigenigen  ab,  welche  diQ 
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Funktion  in  dem  Intervalle  (0,  l)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  annimmt. 
Daraus  folgt,  dafi  die  Funktion  in  den  Intervallen  (—1,  O),  (—2,  —  l), 
(—3,  —  2),  ...  abwediselnd  negativ  und  positiv  ist,  und  diiß  sie  in  der 
Umgebung  aller  Grenzen  (0,  —  1,  —  2,  —  3,  .  .  .)  dem  absoluten  Be- 
trage nach  unendlich  groß  wird.  Man  sieht  also  voraus,  daß  sie  in 
jedem  Intervalle  (~  ti,  —  n  -{-  l)  wenigstens  einmal  einen  größten 
oder  kleinsten  Wert  erreichen  muß,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade 
ist     Ein  solches  Minimum  oder  Maximum  hat  man,  wenn  q  der  Gleichung 

genügt.  Wenn  nun  q  von  0  bis  1  variiert,  so  nimmt  die  linke  Seite  be- 
standig zu  von  —  cx>  bis  +00  und  wird  daher  nur  ein  einziges  Mal 
gleich  Null  fCLr  einen  bestimmten  Wert  von  q,  der  hiermit  als  eine 
Funktion  q^  von  n  definiert  ist.  Es  gibt  also  in  (—  «,  —  f»  -f- 1)  ein 
einziges  Minimum  oder  Maximum  von  r(x)^  welches  eintritt,  wenn  x 
den  Wert  o;^  =  —  n  -{-  ^^  annimmt.     Nun  ersieht  man  aus 

daß  für  unendlich  zunehmendes  n  die  linke  Seite  (wie  die  rechte)  un- 
begrenzt wachsen  muß.     Mithin  konvergiert  q^  nach  Null.     Da  überdies 


«-0    n«) 


ist,  so  hat  man 


=  00  \1  —  ^«       2  -  9«  ^  '   n-'gj  ' 


lim 

nssto 


und  da  die  Summe  in  Klammem  zwischen 

liegt,  so  folgt  limp^^^  «  1  oder  lim ^„ log»  =»  1.    Dies  vorausgeschickt  ist 

«SOO  11=00 

r(Qn  +  1)  log*» 


^»^'^(l-P„)p„logn'(n-l)!' 


und  da  auf  der  rechten  Seite  der  erste  Faktor  nach  1  und  der  zweite 
nach  0  konvergiert,  so  hat  man  lim  1^(2;^)  =  0 .     Daraus  folgt,  daß  die 

«SQO 

Funktion  r(a?)  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert  (unendlich  oft)  an- 
nimmt^). Mit  andern  Worten,  die  Gleichung  /'(a?)  =  Ä,  welche  für  &  =  0 
keine  Wurzeln  hat,  läßt  für  jeden  andern  Wert  von  h  unendlich  viele 
solche  zu. 


1)  Man  vergleiche  auf  8.  65  der  Monographie  ,,La  fonction  gamma^'  von 
M.  Godefroy  die  darstellende  Kurve  von  y=^r{x). 
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Beihen  von  Funktionen. 

315.  Wir  wollen  tins  jetzt  speziell  mit  denjenigen  Funktionen 
beschäftigen^  welche  durch  unendliche  Beihen  definiert  sind.  Die 
Werte  von  a?,  fOr  welche  eine  gegebene  Reihe  Wi  +  Wj  +  Wj  +  •  •  • , 
deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind,  konvergiert^  können  ein  Inter- 
vall oder  mehrere  bilden,  in  welchen  dann  also  die  Summe  der  Beihe 
als  Funktion  von  x  definiert  ist.  Wenn  man  irgend  ein  Intervall  (a,  h) 
betrachtet,  in  welchem  die  Beihe  konvergiert,  so  ist  auch  der  Best 
9)^(2:),  d.  h.  die  Summe  der  Beihe,  die  aus  der  gegebenen  Beihe  durch 
Unterdrückung  der  n  ersten  Glieder  entsteht,  eine  Funktion  von  Xy 
die  in  dem  genannten  Intervalle  definiert  ist.  Wir  wissen  (§  180), 
daß,  wenn  x  ins  Unendliche  wächst,  der  Best  nach  Null  konvergiert. 
Es  läfit  sich  also  (§  122,  b),  wenn  b  positiv  und  beliebig  klein  ge- 
geben ist,  für  jeden  in  (a,  h)  enthaltenen  Wert  von  x  eine  Zahl  v 
finden  derart,  daß  der  absolute  Betrag  von  q>^  immer  kleiner  als  b 
bleibt,  wenn  n  größer  als  v  ist.  Gelingt  es  v  unabhängig  von  x 
zu  bestimmen,  so  heißt  die  Beihe  gleichmäßig  konvergent.  Denken 
wir  uns  mit  andern  Worten  jedem  Werte  von  x  entsprechend  für  v 
(welches  wir  als  ganzzahlig  voraussetzen)  den  kleinstmöglichen  Wert 
gewählt,  so  können  wir  sagen,  v  sei  eine  Funktion  von  x^  die  in 
dem  Intervall  (a,  h)  definiert  ist.  Wenn  diese  Funktion  in  diesem 
Intervalle  endlich  ist,  wie  auch  b  gewählt  sein  mag,  so  besitzt  sie 
daselbst  (§  256)  eine  obere  Grenze  (die  im  vorliegenden  Falle  ein 
Maximum  ist),  und  offenbar  wird  für  ein  n,  welches  größer  als  diese 
Grenze  ist^  immer  sein  { ^J{x)  |  <  £ ,  wie  man  auch  x  in  dem  Inter- 
vall (a,  V)  fixieren  mag.  In  diesem  Falle  ist  die  Konvergenz  gleich- 
mäßig. Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  für  einen  Wert  b  von 
passender  Kleinheit  (und  a  fortiori  für  jeden  noch  kleineren  Wert) 
die  Funktion  v  in  dem  betrachteten  Intervalle  nicht  endlich  ist. 
Alsdann  ist  es  unmöglich,  einen  Wert  n  zu  bestimmen,  der  für  alle 
Werte  von  x  in  (a,  h)  derselbe  ist  und  von  welchem  ab  9^  ab- 
solut genommen  kleiner  bleibt  als  b.  Mithin  konvergiert  die  Beihe 
nicht  gleichnmßig. 

316.  Theorem  I.  Für  die  gleichmäßige  Konvergenz  einer 
Reihe  von  Funktionen  von  x  in  einem  gegebenen  Intervalle 
ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Best  fp^{x)  auch 
dann  nach  Null  konvergiert,  wenn  man  x  innerhalb  des  be- 
trachteten Intervalls  in  beliebiger  Weise  mit  n  variieren  läßt. 

Ans  der  Definition  der  gleichmäßigen  Konvergenz  ergibt  sich, 
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daß,  wenn  die  Reihe  gleichmäßig  konvergiert^  immer  lim  q>^{x^  »  0 

»=s  OD 

ist,  wie  auch  die  Folge  x^y  x^,  x^,  ...  beschaflPen  sein  mag,  deren 
Glieder  in  dem  betrachteten  Intervidle  gewählt  sind.  Umgekehrt  ist, 
wenn  dies  zutrifft,  die  Reihe  gleichmäßig  konvergent  Um  sich  davon 
zu  überzeugen,  braucht  man  nur  zu  zeigen,  daß  es,  wenn  die  Kon- 
vergenz nicht  gleichmäßig  ist,  in  dem  genannten  Intervalle  wenigstens 
eine  Folge  von  Zahlen  x^,  x^,  x^,  ...  gibt  derart,  daß  q>^(x^  nicht 
nach  Null  konvergiert.  In  der  Tat  ist  unter  der  genannten  Voraus- 
setzung, wenn  eine  positive  Zahl  £  von  passender  Kleinheit  gegeben 
ist^  die  im  vorigen  Paragraphen  definierte  Funktion  v  nicht  endlich. 
Daraus  folgt,  daß  man  eine  Folge  a,  ß,  y,  . . .  von  Werten  von  v 
finden  kann,  die  ins  Unendliche  wachsen  und  zu  Werten  von  x 
gehören,  welche  immer  mit  x^,  x^,  x^,  . . .  bezeichnet  werden  können. 
Wie  man  nun  auch  die  andern  Werte  von  x^  wählen  mag,  so  ist 
klar,   daß   q>^(x)  nicht   nach   Null   konvergieren   kann,   da  man  f&r 

W  ==  «>  A  yi  •  •  •  ll»*   I  9n{^)  I  ^  *• 

317.  BeiBpiele.     a)  Die  Reihe 

(1)  (l-x)+(x-  ia;*)  +  (iar»  -  |a^  +  (|a:»  -  Ja;«)  +  . . . 

konvergiert  gleichmäßig  in  dem  Intervall  (—  1,  l),  da  der  Best  —  ab- 
solut genommen  kleiner  bleibt  als  e,  wenn  n  die  Zahl  —  übertrifft,  die 
von  X  unabhängig  ist.     Nicht  so  ist  es  bei  der  Reihe 

(2)  {l-x)  +  {x-x^  +  (a?*  -  a;«)  +  (x»  -  fl?*)  +  . . . , 

die  in  demselben  Intervalle  mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze  konver- 
giert; denn  der  Rest  ist  of",  wenn  x  <^  1  ist,  und  man  kann  nicht  v  in 
der  Weise  fixieren,  daß  für  n  >  v  und  für  jeden  Wert  von  x  in  unserem 
Intervalle  |  rtf  |  <  £  ist.     In  der  Tat,  wenn  man  zugibt,  daß  x  sich  1  be- 

liehig  nähern   kann,   so   braucht  man   nur  zu  setzen  x=  1 ,   damit 

der  Ausdruck  des  Restes  (1 j    wird  und  also  für  unendHches  n  nicht 

nach  Null  konvergiert.  Es  ist  aber  klar,  daß  die  Reihe  gleichmäßig  kon- 
vergiert in  jedem  Intervall,  welches  ganz  im  Innern  von  (—  1,  l)  liegt, 
b)  Die  Reihe  1  +  x  +  x^  +  -  -  ' ,  welche  in  dem  Intervalle  (—  1,  1) 
mit  Ausschluß  der  Grenzen  konvergiert,  ist  gleichmäßig  konvergent  in 
einem  Intervalle  (—  «,  a),  dessen  ohere  Grenze  kleiner  als  1  ist,  aber  be- 
liebig nahe  an  1  liegen  kann.  In  der  Tat,  wenn  die  positive  Zahl  £  be- 
liebig fixiert   ist  und  v  so  groß   gewählt  wird,  daß   ä^  nicht  größer  als 

(1  —  a)s  ist,  so  wird  offenbar  fttr  w  >  v  der  Rest     —    absolut  genommen 

kleiner  Weihen  als  £.  Von  der  Reihe  l  +  2aj+3a:*-f-'-,  die  in  dem- 
selben Intervalle  konvergiert  (§  247,  a),  läßt  sich  das  Gleiche  sagen. 
Man  braucht  nur  v  derart  zu  bestimmen,  daß  (v  -j-  l)a^  nicht  größer  als 
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(l  —  ay  c  ist.  Diese  beiden  Bestimmungen  von  v  sind  möglich,  da  v^d*' 
bei  beliebigem  p  und  für  unendlich  zunehmendes  v  nach  Null  konvergiert 
(§  312,  a). 

c)  Die  Simime  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe 

(3)       (x  -  xe-'^)  +  (a;e-^-  2a;c-*^)  +  (2rre-»^  -  Sxe'^'^)  +  •  •  • 

ist  X  —  nxe"^'^  und  konvergiert  fQr   unendlich  zunehmendes  n  nach  x. 

Die  Reihe  konvergiert  also,  aber  nicht  gleichmäßig;  denn  setzt  man  x  ^=  — , 

so  wird  der  Rest  nxe"*^  gleich  e  "  und  konvergiert  nicht  nach  Null. 
Ebenso  ist  die  Reihe 

«        j 5 I 5 L 


l  +  a?   '   (1  +  «)(!+ 2rc)   '   (1  +  a:)(l  +  2a?)(l  +  8a;) 

konvergent  fttr  a?  ^  0,   da  die  Summe   der  n  ersten  GKeder  1  —      , 

ist  und  für  unendlich  zunehmendes  n  den  Grenzwert  1  hat.     Sie  ist  aber 
nicht  gleichmäßig  konvergent,  da  der  Rest  gleich  ^  wird,  wenn  man  x 

den  Wert  — .beilegt,   welcher  jedem  Intervalle  angehört,    dessen   untere 

Grenze  0  ist.     Dieselbe  Reihe  konvergiert  dagegen  gleichmäßig  in  jedem 
Intervalle,  dessen  untere  Grenze  a  positiv  ist;   denn  wenn  e  positiv  und 

beliebig  klein  gegeben  ist,  so  genügt  es  n  größer  als  ,   eine  Zahl, 

die  unabhängig  von  x  ist,  zu  wählen,  um  sicher  zu  sein,  daß  der  n-te 
Rest  kleiner  wird  und  bleibt  als  e. 

318.  Theorem  II.  Wenn  die  absolnten  Beträge  der 
Glieder  einer  Reihe  von  Funktionen^  die  in  einem  Intervalle 
gegeben  ist,  eine  in  diesem  Intervalle  gleichmäßig  konver- 
gente Reihe  bilden,  so  konvergiert  auch  gleichmäßig  und 
absolut  die  Reihe^  die  man  erhält^  indem  man  die  Glieder 
der  gegebenen  Reihe  mit  Funktionen  multipliziert,  deren 
Werte  in  dem  betrachteten  Intervall  eine  endliche  Menge 
bilden. 

Es  sei  Wi  +  Wj  +  t<8  +  •  •  •  die  gegebene  Reihe  in  dem  Intervall 
(a,  b)y  und  v^,  v^,  v^,  ...  seien  Funktionen,  deren  absolute  Be- 
träge in  (a,  b)  eine  bestimmte  Zahl  l  nicht  übertreffen.  Die  Reihe 
ti^Vi  +  tijVj  +  u^v^  +  •  •  •  konvergiert  absolut,  da  die  absoluten  Be- 
träge ihrer  Glieder  nicht  größer  sind  als  die  entsprechenden  Glieder 
der  konvergenten  Reihe  i«i|  +  |w2|+  '^\  +  ' '  •  multipliziert  mit  l 
Ist  die  positive  Zahl  e  gegeben,  so  kann  man  nach  der  Voraus- 
setzung immer  eine  von  x  unabhängige  Zahl  v  finden  derart,  daß 
für  n>v 

I  W^  +  l  I  +  I  W«  +  2  I  +  I  Wn  +  3  1+  •  •  •  <  y 

ansiaUt  und  a  fortiori 
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ist.    Also  konyergiert  die  Reihe  Uj v^  +  a^v^  +  t4^v^  -f  . . .  auch  gleich- 
mäßig. 

319,  Folgerungen,  a)  Die  Reihe,  welche  man  erhält,  in- 
dem man  die  konstanten  Glieder  einer  absolut  konvergenten 
Reihe  mit  Funktionen  multipliziert,  deren  Werte  in  einem 
gegebenen  Interyalle  eine  endliche  Menge  bilden,  ist  in 
diesem  Intervalle  absolut  und  gleichmäßig  konvergent  Man 
braucht  in  der  Tat  nur  in  dem  vorigen  Theorem  die  u  als  konstant 
vorauszusetzen  und  zu  bemerken,  daß  die  Konvergenz  einer  Reihe  mit 
konstanten  Gliedern  notwendig  gleichmäßig  ist. 

b)  Eine  Reihe  von  Funktionen  konvergiert  absolut  und 
gleichmäßig,  wenn  die  aus  den  oberen  Grenzen  der  abso- 
luten Beträge  der  Glieder  gebildete  Reihe  konvergiert  Es 
sei  die  Reihe  ti^  +  ^  +  ti,  -f  '  *  *  g^g^ben,  und  man  ersetze  jede 
Funktion  u^{x)  durch  die  obere  Gbrenze  ft„  von  |  u^{x)  \  in  dem  be- 
trachteten Intervalle.  Wenn  die  Reihe  /üi  +  f^  +  fA^  +  •  •  •  (mit  posi- 
tiven Gliedern)  konvergiert,  so  ist  die  Konvergenz  absolut  Nun  kann 
man  die  gegebene  Reihe  betrachten  als  entstanden  aus  f^i+f^+fA^-l — 

durch  Multiplikation  des  allgemeinen  Gliedes  dieser  Reihe  mit  v^^  -^  y 
und  da  I  v^   ^  1  isty  so  ist  das  Theorem  bewiesen.  ** 

320.  Beispiele,  a)  Wenn  a  eine  positive  Zahl  und  kleiner  als  1 
ist,  so  ist  bekamitlich  die  Reihe  1  -\-  a  -^  a*  -\-  '  '  -  konvergent,  und  dies 
genügt  auf  Grund  der  zweiten  Folgerung,  um  schneller  (vgl.  §  317,  b) 
zu  dem  Schluß  zu  gelangen,  daß  die  Reihe  1  -|-  o;  -f  rc^  +  '  *  *  in  dem 
Intervall  ( —  or,  a)  absolut  und  gleichmäßig  konvergiert  oder  (da  man  a 
beliebig  nahe  an  1  denken  kann)  in  dem  Intervall  (—  1,  l)  mit  Aus- 
schluß der  Grenzen.  Dasselbe  gilt  von  der  Reihe  1  -^  2x  -\-  Sx^  -\-  -  '  • . 
In  der  Tat  sind  a"~^  und  wa"~^  für  jeden  Wert  von  n  die  größten  ab- 
soluten Beträge  der  Funktionen  ac"""*  und  noif^~^  in  dem  Intervall  (— «,  «). 

b)  Nach  der  einen  oder  der  andern  Folgerung  ist,  wenn  aj-t-ag-f-as-l 

eine  absolut  konvergente  Reihe  ist,  in  jedem  Intervalle  die  Konvergenz 
der  Reihe 

ttj  sin (PiX)  -|-  öj  sin  (h^x)  +  Oj  sin  (h^x)  +  •  •  • 

absolut  und  gleichmäßig,  wie  auch  die  Zahlen  \^  6, ,  ^g ,  ...  beschaffen 
sein  mögen.  Z.  B.  sind,  wenn  p  größer  als  1  ist,  absolut  und  gleich- 
maßig konvergent  die  Reihen 


n  =  00  Mssao 

amtij;        ^r^cosnrt; 


«=1  n=l 

Für  jp  »  1   hört  die  Gültigkeit  der  benutzten  Sätze  auf,  so  daß  es  nötig 
ist,  zum  direkten  Studium  der  vorgelegten  Reihen  zu  schreiten, 
c)  Man  betrachte  etwas  allgemeiner  die  Reihe 

Ol  sin  x  +  ^  sin  2a;  -h  ^  sin  3x  -f  •  •  • . 
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Wir  wissen  bereits  (§  218,  i),  daß  diese  Beihe  bei  beliebigem  x  konver- 
giert, wenn  die  Zablen  a^,  o^,  o^,  . . .,  mögen  sie  auch  eine  divergente 
Beihe  bilden,   abnehmend  aufeinanderfolgen  und  nach  NuU  konvergieren, 

wie  es  gerade  fCLr  a^  ==  —  der  Fall  ist.     Da  die  Beihe  ungeändert  bleibt, 

wenn  x  um  ein  Vielfaches  von  2n  vermehrt  oder  vennindert  wird,  so 
können  wir  uns  darauf  beschränken,  sie  in  dem  Intervall  (0,  29r)  zu 
studieren.     Bekanntlich  ist 

.   px 
sm- — 

sin («+ 1) rc  +  sin (n  +  2) fl? H [- sin(n  +  j?) «  — sin (ft+    "t^   J x, 

sin-:r- 
2 

Daraus  folgt,  wenn  man  eine  positive  Zahl  a  so  klein  als  man  will  fixiert 
und  X  in  (a,  27t  —  a)  w&hlt, 

|ain(»+  l)fl5  +  8in(»+2)Ä  + f-  8in(n  +  jp)a;|  < - 


Mithin  hat  man  (§  192) 


a 

sm— ■ 
2 


8in- 


Wenn    also    die    positiTe    Zahl    e    gegeben   ist   und   man  v   groß  genug 

wählt,    damit   a^  <  €  sin-^-  wird,    so  wird    |  q>^(x)  \  <  s    sein  für  n  ^  v. 

Also  konvergiert  die  betrachtete  Beihe  gleichmäßig  in  jedem  Intervall, 
welches  kein  Vielfaches  von  27C  enthält. 

321,  Theorem  m.  Wenn  für  x  ^  a  die  Glieder  einer 
gleichmäßig  konvergenten  Beihe  endliche  Grenzwerte  haben, 
so  hat  anch  die  Summe  der  Reihe  einen  endlichen  Grenz- 
wert, der  gleich  der  Summe  der  Grenzwerte  der  Glieder  ist. 

a)  Um  einen  bestimmten  Fall  zu  haben,  betrachte  man  die  Grenz- 
werte rechts  von  a  und  trenne  ein  beliebig  kleines  Intervall  (a,  a  +  h) 
von  dem  Intervall  ab,  in  welchem  die  Beihe  gleichmäßig  konvergiert. 
Auf  Grund  dieser  Konvergenz  ist  es,  wenn  a  positiv  und  beliebig 
klein  gegeben  ist,  immer  möglich  v  derart  zu  bestimmen,  daß  für 
n>  V 

mithin 

19.(^0 -9>,(a:'OI<f« 

ist  für  zwei  beliebige  Werte  x'  und  x\  die  dem  Intervall  (a,  a  +  A) 
angehören.  Man  fixiere  n  und  bemerke,  daß,  wenn  x  nach  a  kon- 
vergiert, die  Summe  f^{x)  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  einem  end- 
lichen Grenzwert  zustrebt,  der  gleich  der  Summe  der  Grenzwerte 
von  u^,  u^j  ' '  -y  ^n  ^^^'     ^^"  kann  daher  immer  h  so  klein  werden 

Ceiäro,  AüAlyaU.  17 
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lassen,  daß  man  hat  \f^{x^  ~/ii(^")l  ^\^-  Daraus  folgt,  wenn  man 
mit  f{x)  die  Summe  der  Reilie  bezeichnet,  daß  man  hat 

I  fix")  -  fix")  I  ^  I  ax^  -  ax")  i  +  I  y.C^O  -  9,(a;")  |  <  b 

für  jedes  Paar  von  Werten  von  x'  und  x\  die  in  (a^  a  +  ä)  gewählt 
sind.  Also  hat  (§  264)  f{x\  wenn  x  von  rechts  nach  a  konvei^ert, 
einen  Grenzwert  f{a  +  0). 

b)  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  beweisen,  daß  dieser  Grenz- 
wert gerade  die  Summe  der  Reihe  ist^  die  aus  den  Grenzwerten  der 
Glieder  der  gegebenen  Reihe  gebildet  ist.     Man  hat 

«  n 


(4)  m  -^  «,(a  +  0)  =2j  { «<(*)  -  «*(«  +  0) }  +  y.  W- 


2' 

1  1 

Wenn  b  positiv  und  beliebig  klein  gegeben  ist;  so  existiert  eine  Zahl 
V  derart;  daß  für  »  >  v  immer  |  q>^{x)  |  <  i  «  ist  für  alle  Werte  von  a:, 
die  {flj  a  +  h)  angehören.  Unter  Festhaltung  von  n  lasse  man 
nun  X  nach  a  konvergieren.  Da  u^{x)  nach  u^{a  +  0)  konvergiert,  so 
hat  man  für  genügend  kleines  h 


n 

1 


<i. 


mithin  auf  Grund  von  (4) 


/'(a5)-^«*(a  +  0) 


<!«• 


Wenn  man  daher  beachtet,  daß  auch  f(x)  —  f(a  +  0)  dem  absoluten 
Betrage  nach  kleiner  als  -r-  gemacht  werden  kann,  und  zwar  derart, 
daß  es  auch  so  bleibt,  wenn  x  sich  a  unbegrenzt  nähert,  so  hat  man 


n 

/■(«  +  0)  -2!»i(a  +  0) 

1 


^_\f(a  +  0)-f(x)\  + 


n 

fix)  -^u,ia  +  0) 

1 


<B. 


Also  ist  f{a  +  0)  =  Wi(a  +^0)  +  w,(a  +  0)  +  u^{a  +  0)  H . 

322«  Theorem  rv.  Wenn  eine  Reihe  von  stetigen  Funk- 
tionen gleichmäßig  konvergiert,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 
eine  stetige  Funktion. 

In  der  Tat  ist 


V 


f{a)  «^'t.,(a),      f{a  ±  0)  ^2j  <^  ±  ^)' 


r 
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Die  zweite  Gleicliiuig  kann  man  auf  Gnind  der  gleiclunäßigen  Kon- 
vergenz nnd  des  vorigen  Theorems  behaupten.  Andererseits  hat  man 
wegen  der  Stetigkeit  der  Glieder 

Ui{a)^Ui{a±0),    mithin    f{a)^f(a±0). 

Also  ist  f(x)  eine  stetige  Funktion. 

323.  Theorem  Y.  Wenn  die  Deriyierten  der  Glieder  einer 
konvergenten  Reihe  von  Funktionen  eine  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihe  bilden^  so  ist  die  Summe  dieser  Reihe  die 
Derivierte  der  Summe  der  ersten  Reihe. 

Wir  beschranken  uns  darauf,  z.  B.  die  rechtsseitigen  Derivierten  zu 
betrachten,  und  bemerken  folgendes:  Wenn  a  dem  Intervalle  angehört^ 
in  welchem  die  gleichmäßige  Konvergenz  stattfindet,  und  man  h  hin- 
reichend klein  wählt,  damit  a  +  h  in  dasselbe  Intervall  fallt,  so  kann 
man  immer  zu  jeder  positiven  Zahl  €  eine  von  x  unabhängige 
Zahl  V  finden  derart,  daß  fOr  n  ^  v 


OD 


^'^c^) 


«+1 


<i« 


ist  f&r  alle  Werte  von  x,  die  in~  (a,  a  +  h)  gewählt  sind.    Daraas  folgt 


♦+i 


< 


00 


2<(^) 


r+1 


+ 


«+1 


<ie- 


ISsa  setze  nnn  znr  Abkürzung 


.V  !««<(«+*) 


««(«) 


-«/(«)) 


und  bemerke,  daß  man  bei  Anwendung  des  Lagrangeschen  Theorems 
(§  306)  auf  die  Summe  der  Zuwachsverhältnisse,  die  in  den  n  —  v 
letzten  Gliedern  auftreten,  erhält 


»+1 


wo  I  großer  als  a  und  kleiner  als  a  +  %  ist.    Hat  man  nun  v  in  der 
vorhin  angegebenen  Weise  fixiert,  so  ergibt  sich  zunächst 


<i«. 


Bemerkt  man  femer,  daß 

hm  -^^-^—y '-^  =  Mi  (a) 


AsO 


17* 
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ist;  so  kann  man  h  hinreicliend  yerkleinem^  damit  |  <^y  |  <  ^  £  wird. 
Daraus  ergibt  sich  |  <7^  |  <  £  für  beliebig  großes  n  und  beliebig  kleines 
positives  h.  Läßt  man  jetzt  nnter  Festhaltang  von  v  nnd  h  in  6^ 
den  Index  n  ins  Unendliche  wachsen^  so  erhält  man  wegen  der  Eon- 
yergenz  der  beiden  betrachteten  Reihen 


f(a  +  Ä)  -  /•(«) 


h 


-  ^<(fl) 


^«; 


mithin  ist 


^^n^  +  ^l-m^P^^a), 


d.  h.  f\a)  =  w/(a)  +  u^\a)  +  u^{a)  +  •  •  • . 

324.  Bemerkungen,  a)  Die  letzten  drei  Theoreme  füllen  zum 
Teil  die  in  den  §§  263^  267^  285  gelassenen  Lücken  aus^  insofern  sie 
unfi  unendlich  viele  Fälle  angeben,  in  welchen  die  den  Grenzwert 
oder  die  Stetigkeit  oder  die  Derivierbarkeit  einer  Summe  von 
Funktionen  betreffenden  Sätze  bestehen  bleiben,  obwohl  diese  Funk- 
tionen in  unendlicher  Anzahl  vorhanden  sind.  Damit  ist  aber  nicht 
ausgeschlossen,  daß  jene  Sätze  auch  in  andern  Fällen  gelten  können. 

b)  Jede  stetige  Funktion  ist  durch  eine  gleichmäßig  konvergente 
Reihe  darstellbar.  In  der  Tat,  man  bilde  irgend  eine  Folge  von 
Zahlen  a^ ,  o^ ,  a;^ ,  . . . ,  die  nach  Null  konvergieren,  und  setze 
u^  =  f{x  +  «i)  und  u^  =  f{x  +  aj  —  f{x  +  a,_i).  Die  Summe  der  n 
ersten  Glieder  der  Reihe  «^  tJ-  t«2  +  Wj  +  •  •  •  ist  /),(a;)  =  /'(a;^+  aj,  nnd 
man   hat   lim  f^{x)  =  f{po).     Also  ist  die  Reihe  konvergent  und  ihr 


nsQo 


Rest  9,  {x)  =  f{x)  —  f{x  +  a^).  Dies  vorausgeschickt  kann  man  immer, 
wenn  die  positive  Zahl  £  beliebig  gegeben  ist,  auf  Grund  des  Cantor- 
sehen  Theorems  (§  279),  da  f{x)  stetig  ist,  h  derart  bestimmen,  daß 
die  Differenz  f{x;)  —  f{(xf')  absolut  genommen  kleiner  als  b  ist,  sobald 
\x  —  x'\<i  Ä.  Daraus  folgt,  wenn  man  v  hinreichend  groß  wählt,  da- 
mit immer  |  a^  |  <  Ä  bleibt  für  n  >  r,  |  ^>^{x)  \  <  s  für  eben  diese  Werte 
von  n,  die  größer  als  die  von  x  unabhängige  Zahl  v  sind.  Die 
stetige  Funktion  f{x)  ist  auf  diese  Weise  dargestellt  als  Summe  der 
gleichmäßig  konvergenten  Reihe 

c)  Dagegen  sagt  ims  das  Theorem  lY,  daß  eine  unstetige  Funk- 
tion niemals  durch  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe  von  stetigen 
Funktionen  darstellbar  ist.  So  bietet  z.  B.  die  Summe  der  Reihe  (2) 
eine  gewöhnliche  ünstetigkeit  links  von  rv  -»  1,  imd  dies  genügt,  um 
behaupten  zu  können,  daß  die  Reihe  nicht  gleichmäßig  konvergiert. 
Man  darf  aber   nicht   glauben,   daß   umgekehrt   die   nicht   gleich- 
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mäßige  Eon?ergeiiz  ein  sicheres  Anzeichen  von  Unstetigkeit 
for  die  Summe  der  Beihe  ist.  Es  genüge  das  Beispiel  der  Reihe  (3), 
welche  als  Summe  die  stetige  Funktion  x  hat,  während  sie  nicht 
gleichmäßig  konvergiert. 

d)  Analog  zeigt  das  Theorem  Y,  daß  die  gleichmäßige  Konver- 
genz der  derivierten  Reihe  hinreichend  ist,  um  behaupten  zu  können, 
daß  die  Derivierte  der  Summe  der  ursprünglichen  Reihe  existiert  und 
gleich  der  Summe  der  Derivierten  ihrer  Glieder  ist.  Aber  diese  Be- 
dingung ist  nicht  notwendig,  da  es  Reihen  gibt^),  die  man  glied- 
weise derivieren  darf,  obwohl  die  zugehörigen  Reihen  der  Derivierten 
nicht  gleichmäßig  konvergent  sind.  Es  ist  femer  leicht  ein  Beispiel 
für  "eine  Reihe  zu  geben,  bei  welcher  die  gliedweise  Derivation  nicht 
erlaubt  ist.  So  hat  die  Reihe  (1)  die  Summe  1,  und  man  erhält, 
indem  man  deri viert,  die  Relation  \  ^  {1  —  x)  +  {x—- x^)  -\-  {x^—a^)-] — , 
die  für  a:  =  1  unrichtig  ist.  Das  rührt  eben  von  der  nicht  gleich- 
mäßigen Konvergenz  der  letzten  Reihe  her. 


Bntwiokelnngeit  in  Potensreihen. 

325.   Von  besonderer  Wichtigkeit   ist  für  uns   die  Darstellung 
der  Funktionen  durch  Potenzreihen: 

(5)  f{x)  =  ao  -f  a^x  +  o^a?*  +  a^a?  H . 

Für  solche  Reihen  ist  grundlegend  das  folgende  Theorem:  Eine 
Potenzreihe  konvergiert  absolut  und  gleichmäßig  in  dem 
Intervalle  (— a,  a),  höchstens  die  Grenzen  ausgeschlossen, 
wenn  für  x^  a  ihre  Glieder  eine  endliche  Wertmenge  bilden. 
Man  bemerke  in  der  Tat,  daß  die  Reihe  sich  betrachten  läßt  als  ent- 
standen aus  der  Reihe   14 [--«  +  •••>  indem  man  deren  Glieder 

mit  den  Ghrößen  a^,  a^a,  a^a^,...  (die  nach  der  Voraussetzung  sämt- 
lich absolut  genommen  kleiner  sind  als  eine  feste  Zahl)  multipliziert. 
Da  diese  Reihe  in  (—  a,  a)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  absolut  und 
gleichmäßig  konvergiert  (§  320,  a),  so  läßt  sich  das  Gleiche  von  der 
vorgelegten  Reihe  behaupten  (§  318).  Offenbar  kann  die  angegebene 
Bedingung  erfüllt  sein,  wenn  die  Reihe  an  einer  Grenze  des  Inter- 
valles  nicht  konvergiert;  denn  es  kann  bei  unendlich  zunehmendem  n 
auch  vorkommen,  daß  a^t^  endlich  bleibt.  Es  ist  aber  sicher,  daß 
jene  Bedingung  immer  erfüllt  ist,  wenn  die  Reihe  an  einer  Grenze 
konvergiert.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  nämlich  wegen 
lim  a,a"  »  0  zunächst  zu  der  beliebig  gegebenen  positiven  Zahl  V  die 

1)  Siehe  ein  Beispiel  in  dem  „Resumä  du  Cours  d' Analyse*'  von  Mansion, 
n.  255. 
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kleinste  ganze  Zahl  v  bestimmen  von  der  Beschaffenheit^  daß  für  n>i/ 
immer  \%€^\<il'  ist,  tmd  dann  eine  hinreichend  große  Zahl  l  finden^ 
damit  man  für  n^v  hat  |a^tt"|  <2;  nnd  es  ist  klar,  daß  auch  fQr 
beliebiges  n  sein  wird  |  a„a"  \<ih  da  T  ^  |  a^a"  |  <  l  ist.  Daraus  folgt, 
daß  die  Reihe,  wenn  sie  an  einer  der  Grenzen  des  Intervalles 
(—  a,  a)  konvergiert,  auch  in  dem  ganzen  Intervalle  kon- 
vergiert mit  Ausschluß  höchstens  der  anderen  Grenze,  und 
zwar  ist  ihre  Konvergenz  in  diesem  Intervalle  gleichmaßig,  höchstens 
die  Grenzen  ausgeschlossen. 

326.  Eonvergeiusradias.  Es  kann  vorkommen,  daß  keine  posi- 
tive Zahl  a  existiert  von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Reihe  (5)  für 
x^  a  konvergent  ist.  In  diesem  Falle  ergibt  sich  sofort  aus  dem 
letzten  Theorem,  daß  die  Reihe  nur  für  x^O  konvergiert  (dies  gilt 
für  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Glied  n\of).  Es  kann  dagegen 
auch  vorkommen,  daß  es  Zahlen  a  gibt,  so  groß  als  man  wiU, 
in  welchem  Falle  die  Reihe  für  alle  Werte  von  x  konvergent  sein 

wird  (es  genüge  das  Beispiel  der  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  — 

ist).  Wenn  aber  fUr  einen  Wert  von  x  die  Reihe  nicht  konvergent 
ist,  so  ist  die  Menge  der  positiven  Zahlen  a  notwendig  endlich  und 
besitzt  daher  (§  172)  eine  obere  Grenze  p,  welche  kein  Maximum  zu 
sein  braucht.  Es  bilden  daher  die  Werte  von  Xy  welche  eine 
nach  den  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  konvergent 
machen,  ein  Intervall  {—  g,  q\  an  dessen  Grenzen  die  Konvergenz 
jedoch  aufhören  kann,  während  sie  im  Innern  immer  absolut  und 
gleichmäßig  ist.  Die  beiden  am  Anfang  betrachteten  Fälle  lassen  sich 
dem  allgemeinen  Falle  unterordnen.  Sie  entsprechen  den  Annahmen 
p  «=  0  und  Q  ^  CO.  In  allen  Fällen  heißt  die  Zahl  q  der  Konver- 
genzradius der  betrachteten  Reihe.     Bei  den  Reihen 


00 


y<H.   y^   v^ 


hat  man  Q  '^  1,  d.  h.  das  Konvergenzintervall  ist  bei  den  drei  Reihen 
(—  1,  1).  Während  man  aber  bei  der  ersten  beide  Grenzen  aus- 
schließen muß  und  bei  der  zweiten  nur  die  obere  Grenze,  konvei^ert 
nur  die  dritte  in  dem  ganzen  Intervall.  Mit  andern  Worten,  die 
Werte  von  x,  welche  die  drei  Reihen  konvergent  machen,  haben  bei 
der  ersten  Reihe  kein  Minimum  und  kein  Maximum,  bei  der  zweiten 
nur  ein  Minimum,  und  lassen  bei  der  dritten  ein  Minimum  und  ein 
Maximum  zu. 

327.   Bestimmimg  von  q.     Wird  die  Existenz  der  Zahl 


««-1 

11  =  00 


p  =  lim 

^  an 
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zugelassen,  so  laßt  sich  leicht  beweisen,  daß  dieselbe  gerade  der  Wert 
des  Konvergenzradius  ist.  Mau  betrachte  in  der  Tat  die  aus  den  ab- 
soluten Beträgen  u^  =  |  a^af*  |  der  Glieder  der  Reihe  (5)  gebildete 
Reihe  imd  bemerke,  daß  für  unendliches  n 


lim  J^«  lim 


'n-l 


X 


ist.  Bekanntlich  ist  (§  210,  a),  wenn  x\<,q  ist,  die  Reihe  der  u 
konyergenty  und  es  konvergiert  daher  (§  230)  die  Reihe  (5)  absolut. 
Daraus  folgt,  daß  der  Konvergenzradius  nicht  kleiner  als  q  ist.  Er 
kann  auch  nicht  größer  sein  als  p,  sonst  gäbe  es  in  dem  Eonver- 
genadnterrall  Werte  von  a;  >  (>,  f iir  welche  die  Konvergenz  der  Reihe  (5) 
absolut  wäre,  wie  das  im  Innern  des  genannten  Intervalls  immer  der 

Fall  ist,  während  andererseits  wegen  lim >  1   die  Reihe  der  abso- 


**n-l 


Inten  Beträge  der  Glieder   divergent  wäre   gegen  das  Theorem   von 
Dirichlet.     In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß,  wenn  die  Zahl' 

Q  ==  lim 


existiert,  dieselbe  der  Wert  des  Konvergenzradius  ist.     Man  braucht 
nur  zu  bemerken,  daß  für  unendliches  n 

'  X 


lim  yw^  «=  lim  y\  a^of^ \  = 

ist,  und  die  vorigen  Betrachtungen  zu  wiederholen,  indem  man  das 
Theorem  des  §  213  zu  Hilfe  nimmt.  Auf  diesem  Wege  gelangt  man 
auch  in  indirekter  Weise  dazu,  die  notwendige  Identität  (vgl.  142,  b) 
zwischen  den  betrachteten  Grenzwerten  zu  konstatieren.  Wenn  diese 
Grenzwerte  nicht  existieren,  so  kann  man  auf  das  folgende  Theorem 
rekurrieren. 

328.  Theorem  von  Hadamard.  Wenn  die  Zahlen  y\aj  für 
n  =»  1,  2,  3,  . . .  eine  endliche  Menge  bilden,  so  mißt  die  in- 
verse  Zahl  ihres  größten  Grenzwertes  den  Konvergenzradius 
der  Reihe  a^H-  a^x  +  a^x^  H .  ^) 

In   der  Tat,   wenn  man   den  genannten  Grenzwert,   der   immer 

existiert  (§  175),  mit  —  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich  (§  178)  von 
den  Ungleichheiten 

die  erste  f&r  alle  Werte  von  n  erfüllt,  die  größer  als  eine  bestimmte 


1)  „Sor  le  rayon  de  convergence  des  s^risB  ordonn^es  snivant  les  puissances 
d'une  variable"  (Gomptes  rendns  de  TAcad^mie  de  Paris,  18S8,  p.  269). 
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ZaU  sind^  die  zweite  für  gewisse  Werte  Yon  n,  die  beliebig  groB 
sind.  Nimmt  man  nun  in  der  gegebenen  Beibe^  deren  allgemeines 
Glied  u,  »  a.of  ist,  an  |a;|<(>;  so  kann  man  zwischen  \x\  und  q 
eine  Zahl  qg  einschalten.  Wählt  man  femer  l  derart ,  daß  g»  |^|2 
ist,  so  hat  man  von  einem  bestimmten  Wert  von  n  ab  immer 


und  die  vorgelegte  Reihe  konvergiert  daher  absolut,  da  ihre  Glieder 
dem  absoluten  Betrage  nach  schließlich  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  konvergenten  geometrischen  Progression 
1  +  3^  +  2*  +  •  •  •  •  Wenn  dagegen  |  a?  |  >  (>  ist,  so  kann  man  l'  derart 
wählen,  daß  1  =»  |  o;  |  •  T  ist,  und  man  wird  immer  noch  Werte  von  n 
antreffen,  für  welche 


/Rl==kl-yTO>i,  hj>i 

ist.  Daraus  folgt  in  diesem  Falle,  daß  die  Reihe  nicht  konvergent 
ist,  da  die  für  die  Konvergenz  notwendige  Bedingung  lim  u^  =  0 
nicht  erfüllt  sein  kann.  Also  ist  g  die  obere  (Frenze  der  Werte  von 
\x\,  für  welche  die  betrachtete  Reihe  konvergiert.  Man  bemerke 
schließlich,  daß  es,  um  ^  =  oo  zu  haben,  notwendig  und  hinreichend 
ist,  daß  der  größte  Grenzwert  (und  folglich  auch  der  kleinste  Ghrenz- 

wert)  von  )/|a^|  null  ist.    Also  ist  liin  / 1  »^  |  =  0  die  notwendige 


nsoo 


und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Reihe 

Oq  +  a^x  +  a^x^  +  . . . 
für  alle  Werte  von  x  konvergiert. 

329.    Derivation.     Wir   gehen  jetzt   dazu    über,    die    aus    den 
Derivierten  der  Glieder  der  Reihe  (5)  gebildete  Reihe  zu  betrachten: 

(6)  g{x)  =  aj  +  2a^x  +  Za^x^  +  A:a^a^  H . 

Der  Konvergenzradius  g  dieser  Reihe  kann  nicht  großer  sein  als 
der  Radius  g  der  Reihe  (5),  da  mit  unendlich  zunehmendem  n  das 
allgemeine  Glied  na^Tf^"^  der  Reihe  (6)  schließlich  absolut  genommen 
immer  größer  ist  als  das  Glied  a^sf^  der  Reihe  (5).  Andererseits 
lege  man  x  irgend  einen  positiven  Wert  §  bei,  der  kleiner  ist  als  g^ 
aber  beliebig  nahe  an  g  liegt,  und  man  wähle  eine  Zahl  a  zwischen 
I  und  g.  Da  die  Reihe  (5)  für  x^a  konvergent  ist,  so  hat  man 
lima^a"  =  0,  mithin  (§  318)  konvergiert  die  Reihe  (6)  in  (—6»  6) 
absolut  und  gleichmäßig,  da  man  sich  denken  kann,  daß  sie  aus  der 

Reihe  1  +  2^  +  3-^  +  •  •  •,  deren  Konvergenz  (§  320,  a)  für  |a:|  <a 

absolut  und  gleichmäßig  ist,  durch  Multiplikation  mit  den  Größen 
Oj,  Ol«,  o^tt',  ...   entstanden   ist,   welche   eine   endliche  Wertmenge 
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bilden.  Also  kann  q  niclit  kleiner  sein  als  q.  Daraus  folgt;  daß 
die  Beilie  (6)  dasselbe  EonYergenzinterrall  wie  (5)  zuläßt^  höchstens 
mit  Ausschluß  der  Grenzen^  in  welchen  die  Deriyation  begreiflicher- 
weise Divergenz  oder  Unbestimmtheit  hervorrufen  kann,  während  im 
Innern  unverändert  die  absolute  und  gleichmäßige  Konvergenz  be- 
stehen bleibt.  Auf  Grund  dieser  Gleichmäßigkeit  können  wir  be- 
haupten (§  323),  daß  g{x)  die  Derivierte  von  f{x)  ist;  und  da 
dieser  Schluß  für  jede  Potenzreihe  gilt,  so  wird  es  erlaubt  sein,  ihn 
auf  die  Reihen  anzuwenden,  die  man  durch  successive  gliedweise 
Derivation  der  Reihe  (6)  erhält,  sodaß  man  hat 


«  00 


1  2 

r»-.^n(n- l)(«-2)o,a!-»,  ... 

s 
Ans  diesen  Relationen  und  aus  (5)  ergibt  sich  sofort  fär  o; »  0 

/'(0)  =  «o,   r(0)  =  «i,   r(0)  =  2a„   r(0)  =  6a„    ..., 

und  man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  dem  wichtigen  Schluß:  Wenn 
eine  Funktion  f{x)  durch  eine  Potenzreihe  darstellbar  ist, 
so  ist  diese  notwendig 

(7)  m  - m + f r(o) + ^r (o) + ^^^n^i) + •  •  • . 

Wir  besitzen  somit  bereits  eine  Regel  zur  Entwickelung  einer  ge- 
gebeuen  Funktion  in  eine  Potenzreihe.  Aber  wir  haben  noch  nicht 
das  Recht  sie  anzuwenden,  da  uns  ein  Kriterium  fehlt,  welches  unff 
jedesmal  der  Legitimität  einer  solchen  Entwickelung  versichert.  Diese 
Lücke  wird  sofort  ausgefUlt  werden. 

330.  Formeln  von  Taylor  und  Mao-Laurin.  Man  kann  (7) 
eine  allgemeinere  Form  geben,  indem  man  zunächst  f{x)  in  f{x  +  a) 
und  dann  x  in,  x  —  a  verwandelt,  Auf  solche  Weise  erhält  man  die 
Entwickelung  von  f{x)  in  eine  Reihe,  die  nach  den  Potenzen  von 
X  —  a  fortschreitet: 

(8)  /•(«)-/•(«) +^r(a)+^V»+¥^V»  +  ---. 

Um  über  die  Legitimität  einer  solchen  Entwickelung  entscheiden  zu 
können,  ist  man  immer  berechtigt  zu  setzen 

(9)   /^(x)-f(a)  +  5:p^r(a)  +  ^^r(a)  +  -  +  ^^^^/^-'>(«)  +  B. 
und  dem  Rest  i2^  die  Form  zu  geben 

-"*="    (n— l)lir    ' 
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WO  V  eine  beliebige  positive  Zahl  ist  und  q>  eine  gewisse  Funktion 
von  X,  die  auch  von  n  und  von  v  abhängt.  Wir  wollen  die  Existenz 
der  n-ten  Derivierten  von  f(x)  in  einem  ganzen  Intervall,  in  welches 
a  fäUt;  zulassen  und  in  diesem  Intervall  für  den  Augenblick  eine 
andere  Zahl  b  fixieren,  um  dann  die  Funktion 

zu  betrachten.  Nach  (9)  hat  man  F(a)  =  /*(&),  und  es  ist  femer  er- 
sichtlich, daß  F(b)  =  f{b)  ist.  Also  nimmt  die  Funktion  F(x)  an 
den  Grenzen  von  (a,  b)  gleiche  Werte  an,  und  ihre  Derivierte  muß 
daher  (§  303)  für  einen  Wert  |,  der  in  diesem  Intervall  liegt, 
verschwinden.     Nun  gibt  eine  leichte  Rechnung 

Drückt  man  daher  aus,  daß  diese  Funktion  für  o; » |  den  Wert  0 
annimmt,  so  findet  man  den  Wert  von  g>(b)]  und  endlich  erhält 
man,  nachdem  man  wieder  :r  an  die  Stelle  von  b  gesetzt  hat, 

WO  6  zwischen  a  und  x  enthalten  ist.  Setzt  man  ^^(l  —  6)a  +  0x, 
wobei  0  zwischen  0  und  1  enthalten  ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

Die  Formel  (9),  vervollständigt  durch  diesen  Ausdruck  des  Restes, 
heißt  die  Taylorsche  Formel.  Im  besondem  findet  man  für  i/ »»  n 
und  1/ »  1  die  folgenden  Ausdrücke  für  den  Rest,  welche  bezüglich 
von  Lagrange  und  von  Gauchy  herrühren: 

Die  Form  von  Lagrange  ist  unzweifelhaft;  die  einfachste,  gestattet 
aber  nicht  immer  sich  von  dem  Verhalten  von  R^  Rechenschaft  zu 
geben,  wenn  n  unendlich  zunimmt.  Man  greift  alsdann  zu  der  Form 
von  Gauchy.  Aber  auch  diese  ist  in  manchen  Fällen  nicht  hin- 
reichend, und  man  ist  dann  gezwungen,  sich  der  aUgemeinen  Form 
zu  bedienen.  Jedenfalls  hat  man,  wenn  eine  Funktion  f(x)  gegeben 
imd  der  eine  oder  andere  Ausdruck  von  E^  gebildet  ist,  und  wenn 
man  erkennt,  daß  derselbe  für  unendliches  n  nach  Null  konvergiert^ 
das  Recht,  f(x)  in  eine  Reihe  nach  der  Formel  (8)  zu  entwickeln. 
Im  besondem  gelangt  man  für  a  =  0  wieder  zu  der  Entwickelung  (7). 
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Wir  können  aber  jetzt;  indem  wir  in  (9)  a  »  0  setzen,  mit  größerer 
Genauigkeit  und  Allgemeinheit  schreiben^  auch  wenn  f{x)  nicht  durch 
eine  Potenzreihe  darstellbar  ist, 

(10)  /•(a;)=./-(0)  +  f  r(0)  +  ^r(0)  +  •  •  •  +  (^/""'KO)  +  K, 

WO 

oder  allgemeiner 

ist.  Die  Formel  (10) ,  TervoUständigt  durch  einen  von  diesen  Aus- 
drücken des  Bestes,  ist  die  Mac-Laurinsche  Formel.  Wenn  wir 
nun  auf  das  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  Gesagte  Bezug 
nehmen,  so  erkennen  wir,  daß  wir  dahin  gekngt  sind,  in  der  Unter- 
suchung  Yon  22^  für  unendliches  n  ein  Mittel  zu  besitzen,  um  ge* 
gebenen  Falles  zu  beurteilen,  ob  die  Entwickelung  (7)  legitim  ist. 

331.  Bemerkungen,  a)  Man  glaube  nicht,  daß  die  Konvergenz 
der  Reihen  von  Taylor  oder  von  Mao-Laurin  genügt,  damit  die  ent- 
sprechenden Entwickelungen  legitim  seien.  Es  kann  z.  B.  sehr  wohl 
vorkommen,  daß  die  Reihe  (7)  konvergent  ist,  aber  nicht  f{x)  dar- 
stellt. Man  muß  in  der  Tat  beachten,  daß  iZ^  nicht  der  Rest  der 
Reihe  ist,  sondern  einfach  die  Differenz  zwischen  f{pc)  und  der 
Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (7),  und  daß  daher  nichts 
hindert,  daß  12,  für  unendliches  n  einem  Grenzwert  g{ic)  zustrebt, 
der  nicht  bestuidig  gleich  NuU  ist,  in  welchem  Falle  die  Reihe 
nicht  f{x)j  sondern  f{pc)  —  g{pc)  darstellen  würde.  Da  die  Ent- 
wickelung von  f{x)  —  g  (x)  nur  in  der  einen  durch  (7)  angegebenen 
Weise  statthaben  kann,  so  ist  g(x)  keine  beliebige  Funktion,  sondern 
so  beschaffen,  daß  sie  für  x  =^0  mit  allen  ihren  Derivierten  ver- 
schwinden muß;  und  gerade  diese  Verpflichtung,  unendlich  vielen  Be- 
dingungen zu  genügen,  macht  die  Existenz  derartiger  Funktionen  g 
äußerst  schwierig.     Man  hat  jedoch  ein   einfaches   Beispiel   in   der 

-- L 
stetigen  Funktion  g(x)=^e  **,  welche  för  a;  =  0  notwendig  gleich 

Null  ist     Zunächst  bemerke  man  unter  Berufung  auf  ein  früheres 

Resultat  (§  312,  a),  daß 

g\0)  » lim?^^^=i^  « ]imcrU~'  «  um  z^e-'  =  0 

«asO  ^  «asO  «ssoo 

ist.  Es  ist  femer  leicht  zu  zeigen,  daß,  wenn  für  ;r  =  0  die  Funktion 
5f(*)  null  ist,  auch  ^'•+*)  verschwindet.  In  der  Tat  führen  die  successiven 
Derivationen  von  ^  für  o;  ^  0  zu  Resultaten  von  der  Form 
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-«6   *■, 


und  es  ist  daher 


XssO  «ssflO 


b)  Eine  andere  Bemerkung  erweist  sich  in  verschiedenen  FäUen 
als  nützlich,  insofern  sie  die  direkte  Prüfung  des  Verhaltens  von  jR^ 
für  unendliches  n  überflüssig  macht.  Wir  haben  gesagt,  daß  es,  um 
über  die  Legitimität  der  Entwickelung  (7)  sicher  zu  sein,  unerläßlich 
ist  zu  konstatieren,  nicht  daß  die  Reihe  konvergiert,  sondern  daß  R^ 
der  Null  zustrebt.  So  oft  es  nun  aber  gelingt,  sich  zu  vergewissern, 
daß  die  n-te  Derivierte,  mag  auch  n  unendlich  zunehmen,  in  dem 
Intervalle  (0,  x)  endlich  bleibt,  ist  jene  Bedingung  erfüllt  und  die 
Entwickelung  legitim.  Um  dies  zu  beweisen,  braucht  man  sich,  da 
der  absolute  Betrag  von  f^^\Ox)  bei  zunehmendem  n  eine  feste  Zahl 

nicht  übertreffen  kann,  nur  daran  zu  erinnern  (§  147),  daß  —  nach 
Null  konvergiert 

332.  Übungen,  a)  Die  n-te  Derivierte  von  f{x)^ef^  ist  /^"^(«)  =  «*, 
eine  in  jedem  Intervalle  und  für  jedes  n  endliche  Funktion  (da  sie  von  n 
nicht  abhftngt).  Es  ist  also  unnötig  den  Ausdruck  von  R^  zu  unter- 
suchen, da  wir  auf  Grund  der  letzten  Bemerkung  a  priori  sicher  sind, 
daß  B^  nach  NuU  konvergiert,  wenn  n  ins  Unendliche  zunimmt.  Nun 
hat  man  /"(••>(0)  =-  1  und  folgUch  (vgl.  §  184) 

^  ^   1   ^12^1. 2. 3^1- 28-4^ 

fOr  jeden   Wert  von  x.      In   analoger  Weise    erhftlt   man    die  folgenden 
Entwickelungen : 


cosa; 


05*      ,     «*  X*      .     05* 


b)    Für   /'(aj)=-6**^'co8(a?8ina)    oder   /*(rc)  «=  c***'*sin(a;8ina)    ist, 
wie  wir  wissen  (§  292,  e),  bezüglich 

/t")(a;)  «=  c*****'cos(na  +  aJsina),     /^"^(a;)  =  e*«**«sin(na  +  jcsina), 

sodaß  f^\0)  «  coswa  bezw.  /^"^(O)  »  sin  na  ist,  mithin 

X  X  X 

c**»»«co8(a;8ina)  =  1  +  — cosa  +  :r-5C0s2a  +  ^    ,   ,  cos 8 a  +  ■  •  -i 

X  X  X 

c*~"«8in(a:sina)  =  -r-sina  +  :;— irsin2a  +  ^    o   » sin 3 a  +  •  •  •• 


Diese  Formeln  schließen  die  früheren  ein  für  a  »  0  und  a  —  -^  •  Man 
findet  femer  die  Entwickelungen  von  e^cosx  und  e^sinx,  wenn  man 
a  =  -j  setzt  und  x  in  o?}^  verwandelt,  u.  s.  w. 
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c)  Für  f(x)  —  log  (1  +  «)  erhalt  man 

r     W       ».      ^)       (i  +  a;)-'        n!  nl 

Mithin  iat 

log(l  +  «)-*-^  +  ^-...  +  (-l)-^  +  B„ 

WO 

B.  _  tip  L±^-  ^  «.  _  fcijr^  (-1^)"-  ■ 

*  fi        \i -f- crflj/  "•         .L-\-ux     \l-|-craj/ 

ist.  Ffir  a;>l,  wie  für  o?^ — 1,  können  wir  uns  die  üntersnchung 
der  Ausdrücke  des  Bestes  ersparen,  da  man  direkt  sieht  (§  218,  a),  daß 
in  diesen  F&Uen  die  Reihe  nicht  konvergiert      Nimmt  man  an,    daß   x 

nicht  größer  als  1,  aber  positiv  ist,   so  ist  das  YerhältniB       .  ^     kleiner 

als  a;  <!  1,  mithin  bleibt  seine  n-te  Potenz  endlich,  während  —  nach  Null 

konvergiert.  Daraus  folgt  bei  Anwendung  der  ersten  Form  des  Bestes 
lim  R^  =  0,  Dagegen  muß  man  für  ein  o;,  welches  größer  als  —  1 ,  aber 
negativ  ist,  zu  der  zweiten  Form  des  Bestes  greifen,  da  die  erste  nicht 
erkennen  läßt,  wie  sich  B^  für  unendliches  n  verhält.     Da  nun  aber  die 

Verhältnisse   ^   ,  ^      und    ^   ,  ^      bezüglich  kleiner  als  -t—, —   und    als    1 

1 -|- oa?  \-\-ux  °  \-\-x 

bleiben,  während  af^  nach  Null  konvergiert,  so  ist  auch  in  diesem  Falle 
offenbar  limÄ  »=  0.  Also  ist  (vgl.  §  186)  in  dem  Intervalle  (—1,  l) 
mit  Ausschloß  der  unteren  Grenze 


aj'    .    ä'        05* 


log(l  +  a:)  —  a?  -  -g-  +  -y-  —  -^  +  •  •  • . 

d)    Um   die   Funktion   y » arctga;    in    eine    Beihe    zu    entwickeln, 
wollen  wir  uns  daran  erinnern  (§  292,  e),  daß  die  n-te  Derivierte 

(n  —  1)1  cos"y  •  sinn (y  +  yJ 

ist     Der  Best  der  Mac-Laurinschen  Beihe   in    der  Form   von   Lagrange 

ist  das  Produkt  von  —  mit   einer  Qröße,    die    endlich   bleibt  ohne  nach 

Null  zu  konvergieren,  folglich  konvergiert  B^  nach  NuU  nur  in  dem  FallQ, 
wo  der  absolute  Betrag  von  x  die  Einheit  nicht  übertrifft.  Unter  dieser 
Voraussetzung  liefert  die  Formel  von  Mac-Laorin 

arctgj;  —  05  —  \s?  +  ^aJ^  —  ^x'  +  •  •  •. 

Diese  Formel  ist  benutzt  worden,  um  it  zu  berechnen.  An  den  Grenzen 
des  Eonvergenzintervalls  liefert  sie 

4  8^6  7   ^         » 

kann  aber  so  nicht  zu  der  genannten  Berechnung  dienen,  da  die  Beihe 
sehr  langsam  konvergiert.    Es  würden  24000  Glieder  nötig  sein  (§  196,  o), 
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um  vier  Decimalstellen  genau  zu  erhalten.  Eine  sehr  yorteilhaftie  Formel 
ist  von  Machin  angegeben  worden.     Es  sei  tga  =  ^,  mithin 

—  6  ~  120  1 

Wenn  man  bemerkt,  daß  tg4a  die  Einheit  etwas  übertrifft,  wird  man 
dazu  geführt  zu  setzen  4a  =  -T-  +  /J,  wo  ß  sehr  klein  ist.     Übrigens  ist 

a         A  *  4.«Ä         tgitt—  1  TO  ^ 

^  =  4«--,     tgß^,^^^—^^---^^^—. 

Da  also  ~  =  4a  —  /J  =  4arctg-T —  ^"^^039  ^»  ^^  ^*^  °^""^ 

_16/         _4__      _£ ^^_L.       \ 

'^        6\  8- 100  "^  6. 100«        7. 100«"^  / 

_  A/i  1  ,  1 L__4.        \ 

239  \  8  •  57121  "•"  6  •  57121«        7  •  57121»  "^         / 

Unter  Benutzung  dieser  Formel  gelang  es  W.  Shanks  n  bis  auf  707 
Decimalstellen  zu  berechnen.  Die  ersten  30  kann  man  sich  leicht  mit 
Hilfe  der  folgenden  Verse  merken: 

Que  j'  aime  a  faire  apprendre  un  nombre  utile  aux  sagesi 
Immortel  Archim&de,  artiste  ing^nieur, 
Qui  de  ton  jugement  peut  priser  la  valeur? 
Pour  moi  ton  probleme  eut  de  pareils  avantages. 

Wenn  man  jedes  Wort  durch  die  Anzahl  der  Buchstaben  ersetzt,  welche 
es  bilden,  so  findet  man 

Ä  =  3,141592653589793238462643383279  . . . 

Zwei  weitere  Ziffern  kann  man  hinschreiben,  wenn  man  sich  an  die  Be- 
merkung von  Catalan^)  erinnert,  daß  eine  solche  poetische  Arbeit  nicht 
fortgesetzt  werden  könnte,  weil  nach  einer  weiteren  5  eine  Null  auftritt. 
Viel  nützlicher  ist  es  aber,  einen  Näherungswert  von  jt  zu  kennen,  den 
man  geometrisch  verwerten  kann.  So  findet  man,  wenn  man  sich  in 
7C^  =  9,8696044  .  .  .  auf  die  vier  ersten  Decimalstellen  beschränkt,  für  tc 

den  Wert  0,26  •  "j/liö  =  3,141591953  .  . . ,  dessen  geometrische  Deutung 
(unter  Benutzung  der  Bemerkung,  daß  146  =»  5*  +  11*  ist)  eine  durch- 
aus genügende  Rektifikation  des  Kreises^  gibt,  insofern  man  sich 
bei  ihrer  Anwendung  um  ungefähr  ein  Millimeter  irren  würde  auf 
einem  Kreise  von  einem  Kilometer  Durchmesser. 

e)  Wir  stellen  uns  schließlich  noch  die  Aufgabe,  (1  -|-  x)^  in  eine 
Potenzreihe  zu  entwickeln.     Die  n-te  Derivierte  dieser  Funktion  ist 


1)  „Nouvelle  CorreBpondance  mathämatique*^,  t.  V,  p.  44. 

2)  Sie  wurde  vorgeschlagen  von  Specht  in  „Grelles  Journal**,  Bd.  m,  S.  88. 
Eine    andere    Konstruktion,    welche    für  n    den    weniger   angenäherten   Wert 

4  —  2l/2  +  |yl[  +  ^/6  =  3,14277  . . .  liefert,  ist  kürzlich  vorgeschlagen  worden 
von  G.  Peirce  im  „Bulletin  of  the  American  Math.  Society**  (July,  1901,  p.  487). 
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/'(")(a?)  «  m{fn  -  1) (m  -  2)  . . .  (m  -  «  +  l)(l  +  x)*»-", 
mitliiii  gibt  die  Formel  (7) 

(11)     (l+x)"=l+^x  +  '^f^ic«  +  '"^"'7.a^.^"~'^«'  +  ---. 

SO  oft,  die  Beihe  auf  der  rechten  Seite  als  konvergent  vorausgesetzt,  außer- 
dem för  unendliches  n  ist  liml2,  »0.  Wir  werden  sogleich  sehen,  daß 
diese  Bedingung  immer  erfüllt  ist,  wenn  die  Beihe  konvergiert,  voraus- 
gesetzt, daß  die  linke  Seite  eine  Bedeutung  hat,  zu  welchem  Zwecke  man 
ausschließen  muß,  daß  m  =  0  und  gleichzeitig  x=^  —  1  ist.  Wir  werden 
auch   ein  f!tr  allemal  beiseite  lassen  den  trivialen  Fall  m  »  0,  da  man 

sofort  sieht,  daß  (ll)  in  diesem  Falle  besteht,  welches  auch  x^—1 
sein  mag.  Dies  vorausgeschickt  nehmen  wir  den  Best  in  der  Form  von 
Caucliy  an: 

■r»  /^    •    fl   \«,    1     /  1  —  ö  \«    (m  —  1)  (m  —  2)  •  • .  (m  —  n)   _ 

Man  beachte,  daß  -K^^i  auf  diese  Weise  in  drei  Faktoren  zerlegt  ist, 
deren  letzter  das  allgemeine  Glied  der  zu  dem  Exponenten  m  —  1  ge- 
hörigen Binomialreihe  ist,  einer  Beihe,  die  (§  322)  für  |  x  |  <  1  bei  be- 
liebigem m  konvergiert,  femer  auch  für  oj  =»  —  1  und  in  ^  1,  sowie  für 
X  =  1  und  m  >  0.  In  allen  diesen  Fällen  bleiben  die  beiden  ersten 
Faktoren  endlich,  während  der  dritte  als  allgemeines  Glied  einer  konver- 
genten Beihe  der  Null  zustrebt,  und  es  ist  daher  limjß,^j»0.  Wir 
haben  also  nur  noch  die  FäUe  zu  untersuchen,  in  welchen  die  zweite 
Reihe  nicht  konvergent  ist,  während  die  erste  konvergiert  Es  sind  dies 
zwei  Fälle,  die  den  Annahmen  x^  —  1  mit  0  <  m  <  1  und  o;  »=  1  mit 
—  1  •<  in  <  0  entsprechen.  Im  ersten  Falle  enthält  der  Ausdruck  von 
I^^^x  ™  ersten  Faktor  (1  —  0)*^"^,  und  man  kann  nicht  mehr  sicher 
sein,  daß  derselbe  endlich  bleiben  wird,  da  der  Exponent  m  —  1  negativ 
ist  und  d,  wenn  es  auch  kleiner  als  1  bleibt,  sich  der  1  unbegrenzt 
nähern  könnte,  wenn  n  unendlich  zimimmt.  Im  zweiten  Falle  ist  es  der 
dritte  Faktor,  der  nicht  mehr  nach  Null  konvergiert,  da  sein  absoluter 
Betrag 

(»-T)('-l)-('-f)>i— ('+4+-+1) 

mit  n  ins  unendliche  wächst.  In  diesem  letzten  Falle  {x  »  1)  hilft  man 
sich  sofort,  indem  man  B^  in  der  Form  von  Lagrange  annimmt: 

^«  1.2.3-..n  K^-T^) 

Der  Faktor  (l  +  ö)*"""  bleibt,  wie  auch  0  mit  n  variieren  mag,  zwischen 
0  und  1  enthalten,  während  der  andere  Faktor  als  allgemeines  Glied  der 
betrachteten  Beihe  nach  Null  konvergiert.  Also  ist  lim  i^^  -»  0.  In  dem 
andern  Falle  {x=^  —  1)  endlich  kann  keine  von  den  beiden  speziellen 
Formen  des  Bestes  dazu  dienen,  zu  erkennen,  daß  derselbe  nach  Null 
konvergiert     Nimmt  man  in  der  Tat  den  allgemeinen  Ausdruck 
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80  sieht  man  sofort,  daB  man  nicht  sicher  sein  kann,  daß  der  Faktor 
(l  — .  ö)"*-*'  endlich  bleibt,  außer  wenn  v  ^  w  <  1  ist.  Setzt  man 
V  s  n»,  so  fällt  0  heraus,  und  man  gelangt  zur  genauen  Kenntnis  des 
Bestes: 

«.«  — {.-t)('-t)-(i-t)- 

t 

Offenbar  hat  man,  da  m  positiv  und  kleiner  als  1  ist, 

und  es  ist  daher  limiS^^^  =»  0.  Wir  haben  also  nicht  nur  das  Becht, 
als  Spezialfall  von  (11)  ft!b:  ^  —  —  .1  zu  schreiben 

.        m       m{m  —  1)       fn{fn  —  1)  (w  —  2)  ^ 

^  ~  T  +  -^72 TTTs + ^' 

was  auch  ni>0  sein  mag,  sondern  wir  erkennen  auch,  daß  diese 
Oleichung  sozusagen  der  Orenzwert  der  Identität 

.        w    ,   m(f» — 1)  m(m  —  l)--'(m  —  w-j-l) 

T  ■*  2  i  1.2-n 

-(>-?)('-?)■  ('-f) 

für  unendliches  n  ist. 

333.  Andere  nützliche  Anwendungen  lassen  sich  Yon  der  Taylor- 
schen  Formel  in  der  Theorie  der  numerischen  Reihen  machen.  Es  sei 
die  Reihe  Ui  + u^  + u^+ - --  mit  abnehmenden  positiven  Gliedern  ge- 
geben^ und  wir  wollen  uns  eine  Funktion  f(x)  denken^  die  bei  wachsen- 
dem X  bestandig  abnimmt  und  dabei  für  o; »  1,  2^  3,  . . .  die  Werte 
ti^;  u^;  u,,  . . .  erhält.  Wir  wollen  femer  annehmen^  daß  man  von 
f(x)  eine  primitive  Funktion  F{x)  kennt.  Diese  nimmt  mit  x  be- 
ständig zu,  da  (§  300)  ihre  Derivierte  positiv  ist^  und  konvergiert  daher 
(§  263)  für  unendliches  x  nach  einem  endlichen  oder  unendlichen 
Grenzwert.  Wenn  wir  nun  mit  a  und  ß  zwei  bestimmte  Zahlen  der 
Intervalle  (n  —  1,  n)  und  (n,  n  +  1)  bezeichnen,  so  hat  man 

F(n)-F(n-l)--aa),  F(n  +  1)-F(n)  =f(ß),  /"(«)> u, > /•(/!»), 

TnithJTi 

F(n+l)-JF(l)<Ui  +  ««g  +  ti5  +  ...  +  w><J'(w)-F(0). 

Daraus  folgt,   daß  die  Reihe  Ui+^s  +  ^H konvergent   oder 

divergent  ist,  je  nachdem  F(x)  für  unendliches  x  nach  einem 
endlichen  Grenzwert  oder  nach  Unendlich  konvergiert.  In 
der  Tat,  im  ersten  Falle  bleibt  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder, 
während  sie  wächst,  kleiner  als  F(n)  —  -F(0),  welches  der  Voraus- 
setzung nach   einen   endlichen  Grenzwert   zuläßt.     Im  zweiten  Falle 


883— S34  EntwickelTomgen  in  Poienzreihen.  273 

muß  die  genannte  Summe^  da  sie  größer  als  jP(n-h  1)  — -^(1)  ist^ 
welches  gleichzeitig  mit  n  unendlich  zunimmt,  a  fortiori  über  alle 
Ghrenzen  wachsen.  Dieses  bemerkenswerte  Eonvergenzkriterium 
verdanken  wir  Gauchy. 

334.  Die  Formel  von  Taylor  bietet  uns  jetzt  ein  Mittel,  immer 
mehr  in  das  Studium  der  gegebenen  Reihe  einzudringen,  auch  wenn 
die  Glieder  nicht  abnehmend  aufeinanderfolgen.  Vor  allem  wollen 
wir  folgendes  Theorem  Ton  FraneP)  beweisen:  Wenn  mit  unend- 
lich zunehmendem  x  die  als  einzig  vorausgesetzte  Deri- 
vierte  von  f(x)  nach  Null  konvergiert,  indem  sie  ein  be- 
stimmtes Vorzeichen  bewahrt  und  dem  absoluten  Betrage 
nach  abnimmt,  so  hat  der  Ausdruck 

(12)  Wi  +  «2  +  «5  H f-  ^«-1  +  i«*«-  ^(») 

für  unendliches  n  einen  endlichen  Grenzwert  l     In  der  Tat 

kann  man   diesem  Ausdruck  die  Form   v^  +  v^  +  v^-\^ [-v^   geben, 

indem  man  setzt 

und  andererseits  erhält  man,  wenn  man  die  Formel  (9)  anwendet  und 
dabei  die  erste  Form  des  Restes  benutzt, 

J'Cn-i)  -  F(n)  -\f(n)  +  \f'{ß), 

WO  a  und  ß  zwei  bestimmte  Zahlen  sind,  die  bezüglich  in  der  unteren 
und  in  der  oberen  Hälfte  des  Intervalles  (n  —  1,  n)  gewählt  sind. 
Daraus  folgt  sofort,  wenn  man  die  beiden  obigen  Werte  von  F(n  —  ^) 
einander  gleich  setzt, 

f« — 4r(«)+ir(^)- 

Auf  diese  Weise  bietet   sich  uns   v^  +  v^  +  v^-^ ,   wenigstens  von 

einem  bestimmten  Gliede  ab,  in  Form  einer  Reihe  mit  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Gliedern  dar,  die  dem  absoluten  Betrage  nach 
bestandig  abnehmen  und  nach  Null  konvergieren.    Daraus  folgt  (§  195), 

daß  fi  +  ^s  +  ^8  ~) ®^^  konvergente  Reihe  ist,  und  ihre  Summe  l 

stellt  gerade  den  Grenzwert  des  Ausdruckes  (12)  dar.    Bemerkt  man 

nunmehr,   daß  die  Summe  t;^+i  +  <^,+2H immer  zwischen  0  und 

---J/"(n)  bleibt,  so  kann  man  schreiben 

(13)  u^+u^+u^+...  +  u,^F{n)  +  ^f(n)  +  ^r(n)  +  l, 

wo  0  zwischen  0  und  1  enthalten  ist  Diese  Formel  ist  sehr  nütz- 
lich für  die  angenäherte  Auswertung  mancher  Summen.  Aber  in  jedem 
Falle  wird   es  notig  sein  v^^^  +  v^^^  +  •  •  •   direkt   zu  untersuchen, 

1)  f^termädiaire  des  Mathämaticiens",  t.  I,  p.  284. 

Cei^To,  Aiuüyiia.  18 
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um  eine  größere  Annaherang  zu  erhalten.     Wir  werden  in  der  Tat 

sehen,  daß  es,  wenn  man  in  (13)  q^  an  Stelle  von  -^f'(n)  setzt,  sehr 

leicht  gelingt,  jedesmal  einen  befriedigenderen  Nähernngsausdruck 
für  Q^  ans  der  direkten  Betrachtung  des  äquivalenten  Ausdruckes 
—  (v„^i  +  17,^2  +  •  •  •)  herzuleiten.  Übrigens  kann  in  dem  allgemeinen 
Falle  die  Taylorsche  Formel  analoge  Gleichungen  wie  (13)  liefern, 
die  immer  genauer  sind.  In  der  Tat  braucht  man  nur  in  der  ge- 
nannten Formel  zwei  Glieder  mehr  zu  nehmen,  um  dazu  geführt  zu 

werden  in  (13)  -g-/"(^)  d^^h  tö/^'(w)  ±  töö/^'W  ^u  ersetzen,  voraus- 
gesetzt, daß  die  bereits  fdr  f  gemachten  Voraussetzungen  sich  auf 
f"  übertragen. 

336.  Beispiele,  a)  Mit  Hilfe  des  in  §  333  bewiesenen  Kriteriums 
von  Cauchj  gelingt  es  sehr  rasch  (vgl.  §  204),  die  Divergenz  der  Beihen 
zu  konstatieren,  .die  durch  die  allgemeinen  Glieder 

11  1 

n  ^     n  log  n '     n  log  n  log  log  n ' 

definiert  sind.  Man  braucht  nur  zu  bemerken,  daß  diese  Funktionen  för 
unendliches  n  abnehmend  nach  Null  konvergieren,  und  daß  sie  die  primi- 
tiven Funktionen 

log«,     loglogw,     log  log  log«,  .. . 

zulassen,  die  mit  «  unbegrenzt  zunehmen.  Aus  dem  Franelschen  Theorem 
kann  man  noch  weitere  Angaben  über  die  genannten  Beihen  erhalten. 
So  kann  man  z.  B.  sicher  sein,  daß  die  Zahl 


lim  (l  +  Y  +  y  H f-  —  —  log«) 


nsoo 


existiert;  und  in  der  Tat  wissen  wir  bereits  (§  183),  daß  diese  Zahl  nichts 
anderes  als  die  Eulersche  Konstante  G  ««  0,577215664901  ...  ist.  Ebenso 
existiert  die  Zahl 

deren  Wert  sich  auf  anderem  Wege  berechnen  läßt  und  0,794678645453  . . . 

ist^). 

b)  Mit  Hilfe  der  Formel  (13),  wenn  man  sie  in  der  allgemeineren 
Form 

(14)  ui  +  t<,  +  t*,+  .  .  .  +  w^  =  F(«)  +  i/'(«)  +  q^  +  l 

nimmt,  kann  man  in  der  angenäherten  Auswertung  der  linken  Seite  noch 

weiter  gehen.    Für  w„  =  —  hat  man  z.  B.  f{n) «  — ,  F(n)  =  log«,  ^  «  C, 

und   es   bleibt   nur  noch    die   Summe   ^«  =  — ■  («^«+1  +  *?n+2  +  •  •  *)    ft^- 

1)  fjnterm^diaire  des  Math^inaticiens*^  t.  Y,  p.  101. 
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zuwerten,  Yon  der  wir  yorläufig  nur  wissen,  daß  sie  nach  Null  konvergiert, 
wenn  n  unendlich  zunimmt.     Im  vorliegenden  Falle  ist 

und  da  (§  219) 

^^^  iT^  ^  ^  \2n  — 1  "^  8(2n— 1)»  "^  6(2n— 1)*  "1        j  ' 

2\n  — l^n/  \2ti— l^(2n— l)»^(2tt  — 1)*^       / 

ist|  80  sieht  man  sofort,  daß 

*^«  "  ^  \8(2t»  — !)•  "^  6(8n  — !)•  "'"  7(2n  — 1)'  "^        / 
ist,  mithin 

^^^n<  8(2n  — 1)  \(2w  —  1)"  +  (2n  ^  1)*  "^  (2n  —  !)•  "^        / 
und  endlich  (§  247,  a) 

"  "^  ^"  ^  12n»(n  —  1)*  ^  12  \(«  -  1)«       nV  ' 

Also  ist  0  <  —  ^,  <        , ,  und  man  sieht  daher,  wenn  man  mit  0  eine 

zwischen  0  und  1  enthaltene  Zahl  bezeichnet,  daß  die  Summe  der  n 
ersten  Glieder  der  harmonischen  Reihe 

(15)  H,^\ogn  +  ^-^  +  C 

ist.  Auf  diese  Weise  sind  wir  z.  B.,  wenn  wir  nach  der  Summe  der 
ersten  100000  Glieder  gefragt  werden,  jetzt  imstande  zu  antworten,  daß 
die  gesachte  Summe  12,090146  .  .  .  ist.  Wir  brauchen  nämlich  nur  in  (15) 
anf  der  rechten  Seite  n  »  10^  zu  setzen.  Für  n  »  10  dagegen,  in  welchem 
Falle  man  die  linke  Seite  direkt  berechnen  kann,  liefert  die  Formel  (15), 
wenn  man  überdies  0  »  1  setzt,  €  mit  fünf  genauen  Decimalstellen. 

c)  Wenn  u^»  logn  ist,  so  kann  man  F(n)  »  n  logn  -—  n  setzen,  da 
die  Derivierte  von  xlogx  —  x  gleich  logo;  ist.     Die  Zahl 

lim   (log(«l)  —  (w  +  -J^)logn  +  »j 

ezistiert  auf  Grund  des  Theorems  von  Franel,  und  wir  werden  im  folgen- 
den ihren  Wert  l  berechnen  und  finden  l  »  logy^^r.  Um  inzwischen  die 
Formel  (14)  anzuwenden,  bemerken  wir,  daß 

~^«"'~"^'^r"~T/  ^^^ir=l'^8(2«  — !)•"'■  6(2n—l)*^"  7(2«— !)•  +  *" 
ist,  woraus  sich  ergibt 

"^      ^»^  8  \(2«~1)'       (2n— 1)*^       /        12\n  — 1        n/ 

18» 
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und  folglich  0  <  p^  <  t^  •     Jetzt  wird  die  Ponnel  (14) 


12n 


(16)  log(n!)  =  («  +  i)logn  -  n  +  ^Ir  +  log  ]/27r, 


und  daraus  leitet  man  durch  Übergang  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen 
die  bekannte  Formel  von  Stirling  (§  221)  ab. 


A83rmptoti80he  Answertiing  der  Potenirelhen. 

336.  Eonyergiert  das  Verhältnis  von  zwei  Funktionen  nach  1, 
wenn  die  unabhängige  Veränderliche  ins  Unendliche  wächst  oder  wenn 
die  Funktionen  bei  der  Annäherung  derselben  an  einen  endlichen 
Grenzwert  über  alle  Grenzen  wachsen;  so  sagt  man,  daß  eine  der 
Funktionen  asymptotisch  zur  andern  ist.  Hat  man  eine  Funktion 
ffQ  gefunden,  die  zu  einer  gegebenen  Funktion  f  asymptotisch  ist, 
und  gelingt  es  eine  andere  tp^  zu  finden,  die  zu  f^g>Q  asymptotisch 
ist,  darauf  eine  weitere  q>^,  die  zu  /*—  9o~  ^i  asyixiptotisch  ist,  und 
so  fort,  so  erhält  man  eine  asymptotische  Darstellung  der  gegebenen 
Funktion: 

Diese  Gleichung  ist  in  einem  konventionellen  Sinne  zu  yerstehen  als 
die  Zusammenfassung  der  folgenden,  deren  Bedeutung  uns  bekannt  ist: 

lim^  =  l,   ]hafJ^^tz^^i^   i^Aa^)-yo(a^)-y^)^i 

Offenbar  sind  die  Funktionen  ^o ,  fp^,  9>» ;  •  •  •  so  beschaffen,  daß  das 
Verhältnis  einer  jeden  zu  der  yorhergehenden  den  Grenzwert  0  hat. 
Gelangt  man  also  bei  der  successiyen  Bildung  der  Funktionen  g>  zu 
einer  Eonstanten,  so  haben  die  folgenden  Funktionen  alle  den  Grenz- 
wert 0.  Dies  alles  ist  anwendbar  auf  den  Fall  einer  Veiunderlichen, 
die  durch  ganzzahlige  Werte  ins  Unendliche  wächst,  und  dies  ist 
sogar,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  ein  besonders  wichtiger  FaU. 

337.  Beispiele,  a)  Früher  (§  314,  j)  haben  wir  gesehen,  daß 
xr(x)  der  Einheit  zustrebt,  wenn  x  yon  rechts  nach  Null  konyergiert. 
Dies  läßt  sich  auch  so  ausdrücken:   Auf  der  rechten  Seite  yon  Null 

ist  r(x)  asymptotisch  zu  —     Bemerkt  man  femer,  daß 

ist,  so  kann  man  die  asymptotische  Gleichimg  schreiben  r(x)=' C. 

Man  stellt  dieselbe  aber  einfacher  auf,  indem  man  r(x  +  l)  in  eine  Potenz- 
reihe entwickelt  und  dann  alles  durch  x  diyidiert. 
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b)  um  Beispiele  fOr  asymptotische  Entwickelungen  von  Fonldionen 
einer  ganzzahligen  Veränderlichen  zu  haben,  braucht  man  nur  zu  den 
Gleichungen  (15)  und  (16)  zurückzukehren,  indem  man  sie  in  folgender 
Weise  schreibt: 

^.  ==  log  n  +  C  +  ^  -  ^,  +  . . . , 

log («!)  =  »logn  —  «  +  Y  log w  +  \ogY27t  +  j^  H • 

Wie  man  sieht,  konvergiert  das  Verhältnis  jedes  Gliedes  auf  den  rechten 
Seiten  zu  dem  vorhergehenden  Gliede  nach  Null,  wenn  die  Veränderliche 
unbegrenzt  zuninmit.  Die  Entwickelungen  könnten  ins  unendliche  fort- 
gesetzt werden,  ohne  daß  man  sich  irgendwie  mit  ihrer  Konvergenz  zu 
beschäftigen  braucht;  denn  sie  sind  nicht,  wie  die  gewöhnlichen  Beihen- 
entwickelungen^),  das  Resultat  eines  einzigen  Grenzüberganges,  sondern 
sie  implizieren  unendlich  viele  derartige  Übergänge,  die  nacheinander, 
ausgeführt  werden. 

c)  Aus  der  Formel  von  Stirling  läßt  sich  leicht  eine  Eigenschaft  her- 
leiten, die  es  nützlich  ist  sich  zu  merken  wegen  des  häufigen  Gebrauchs, 
den  wir  von  ihr  machen  werden:    Der  Koeffizient  von  ixf^  in  der  Ent- 

Wickelung   von   —==    ist   asymptotisch    zu       »      In    der    Tat 

hat  man  V^^^  V""* 

e  —  AB' 

1.3.6 (2n  —  1)  _    1.2.8...2n   ^    (2w)!    ^  g   '^^     ^     1 

2.4. 6.. .2n        ~(2.4.6...2n)«*~4«(^i)i'"     y^     ^  V«S  "*"  * " ' 

d.  b. 

1.8.6...(2n~l)..A-  1 

^^        2.4.6...2n-K^-y^- 

d)  Zu  einer  anderen  interessanten  Gleichimg,  die  wir  in  kurzem  be- 
nutzen werden,  gelangt  man,  indem  man  versucht  die  Gesamtzahl  der  Divi- 
soren der  n  ersten  ganzen  Zahlen  asymptotisch  auszuwerten  oder,  wenn 
man  mit  0(n)  die  Anzahl  der  Divisoren  von  n  bezeichnet,  die  Summe 
0(1)  +  ö(2)  -f-  .  . .  +  6(n).     Wir  gehen  von  folgender  Bemerkung  aus: 

0  im  allgemeinen 

1,  wenn  n  durch  p  teilbar  ist. 

Summiert  man  alle  diese  Ausdrücke,  während  p  die  Reihe  der  ganzen 
Zahlen  bis  zu  i^  »■  [Yn]  durchläuft,  so  erhält  man  die  Anzahl  der  Divi- 
soren von  n,  die  nicht  größer  als  Yn  sind,  d.  h.  im  allgemeinen  1^0  (n) 
und  wenn  n  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  ^B(n)  +  •^.     Daraus  folgt: 

»(1)  +  0(2)  +  ...  +  <((.)-  H^"    J^  ([}]  -  [^])  -  «• 


[7]  -  Ft^]  - 


1)  Auch  fSr  diese  ist  eine  allgemeinere  Betrachtungsweise  von  Peano  an- 
gegeben worden  in  den  ,^tti  deirAccademia  delle  Sdenze  di  Torino",  1891. 


278  '    m,  8.    Reihenentwickelnngen.  §§  887—888 

Inzwischen  reduziert  sich  die  Doppelsunune;  die  auf  der  rechten  Seite  auf- 
tritt, leicht  auf 

f[y]-fP^]-^[7]-i'(— ^ 

Also  ist 


0(1)  +  0(2)  +  . . .  +  ö(»)  -  i^lj]  -  v' 
und  folglich 


,=1  -' 


9(1)  +  e(8)  +  •  •  •  +  0(n)  _ 


-nH.-i.,.)-J+wS-l2&-m) 


Da  man  andererseits  hat 

so  ist  klar,  daß  fOr  unendliches  n 

ist.     Also  ist 

lim  (<>W  +  *W+-   -K>W  _  log«)  »  2C  -  1  -  0,16443132 . . . 

Wir  sind  auf  diese  Weise  dazu  gelangt,  die  wichtige  asymptotische  Formel 
Ton  Dirichlet^)  aufzustellen: 

9(1)  +  6(2)  +  •  •  •  +  ö(n)  =  nlogn  +  (2C  -  l)«  +  •  •  • . 

338.  Wir  wollen  uns  jetzt  speziell  mit  denjenigen  Funktionen 
beschäftigen;  die  in  einem  endlichen  Intenrall  {'—  q,  q)  durch  eine 
Potenzreihe  darstellbar  sind.  Wir  wissen  bereits,  daß  diese  Funk- 
tionen stetig  und  sog^  derivierbar  sind,  solange  {a;|<p  ist.  Da- 
gegen wissen  wir  noch  nicht,  was  fOr  o;  =  ±  p  eintritt,  und  doch 
kann  man  gerade  aus  dem  Verhalten  einer  Reihe  an  den  Grenzen  des 
Eonyergenzinteryalles  häufig  Nutzen  ziehen  fdr  die  asymptotische  Aus- 
wertung ihrer  Summe  in  der  Nähe  dieser  Grenzen.  Andererseits 
werden  wir  sehen,  daß  bei  gewissen  Fragen  die  Kenntnis  solcher 
asymptotischen  Ausdrücke  die  Stelle  derjenigen  der  genauen  Summe 
vertreten  kann,  die  fast  immer  unzugänglich  ist     Wir  schicken  das 


1)  „Jonmal  de  Liouyille^\  1866,  p.  369.  Siehe  auch  eine  Mitteilung  von 
Stieltjei  an  die  Akademie  der  WiBsenschaften  zu  Paris  (Comptes  rendus,  t.  XCYl, 
p.  764). 
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folgende  Theorem  voraus:  Wenn  an  einer  Orenze  des  Eonver- 
genzinteryalles  eine  Potenzreihe  divergent  ist^  so  wächst 
die  durch  die  Reihe  dargestellte  Funktion  unbegrenzt^  wenn 
die  unabhängige  Veränderliche  vom  Innern  des  Intervalles 
aus  sich  der  betrachteten  Grenze  nähert,  um  einen  bestimmten 
Fall  vor  uns  zu  haben  tmd  die  Beweise  zu  vereinfachen,  werden  wir 
immer  die  obere  Gbenze  q  betrachten  und  q  =  1  annehmen.  Dies  ist 
erlaubt^  da  man  in  der  gegebenen  Reihe  nur  x  in  gx  zu.  verwandeln 
braucht,  um  den  Eonvergenzradius  auf  1  zu  reduzieren.     Es  sei 

f(x)  =  ao  +  Oiic  +  a^x^  H ,    a©  +  «i  +  a,  +  •••==  oo, 

indem  wir  nötigenfalls  die  Vorzeichen  aller  Eoefi&zienten  umkehren. 
Es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  daß,  wenn  eine  beliebig  große  Zahl  l 
gegeben  ist,  f{x)  großer  wird  und  bleibt  als  l,  sobald  x  eine  be- 
stimmte Zahl  übertrifft,  die  genügend  nahe  an  1  liegt.  Man  wähle 
Z'>  l,  benutze  die  Divergenz  der  Reihe  «o  +  ^i  +  ^  +  ' '  *;  ^™  '^ 
derart  zu  bestimmen,  daß  für  n>  v  die  Summe  «o  +  ^i  +  ' '  *  +  ^t^ 
größer  als  V  ist,  und  bemerke  dann,  daß  für  ein  zwischen  0  und  1 
enthaltenes  x 

ist  oder 

K  +  öl  + h  öj  +  ö^+i  +  a^^^x  +  a^+j^x*  +  •••>?'. 

Nun  unterscheidet  sich  die  mit  x*"^^  multiplizierte  linke  Seite  nicht  von 

(»0  +  «1  +  •  •  •  +  »J^'^'^^-K  +  (h^  +  '"  +  a,x^)  +  f{x). 
Also  ist 
f{x)  >  ao(l  -a:"+0  +  «i(^  -  ^'"^^)  +  "•  +  »^(aj"-  5?"+*)  +  iV+^ 

Läßt  man  jetzt  x  unter  Festhaltung  von  v  nach  1   konvergieren, 

so  konvergiert  die  rechte  Seite  nach  dem  Grenzwert  V   und   bleibt 

daher  schließlich  größer  als  die  gegebene  Zahl  Z<r.     A  fortiori 

wird  dann  sein  f(x)  >  l.    Mithin  ist  lim  f(x)  «=  00 . 

«=1 

339.  Theorem«  Zwei  Potenzreihen  mit  positiven  Eoeffi- 
zienten  seien  für  einen  und  denselben  Wert  x^q,  der  an 
der  Grenze  des  gemeinsamen  Eonvergenzintervalles  liegt, 
divergent,  und  es  konvergiere  für  unbegrenzt  zunehmendes  n 
das  Verhältnis  der  Eoeffizienten  von  af*  nach  einem  Grenz- 
wert Dann  konvergiert  auch  das  Verhältnis  der  durch  die 
beiden  Reihen  dargestellten  Funktionen  nach  demselben 
Grenzwert,  wenn  x  nach  q  konvergiert. 
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Dies  ist  das  Theorem ^  auf  welches  sich  die  asymptotische  Be- 
stimmung der  Potenzreihen  stützt.  Man  reduziere  den  Konvergenz- 
radius  auf  1  und  bemerke^  daß  die  Funktionen 

t 

<p{x)  =  «0  +  ^1^  +  ^s^*  +  •  •  • )  ^(^)  =  ^0  +  \^  +  ^^*  +  •  •  • 
auf  Orund  des  vorigen  Theorems  unendlich  werden  müssen,  wenn  x 
nach  1  konvergiert.  Dann  erkennt  man,  daß  der  ausgesprochene  Satz 
sozusagen  das  Theorem  von  L'Hospital  (§  310,  b)  für  Potenzreihen 
ist.  Übrigens  beachte  man,  daß  im  vorliegenden  Falle  die  Anwendung 
des  Theorems  von  L'Hospital  zu  nichts  fähren  würde,  da  sich  die 
Derivierten  von  g)  und  ^  wieder  in  der  Form  von  Potenzreihen  dar- 
bieten, die  für  x  ^  1  divergent  sind.  Dies  vorausgeschickt  nehmen 
wir  an,  daß,  wenigstens  von  einem  bestimmten  Werte  von  n  ab,  die 
Koeffizienten  a^  und  b^  positiv  sind,  und  lassen  die  Existenz  des 
Grenzwertes  l  ihres  Verhältnisses  fär  unendliches  n  zu,  so  daß  man, 
wenn  die  positive  Zahl  s  beliebig  gegeben  ist,  eine  Zahl  v  finden 
kann  derart,  daß  für  n>  v  immer 


Oh 


<S 


ist,  d.  h.  a,  zwischen  (l  —  B)b^  und  (l-\-e)b^  liegt.    Daraus  folgt  auch 
(fÖr  x>0) 

«»  +  !  +  «»  +  ««+  «»  +  S**+  • 


-l 


<e. 


Andererseits  hat  aber  bei  Festhaltnng  von  v,  da  <p{x)  und  il>(x), 
wenn  x  nach  1  konrergiert,  fiber  alle  Grenzen  wachsen,  das  Verhalbiis 


1  — 


\ßo  +  ^i^-] \-^v^) 


deh  Grenzwert  1.  Man  wird  also  für  jede  positive  Zahl  s  links 
von  1  ein  hinreichend  kleines  Intervall  finden  können,  damit  man  bat 

für  alle  Werte  von  Xy  die  in  dem  genannten  Intervalle  gewählt  sind. 
Daraus  folgt,  daß  man,  wenn  die  positive  Zahl  17  beliebig  gegeben 
wird,  für  diese  Werte  von  j?,  indem  man  z.  B.  s^le'  ^^tj  <il  nimmt^ 
haben  kann 


ist. 


<ri,    so  daß  lim^  =  Z 


340.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  das  zu  erganzen,  was  wir  über 
die  Stetigkeit  der  Potenzreihen  in  dem  KonvergenzintervaU  gesagt 
haben,  da  wir  hinzufügen  können,  daß  auch  an  den  Grenzen,  wenn 
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sie  in  ihnen  konvergiert^  die  Reihe  eine  stetige  Fonktion  darstellt. 
Mit  andern  Worten:  Wenn  an  einer  Grenze  des  Konyergenz- 
interyalles  eine  Potenzreihe  die  Summe  l  hat^  so  konver- 
giert die  durch  die  Reihe  dargestellte  Funktion  nach  ly 
wenn  die  unabhängige  Veränderliche  vom  Innern  des  Inter- 
valles  aus  nach  der  betrachteten  Grenze  konvergiert.  Dieses 
wichtige  Theorem,  welches  wir  Abel  verdanken,  ist  bereits  vervoll- 
ständigt durch  das  Theorem  des  §  338.    Es  sei 

f(x)  =  ao  +  a^x  +  a,a;'  +  •  •  • ,      »o  +  ^  +  ^«  H h 

und  man  nehme  an  Z  >  0.  Dies  ist  immer  erlaubt,  da  man  im  ent- 
gegengeseteten  Pdle  o.  in  geeigneter  Weise  vergrößern  könnte.  Man 
betrachte  jetzt  die  Reihe 

q>(x)  «  (»0  +  (ao  +  aja;  +  (a^  +  a^  +  a^)x*  +  •  •  • 

und  bemerke  zunächst,  daß  ihr  Eonvergenzradius  (§  327)  gleich  1  ist. 
Dagegen  ist  sie  für  x^l  divergent,  da  ihr  allgemeines  Glied  nach 
l  >  0  konvergiert.  Da  die  Koeffizienten,  wenigstens  von  einem  be- 
stimmten Gliede  ab,  alle  positiv  sind,  so  kann  man  das  Theorem 
des  vorigen  Paragraphen  auf  die  Funktion  (p  und  auf  die  andere 
^=l  +  fl?  +  ^*H anwenden.    Man  erhält 

lim  (1  —  x)  g>(x)  =  lim  (a^  +  a^  +  Oj  +  •  •  •  +  aj,    d.  h.  lim  f(x)  «» l. 

341.  Bemerkung.  Man  halte  das  Theorem  von  Abel  nicht  fOr 
evident.  Man  beachte  in  der  Tat,  daß  in  demselben  die  Gleichheit 
zwischen  den  Werten  zweier  Ghroßen  behauptet  wird,  die  in  ihrer  Be- 
deutung wesentlich  verschieden  sind: 

lim  (äq  +  a^x  +  a,rc*  -\ )    und    lim  (%  +  (h  +  '  — H  O- 

des  ersten  von  diesen  Grenzwerten,  wenn  der  zweite  existiert.  Es 
kann  aber  sehr  wohl  vorkommen,  daß  dieser  nicht  existiert,  wenn 
der  erste  existiert.    Ein  einfaches  Beispiel  dafOr  ist  folgendes: 

lim  (l'-x  +  x^ )="! 

«=1 

bei  nicht  existierendem 

lim  (1  —  1  H ±1). 


«=€0 


Übrigens  gilt  bei  andern  Reihen  das  Theorem  nicht,  da  die  Zahlen 
lim  (u^(x)  +  Ui(x)  +  u^{x)  +  •••);      lim  {u^{a)  +  u^{a)  + V^Jß)) 


x—a  »aoo 


beide  existierai  können  olme  gleich  zn  sein.    Z.  B.  ist 

lim  ((«-a^  +  («»  —  «»)  +  («•-«*)  +  •••)  —  1,     lim  (0+0+-+0) -0. 


282  m,  3.    Beihenentwickelnngen.  §  342 

342.  Übungen,  a)  Mit  dem  Theorem  von  Abel  haben  wir  ge- 
womien,  was  uns  noch  dazu  fehlte,  um  in  viel  rascherer  Weise  zur  voll- 
ständigen Kenntnis  gewisser  Beihenentwickelungen  zu  gelangen  unter  Ver- 
meidung der  Mac-Laurinschen  Formel,  deren  Anwendung  oft  unbequem  ist. 
Um  z.  B.  log  (1  -f~  ^)  und  arctg  x  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln,  ge- 
nügt die  Bemerkung,  daß  die  Derivierten  dieser  Funktionen 

1  —  X  +  a^ ,     -r—. — =  =  1  —  a;*  -f  iC*  —  •  • 


l  +  X  -1-  'i  +  x* 

sind,  und  daß  die  Funktionen  selbst  für  x  »=  0  verschwinden.  Man  kann 
dann  schon  auf  Grund  der  Angaben  in  §  329  schreiben 

log(l  +  x)  ^  X  —  ^x^  +  ^a^ ,     arctg a;  =  aj  —  i«*  +  |»^ 

in  jedem  Intervalle  (—  a,  a),  wobei  a  beliebig  nahe  an  1  liegt  (aber 
kleiner  als  1  ist).  Jetzt  berechtigt  uns  das  Theorem  von  Abel  die  letzten 
Resultate  auch  auf  den  Fall  of »  1  auszudehnen  unter  Beachtung  der 
einzigen  Bedingung,  daß  die  Reihen  konvergent  bleiben.  Dies  ist  bei  der 
ersten  Reihe  für  x  =  1  der  Fall  und  bei  der  zweiten  für  o;  =  ±  1. 
Also  ist 

log2  =  l-i  +  i ,     ^  =  1-1  +  1 . 

b)  In  analoger  Weise  kann  man  die  Summe  der  Binomialreihe 

f(x)  ^l+-x+      V2      '^  +  1.2.8 ^^  +  ■  •  • 

bestimmen  für  alle  Werte  von  x  und  von  nt,  für  welche  diese  Reihe  kon- 
vergiert, vorausgesetzt,  daß  nicht  gleichzeitig  x  =  —  1  und  m  =  0  ist. 
In  der  Tat  hat  man 

femer  erhält  man  nach  Multiplikation  mit  1  +  o;  und  unter  Benutzung 
der  Bemerkung,  daß 

(w  —  1)  (ifi  —  2)   •  •  (m  —  n  -f  1)    ,   (w  —  1)  (w  — •  2)  • '  •  (m  —  n) 

w(m  —  1)  •  •  •  (m  —  w  -}- 1) 

n! 
ist, 

il+x)f\x)^fnf{x), 

d.  h. 

r(x)  m 

fix)   ^1  +  x 

Die  linke  Seite  ist  augenscheinlich  die  Derivierte  von  \ogf{x\  die  rechte 
die  Derivierte  von  m  log  (l  -f  ä),  und  diese  Funktionen  können  sich  daher 
nur  um  eine  Konstante  unterscheiden  (§  307,  b),  die  übrigens  gleidi 
Null  ist,   da  für  Ä  =  0  die  Funktionen  beide  verschwinden.     Mithin  ist 

fix)  =  (1  +  xy. 
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o)  Wir  wollen  jetzt  das  Theorem  in  §  339  dazu  benutzen,  die  Reihe 
f{x)  =«  flf  +  Ä*  +  ic*  +  •  •  •  asymptotisch  auszuwerten,  die  offenbar  für 
x^^  1  divergent,  aber  links  Ton  1  konvergent  ist.  Zun&chst  betrachten 
wir  die  Funktion 

fp{x)  =  [/l]aj  +  [/2]aj«  +  [/3]ar^  +  . . .  +  [y^af  +  . . ., 

die  mit  f{x)  durch  die  evidente  Relation  (1 — ^)^i^)  ^  fi^)  zusammen- 
h&ngt,  und  vergleichen  sie  mit  der  folgenden 

in  welcher  der  Eoefißzient  von  af^  lautet  (§  337,  c) 

8-6...(2n  +  l)        i.3...(2n-l),^^  ,   ,^       2n  +  l    ,  oV^    , 

S-4...2n 2.4...2n       ^^""^  ^^^  ^^  + '"  ^  ^y^  ^  "  ' ' 

Der  Grenzwert  dts  Verhältnisses  der  Koeffizienten  von  af*  in  den  beiden 
Reihen  ist  also 

«»00  yn 
Daraus  folgt  auf  Grund  des  angezogenen  Theorems 

lim  (1  -  x)^  ip{x)  -  lim  (1  -  x)^f(x)  -  4-"|/^, 
und  man  kann  daher  die  Gleichung  schreiben 

die  links  von  1  asymptotisch  richtig  ist.  Durch  Fortsetzung  der  Rech- 
nung gelangt  man  ohne  große  Schwierigkeit  dazu,  auf  der  rechten  Seite 
den  mehr  angenftherten  Ausdruck  zu  erhalten 

Zu  demselben  Ausdruck  gelangt  man  direkt,  wenn  man  eine  gewisse  Eigen- 
schaft^) von  f(x)  kennt,  die  wir  hier  dem  Leser  zur  Übung  vorschlagen, 
obwohl  sie  sich  nicht  mit  so  elementaren  Hilfsmitteln  nachweisen  läßt, 
Dvie  wir  sie  jetzt  zur  Yerfägung  haben: 

(i  +  x  +  7^  +  a?+'')[\og^y^[^  +  x'+x''  +  x'^  +  '')(log^^^ 

Die  Zahlen  x  und  x\  welche  zwischen  0  und  1  gewählt  sind,  werden 
durch  die  Relation  log  —  log  -f»  tc*  gebunden  vorausgesetzt.    Auf  Grund 

X  X 


1)  Cauchy:  „Memoire  sur  la  th^orie  des  nombres*'  (1880,  p.  614). 
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derselben  konvergiert  ^  nach  Null,  wenn  %  nach  1  konvergiert,  und  unter 
dieser  Voraussetzung  erh&lt  man  sofort 

lim(x  +  rc*  +  «»  +  • .  •)  VT^^  -  I  lim(|^')*yT^ 


=  |V^liinl/^^  =  iV^. 


d)  Die  Reihe  f{x)  =  a;  —  ä*  +  05* konvergiert  nicht  för  a;  =  1, 

aber  dies  hindert  nicht,  daß  ihre  Summe  einem  Grenzwert  zustreben 
kann,  wenn  x  wachsend  nach  1  konvergiert,  um  diesen  Girenzwert  zu 
finden  bemerke  man,  daß  in  der  Reihe 

_M.  «  a:  +  flJ*  +^a^  +  rc*  +  aji<>  +  •  •  •  +  a?^*  +  a;**  +  a?**  +  •  •  • 

der  Koeffizient  von  of  bezüglich  a„  ==  1  oder  a^  =»  0  ist,  je  nachdem  das 

größte  in  yn  enthaltene  Ganze,  d.  L  v  =  [ynjy  ungerade  oder  gerade 
ist.     Eine  leichte  Rechnung  gibt 

ai+a,+  a8  +  ---  +  a^  =  ^^^=4^— («+l)  +  ^^v(v+l). 
Femer  erhält  man,  wenn  man  bemerkt,  daß  0  ^  n  —  v*  ^  2  v  ist, 

n  +  1  ^  2n  * 

Dies  vorausgeschickt  genügt  es  die  Reihe 

q)(x)  =  Oji»  +  («1  +  Oj)«*  +  (%  +  Ö8  +  «j) a?*  H 


mit 


(T^»  =  1  +  2^  +  3a?>  +  40?»  + 


zu  vergleichen,  um  zu  sehen,  daß  man  hat  lim  (1  —  xy(p(x)  =  \,    Übrigens 

ist  (l  —  ^^^>{p^  =  /"(ä)-     Mithin  wird 

lim  (rc  —  Ä*  +  «•  —  rc**  +  •  •  •)  a=  ^. 

e)  Wenn  verlangt  wird  die  Funktion  f(x)  *=  ä  +  ^-«^  +  -J-a?*  +  -  •  • 
auszuwerten,  so  ist  es  zweckmäßig,  die  Reihen 

zu  betrachten,  in  welchen  die  Koeffizienten  von  of  bezüglich  H^  und  H^ 

sind,  wenn  wir  wieder  mit  v  das   größte  in  yn  enthaltene  Ganze    be- 
zeichnen.    Der  Grenzwert  des  Verhältnisses  dieser  Koeffizienten  ist 

lim  ^*«''  -  * 


n 


^^logn        2' 


und  f{x)  ist  daher  asymptotisch  zu  ~  log  r^—  •    Um  weiter  zu  gelangen, 
betrachte  man  die  Funktion 
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in  welcher 

und  folglich  o^  +  ^  +  ^  +  *  -  '  ==  4"^  ^'     Mithin  wird  auf  Grund  des 
Theorems  von  Abel 


^^(m-^ioi^y^c. 


Der  linken  Seite  l&ßt  sich  eine  andere  Form  geben,  wenn  man  bemerkt, 
daß  f&r  nach  1  konvergierendes  x 

log —  log — 

ist.  Wir  können  also  links  von  der  Einheit  die  asymptotische  Gleichung^) 
schreiben 

*  +  Y^  +  -j^  H =•  —  yloglog—  +  yC. 

f)  Die  Funktion  /*(«)  =-  l^"*«  +  2^-*«*  +  3^-*««  +  •  •  •    nimmt 

för   a? «  1    den   Wert    l^"^  +  2^-^  +  3^-*  H an,   der   endlich   ist 

(§  212,  a),  wenn  ft  negativ  ist.  Sie  wächst  dagegen  links  von  1  über 
aille  Grenzen  im  entgegengesetzten  Falle,  d.  h.  für  fi  ^  0.  Da  man  weiß, 
daß,  für  ft  =  0,  f{x)  —  —  log  (1  —  a;)  ist,  so  bleibt  nur  zu  untersuchen, 
was  im  Falle  eines  positiven  fi  eintritt,  und  zu  diesem  Zweck  genügt  es 
f{x)  mit 

(l-a.)-^^l  +  -g-:r  +  g^a^  +  ^<^  +  \^<^,+  'V  +  --- 

ZU  vergleichen,  indem  man  sich  an  die  Definition  der  Gammafunktion 
erinnert  (§  252,  c): 

r(x  +  1)  =-,l^(«,+  i)(«,+  r)...(a,  +  n)- 

Man  sieht  sofort,  daß  das  Verhältnis  der  Koeffizienten  von  of  gerade 
nach  r(jk)  konvergiert,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst,  und  es  ist  daher'): 

lim(l^-"ia:  +  2'*"*a;«  +  3^- V  +  •  • .)(!  -  »>*  =-  -^d*)- 
Diese  Formel   führt  zu  einer  andern  Betrachtungsweise  der  Funktion  F. 


1}  Sonin:  „Sur  les  polynömes  de  Bemoulli**  (Grelles  Journal,  Bd.  116, 
S.  147). 

3)  Appell:  „Sur  certaines  s^ries  ordonn^  par  rapport  aux  pnissances 
croissantes  d'une  yariable*'  (Comptes  rendus  de  TAcad^mie  des  Sciences  de 
Paris,  1878). 
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Dem  Ausdruck^   der  auf  der  linken  Seite  erscheint,  läßt  sich  die  Form 
a^x  +  o^a?*  +  •  •  •  geben,  wenn  man  setzt 


nf 


-^  -  -f  (n  -  ly-^  +  ^-^^(n  -  2>*-^ . 


Das  Theorem  von  Abel  gestattet  uns  dann  Jr(ft)  als  Summe  der  Beihe 
^  ~h  ^  ~l~  ^8  ~l~  * '  *  auszudrücken,  imd  da  man  hat 

so  sieht  man,  daß  m&n  nach  Verwandlung  von  (a  ia  x  -{-  1  auch  schreiben 
kann^): 

r(x  +  1)  -  liin(«'  -  f  («-1)»  +  ^^j^^(«  -  2)«  -  •  •  •)  . 


»s« 


g)  Zum  Schluß  wollen  wir  die  Formel  von  Dirichlet,  die  in  §  337 
bewiesen  worden  ist,  auf  die  asymptotische  Auswertung  der  Lambertschen 
Eeihe  (§  247,  c) 

anwenden.     Wir  wissen  bereits,  daß  man  diese  Beihe  in 

xe(i)  +  7?e{i)  +  a?e(2)  h — 

umformen  kann.      Andererseits  legt  es  uns  die  zitierte  Formel  nahe,  die 
Funktion 

OD 

1 

für  den  Fall  zu  untersuchen,  daß  x  von  links  nach  1  konvergiert     Die 
Summe  der  n  ersten  Koeffizienten  ist 

d(l)  +  d(2)  H h  ö(n)  -  (n  +  l)-ff,  +  n  =  Cn  H , 

mithin  ist  die  Funktion  selbst,  dividiert  durch  C(l  —  x)^  asymptotisch  zu 

X  +  2a;*  +  3a?*  +  •  •  •,  d.  h.  zu  75 ri«     Man  hat  also 

Diesen  Ausdruck  verwandelt  man  leicht  mit  Hilfe  einer  Bemerkung,  die 
wir  bei  der  Beihe  von  Sonin  gemacht  haben,  in 

C  — log  log— 

fip) r-^+--. 

log- 

Man  findet  auf  diese  Weise  den  unendlich  großen  Teil  der  Entwickelung 
von  Schloemilch,  auf  die  wir  früher  (§  247,  d)  hingewiesen  haben,   und 


1)  ,,lnterm^diaire  des  Mathdmaticiens^,  t.  TI,  p.  148. 
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derselbe  genügt,  um  uiiB  Bechenschaft  zu  geben  Ton  dem  Verhalten  der 
Lambertschen  Reihe  links  von  der  Einheit.  Will  man  jedoch  die  Summe 
dieser  Reihe  mit  einer  gewissen  Annäherung  berechnen,  so  mufi  man  die 
vollständige  Entwickelung  kennen: 

C-loglogl        ^        legi       (legi)' 
,       1  "^4  144  86400 


Interpolatlonsfonnelii. 

848.  Eine  Funktion  y  =  f(x)  zu  konstruieren  von  der  Be- 
schaffenlieit;  daß  den  Werten  x^,  x^,  x^,  ...  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen gegebene  Werte  y^,  y^,  y«;  •  •  •  ^^^  Funktion  entsprechen, 
daß  man  also  hat  f{Xi)  »  y^,  f(x^)  »  y^,  f{x^)  ^y^^  •  •  • :  dies  ist  das 
Problem  der  Interpolation^  ein  Problem^  welches  natürlich  im  all- 
gemeinen unbestimmt  ist.  Wünscht  man  jedoch,  daß  y  eine  ganze 
Funktion  sei,  deren  Grad  kleiner  als  n  ist,  so  wird  es  genügen 
n  Paare  entsprechender  Werte  vorzuschreiben^  damit  die  Funktion 
vollkommen  bestimmt  sei.  und  in  der  Tat  ist  bereits  aus  den  Ele- 
menten bekannt^)  die  notwendige  Identiföt  zwischen  zwei  Polynomen, 
die  für  Werte  der  Veränderlichen  gleich  sind,  deren  Anzahl  den 
Grad  der  Polynome  übertrifft.  Übrigens  reduziert  sich  dieses  spe- 
zielle Interpolationsproblem,  wenn  man  will,  darauf,  aus  dem  Glei- 
cfaiingensystem 

ao^i*""^  +  «1 V*  +  Oja;,"-»  +  •  •  •  +  %^^x^  +  a._i  =  y^ 

(t==l,  2,  3,  ...,  n) 

die  Werte  der  unbekannten  Koeffizienten  zu  ermitteln,  und  da  die 
Determinante  des  Systems  von  NuU  verschieden  ist  (§  27,  d),  so  sieht 
man  sofort  (§  50),  daß  die  Lösung  einzig  ist  Ebenso  ist,  wenn 
lim^^»0  ist,  das  Problem  bestinmit,  sobald  man  wünscht,  daß  die 

Funktion  in  eine  Potenzreihe  entwickelbar  sei;  es  kann  aber  auch 
Torkommen,  daß  es  in  dieser  Form  keine  Lösung  gestattet  Setzt 
man  in  der  Tat  voraus,  daß  zwei  solche  Funktionen  existieren,  so 
mnß  ihre  Differenz  a^  +  Ä^aj  4-  o^a;*  +  •  •  •  Ar  unendlich  viele  Werte 
Ton  X  verschwinden,  die  nach  NuU  konvergieren,  und  muß  folglich 
wegen  der  Stetigkeit  für  x^O  verschwinden.  Daraus  folgt  a^  »  0, 
und  wenn  man  bemerkt,  daß  auch  a^  -f  a^x  -f  a^x^  +  *  -  *  durch  die- 
selben Werte  von  x  zum  Verschwinden  gebracht  wird,  so  findet  man 
analog  o^  »  0,  darauf  o^  =>  0  und  so  fort,  d.  h.  die  beiden  Funktionen 


1)  Baltzer:  „Elemente  der  Mathematik",  3.  Teil,  §  10. 
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fallen  suaammen.  Es  ist  ferner  evident^  dafi^  wenn  die  Zahlen 
Vif  1h)  Vb)  ••-  gesetzlos  gegeben  sind^  die  Existenz  der  gesuchten 
Funktion  ganz  in  Frage  gestellt  ist,  da  es  vor  allen  Dingen  nötig 
ist,  daß  die  genannten  Zahlen  mit  unendlich  zunehmendem  n  nach 
einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren. 

344.    Interpolierende  Funktionen^).     Der  Ausdruck 

heißt  die  erste  interpolierende  Funktion  von  f{x)  und  ist  also  das 
zu  einem  gegebenen  Intervall  (x^,  x^)  gehörige  Zuwachs  Verhältnis 
(vgl.  §  281).    Die  zweite  interpolierende  Funktion  von  f(x)  ist 

d.  h.  sie  stellt  bei  festgehaltenem  x^  for  das  Intervall  (o^,  x^  die 
erste  interpolierende  Funktion  von  f(Xi,  x)  dar.  Fahrt  man  so  fort^ 
so  gelangt  man  zu  der  (n  —  2)-ten  interpolierenden  Funktion,  und 
man  definiert  die  (n-l)-te  als  die  erste  interpoUerende  Funktion 
von  fipc^j  x^y  . . .,  a;^.j,  x)  für  das  Intervall  (a;^_i;  x^,  i  h.  man  setzt 

/./  N  fy'^  1^1  '  •"*  ^n-2<  ^«-l)        /  (^  »  ^ »  •  •  •<  ^»-2*  ^n) 

Alle  diese  Funktionen  lassen  sich  direkt  ausdrücken  mit  Hilfe  der 
gegebenen  Zahlen  ffiy  y^j  y^j  * '  -    ^  der  Tat  hat  man 

f(Xi,  x^)  =      _      +  -  _^  )    fip^if  ^)  =  ^r^~^  +  a-  ^ar 
und,  wenn  man  subtrahiert  und  durch  x^  -  x^  dividiert, 

Es  ist  leicht  das  allgemeine  Resultat  vorauszusehen 

,    ^n 

(«n  — «l)(a^n-««)-(«n~a;^_l)' 

und  man  verifiziert  dasselbe  in  der  üblichen  Weise.  Diese  von 
Ampere  herrührende  Formel  zeigt,  daß  jede  interpolierende 
Funktion  von  f{x)  in  Bezug  auf  die  Werte  von  Xy  von  denen 
sie  abhängt,  symmetrisch  ist. 

1)  Siehe  die  Atti  dell'  Accademia  delle  Scienze  di  Torino  (1881,  82,  83). 
Im  Jahrg.  1878  findet  man  eine  erste  Abhandlung  von  Genocchi  „Über  die 
interpolierenden  Funktionen  ^^  mit  zahlreichen  Hinweisen  aof  frühere  Unter- 
suchungen. 
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346.  Formel  von  Newton.  Aus  der  Definition  der  ersten  inter- 
polierenden Funktion  Ton  f{x)  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Intervall 
{Xj  x^)  ergibt  sich 

f{x)  -  f{x^)  +  (x-  Xi)f{x^,  x), 

und  da  analog 

fi^u  ^)  =  fiP^u  ^%)  +  (^  -  ^)f(^iy  ^i7  ^) 
ist,  so  sieht  man,  daß 

f{x)  =^  f{xi)  +  (x  -  Xi)f{Xi,  Xi)  +  {x  -  x^)(x--  x;)f{xi,  x^,  x) 

wird.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt  man  offenbar  zu 
der  folgenden  Formel: 

(17)  f{x)^f{x;)+{x-x;)f{x^,x;)+{x-x;){x-x;)f{x^yx^,x^+ 

-{-  \x  —  XJ  {x  —  X^)  . , .  {x  —  X^_^)  f\X^^  X^y  . . .,  a?„_i;  x). 

Wünscht  man  jetzt,  daß  f{x)  ein  Polynom  vom  Grade  »  —  1  (oder 
eventuell  von  einem  niedrigeren  Grade)  sei,  so  bemerke  man,  daß 
unter  dieser  Voraussetzung  f{x)  —  f{x^  durch  x  —  x^  teilbar  ist,  so 
daß  f{x^y  x)  ein  Polynom  vom  Ghrade  n  —  2  wird.  Daraus  folgt,  daß 
f{x^9  x^y  x),  betrachtet  als  erste  interpolierende  Funktion  von  fix^,  x), 
ein  Polynom  vom  Grade  n  —  3  ist,  und  so  geht  es  fort  bis  zu 
f{x^y  ar,,  . . .,  ic„_i,  x),  welches  sich  auf  eine  Konstante  reduzieren 
maß.     Also  ist 

fyx^y  x^y  . . .,  x^_iy  X)  =  / (a^i;  x^y  . . .,  a?„«i,  x^) 

und,  wenn  man  dies  in  (17)  einsetzt, 

(18)  f{x)^f(x^)  +  (x-x^)f(x^yX^)  +  (x--x;){x--x^)f{x^yX^,x^)  +  -'- 

'T     \X  X^)(X  X^J    .     .     .    [X  X^_^)f{Xly      X^y      X^y       .     .     .,      X^J. 

Dies  ist  die  Formel  von  Newton,  mit  deren  Hilfe  man  immer 
das  einzige  Polynom,  von  einem  Grade  kleiner  als  n,  konstruieren 
kann,  welches  für  die  Werte  x^,  x^y  . .  .,  x^  von  x  die  vorgeschriebenen 
Werte  y^,  y,,  ...,  y^  annimmt.  Der  Grad  des  Polynoms,  der  im 
allgemeinen  gleich  n  —  1  ist,  kann  niedriger  ausfallen,  und  tatsächlich 
findet  dies  statt,  so  oft  die  Zahlen  y  derart  gegeben  sind,  daß 
f{X\j  x^y  . .  .,  x^  gleich  Null  wird. 

346.  Formel  von  Lagrange.  Um  auf  der  rechten  Seite  von  (18) 
die  Zahlen  y^,  y^y  . . .,  y^  expUcite  hervortreten  zu  lassen,  braucht 
man  nur  die  Amp^resche  Formel  anzuwenden,  die  in  §  344  bewiesen 
worden  ist.  Zunächst  bemerke  man,  daß  jede  interpolierende  Funktion 
sich  in  linearer  und  homogener  Form  durch  die  y  ausdrücken  läßt 
und  daher  auch  f(x)  diese  Form  hat,  d.  h.  daß  man  schreiben  kann 

(19)  fix)  =  yj,{x)  +  y,f,{x)  +  yj.ix)  +  •  •  •  +  yj,{x). 

CaaUro,  Anftlyaia.  19 


290  ni,  3.    Reihenentwickelangen.  §§  846—847 

Dies  Yorausgescliickt  bestimmt  sich  die  Funktion  f^{x)  mit  Hilfe  der 
Amp^reschen  Formel  sofort^  nachdem  man  bemerkt  hat^  daß  nur  das 
letzte  Glied  von  (18)  y^  enthält.  Es  wird  femer  genügen^  x^  in 
irgend  ein  x^  zu  verwandeln,  um  auf  Grund  der  Symmetrie  den  Aus- 
druck von  f{x)  zu  erhalten: 

(2G)     f  (x)  =  (^-M(^""^)--  (^-^«'-i)(^-^^-fi)-(^--^n)  ^ 
V     ;      liK  )       (Ä,.  —  a^)(a;,.  — «,)...(«,  — a?,._i)(a:,  —  a;,.^i)... («..  —  «„) 

Die  Formel  (19),  in  welcher  die  f^  die  Bedeutung  (20)  haben,  ist  die 
Formel  von  Lagrange.  Sie  läJBt  sich  übrigens  auch  direkt  auf- 
stellen, wenn  man  folgendes  bemerkt:  Will  man  die  Lösung  des 
Problems  mit  einem  Ausdruck  von  der  Form  (19)  versuchen,  so  muß 
notwendig  /)(^)   ein  Polynom   von  einem   Grad   kleiner  als  n  sein, 

welches  für  äj  =  x^  gleich  1  wird,  während  es  fttr  jedes  x^  Xj^  x^ 
verschwindet.  Diesen  Bedingungen  genügt  man  augenscheinlich ,  in- 
dem man  f^{x)  den  Ausdruck  (20)  beilegt.  Ist  auf  diese  Weise  eine 
ganze  Funktion  f{x)  gefunden,  die  der  Forderung  entspricht,  so 
wissen  wir  bereits,  daß  es  keine  andere  geben  kann,  wenn  nicht  ihr 
Grad  n  erreicht  oder  übertrifft. 

347.  Die  rechte  Seite  von  (18)  stellt  eine  Funktion  dar,  die  die 
vorgeschriebenen  Werte  y^  =  f{^i)f  y%  =  /'(^);  •  •  • ;  y*  =  /"(^J  ^- 
nimmt,  wenn  man  x  die  Werte  x^y  x^y  •  •  •;  ^n  beilegt.  Die  Differenz 
zwischen  der  linken  und  der  rechten  Seite  ist  eine  Funktion  12^  (a:), 
welche  sich  nur  dann  identisch  auf  Null  reduziert,  wenn  f  diejenige 
spezielle  ganze  Funktion  von  einem  Grad  kleiner  als  n  ist,  welche 
durch  die  genannten  Bedingungen  charakterisiert  ist.  Im  allgemeinen 
kann  man  dagegen  von  IlJ{x)  nur  sagen,  daß  es  die  Wurzeln  x^^ 
x^y  . . .,  x^  zuläßt.  Wir  wollen  diese  Zahlen  bereits  in  zunehmender 
Reihenfolge  geordnet  voraussetzen  und  bemerken,  daß  die  Derivierte 
B^ipc)  für  n  —  1  Werte  von  x  verschwinden  muß  (§  303),  die  be- 
züglich in  den  Intervallen  {x^j  x^,  {x^,  ajj),  . . .,  (x^^^y  x^  liegen. 
Ebenso  verschwindet  B^\x)  f ür  n  —  2  Werte  von  Xy  die  sicher 
zwischen  x^  imd  x^  liegen,  und  so  fort.  Endlich  muß  BJ^^^^x)  für 
eine  dem  Intervall  (x^,  x^  angehörende  Zahl  |  verschwinden.  Nun 
hat  man 

B^-\x)  -  r-'-\x)  -in-  1)1  f{x^,  x„  . . .,  X,). 

Also  ist 

(21)  /"C^,  ^,  •••,«,)  =  (^^- 

Dieses  Theorem  ist  sehr  nützUch  bei  verschiedenen  geometrischen 
Fragen.  Man  bemerke,  daß,  wenn  x^y  x^,  . . .,  x^  gleichzeitig 
nach  a  konvergieren,  auch  |  nach  a  konvergiert.  Mithin  ist,  wenn 
man  die  Stetigkeit  von  p^-'^\x)  für  x  =- a  zuläßt. 
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(22)  limAa;„a^,  ...,«.)  =  ^^. 

Zu  B^  zurückkehrend  bemerken  wir^  daß  sich  aus  (17)  nach  Ver- 
wandlung von  n  in  n  +  1  ergibt 

und,  wenn  man  mit  |  eine  mitten  zwischen  oc^,  x^,  . . .;  x^  und  x 
gel^ene  Zahl  bezeichnet, 

(23)  B„~(x-x,)iz-x,)...(x-x;)^. 

So  stellt  sich  die  Formel  von  Newton,  wenn  man  darin  auf  der 
rechten  Seite  diesen  Ausdruck  von  R^  hinzufügt,  als  eine  Ausdehnung 
der  Formel  von  Taylor  (§  330),  yervollständigt  durch  den  Best  von 
Lagrange,  dar  und  reduziert  sich  auf  örund  yon  (22)  tatsächlich  auf 
diese  letzte  Formel,  wenn  man  x^^  x^,  . . .,  x^  gleichzeitig  nach 
einem  Grenzwert  a  konvergieren  laßt. 

348.  Anwendungen*  a)  Die  Eigenschaft  (22)  setzt  uns  in  den 
Stand,  auf  eine  am  Schlüsse  von  §  343  angedeutete  Frage  zu  antworten, 
sie  gestattet  uns  nämlich  diejenige  in  eine  Potenzreihe  entwickelbare 
Funktion  f(x)  zu  finden,  welche  für  die  nach  Null  konvergierenden  Werte 
Xi,  x^y  x^j  ...  von  x  a  priori  vorgeschriebene  Werte  annimmt.  Es 
seien  n\  n\  n"\  .  .  .  beliebige  Zahlen,  die  voneinander  verschieden  imd 
größer  als  n  sind.     Wenn  die  Zahlen 


«SflO  MSOO  «=«0 


existieren,  so  ist  die  gesuchte  Funktion  f(x)  =»  a^  +  ai«  +  Ojrr*  +  •  •  •. 

b)  Die  Berechnung  des  gemeinen  Logarithmus  (mit  der  Basis  10) 
von  irgend  einer  Zahl  läßt  sich  immer  reduzieren  auf  die  Berechnung  des 
Logarithmus  einer  beliebig  großen  Zahl,  indem  man,  wenn  es  nötig  ist, 
die  gegebene  Zahl  mit  einer  Potenz  von  10  multipliziert.  Wir  wollen 
zeigen,  daß  man,  wenn  die  zur  Verfügung  stehenden  Tafeln  v- stellig 
sind,    die  Zahl  x   (von  der  man  den  Logarithmus   berechnen    will)    nur 

größer  als  10*"  ~'  zu  machen  braucht,  um  von  der  bekannten  Regel 


Loga?  «=  Logn  +  (x  —  n) Log 


Gebrauch  machen  zu  können,  in  welcher  n  das  größte  in  x  enthaltene 
Ganze  darstellt.  In  der  Tat,  wenn  man  die  Formel  von  Newton,  vervoll- 
ständigt durch  den  Best  (23),  auf  die  Funktion  Logo;  anwendet  und 
dabei  a;^»!!,  a^»n-|-l  setzt,  so  erhält  man  gerade  die  obige  Gleichung, 
wo  aber  auf  der  rechten  Seite  hinzukommt 

JK  =  (a;-n)(«  +  l-a:)2|i- 

Bemerken    wir   jetzt,    daß    (a?  —  n)  («  +  1  —  x)    als   Produkt   von    zwei 

19* 
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Faktoren,  deren  Siunme  gleich  1  ist,  nicht  größer  sein  kann  als  |^  (§  314,  a), 
und  ennnem  wir  uns  daran  (§  220),  daß  M  <Zi  ist.  Dann  folgt  sofort, 
daß  innerhalb  der  Grenauigkeitsgrenzen,  in  denen  die  Rechnungen  aus- 
geführt sind,  R  zu  vemachlftssigen  ist,  da  man  hat 

16.10  L*-' 

c)  Wenn  die  x  und  die  zugehörigen  y  als  Koordinaten  von  Punkten 
einer  Kurve  betrachtet  werden,  so  stellt  die  erste  interpolierende  Funktion 
den  Neigungskoefßzienten  einer  Sehne  M^JBf^  dar.  Denken  wir  uns  M^ 
und  M^  in  der  Nfthe  des  Punktes  M  gewfthlt,  der  der  Abscisse  a  ent- 
spricht, und  lassen  wir  sie  nach  M  hinräcken.  Wenn  die  Derivierte  y' 
für  X  —  a  stetig  ist,  so  gibt  die  Gleichung  (22)^) 

und  sagt  uns,  daß  die  Tangente  in  M  die  Qrenzlage  aller  Se- 
kanten M^M^  ist,  während  die  Definition  der  Tangente  uns  diese  Be- 
hauptung nur  dann  erlaubt,  wenn  ein  Endpunkt  der  Sehne  bereits  in  M 
fixiert  ist. 

d)  Auch  die  zweite  interpolierende  Funktion  hat  eine  einfache  geo- 
metrische Bedeutung.  Man  weiß  in  der  Tat  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie, daß  der  Inhalt  des  Dreiecks  M^M^M^ 


tf  =  ^ 


1    ^1   Vi 
1    a^   % 


==-i-(«2-^)(aii-«i)(^-^)/*(^i»  a^>  ^) 


ist  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Ecken  in  der  angegebenen  Reihen- 
folge von  einem  Punkte  getroffen  werden,  der  den  Umfang  durchlftuft  und 
dabei  das  Innere  zur  Linken  Iftßi  Wir  wollen  nun,  wenn  die  Kurve 
y  =  /"(a?)  gegeben  ist,  för  x  =  a  die  zweite  Derivierte  f\x)  als  stetig 
und  von  Null  verschieden  voraussetzen  und  in  der  Umgebung  von  a  ein 
Intervall  bestimmen  (§  273),  in  welchem  f\x)  das  Vorzeichen  von  f\a) 
bewahrt.  Den  Grenzen  eines  solchen  Intervalles  entsprechen  auf  der 
Kurve  zwei  Punkte  P  und  Q,  und  auf  Grund  von  (21)  hat  fOr  drei  auf 
dem  Bogen  FQ  gewählte  Punkte  Jf^,  Jfj,  M^  die  Funktion  /'(x^,  oij,  x^ 
offenbar  das  Vorzeichen  von  f\a).  Dies  vorausgeschickt  nehme  man 
nach  Fixierung  von  M^  den  Punkt  M^  rechts  von  M^  an,  d.  h.  so,  daß 
(X^'^  x^  ist,  und  wähle  M^  derart,  daß  ein  beweglicher  Punkt,  der  von 
M^  nach  M^  gelangt  ist,  sich  nach  links  wenden  muß,  wenn  er  nach  Jlf^ 
weitergehen  will.  Unter  diesen  Bedingungen  wird  6  positiv  sein,  und 
es  wird  daher  {x^  —  x^{x^  —  x^)  das  Zeichen  von  f\a)  haben,  woraus 


1)  Diese  Gleichung  könnte  man  als  Definition  der  Derivierten  wfthlen 
und  würde  damit  gewisse  YorteUe  haben,  die  von  Peano  in  der  Matheais 
(1892,  p.  12)  angegeben  worden  sind. 
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folgt,  daß  f'ifi)  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  x^  außerhalb  oder 
innerhalb  des  Intervalles  (j^,  x^  liegt.     Nun  ist  leicht  zu  erkennen,  dafi 
der  Punkt  M^  außerhalb  des  Bogens  M^M^  liegen  oder  aber  ins  Innere 
dieses  Bogens  fallen  muß,  je  nachdem 
derselbe   konvex   oder  konkav  gegen 
den  unteren  Teil  der  Figur  ist.    Daraus 
folgt,    daß  f'{a)  im  ersten  Falle  po- 
sitiv,   im    zweiten    negativ   ist.      Zu 
diesem  Schlüsse  gelangt  man  einfacher, 
wenn    man    auf  der   Kurve    einen    be- 
liebigen   Punkt  M    zwischen   M^    und 
M^  annimmt  und  auf  der  Sehne  M^M^ 
den  Punkt  M'  betrachtet,  welcher  die-  ^^ 
selbe  Abscisse  o)   hat.      Die    Gleichung  Fig.  ii. 

der  Geraden  M^M^  ist 

y  =  f(Pi)  +  (^  -  ^i)  fip^y  ^»)» 

und  die  Differenz  zwischen  der  Ordinate  von  M  und  derjenigen  von  M' 
ist  daher  nach  den  Formeln  (17)  und  (21) 

(x  -  aJi)(a;  -  x^)f{xi,  a;„  x)  =  ^(x  -  Xi){x  -  a;j)r(5), 

wo  I  wie  X  zwischen  x-^  und  x^  enthalten  ist.  Die  genannte  Differenz 
hat  also  das  entgegengesetzte  Zeichen  wie  f\^)  oder  f\a),  so  daß  die 
Punkte  Jlf  alle  unterhalb  oder  alle  oberhalb  der  Sehne  M^M^  liegen,  je 
nachdem  f'(a)  positiv  oder  negativ  ist;  und  dies  gilt  für  jeden  in  M^M^ 
enthaltenen  Bogen  und  die  entsprechende  Sehne.  So  kann  also  das  Vor- 
zeichen von  f'\x)  dazu  dienen,  um  l&ngs  der  Kurve  zu  erkennen,  welche 
Bogen  (von  hinreichender  Kleinheit)  ihre  konkave  Seite  nach  oben  (f  ]>  0) 
und  welche  sie  nach  unten  kehren  {f  <  0) . 

e)  Wenn  unter  den  oben  angegebenen  Umstanden  die  Punkte  Jf„ 
3fj,  M^  gleichzeitig  nach  einem  festen  Punkte  M^x^^a)  hinrücken,  so 
geht  auch  der  dem  Dreieck  M^M^M^  umbeschriebene  Kreis  nach  und  nach 
in  einen  festen  Kreis  über,  welcher  der  oskulierende  Kreis  der  Kurve  in 
M  heißt,  und  zwar  aus  Gründen,  die  im  folgenden  klarer  hervortreten 
werden.  Um  die  Existenz  eines  solchen  Grenzkreises  nachzuweisen,  braucht 
man  nur  zu  zeigen,  daß  der  Mittelptmkt  des  Kreises  M^M^M^  der  Lage 
auf  einer  festen  Geraden  zustrebt  und  der  Badius  nach  einem  Grenzwert  q 
konvergiert  Nun  ist  aus  den  Elementen  der  Geometrie  bekannt,  daß  man 
die  LAnge  dieses  Radius  erhält,  indem  man  das  Produkt  lil^l^  der  Seiten- 
langen des  Dreiecks  lii^M^M^  durch  4tf  dividiert.  Werden  andererseits 
mit  ^,  9>2,  ^3  die  Neigungen  der  Seiten  gegen  die  a;-Axe  bezeichnet,  so 
hat  man 

±  («I  —  acj)  (a?j  —  x^)  (x^  —  rc,)  =  IJ^l^  co8q>^  cosg),  cos^j- 

Daraus  folgt,  wenn  man  beachtet,  daß  diese  drei  Winkel  nach  dem 
analogen  Winkel  9  konvergieren,  der  zu  dem  festen  Punkte  üf  gehört, 
und  wenn  man  sich  an  die  Eigenschaft  (22)  erinnert, 

i  —  «=  2  lim  f(x^y  a?,,  x^  cosg)^  cös^,  cos 9,  =  f\'^)  cos' 9) , 


294  ni,  3.    Reihenentwickelungen.  §§  848—860 

wobei  tg(p  =  f(a)  ist.     Es  ist  also 

Diese  Länge,  die  für  das  Studium  der  Kurven  äußerst  wichtig  ist,  heiBt 
der  Krümmungsradius.  Man  bemerke  endlich,  daß  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  M^M^M^  sich  beständig  auf  der  Mittelsenkrechten  von  M^M^  be- 
findet. Da  nun,  wenn  M^  und  M^  nach  M  hinrücken,  die  Grerade  M^M^ 
in  die  Tangente  im  Punkte  M  übergeht,  so  ist  klar,  daß  die  genannte 
Senkrechte  ihrerseits  mit  der  Normale  zusammenzufallen  strebt,  woraus 
folgt,  daß  der  oskulierende  Kreis  in  jedem  Punkte  einer  Kurve  zu  den 
Kreisen  gehört,  die  die  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte  berühren. 


Bemonllisohe  nnd  Bnlersohe  Zahlen. 

349.  Verschiedene  wichtige  Funktionen  lassen  sich  nicht  mit 
Hilfe  der  Formel  (10),  d,  h.  der  Mac-Laurinschen  Formel,  in  eine 
Potenzreihe  entwickeln,  weil  es  nicht  gelingt,  den  allgemeinen  Aus- 
druck der  n-ten  Derivierten  zu  finden.  Zieht  man  auf  der  andern 
Seite  in  Betracht,  daß  in  der  genannten  Formel  eigentlich  nicht  die 
successiven  Derivierten  der  Funktion  auftreten,  sondern  nur  ihre  Werte 
für  a: «  0,  so  begreift  man,  daß  mit  der  Berechnung  der  «-ten  Deri- 
vierten von  f(x)  mehr  geschieht  als  für  die  Entwickelung  von  f{x) 
in  eine  Potenzreihe  genau  genommen  erforderlich  ist,  und  daß  sich 
folglich  doch  andere  Wege  darbieten  müssen,  um  schlechthin  zu  der 
Kenntnis  einer  solchen  Entwickelung  zu  gelangen.  In  dieser  Hinsicht 
erweisen  sich  als  sehr  nützlich  gewisse  spezielle  Zahlenfolgen,  mit 
deren  Eigenschaften  wir  uns  in  erster  Linie  beschäftigen  wollen. 
Ihre  Anwendung  führt,  wie  wir  bemerken  wollen,  häufig  zu  nicht 
konvergenten  Reihen,  die  aber  trotzdem  brauchbar  sind,  insofern 
die  Summe  der  n  ersten  Glieder  sich  rasch  einer  bestimmten  Größe 
nähert,  von  der  sie  sich  dann  wieder  mit  wachsendem  n  entfernt^  so 
daß  Divergenz  oder  Unbestimmtheit  herauskommt.  Wegen  dieser 
Eigenschaft  heißen  derartige  Reihen  pseudokonrergent. 

350.  Die  Theorie  der  erwähnten  Zahlenfolgen  gründet  sich  auf 
die  folgende  Bemerkung:  Die  Identität 

(24)  f{a  +  {h  +  X))  =  f{^a  +  h)  +  x), 

in  welchjer  die  beiden  Seiten  als  nach  der  Taylorschen  Formel 
entwickelt  vorausgesetzt  werden,  bleibt  bestehen,  wenn  man 
die  Potenzen  der  Veränderlichen  x  durch  beliebige  Zahlen 
ersetzt.  Wendet  man  in  der  Tat  die  Taylorsche  Formel  auf  die 
Entwickelung  von  f{a  +  Ä  +  rc)  an,  so  kann  man  in  zwei  verschiedenen 
Weisen  schreiben: 
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X  ^,,     .   ,N    .     rc' 


/•((a  +  A)  +  a5)  =/•(«  +  *)  + f/-'(a  +  Ä)  +  ^r(«  +  *) +■••, 
f{a  +  (Ä  +  X))  =     f{a)     +  ^^5  /•'(„)  +  ^!^f"{a)  +  •  •  • . 

Wenn  wir  nun  in  der  zweiten  Reihe  alle  Olieder  zusammenfassen, 
welche  jf  enthalten ,  so  müssen  wir  notwendig  (§  329)  den  Koeffi- 
zienten wiederfinden,  den  (xf  in  der  ersten  Beihe  hat.  Daraus  geht 
hervor,  daß  die  beiden  betrachteten  Ausdrücke  miteinander  identisch 
bleiben,  wenn  man  die  Folge  1,  x,  x^^  ^,  . . .  durch  eine  andere  a^, 
Ol,  €1^,  ^3,  . . .  ersetzt.  So  hat  man  z.  B.,  wenn  man  (a-{-h-\-xy 
entwickelt, 

a*  +  2a(A  +  x)  +  (ä«  +  2hx  +  x^)  =  (a  +  *)«  +  2(a  +  h)x  +  x\ 

kann  aber  auch  schreiben 

a»ao  +  2a(Äao  +  ai)  +  (A*ao  +  2Aai  +  «»)  =  (a+A)X  +  2(a  +  Ä)ai  +  ff2; 
welches  auch  die  Zahlen  a^,  o^,  a^  sein  mögen.     Den  Ausdruck 

«orc^) + ^r(«)  +  ?^V"(«) + mrc^)  +  •  •  • 

pflegt  man  symbolisch  mit  f{x  +  o^A)  zu  bezeichnen.  Besonders  be- 
merkenswert ist  die  Funktion  e"',  d.  h. 

'^o^     1     ^  1.2  ^1.2.8^         ' 

welche  die  erzeugende  Funktion  der  Folge  «q,  a^y  ^;  •  •  •  heißt. 
Es  ist  hier  nützlich  zu  bemerken,  daß  die  Regel  für  die  Multiplikation 
der  Reihen  (§  234)  sich  in  folgender  symbolischen  Gleichung  ausspricht 

(25)  e"'  •  c^'  =  e(«+/*)*, 
die  wir  im  folgenden  häufig  anwenden  werden. 

351.    BemouUisQhe  Zahlen.     Bernoullische    Zahlen    heißen 
die  durch  die  symbolische  Gleichung 

(26)  {ß^-\y  -B^^'g 

definierten  Zahlen,  wobei  j?  successiv  die  Werte  1,  2,  3,  ...  annehmen 
muß.  Überdies  wird  angenommen  JBq  =  1.  So  findet  man  für  jp  =  2 
2^i  +  1  =  2,  woraus  man  entnimmt  -B^  =  ^-     Femer  ist  für  j9  =  3 

35j  +  3^1  +  1  =  3, 

woraus  man  entnimmt  J^»|,  und  in  derselben  Weise  erhält  man 
weiter  folgendes: 

^3  =  0,     ^iQ  =  j|g,     ^11  =  0,     -Bis  ==  —  2780»     As^^;     ^u~^? 

5,6-0,    B„ »«,    JB„-0,    B«-*fr,    ^19-0,.... 
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Dies  Yorausgeschickt  hat  man  identisch 

p^  CO 

fix  +  (5  +  1)Ä)  -  fix  +  Bh)  -2  ÜB  +lf-  BP)  ^^^, 
nnd  die  rechte  Seite  redaziert  sich  auf  Gfrund  von  (26)  auf 

hf'ix) + Yr(«)+ j^rc^)  +  •  •  • = hf'ix+h). 

Folglich  kann  man^  wenn  man  die  Identität  (24)  berücksichtigt^ 
schreiben 

(27)  f{{x  +  h)  +  Bh)  -  f(x  +  Bh)  =  hf^x  +  h). 

Dies  ist  die  Fundamentalformel  in  der  Theorie  der  Bemoullischen 
Zahlen.    Setzt  man  x  =  —  h  und  verwandelt  dann  A  in  ^^  so  erhält  man 

(28)  f{Bx)  -  f{Bx  -  a?)  =  xf\0). 

352.  Die  Bemoullischen  Zahlen  mit  ungeradem  Index 
sind  null  außer  B^  -  4^-    In  der  Tat  gibt  för  f{x)  =  a;P  die  Formel  (28) 

(29)  BP-(B-1)P^0, 

Yorausgesetzt,  daß  nicht  p  ^  1  ist^  in  welchem  Falle  die  rechte  Seite 
1  ist.  Für  jp  >  1  hat  man  also  (JB  +  1)*^  —  (B  —  1)^  =  p  oder  nach 
Verwandlung  Yon  j)  in  2jp 

-B.i,.i  +  i  (2p- 1) (21,-2) J5,,_,  +  . .  •  +  ii2p-l)i2p-2)B,  -  0. 

Setzt  man  nacheinander  p  =  2,  3,  4,  . .  .^  so  sieht  man^  daß  jB*,^  B^, 
Bj,  . . .  alle  null  sind. 

353.  Für  f{x)  =  ^  liefert  die  Formel  (28)  die  erzeugende 
Funktion  der  Bemoullischen  Zahlen.  In  der  Tat  kann  man 
unter  Beachtung  Yon  (25)  successiv  schreiben 


e**  —  e^'  •  e~*  =  ic ,      e^*  = 


xe 


^-1 
oder 

,:r_l"-^^^l^^^    1.2  +1.2.3+        ^^+¥  +  12""  72Ö+'"- 

Für  andere  Formen  von  f(x)  liefert   die  Formel  (28)  andere   inter- 
essante Beihenentwickelungen.    Z.  B.  erhält  man^  wenn  f{x)  «  cos  x  ist^ 

cos  Bx  —  cos  Bx  •  cos  o;  —  sin  Bx  •  sin  a;  «=  0. 
Nun  bemerke  man,  daß  wegen  Bj  =  jBj  =  JB^  =  •  •  •  =  0 

sinJBa;  =  B,x  -  — »-   +  — ?^ «=  — 

1  1.2.3^1.2.3.4.6  2 

ist.     Also  kommt,  wenn  man  rr  in  2  a;  verwandelt, 

cos2J5a;  = r—  =  X  cota;, 

1  —  cos  2  X  ' 
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d.h. 

.  .        tB.x*    ,      4'B.a!*  4'JJg«« 

^^^^-^--rV  +  O^T- 1.2   8.4.6.6   +•••• 
Aus   dieser   Entwiekelung  lassen   sich  ferner   sofort   diejenigen   von 
-: — ,  tgx  u.  s.  w.  ableiten^  wenn  man  bemerkt,  daß 

9111  iC 

X  1 

cot  -r-  —  cot  X  =  - — ,    cota:  —  2  cot2a;  =  iax 

2  sin  a: '  ^ 


u.  s.  w.  ist.    Man  erhalt  auf  diese  Weise 

rc*       aj*       2aj*         x^ 


Ä  cot  a?  ==  1  — 


m     • 


8         46        946        4726  ' 


X     _  1    ,   «^    ,    TaJ *        31  g^         127a» 


sina;  '     6     '    860    '    15120    '    60480Ö 

tga?  —  a? -i- -^  H-    -   +"i?T  +  5ft^  + 


•   •   ■ 


8     '     16     '     815     '    2836 

354.  Enlersohe  Zahlen.    Eulersche  Zahlen  heißen  die  durch 
die  symbolische  Relation 

definierten  Zahlen ,  wo  p  nacheinander  die  Werte  1,  2,  3,  . . .  bei- 
gelegt werden.    Man  erhalt  so  die  Folge 

1,  0,  -  1,  0,  5,  0,  -  61,  0,  1365,  0,  -  50521,  0,  2702765, .... 

Es  ist  eine  evidente  Folge  der  Definition,  daß  die  Eulerschen 
Zahlen  mit  ungeradem  Index  alle  null  sind.  Inzwischen  hat 
man  identisch  auf  Grund  der  Definition 

f{x  +  (J5  +  1)Ä)  +  f{x  +  (^  -  1)Ä)  =.  2f{x)y 

mithin  unter  Erinnerung  an  die  Identität  (24) 

f{(x  +  Ä)  +  Eh)  +  f{{x  -  A)  +  Eh)  =  2f{x). 

Dies  ist  die  Fundamentalformel  in  der  Theorie  der  Eulerschen 
Zahlen.    Setzt  man  x^O  und  yerwandelt  dann  h  in  x,  so  erhält  man 

f{Ex  +  a?)  +  f(Ex  -  a;)  =  2f{0). 

Insbesondere  findet  man  fQr  f(x)^^  unter  Beachtung  von  (25) 

Mit  andern  Worten,  die  erzeugende  Funktion  der  Eulerschen 
Zahlen  ist 

2         „i__^i5^__  ^^^*    I    277a;» 


^^e"*  2     '     24  720     '     8064 

Andere  interessante  Entwickelungen  erhält  man  für  andere  Formen 
von  f{x).    Für  f{x)  =  cosa;  findet  man  z.  B.  cosJBa;  =  seca?,  d.  h. 

^    ,   a;«    ,   6aj*       61aj»   ,   277aj«   . 

«^^"i  +  T  +  i4-  +  w  +  -8ö6r  +  -"- 
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365.  Die  Eulerschen  Zahlen  genießen  verschiedene  interessante 
Eigenschaften.  Betrachtet  man  z.  B.  nur  die  nicht  verschwindenden 
Zahlen  mit  Ausschluß  von  Eq,  so  ist  leicht  zn  bemerken^  daß  sie  alle 
von  der  Form  6A;  —  1  sind^  und  daß  die  an  gerader  Stelle  befindlichen 
mit  einer  5  endigen ,  die  andern  mit  einer  1;  u.  s.  w.  Diese  Eigen- 
schaften sind  in  folgendem  Theorem  von  Sylvester^)  enthalten^  welches 
wir  hier  nur  aussprechen  wollen:  Wenn  a,  /J,  y,  . .  .  die  Divisoren 
von  p—p'  sind,  so  ist  die  Differenz  E^^  —  E^^.  teilbar  durch 
diejenigen  von  den  Zahlen  2a  +  1,  2j3  +  1,  2y  +  1, . . .,  welche 
Primzahlen  sind  Im  folgenden  werden  wir  nnB  jetzt  aasschließ- 
lieh  mit  den  Bemoullischen  Zahlen  beschäftigen.  Wir  wollen  aber 
zuvor  bemerken,  daß  dieselben  in  einer  sehr  einfachen  Beziehung  zu 
den  Eulerschen  stehen.    In  der  Tat  hat  man 

e    —1  e  +  6 

und  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  a^  liefert  uns  sofort  die 
symbolische  Gleichung 

^P-l  = 2^ 

umgekehrt  läßt  sich  aus  der  Identität 

^Bx  __  ^9Bx  ^    ^^^ ^^^       ^     \^^ ^  x^^'^^^' 

entnehmen 

366.  Enlersche  Summenformel.  um  die  vorhin  erhaltenen  Ent- 
wickelungen  zu  rechtfertigen,  ist  es  notwendig  den  Fehler  zu  kennen, 
den  man  macht,  wenn  man  bei  irgend  einem  Gliede  abschließt,  und 
dann  zu  beweisen,  daß  dieser  Fehler  nach  Null  konvergiert,  wenn  die 
Zahl  der  benutzten  Glieder  unbegrenzt  zunimmt.  Wenn  wir  die  Funda- 
mentalformel (27)  schreiben,  indem  wir  nur  n  +  1  Glieder  in  der  Eni- 
Wickelung  jedes  Bestandteiles  der  linken  Seite  nehmen  und  den  Rest 
mit  JB^  bezeichnen,  so  finden  wir  die  Eulersche  Summenformel*) 

(30)         hf'ix  +  h)  =  Sf{x)  +  ^  8  fix)  +  ^  öf"  {x)  +  .-- 

in  welcher  wir  noch  die  Grenzen  zu  suchen  haben,  zwischen  welchen 


1)  „Comptes  rendus  de  l'Acadämie  des  Sciences  de  Paris**  (t.  52,  p.  212). 
Der  Beweis,  der  von  Stern  herrührt,  steht  in  „Grelles  Journal"  (Bd.  79,  S.  67). 

2)  „Institutiones  calciüi  differentialiB**  (cap.  Y). 
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B„  yariieren  kann.  Diese  Bestimmung  ist  von  Malmsten^)  ausgeführt 
worden,  der  für  gerades  n  folgende  beiden  Ausdrücke  gefunden  hat: 

Da  der  Beweis  dieser  Formeln  die  Kenntnis  der  Integralrechnung') 
erfordert^  so  werden  wir  uns  mit  einem  weniger  befriedigenden  Aus- 
druck begnügen,  der  aber  für  die  gewöhnlichen  Anwendungen  genügt 
und  sich  in  sehr  einfacher  Weise  aufstellen  läßt.     Auf  die  Funktion 


n 


wende  man  das  Theorem  von  Lagrange  an 

(31)  F{x  +  A)  -  F{x)  =  hF\x  +  ÖÄ). 

Femer  bemerke  man,  daß 

F{x)  - m  +  ?^f'(x)  +  ?^f"(x)  +  ■■■  +  ^f^'K^) 
ist,  während  man  auf  Gfrund  von  (29)  hat 

F(x  +  h)^f{x  +  Ä)  +  ^r(«  +  Ä)  +  ^f'{x  +  Ä)  +  • . . 

+  ^/"'"K«  +  *)  -  M'{x  +  *)• 

Setzt  man  daher  in  (31)  ein  and  berücksichtigt  die  Formel  (30),  so 
kommt 

B, hF\x  +  6h). 

Inzi^schen  ist  leicht  zu  sehen,  dafi 
ist     Es  wird  abo 

Um  diese  Formel  anwenden  zu  können,  ist  es  vor  allen  Dingen  nötig 
die  Grenzen  zu  kennen,  innerhalb  deren  der  symbolische  Ausdruck 
{B  —  Oy  variiert,  wenn  0  von  0  bis  1  variiert;  und  wir  werden 
sehen,  daß  man  auch  wissen  muß,  wie  B^  variiert,  wenn  n  jede  Gfrenze 
übersehreitet.  Am  Ende  dieses  Kapitels  werden  wir  in  der  Lage  sein, 
auf  diese  Fragen  zu  antworten,  und  werden  uns  dann  von  der  Legi- 

1)  „Crelles  Journal^*  (1B47,  S.  56).  Eme  andere  Fonn  von  B„  ist  an- 
gegeben worden  von  Sonin  in  den  „Annales  de  r£cole  normale  snp^rieure^* 
(1889,  p.  267). 

2)  Tannery:  ,,Fonction8  d'nne  variable",  p.  858.  Darboux:  „Sur  les 
d^eloppements  en  särie"  (Journal  von  Liouville,  8.  Serie,  Bd.  II). 
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timität  der   Entwickelnngen  von ,  ~ — ,  ^coto?^   tax  u.  s.  w. 

überzeagen  und  ermitteln^  mit  welcher  Annäherung  sich  andere  wichtige 
nicht  konvergente  Entwickelnngen  anwenden  lassen,  die  wir  in 
kurzem  antreffen  werden. 

367.  Summenformel  von  Mao-Laurin.    Verwandelt  man  in  der 
Formel  (27)  xin  x  +  h,  x  +  2hy  . . .  und  summiert  dann,  so  erhalt  man 

h[f\x+h)  +  f\x+2h)+-'+f\x+nh)]^f(x+nh+Bh)^f{x+Bhy 

Im  besondem  ist  fBr  o; »  0  und  h^  l 

(32)        f'il)  +  f'(2)  +  /-(S)  +  . . .  +  r(n)  -  fin  +  B)-  f{B). 

Dies  ist  die  Summenformel  von  Mac-Laurin.  Man  bemerke,  daß 
die  rechte  Seite  nichts  anderes  ist  als  die  symbolische  Darstellung  von 

wo  l  eine  in  jedem  Falle  zu  bestimmende  Eonstante  ist.  So  er- 
läutert und  vervollständigt  die  Formel  (32)  gewisse  in  §  334  mit 
größerer  Strenge  erhaltene  Resultate.  Es  versteht  sich  aber,  daß  man 
diese  Formel  nicht  ohne  Vorsicht  anwenden  darf,  wenn  man  darin 
nicht  zuvor  den  Ausdruck  des  Restes  eingeführt  hat. 

368.  Anwendungen,   a)  Summe  gleicher  Potenzen  der  n  ersten 
ganzen  Zahlen.     Für  f(x)^aP'^^  gibt  die  Formel  (32)  sofort 

IP  +  2i>  +  3^  +  '  • '  +  n^  -  ^"^  "^  ^^ "?  7  ^'"'  \ 
d.  h. 

1P+2P+-+  »^  =  /+-!  +  Y«'  +  i^«^-^ 

720  »^      -r        -r  ■D,'»- 

Z.  B.  ist 

l  +  2  +  3  +  --.  +  n  =  ^  +  -^  =  4-«(»  +  1), 


l»+2«+3»+-.+«'  =  ''3-  +  ^  +  |-  =  |n(«+l)(2«+l), 
l»+2»+3»  +  -..  +  n»  =  J  +  -^  +  x  =  T''V+l)*' 

=.  j^«(n  +  1)  (2n  +  1)  (3n»  +  3n  -  l), 
ia  +  25  +  35  +  ...  +  ,5_^  +  ^  +  6^'_g 

-^n«(n+l)»(2n»  +  2»-l), 
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n''   .    n^   .   n^       n*    .    n 


ie+2«  +  3«  +  ...  +  n««y  +  ^  +  y-y  +  ,, 


=  .\  n(n  +  1)  (2n  +  l)  (3n*  +  6n»  -^  3w  +  l), 


42 

i-r^-ro-r         -r^        8^2^  12        24  ^12 


=  i  n*(n  +  1)^(3«*  +  6n»  -  n*  -  4«  +  2), 


b)  Harmonische  Beihe  (vgl.  §  335,  b).    Für  f(x)  ^  logx  gibt  die 
Formel  (32) 

d.  h.  in  psendokonyergenter  Beihe 

^*'"*^  +  ^^^**  + 2n  ""T2n»"^  12Ö»*~  262n«  "^  240n»""  182n"  '^  ' 

c)  Formel  von  Stirling  (vgl.  §  335,  c).     Ebenso  erhält  man  für 

f(x)  =  a;log2;  —  x 

1        1.1  1.1 


«I=.>/2 


nn '  n*e 


*'**18fi     860  n»"**  1860»»"  1680  n^"*"  1188  «• 


darf  aber  nicht  vergessen^  daß  die  im  Exponenten  stehende  Beihe  nicht 
konvergiert.      Zur  Übung  kann  der  Leser  den  vorstehenden  Ausdruck  in 


«!»>^(i-i/««+«+i-+j^+...y 


H 


transformieren.  Vernachlässigt  man  unter  dem  Wurzelzeichen  die  Glieder 
mit  — ,  so  findet  man  die  von  Forsyth^)  zur  Berechnung  von  n\  an- 
gegebene FonneL 

369«   BemonlliBohe  Polynome.     Man  nennt  so  die  Polynome 

(S3)        ..(»)-"-+f;:-^". 

die  für  ganzzahliges  x,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Summen  l''+2''H — 
+  (x  —  ly  darstellen.  Offenbar  ist  fpp{l)  =  0,  und  man  sieht  auch 
unter  Beachtung  von  (29),  daß  ^,,(0)  =  0  ist.  Welches  ist  der  Wert 
von  9,(1)?  Man  hat 


X  X 


g(»-i)'=,g«,.e-»_    ««*    _    «e*  ««^ 


e'-l 


1)  In  den  ,3^port8"  der  „Britiah  Association**  (Rep.  of  the  öS*^  meeting, 
1884,  p.  407). 
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und  leitet  daraus,  indem  man  die  Koeffizienten  von  -7  auf  beiden 
Seiten  einander  gleich  setzt,  ab 

(*-4-)'-^$-B,-{'-^)*,- 

Also  ist 

Daraus  folgt,  wenn  p  gerade  ist,  q)^  (^)  «  0.  Übrigens  ist  es  leicht 
dem  Ausdruck  yon  g>p{x)  eine  Form  zu  geben,  die  die  Wurzehi  0, 
1,  4"  ^  Evidenz  setzt.  Wenn  man  die  rechte  Seite  von  (33),  nach- 
dem man  an  Stelle  von  x—l+B  geschrieben  hat  (a;  —  ^)  +  (5  —  ^), 
nach  Potenzen  von  ^  —  -^  entwickelt,  so  erMlt  man  für  q>p{x)  den 
Ausdruck 

jp+1  24^^        »"       ^  5760  V^        *"  > 

in  welchem  das  letzte  Glied 


_^iLt^      oder  -fl-_L_^W  (o:-!) 

ist,  je  nachdem  p  ungerade  oder  gerade  ist.  Man  bemerke  hier,  daß 
X  —  \  nur  sein  Zeichen  wechselt,  wenn  man  o;  in  1  —  o;  verwandelt^ 
und  daß  man  daher  hat 

(35)  y,(l  -  35)  =  (-  Vf^'<p,(x). 

Im  Falle  eines  ungeraden  p  kann  man  die  obige  Entwickelung  nach 
Potenzen  von  x{x  —  \)  ordnen,  indem  man  bemerkt,  daß  {x  —  ^)* 
^  x{x  —  1)  +  \  ist.  Das  Gleiche  läßt  sich  in  dem  andern  Falle 
machen,  nachdem  man  o:  -—  ^  in  Evidenz  gesetzt  hat  Auf  diese 
Weise  gelangt  man,  wenn  man  den  Fall  eines  ungeraden  Index  von 
dem  eines  geraden  Index  unterscheidet,  zu  den  folgenden  bemerkens- 
werten Ausdrücken: 

2i>9«p_iW  =  ^\^  -  iy[o:P-\x  -  ly-^  - ?^^Ez:^af-\x  -  1)^-» 

(4:p+2)fp,^{x)^x{x-l){2x^l)[c^-^(x^iy''^^^^^ 

360.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  in  dem  Intervall  (0,  1)  die 
Bernoullischen  Polynome  mit  geradem  Index  nur  an  den 
Grenzen  verschwinden  und  im  Mittelpunkte,  wo  sie  ihr  Zeichen 
wechseln,   daß   ferner   die   Polynome   mit   ungeradem  Index 
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nur  an  den  Orenzen  yerscliwinden  und  ihren  größten  abso- 
luten Betrag  im  Mittelpunkte  des  Intervalles  erreichen. 
Wir  wissen  bereits,  daß  q>^p{x)  für  a;  =  0,  ^,  1  verschwindet,  und 
daß  es  nach  (35)  sein  Zeichen  ändert^  wenn  x  Ton  einer  Seite  yon  ^ 
auf  die  andere  übergeht.  Es  bleibt  uns  also  nur  übrig,  zu  zeigen,  daß 
q>^p  nicht  zwischen  0  und  4-  ^u^d  auch  nicht  zwischen  i^  und  1  yer- 
schwindet.  Nehmen  wir  an,  dies  sei  richtig  für  ^sp-sC^);  ^^  ^^ 
also  diese  Funktion  zwischen  0  und  \  ein  bestimmtes  Vorzeichen 
und  zwischen  ^  und  1  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  bewahrt,  und 
wenden  wir  auf  die  Funktion  f^fp^p  die  bekannte  Interpolations- 
forme!  (§  347) 

fix)  =  f(x,)  +  {x^  x,)f{x,,  X,)  +  i  (rr  -  xO  (x  -  x,)r{l) 

an,  indem  wir  x^^^O,  x^  =  ^  setzen  und  beachten,  daß 

<p'i,{z)  -  2p{x  -  1  +  Byp-'  =  2p(2p  -  l)g>,,.,ix) 

ist.    Dann  ergibt  sich 

wo  I  wie  a;  zwischen  0  nnd  i  enthalten  ist.  Diese  Formel  setzt  in 
Eyidenz  nicht  nur,  daß  die  Funktion  <p^p{x)  in  dem  Intervalle  (0,  1), 
abgesehen  von  den  Ghrenzen  und  vom  Mittelpunkt^  nicht  verschwinden 
kann,  sondern  auch,  daß  ihr  Vorzeichen  zu  demjenigen  von  q>%p^%(x) 
bestandig  entgegengesetzt  ist.  Da  man  nun  direkt  sieht,  daß  die 
Funktion  q>^{x)  oder  ^a;(a;  —  1)  (2ä:— 1)  links  von  \  positiv  und 
rechts  davon  negativ  ist,  so  darf  man  den  ausgesprochenen  Satz  für 
jeden  Wert  von  p  behaupten  und  kann  hinzufügen,  daß  9>s,(^)  links 
von  4-  d^  Zeichen  von  (—  1)^+^  hat  und  rechts  das  entgegengesetzte 
Zeichen.    Femer  ist  die  Funktion  ^>%p^i{x)y  deren  Derivierte 

9i,_i(a;)  =  (a;  -  1  +  JB)»"-^  -  {2p  -  l)<p,^_,{x) 

lautet^  zwischen  0  und  ^  wachsend  oder  abnehmend,  zwischen  ^  und 
1  dagegen  abnehmend  oder  wachsend,  je  nachdem  p  gerade  oder  un- 
gerade isi  Sie  bewahrt  also  im  Innern  von  (0,  1)  das  Vorzeichen 
von  (—  1)^  und  erreicht  für  x^^  \  den  größten  absoluten  Betrag. 

861.  Die  obigen  Eigenschaften  haben  Konsequenzen,  die  für  die 
BemouUischen  Zahlen  von  Wichtigkeit  sind.  In  der  Tat  haben 
wir  in  §  352  zwar  bewiesen,  daß  die  Zahlen  JS3,  £g,  . . .  alle  null 
sind.  Es  ist  aber  noch  zweifelhaft,  ob  nicht  in  der  Reihe  B^,B^y,,. 
ebenfalls  Zahlen  vorkommen,  die  verschwinden.  Die  Formel  (34)  be- 
seitigt diesen  Zweifel  sofort  und  sagt  uns  überdies,  daß  das  Zeichen 
von  B^p  demjenigen  von  92p_i(^)  entgegengesetzt  und  folglich  das 
Zeichen  von  (—  1)^+*  ist.  Also  haben  die  Bernoullischen  Zahlen 
mit  geradem   Index   alternierende   Vorzeichen.     Das   Gleiche 
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laßt  sich  von  den  Eulerschen  Zahlen  behaupten.    In  der  Tat  liefert 
die  Formel  (33) 

{2p  +  l)9,,,a)  -  (5 -  iyp^\     (2p  +  l)y,/f)  =  (B-{yp^\ 

woraus  unter  Berücksichtigung  von  (35)  folgt  (§  355) 

Also  hat  JE?,  ^  das  Zeichen  yon  (—  l)**. 

362.   Es  folgt  noch  aus  dem  in  §  360  Gesagten,  daß  man,  wenn 
n  eine  gerade  Zahl  ist,  in  dem  Intervall  (0,  1)  hat 

Es  ist  mit  andern  Worten' 


l(B_ö)._ß.|^2(l-i)lB, 


für  jeden  Wert  von  0  zwischen  0  und  1,  Da  femer  q>^_i  in  dem 
genannten  Intervalle  das  zu  dem  von  B^  entg^engesetete  Zeichen 
bewahrt,  so  hat  man 

(B-ö)--B"i-(i-(^)i5j, 

folglich 

2«-i  _        jj«        _ 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  der  absolute  Betrag  von  (B  —  6)" 
niemals  den  von  B^  übertrifit,  und  der  in  §  356  gefundene  Ausdruck 
des  Restes  B^^^  ist  daher  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  größer 
als  der  erste  der  von  Malmsten  gegebenen  Ausdrücke  von  B^,  Dies 
beweist,  daß  beide  Ausdrücke  gleich  vorteilhaft  sind,  wenn  es  sich 
darum  handelt,  zu  beweisen,  daß  für  unendliches  n  der  Rest  nach 
Null  konvergiert.  So  etwas  kann  man  aber  nicht  mehr  sagen,  wenn 
man  \B^\  zwischen  Grenzen  einzuschließen  sucht  bei  den  pseudokon- 
vergenten Reihen,  die  der  symbolische  Kalkül  liefert. 

363.  Die  in  §  360  bewiesenen  Eigenschaften  der  Bemoullischeu 
Polynome  finden  eine  leichte  und  interessante  Aufklarung  in  der  Mög- 
lichkeit, diese  Polynome  durch  die  eine  oder  die  andre  der  Reihen 


nss  eo  n=co 


/o/.\  ^T  8in  nx        ^J  COS  fi 

(36)  2  -^>  2  -^ 


darzustellen,  je  nachdem  ihr  Index  gerade  oder  ungerade  ist.   Vorher 
müssen  wir  aber  die  Summe  der  Reihe 

(37)  f(x)  «  sina:  +  4"  sin  2ic  +  -J-  sin 3fl?  +  •  •  • 

auswerten,  indem  wir  eine  wichtige  Formel  beweisen,  die  wir  bereits 
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bei   zwei  Gelegenheiten  (§§  254,  g;  277,  f)   in  Ansprach   genommen 
haben.     Wenn  man  bemerkt^  daß 

2  sin  Y  cos  mx  =  sin  ( fn  +  y)  ^  ~"  sin  ( w  —  yj  a; 

ist^  so  findet  man  leicht,  daß  die  Derivierte  der  Summe  der  n  ersten 
Glieder  in  der  betrachteten  Reihe 

cos  a;  +  cos  2a:  +  cos  3a:  H \-  coswa:  =  —  -^r  H ^ — 

2  sin  - - 
2 

ist.     Daraus  folgt,  daß  die  Funktion 

cos^n  +  y^a; 


1        .      r.  .  .       1        .  .      X 


F{x)  =  sina:  +  Ysin2a:H 1 — sinna:  + Y  + 


(2n+l)8in  ^ 


X   ' 


die  in  jedem  Intervall,  welches  kein  Vielfaches  von  2ä  enthält,  defi- 
niert ist^  die  Derivierte 

cos -—  •  cos  In  +  -^)a: 


F\x) 


4(n  +  2)8in«|- 


hat,  und  man  sieht,  daß  lim  F*{x)^0  ist.     Wenn  nun  1c  die  größte 


n  =  ao 


X 


in    —   enthaltene  ganze  Zahl   ist,   so   kann  man  das  Theorem  von 

Lagrange  (§  306)  auf  die  Funktion  F{x)  anwenden  für  jedes  Paar 
von  Werten  (z.  B.  x  und  « +  2A;ä),  die  in  dem  Intervall  (2ä:ä, 
23t  +  2kx)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  gewählt  sind.  Auf  solche 
Weise  erhält  man,  wenn  man  mit  g  eine  zwischen  x  und  x  +  2kjt 
enthaltene  Zahl  bezeichnet^ 

sin  a;  +  —  sin  2a:  +  •  •  •  H —  sin  na: 

2  n 

cob[w  +  — ja: 

-  ^  +  Ä« ^^ ^V  +  («-«-  2Ä«)F'(I). 

(8n+l)8in|- 
Mithin  ist  fOr  anendliches  n 

(38)  a^)^-=^+[^y 

364«  Wir  sind  jetzt  imstande,  die  Summe  0^(x)  der  ersten  oder 
der  zweiten  Reihe  (36)  auszuwerten,  je  nachdem  p  ungerade  oder 
gerade  ist.  BekannÜich  ist  (§  320,  b,  c)  die  Konvergenz  der  Reihen 
(36)  für  j9  >  1  in  jedem  Intervalle  gleichmäßig,  und  das  Gleiche  läßt 
sich  fBr  p»  1;   d.  h.  von  der  Reihe  (37),  behaupten,  vorausgesetzt, 

Cefiro,  Analyii«.  20 
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» 
daB  man  die  Werte  Ton  x  ansscliließt;  welche  Vielfache  Ton  2n  sind. 

Man  kann  aLso  behaupten  (§  323)^  dafi  man  hat 

(39)  9;(x)~i-iy-'9,_,(x). 

Wir  kennen  bereits  9^{x)  ^f{x\  welches  durch  die  Formel  (38)  ge- 
geben ist.  Diese  schreiben  wir  jetzt  zweckmäßig  0.^{x)  =*  ä(JB—  p), 
indem  wir  setzen 

Da  ä(B  —  q)  die  Deriyierte  von  —  3r*(JB  —  (>)*  ist,  so  hat  man  (§  307,  b) 

wo  a  eine  Eonstante  ist,  wenigstens  in  jedem  Intervalle  (2h7t^ 
2x  +  2 Jen)  mit  Ansschlnß  der  Grenzen.  Übrigens  hängt  a  nicht 
von  k  ab,  da  9^  und  (JB  —  p)*  nicht  variieren,  wenn  man  x  um  ein 
Vielfaches  von  2n  variieren  läfit.  Um  den  Wert  von  a  zu  erfifthren, 
bemerke  man,  daß 


OD  00  00 


oder  9p(n)  =  —  1 1  — — ^  j  ^_p(0)  ist  för  jeden  geraden  Wert  von  j),  und 

man  erinnere  sich  an  die  Gleichheit  (J?  -"  y)   =  —  (l jzrj^p}  ^i© 

in  §  359  bewiesen  ist.     Für  |>  »  2  ist 

*.(«)-.  ««(B-i-)*+« Y^  +  « 

und  auch 

«,(«)  =  - -1  «,(0) Y^-T«- 

Also  ist  a  »  0.    Um  nun  9^{x)  zu  bestimmen,  hat  man 

9,'ix)  =  0,(z)  -  x\B  -  <,)», 

und  da  ä*(j8  —  qY  die  Derivierte  von  —  f  w*  (JB  —  qY  ist,  so  kann 
man  schreiben 

wo  die  Eonstante  ß  sich  sofort  durch  die  Bemerkung  bestimmt,  daß 
auf  Grund  der  Stetigkeit  von  <t^s(a:)  (§  322)  die  rechte  Seite  nach 
^j(2A;;r)  =  0  konvergieren  muß,  wenn  q  nach  Null  konvergiert. 
Daraus  folgt  /3  »  0.     Um  0^{x)  zu  bestimmen  hat  man 

mithin 
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und  um  y  zu  beredmen  braucht  man  nur  zu  bemerken,  daß  man  hat 

und  auch 

*,(«)- -(l-l)«,(0)-^(l-^)P,-(l-^)y, 

sodaß  )/ » 0  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  sieht  man,  daß  allgemein 
^^  =  Ap(B—  Qy  ist.    Um  l^  zu  bestimmen  liefert  uns  (39) 

/        'typ  (        -1x8+ 8H +P 

9  p  V-*-  2.8...P        ^      ' 

Also  ist 

(40)  «,(^)  =  (-  l)"-  '  J  •  21-^^(5  -  ffY. 

Diese  Formel  sagt  uns,  in  welcher  Beziehung  die  Summen  d>^  zu  den 
Bemoullischen  Polynomen  stehen.  In  der  Tat  gelangt  man  unter 
Benatzung  der  Gleichungen  (33)  und  (35)  fär  ein  zwischen  0  und  1 
enthaltenes  x  zu  der  Formel 

9,-i(«)  -  (-ir-'-^^  {*,(o)  -  *,(2«a;)}, 

welche  die  in  §  360  bewiesenen  Eigenschafben  in  volle  Evidenz  setzt. 

366*    Anwendungen,     a)  Eine  der  interessantesten  Anwendungen 
der  Formel  (40)  besteht  in  der  Berechnung  der  Summen 

^    ,1,1,1     , 

für  alle  geraden  Werte  von  p.  Wenn  man  in  (40)  p  in  ^p  verwandelt, 
so  erhalt  man 

cc^       cob2^       C0B8X       ,        y^,  ^  2^P'''  —  (B  -  oyp 

und  insbesondere  für  o? »  0 


Z,  B.  ist 

^2""    6   ' 

^*  ~  90  ' 

^«  ""  946 

So    = 


«8 


'      8        9450' 

Wenn  p  ins  unendliche  wächst,  so  konvergiert  die  linke  Seite  nach  1, 
and  man  hat  daher,  wenn  man  sich  an  die  Formel  von  Stirling  (§  221) 
erinnert,   als  Antwort  auf  eine  am  Schlüsse  von   §  356    gestellte  Frage 

20* 
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Es  ist  bis  jetzt  noch  nicht  gelungen,  die  Summe  s  für  die  ungeraden 
Werte  von  p  zu  bestimmen.  Man  kennt  nur  Umformungen  in  stärker 
konvergierende  Beihen,  die  eine  schnelle  numerische  Berechnimg  gestatten. 
So  hat  man  z.  B.  gefunden 

^  +  ^  +  ^» +?  +  •*==  1,20205690315959428540  .  .  . 

durch  Anwendimg  von  wenigen  Gliedern  einer  andern  Beihe^). 

b)  In  ähnlicher  Weise   gibt  die  Formel  (40),  wenn  man  darin  p  in 
2p  ■{'  1  verwandelt, 

^^^   +  «^^^  +  «^^^  + f-  ly  .  2^P    ^''"''    (B  -  üYP^^ 

^ip  +  l  ^  ^ip  +  l  ^  ^ip+i  ^  \      ^J       ^     (2p+l)l^^        ^^ 

n  1 

Für  X  =  Y  ^^^  ^^^  ^^^  ^  "^  T^  ^'^^  ^  ^  ^^^  haben  wir  gesehen,  daß 


( 


ist.     Folglich  wird 

. 1_  ,   _J t_   .  _    (-l)^^8p^'^'-' 

Z.  B.  ist 

1    *  j.^       -  *    1    *  4-  *       -  *' 

8^6  4  '  3»  ^  6*  32 '     •  •  • 

Während  man  nun  die  Summen  1 H — -  —  •  •  •  für  alle  ungeraden 

Werte  von  J9  kennt,  kann  man  im  Falle  eines  geraden  p  nicht  einmal  die 
einfachste  von  diesen  Summen,  nämUch 

^  3«  ^  6*         7«  ^ 

ausdrücken,    über   die    es   eine    lange    Untersuchung   von   Catalan*)    gibt. 


1)  Dieselbe  lautet 

Ay  (_  i)w-  ^  1» .  2» .  3» . . .  (n  —  1)' 

j^  1 .28.  ..(8n  — 2) 

1 


\(2n  — 1)*^  12n(3n  — 1)/ 


Siehe  eine  Mitteilung  yon  Markoff  an  die  Pariser  Akademie  (Comptes  rendus, 
16  D^cembre,  1889).  Bis  zu  p  =  70  sind  die  Summen  s  bis  auf  82  Decimal- 
stellen  berechnet  worden  von  Stiel tj es  (Acta  mathematica,  1887). 

2)  Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie  (7.  Serie,  Bd.  XXXI).    In  den 
Comptes  rendus  (t.  LXIV,  p.  1189)  hat  Bresse  gefunden 

G  »  0,91696659417721906460867  . . . 
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Funktionen  von  melireren  Veränderlichen. 

Omndbegrlffe  und  Derivatioii. 

366.  Denken  wir  uns  n  Veränderliche  x,  y,  0,  . . .,  die  von- 
einander unabhängig,  d.  h.  so  beschaffen  sind,  daß  der  Wert,  den 
wir  einer  von  ihnen  erteilt  haben,  in  keiner  Weise  die  Freiheit  be- 
schrankt, irgend  einer  andern  einen  Wert  beizulegen,  der  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  in  unserm  Belieben  steht.  Der  Inbegriff  aller  Systeme 
von  Werten,  die  man  den  Veränderlichen  beilegen  kann,  bildet  ein 
n-dimensionales  Gebiet,  wovon  ein  Spezialfall  (f&r  n  »  1)  das  ist, 
was  wir  früher  Intervall  genannt  haben.  Wenn  man  jedem  Wert- 
system der  n  Veränderlichen,  welches  einem  gewissen  Gebiet  angehört, 
nach  ii^end  einem  Kriterium  eine  Zahl  entsprechen  läßt,  so  bildet  der 
Inbegriff  dieser  Zahlen  eine  Funktion  der  n  Veränderlichen,  die  in 
jenem  Gebiet  definiert  ist  und  mit  f{x,  y,  0,  . . .)  bezeichnet  wird. 
Man  pflegt  auch  zu  sagen,  daß  die  Funktion  fOr  jeden  Punkt  des 
Gebietes  definiert  ist,  wobei  man  unter  Punkt  nichts  anderes  versteht 
als  irgend  ein  System  von  n  Werten,  die  den  unabhängigen  Ver- 
änderlichen beigelegt  sind.  Die  för  die  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen bewiesenen  Eigenschaften  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  die 
Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  ausdehnen^). 

367.  Stetigkeit.  Wenn  man  den  unabhängigen  Veränderlichen 
die  Inkremente  dx,  dy,  . . .  erteilt,  so  ergibt  sich  daraus  fBr  die 
Funktion  das  Inkrement 

8f^f{x  +  8x,  y  +  Sy,  '")-f{x,  y,  ••.). 

Die  Funktion  heißt  stetig,  weim  if  immer  nach  Null  konvergiert, 
sobald  man  die  Inkremente  dx^  dy,  . . .  gleichzeitig  nach  Null  kon* 
vergieren  läßt  ohne  irgend  eine  Beziehung  zwischen  ihnen  aufzu- 
stellen. Sind  die  Werte  von  n  —  1  Veränderlichen  fest,  so  kann  man 
f  als  Funktion  der  übrig  bleibenden  Veränderlichen  betrachten,  und 
es  ist  klar,  daß  die  Funktion,  wenn  sie  hinsichtlich  des  Systems  der 
Yeriuiderlichen  stetig  ist,  auch  hinsichtlich  jeder  einzelnen  stetig  ist. 
Man  darf  aber  nicht  glauben,  daß  die  ümkehrung  richtig  ist,  daß 
also  die  Stetigkeit  von  f{x,  y^  -  -)  einfach  in  der  Stetigkeit  hinsichtlich 
jeder  einzelnen  der  Veränderlichen  x,  y^  . . .  besteht,  um  sich  zu 
überzeugen,  daß  eine  Funktion  unstetig  sein  kann,  obwohl  sie 
hinsichtlich  einer  jeden  der  Veränderlichen,  von  denen  sie 
abhängt,  stetig  ist,  braucht  man  z.  B.  nur  eine  Funktion  der  Gar- 
tesischen  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  zu  betrachten,  die 


1)  Siehe  z.  B.  den  „Calcolo^^  von  Genocchi  und  Peano  (§  129). 
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auf  den  Axen  den  Wert  1  hat  und  in  jedem  andern  Punkte  ver- 
schwindet. Eine  solche  Funktion  ist  offenbar  im  Anfangspunkte  un- 
stetige obwohl  sie  hinsichtlich  jeder  Veränderlichen  stetig  ist^  wenn 
man  die  andere  gleich  Null  setzt.  Es  genügt  die  einfache  Ver- 
wandlung des  Wertes  1  im  Anfangspunkte  in  0,  damit  in  diesem 
Punkte  die  Funktion  die  Stetigkeit  hinsichtlich  jeder  einzelnen  Ver- 
änderlichen verliert;  und  doch  kann  man  sagen^  daß  die  neue  Funktion 
unendlich  viel  weniger  unstetig  ist  als  die  alte. 

368«  ParüeUe  Derivierte.  Wenn  man  f  als  Funktion  von  x 
allein  oder  von  y  allein  u.  s.  w.  betrachtet,  so  heißen  ihre  successiven 
Derivierten  die  partiellen  Deri vierten  nach  Xj  nach  y,  . . .  und 
werden  mit  f^y  fy,  fxxj  fxyy  fyxj  •  •  •  bezeichnet.  Z.  B.  hat  man  im 
Falle  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen,  nachdem  tX  und  y  be- 
liebig fixiert  sind, 

ferner  leitet  man  aus  ^  i^  analoger  Weise  /•;.  und  /•;,  ab,  wie  f^. 
und  fy'y  aus  /J  abgeleitet  werden,  u.  s.  w.  Damit  die  partiellen 
Derivierten  existieren,  ist  natürlich  notwendig,  daß  die  Funktion  hin- 
sichtlich einer  jeden  Veränderlichen  stetig  ist,  aber  nicht  nötig  ist 
die  Stetigkeit  in  dem  umfassenderen  im  vorigen  Paragraphen  er- 
klärten Sinne.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  bei  der  Aufsuchung 
der  successiven  partiellen  Derivierten  die  Ordnung,  in  welcher 
die  Derivationen  aufeinander  folgen,  das  Resultat  nicht  be- 
einflußt, vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen,  die  man  suc- 
cessiv  erhält,  stetig  sind.  Wir  können  uns  offenbar  auf  den 
Fall  nur  zweier  Derivationen  beschränken  und  zeigen,  daß  die  Deri- 
vierte  von  /«  nach  y  sich  nicht  von  der  Derivierten  von  f^  nach  x 
unterscheidet,  sobald  die  durch  die  Derivation  gelieferten  Funktionen, 
d.  h.  fxy  und  fyxf  stetig  sind.  Man  erteile  x  und  y  die  Inkremente 
dx  ^h,  öy  ^ic  und  betrachte  den  Ausdruck 

g^f{x  +  h,y  +  Tc)-f{x  +  h,y)^f{x,y  +  lc)  +  f{x,y\ 
Schreibt  man  ihn  in  folgender  Weise 
Q  -  [fix  +  h,y  +  k)^f{x  +  h,y)]-  [f(x,  y  +  Jc)^f{x,  y)}, 

so  stellt  er  das  Inkrement  dar,  welches  die  Funktion  f(x,  y'{-k)—f(x,  y) 
erfahrt,  wenn  man  y  und  k  konstant  läßt  und  von  dem  Werte  x 
zu  dem  Werte  x  +  h  übergeht.  Man  erhalt  daher,  wenn  man  das 
Theorem  von  Lagrange  (§  306)  auf  die  genannte  Funktion  von  x 
anwendet, 

Q^h{fx(x+eh,  y  +  k)-fi{x  +  eh,  y)] 

für  eine  passende  Zahl  0,  die  zwischen  0  und  1  enthalten  ist.    Jetzt 
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haben  wir  vor  uns  das  Inkrement,  welches  f^ix  +  öä,  y)  erfährt, 
wenn  man  unter  Festhaltung  von  x  +  Oh  der  Veränderlichen  y  das 
Inkrement  k  erteilt.  Es  folgt  also  auf  Grund  desselben  Theorems, 
welches  wir  diesmal  auf  eine  Funktion  von  y  allein  anzuwenden  haben, 

Q  =  hkf:^y  {x  +  eh,  y  +  ffk), 

wo  ff  zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Wenn  daher  die  Funktion  /*Jy 
im  Punkte  {x,  y)  stetig  ist,  so  stellt  ihr  Wert  in  diesem  Punkte  für 

nach  Null  konvergierende  h,  k  den  Grenzwert  des  Quotienten  ^  dar. 
Nimmt  man  dagegen  q  in  der  Form 

Q  =  {fix  +  Ä,  y  +  i)  -  f(x,  y  +  k))-[f(x  +  h,  y)  -  f(x,  y)], 

so  gelingt  es  zu  beweisen,  daß  der  genannte  Grenzwert  gleich  dem 
Werte  von  fy'x  in  dem  betrachteten  Punkte  ist,  vorausgesetzt^),  daß 
diese  Funktion  in  dem  Punkte  stetig  ist.    Es  ist  also  /*jy  =  f^l, 

369.  Zusanunengesetste  Funktionen.  Wenn  in  y  =  f{u,  v^w,.. .) 
die  Veränderlichen  u,  v,  w,  . , .  nicht  unabhängig  sind,  sondern  viel- 
mehr Funktionen  einer  und  derselben  unabhängigen  Veränderlichen  x 
sind;  so  ist  auch  y  eine  Funktion  von  x  allein,  obwohl  sie  als  eine 
Funktion  von  mehreren  VeränderUchen  erscheint.  In  einem  solchen 
Falle  pflegt  man  zu  sagen,  y  sei  eine  zusammengesetzte  Funktion 
und  u,  V,  w,  .  .  .  die  zusammensetzenden  Funktionen.  Wir  wollen  be- 
weisen, daß,  wenn  die  ersten  partiellen  Derivierten  von  f  stetig  sind 
und  die  ersten  Derivierten  der  zusammensetzenden  Funktionen  exi- 
stieren, die  Derivierte  der  Funktion  gleich  der  Summe  der- 
jenigen Teilderivierten  ist,  die  man  durch  Anwendung  der 
Regel  für  die  Derivation  der  Funktionen  von  Funktionen 
erhält,  indem  man  f  der  Reihe  nach  als  Funktion  von  u 
allein,  v  allein  u.  s.  f.  betrachtet.  Selbstverständlich  werden  die 
partiellen  Derivierten  von  f  nach  den  Veränderlichen  u,  v,  w^  . . .  be- 
rechnet, indem  man  diese  als  unabhängig  behandelt.  Wir  können 
uns  der  Einfachheit  wegen  darauf  beschränken,  das  Theorem  im  Falle 
von  zwei  zusammensetzenden  Funktionen  zu  beweisen.  Entsprechend 
dem  Inkrement  8x  seien  h  und  k  die  Inkremente  der  Funktionen  u 
und  V.  Das  Inkrement  von  y  ist  dy  =  f{u  +  h,  v  +  k)  —  f{u,  v). 
Nun  hat  man  nach  dem  Theorem  von  Lagrange 

f(u  +  h,v)-  f(u,  v)  =  hfj{u  +  eh,  v), 
f(u  +  h,  v  +  k)-'fiu  +  Ä,  v)  =  kf^\u  +  hy  v  +  ffk). 


1)  In  Wirklichkeit  setzen  wir  hier  znviel  voraus.    Die  Bedingungen  daför, 
daß  man  die  Gleichheit  f"  «=  f''^  behaupten  kann,  sind  von  Peano  auf  ein 

MinimiiTn  reduziert  worden.    Siehe  Mathesis,  1890,  p.  168. 
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Daraus  folgt  durch  Addition  und  Division  mit  dx 

K  -  rJui^  +  eh,  V)  +  g/;'(«  +  h,v  +  6'h), 

femer   durch   Übergang   zur   Grenze    und    unter   Beachtung   der   ge- 
machten Voraussetzungen 

(1)  y'=«r;(«,f)  +  f  ?;(«,«). 

370.  Bemerkangen.  a)  Das  Theorem  besteht  offenbar  auch, 
wenn  nur  eine  der  beiden  partiellen  Derivierten  stetig  ist,  voraos* 
gesetzt,  daß  die  andere  hinsichtlich  der  entsprechenden  Veränderlichen 
stetig  ist. 

b)  Die  Begel  (1)  schließt  als  Spezialfälle  aUe  früher  (§  285  u.  s.  w.) 
bewiesenen  Deriyationsregeln  ein.     Wenn  man  z.  B.  hat  y  =»  u  -f  t;, 

uVy u.  s.  w.,  so  ist  bezüglich 

und  (1)  gibt 


V        «•  ' 


c)  Femer  gestattet  die  Begel  (1)  die  Derivierten  gewisser  Funk- 
tionen direkt  zu  erhalten,  bei  denen  wir  früher  (§  292,  d)  auf  be- 
sondere Kunstgriffe  rekurrieren  mußten.  Um  z.  B.  die  Derivierte  von 
y  =^  af  TM  berechnen,  genügt  es  nacheinander  als  einzige  Veränder- 
liche die  Basis  x  und  den  Expooenten  x  zu  betrachten,  zu  deri- 
yieren  und  die  Resultate  zu  summieren,  sodaß  man  sofort  hat 

y  ^x  '  af""^  +  a:*loga;  =»  af  (1  +  loga;). 

Allgemeiner  ist  die  Derivierte  von  m**,  wenn  u  und  v  Funktionen 
von  X  sind, 

^  =  vm""*  •  ti'-f  u^r'logu  =  u^\y — Y  V  loguj . 

371.  Homogeneität.  Die  Funktion  f{x,  y,fff..  •)  heißt  homogen 
vom  Grade  m,  wenn  man  identisch  hat 

(2)  f(tx,  ty,  t0,  . . .)  ^  ^f(^9  y>  ^}  "  •)• 

Solche  Funktionen  sind  z.  B.  die  im  ersten  Buche  (§  55)  betrach- 
teten algebraischen  Formen,  und  insbesondere  die  quadratischen, 
welche  homogene  Funktionen  zweiten  Grades  sind.  Ebenso  sind 
homogen  von  den  bezüglichen  Grraden  0,  ^,  —  1  die  Funktionen 


z 


+  i  +  j>   V^.  +  V^.  +  V^y,    i^^^^P)' 

u.  s.  w.    Man  bemerke,   daß  die   ersten  partiellen   Derivierten 
einer  homogenen  Funktion  vom  Grade  m  homogene  Funk- 
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tionen  vom  Grade  m—  1  sind.  In  der  Tat^  deriyiert  man  die 
Gleichung  (2)  nach  x  und  dividiert  darauf  durch  t^  so  kommt  gerade 
die  Gleichung 

welche  sich  von  (2)  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  f  in  fj  und  m 
in  m  — - 1  verwandelt  ist." 

372.  Die  homogenen  Funktionen  sind  charakterisiert  durch 
folgende  bemerkenswerte  Eigenschaft:  Die  Summe  der  ersten  par- 
tiellen Derivierten  einer  homogenen  Funktion  vom  Grade  m^ 
jede  multipliziert  mit  der  zugehörigen  Veränderlichen,  ist 
identisch  gleich  dieser  Funktion,  multipliziert  mit  m.  In 
der  Tai,  bringt  man  (2)  auf  die  Form 

(3)  -^  fi^^y  ^y,  ^^,   •  •  0  =  f{^,  Vy  ^y  "  •), 

80  leitet  man  daraus,  nachdem  man  x,  y,  0,  . . .  beliebig  fixiert  hat, 
durch  Derivation  nach  t  ab 

(4)  -^  {'^fJitx,  ty,  •  •  •)  +  yf^it^,  <y,  •••)  +  •  •  •)-  -^/(*^,  <y,-)=o, 

mithin  f£Lr  ^  »  1 

Dies  ist  das  Eulersche  Theorem.  Bemerken  wir  jetzt  folgendes: 
Wenn  in  der  letzten  Gleichung  x,  y,  z,  , . .  bezüglich  durch  tx,  ty, 
tZj  ...  ersetzt  werden  und  alles  durch  ^+*  dividiert  wird,  so  kommt 
wieder  die  Gleichung  (4)  heraus,  welche  uns  sagt,  daß  die  Derivierte 
der  linken  Seite  von  (3)  nach  t  gleich  NuU,  die  linke  Seite  selbst 
also  von  t  unabhängig  und  daher  immer  gleich  dem  Werte  ist,  den 
man  erhalt,  weim  man  ^  =»  1  setzt.  Mau  gelangt  auf  diese  Weise 
wieder  zu  (2),  d.  h.  gerade  zur  Definition  der  Homogeneität. 

373.  Dexivation  der  Determinanten.  Als  Anwendung  der  Regel  (1) 
betrachten  wir  die  erste  der  Determinanten 


y 


M.      V, 


W^ 


t«2       V^      W^ 


«*3      '^l 


W. 


«2 


6l 


a, 


'8 


^1 
^3 


während  wir  annehmen,  daß  die  zweite  die  reziproke  der  ersten  ist. 
Die  partielle  Derivierte  von  y  nach  einem  ihrer  Elemente  ist  gleich 
dem  entsprechenden  algebraischen  Komplement.  In  der  Tat  hat  man 
z.  B.  y  »  OjUj  -f  d^t^  +  ^^>  ^^d  das  einzige  Glied,  welches  u^  ent- 
halt, ist  a^u^.  Überdies  ist  a^  unabhängig  von  u^,  Mithin  ist  yu^ »  a^, 
Wenn  femer  alle  Memente  Funktionen  einer  und  derselben  YeriLnder- 
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liehen  x  sind^  so  steUt  die  Determinante  y  eine  Funktion  von  x  dar, 
deren  Derivierte  nach  (1) 

y'  =  a^u^'  +  öjV  +  flf^iV  +  ^1^/+  *8  V  +  *8  V  +  ^^1  +  Cj  V  +  c^t^s 
ist.    Außer  der  Annahme,  daß  die  Elemente  der  Determinante  derivier- 
bare  Funktionen  sind,  ist  keine  andere  erforderlich,  da  die  partiellen 
Derivierten  von  y  als  Summen  von   Produkten   stetiger  Funktionen 
stetig  sind.    Dem  letzten  Resultat  kann  man  die  folgende  Form  geben: 


(5) 
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y  = 


«1 


V,      w 
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«1 

«B 


»1 


V 


i 
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V, 


»1 
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r.     u>. 


Dies  ist  die  Regel  fQr  die  Derivation  einer*  Funktion  von  Xy  die  in 
Form  einer  Determinante  gegeben  ist.  Sie  gilt  offenbar  für  Deter- 
minanten von  beliebiger  Ordnung. 

374.  Wronskisohe  Determinanten.  Besonders  wichtig  sind  bei 
gewissen  Anwendungen  die  Wronskischen  Determinanten.  Bei  ihnen 
wird  die  erste  Vertikalreihe  gebildet  von  beliebigen  Funktionen  einer 
VeränderUchen  x,  während  die  folgenden  aus  den  successiven  De- 
rivierten dieser  Funktionen  bestehen.  Die  Berechnung  der  Deri- 
vierten solcher  Determinanten  kann  man  sehr  leicht  mit  Hilfe  der 
Regel  (5)  ausführen.     Z.  B.  hat  man,  wenn 
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sodaß  man,  um  irgend  eine  Wronskische  Determinante  n-ter  Ord- 
nung zu  derivieren,  nur  die  (w  —  l)-ten  Derivierten  der  Funktionen 
durch  die  n-ten  zu  ersetzen  braucht.  Bezeichnet  man  femer  die 
Wronskische  Determinante  der  n  Funktionen  u,  v,  u?,  . . .  kurz  mit 
(ti,  Vy  w,  . . .),  so  ist  leicht  zu  sehen,  daß  man  hat 

(6)  (tu,       tVy       tWy       .     .     .)    =     ^   (tt,       Vy      Wy       .     .    .)  . 

Diese  Eigenschaft,  welche  in  ihrer  Form  eine  so  große  Analogie  mit 
der  charakteristischen  Eigenschaft  der  homogenen  Funktionen  hat, 
beweist  man  sofort,  indem  man  die  Wronskische  Determinante  der 
Funktionen  tUy  tv,  tWy  . . .  bildet  und  bemerkt,  daß  in  der  zweiten 
Vertikalreihe  die  Glieder,  welche  t'  enthalten,  unterdrückt  werden 
dürfen,  da  sie  proportional  zu  den  Elementen  der  ersten  sind.  Darauf 
darf  man  in  der  dritten  die  Glieder  unterdrücken,  welche  t"  oder  V 
enthalten,  da  sie  bezüglich  proportional  zu  den  Gliedern  der  ersten 
oder  der  zweiten  Vertikalreihe  sind,  u.  s.  w.  Man  findet  so  schließlich 
die  Determinante  (u,  v,  w,  . . .),  deren  sämtliche  Elemente  mit  i 
multipliziert  sind,  d.  h.  gerade  die  rechte  Seite^von  (6). 
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375.  Wir  wollen  jetzt  folgende  äußerst  wichtige  Eigenschaft  der 
Wronskischen  Determinanten  beweisen:  Damit  zwei  oder  mehr 
Funktionen  linear  unabhängig  seien^  ist  notwendig  und  hin- 
reichend,  daß  ihre  Wronskische  Determinante  nicht  ver- 
schwindet. Zunächst  muß  man  wissen,  daß  zwei  oder  mehr  Funk- 
tionen linear  unabhängig  heißen,  wenn  zwischen  ihnen  keine  lineare 
homogene  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  besteht.  Mit  andern 
Worten,  die  Funktionen  u,  v,  w,  ...  sind  nicht  linear  unabhängig, 
wenn  es  n  Eonstanten  a,  b,  c,  . ,  ,  gibt,  die  nicht  alle  null  sind,  Ton 
der  Beschaffenheit,  daß  man  identisch  hat 

(7)  au  +  hv  +  cto  +  •  - '  ^0. 

Wenn  dies  stattfindet,  so  ist,  da  man  auch 

au  +  bv  4-  ctv  +  •  •  •  =  0,      au"  +  6v"  +  cw"  +  ■  •  •  =  0,  ... 

hat,  für  die  Verträglichkeit  dieser  Gleichungen,  die  man  als  lineare 
und  homogene  Gleichungen  in  den  Unbekannten  a,b,c,.,.  betrachten 
kann^  erforderlich  (w,  v,  tc?,  . .  .)  =  0.  Worauf  es  mehr  ankommt,  ist 
der  Nachweis,  daß  umgekehrt,  wenn  diese  Determinante  identisch 
null  ist^  zwischen  den  Funktionen  u,  v,  w,  . . .  eine  Beziehung  wie  (7) 
besteht.  Zunächst  bemerke  man,  daß  ftU*  n »  1  die  Gleichung  (7) 
gerade  das  Verschwinden  von  (u)  »  u  ausdrückt.  Daraus  folgt,  daß 
man,  um  das  Theorem  zu  beweisen^),  dasselbe  für  weniger  als  n 
Funktionen  zulassen  und  dann  zeigen  kann,  daß  es  für  n  Funktionen 
gilt.  Wäre  w  =  0,  so  würde  die  Relation  (7)  offenbar  richtig  sein 
für  a  =  1,  6  =  c  =  . . .  =  0.  Wir  nehmen  also  an,  daß  nicht  identisch 
u  =»  0  ist,  und  bemerken  unter  Erinnerung  an  das  Theorem  (6),  daß 

o -(«.<--«.••■)- .-(1,  ^  ?,■■■)-»"(©'.  (^)'.-) 

ist.  Aber  die  letzte  Wronskische  Determinante  ist  von  der  Ordnung 
n  —  1,   und   aus   ihrem  Verschwinden   kann   man  daher  den  Schluß 

ziehen  b  (— )  +  c  f~j  +  •  •  •  =  0,    wo   b,  c,  , . .   Konstanten   sind,    die 

nicht  sämtlich  verschwinden.    Also  hat  b \-  c h  •  •  *  einen  kon- 

u  u 

stauten  Wert,  den  wir  ~  a  nennen  können,  und  auf  diese  Weise 
sehen  wir  schließlich,  daß  die  n  Funktionen  durch  eine  Relation  wie 
(7)  verbunden  sind. 

Beihenentwlokelimgeii.    Minima  nnd  Maxima. 

376.  Die  Formeln  von  Taylor  und  Mac-Laurin  lassen  sich  sehr 
leicht  auf  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  ausdehnen.  Man 
fixiere  einen  Punkt  (a,  6,  c,  . . .)  und  in  seiner  Nahe  einen  andern 

1)  Demonlin:  „Mathesis"  (1897,  p.  62). 
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Punkt  {Xy  y,  üy  ^. .);  ^ei<le  ^^^  ^^^^^^  angehörend,  in  welchem  die 
Funktion  f{Xj  y,  g,  , . .)  definiert  ist.     Darauf  setze  man 

u==  a  +  t{x  —  (i)y    V  =^b  +  t(y  —  b)y    w  =  c  +  t(e  —  c)y  . . . 

und  betrachte  f(Uy  v,  Wy  . . .)  als  Funktion  der  Veränderlichen  t  allein. 
Die  erste  Derivierte  dieser  Funktion  F{t)  läßt  sich  leicht  mit  Hilfe 
der  Regel  (1)  berechnen,  wenn  man  beachtet,  daß  man  in  Bezug  auf 
die  einzige  Veränderliche  t  hat  u  ^^x  —  a,  «'  =  y  —  6,  te?'  =  js?  —  c, . . .. 
Auf  solche  Weise  erhält  man 

F\t)--{X-a)fJ{UyVy..,)  +  (i,-^h)f;{UyVy..)+{e--C)f:{UyVy,^ 

Eine  weitere  Deriyation  liefert 

r\t)^{x--ayf:',{uyVy.,.)Hy-i>yfyÄ^,^>^ 

+  2(x  —  a)(y  —  h)fxy{Uy  v, . . .)  +  2(rr  —  a){z  —  c)fi'»(uy  v, . . .) 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  erkennt  man,  daß  man  symbolisch 
schreiben  kann 

F(")(0  =  {(a;-a)^;(«,i;,...)  +  (y-6)/-;(«, «,...)  + •••}-, 

wenn  man  übereinkommt  jedes  Produkt  f^fyfy-  -  •  ^  ^^^  Entwicke- 
lung  der  n-ten  Potenz  zu  ersetzen  durch  die  Derivierte  f^^  ,  be- 
rechnet für  den  Punkt  (m,  v,  w,  . . .),  der  mit  (a,  &,  c,  . . .)  oder  mit 
(x,  yy  sfy  , , .)  zusammenfällt,  je  nachdem  man  ^  =»  0  oder  ^  ==  1  setzt. 
Dies  vorausgeschickt  braucht  man  nur  die  Ausdrücke  von  F,  F\  P", ... 
in  die  Mac-Laurinsche  Formel 

F(l)  =  J^(0)  +  F'  (0)  +  4  F"{0)  + 1 F'"  (0)  + . . .  +  i  2iX-)(ö) 

einzasetzen,  um  zu  finden 

f{x,y,..)=f{a,  h,..)  +  (x-a)fj(a,  h,  ...)  +  (y  —  h)f^'(a,i, ...)  +■■■ 
+  l{(a;-a)Y;;(a,&,...)  +  ---+2(a;-o)(y-6)/-;;(a,6,...)  +  ---l 

+  i  {(^-»)"/il..«(S,  V,  •.•)+«(*-«)-%-&)/i"i...,a  V,-H-}, 

^o  iy  Vf  if ' ' '  Zahlen  sind,  die  bezüglich  zwischen  a,  6,  c,  .  . .  und 
Xy  yy  Zy  , .  ,  licgeu.  Dies  ist  die  Taylorsche  Formel  fiir  die  Funk- 
tionen von  mehreren  Veränderlichen.  Setzt  man  darin  a,  6,  c^  ... 
gleich  Null,  so  erhält  man  die  Mac-Laurinsche  Formel 

/"C^,  »;-..)  = /'(0,0,....)  + a;/«(0,0,...)  +  y/-;  (0,0,...)+ •  •• 

+-t{^Vx';(o,o,...)+yv;;(o,o,...)  +  ...  +  2a?y/;';(o,o,. 
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Sie  liefert  xms,  unter  der  YoraQssetzung;  daß  das  letzte  Glied  mit  un- 
endlich zunehmendem  n  nach  Null  konvergiert^  eine  Entwicklung  der 
Fimktion  f{x,  y,  jet,  . . .)  in  eine  Reihe  algebraischer  Formen  von  den 
Graden  0,  1,  2,  3,  .... 

377.  Wir  kommen  jetzt  zur  Diskussion  der  Minima  und  der 
Maxima.  Wenn  man  sagt;  daß  irgend  eine  Eigenschaft  in  der  Um- 
gebung eines  Punktes  (a,  b,  c,  . . .)  stattfindet,  so  will  man  die  Exi- 
stenz einer  positiven,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Zahl  h  behaupten 
von  der  Beschaffenheit,  daß  jene  Eigenschaft  für  alle  Punkte  (Xj  y,0,*- .); 
die  den  Bedingungen 

genügen,  verwirklicht  ist,  höchstens  (a,  byC,  . . .)  selbst  ausgenommen 
Dies  vorausgeschickt  sagt  man,  daß  die  Funktion  f(x,  y,  0,  . .  .)  in 
(a,  hj  Cy  . .  .)  ein  Minimum  (oder  Maximum)  wird,  wenn  in  der  Um- 
gebung dieses  Punktes  kein  Wert  der  Funktion  kleiner  (oder  größer) 
als  /*(a,  &,  c,  . . .)  isi  Mit  andern  Worten,  man  muß  eine  positive 
Zahl  h  von  passender  Kleinheit  finden  können  derart,  daß  für  alle 
Wertsysteme  x,  y.  sf. . , . .  die  den  Bediniranffen  (8)  irenüffen,  die  eine 

(9)    f(a,  b,  e,  ., .)  £f{x,  y,  sf,  , . .),     f{a,  b,  c,  . .  .)'^f(x,  y,  0, . , .). 

Ist  dies  der  Fall,  so  muß  offenbar  auch  die  vorhin  mit  F(t)  be- 
zeichnete Funktion  für  ^ »  0  ein  Minimum  oder  Maximum  sein.  In 
der  Tat  hat  man  auf  Grund  von  (9) 

F{Oy£F(t),    oder    i^(0)  ^  F(0 

fOr  alle  Werte  von  ty  deren  absoluter  Betrag  nicht  größer  als  1  ist 
da  für  diese  Werte  die  Zahlen  w,  t;,  «?,  . . .  wie  x,  y,  0,  . . .  den  Be- 
dingungen (8)  genügen.  Auf  diese  Weise  ist  die  Aufsuchui^  der 
Minima  und  Maxima  von  f{x,  y,  0,  -  - .)  reduziert  auf  die  Aufsuchung 
der  Minima  und  Maxima  aller  Funktionen  F(t),  die  den  unendlich 
vielen  Punkten  (Xy  y,  0y  , .  .)  entsprechen,  welche  man  beliebig  in  der 
Umgebung  jedes  Punktes  (a,  b,  c,  . .  .)  annehmen  kann. 

378.  Wenn  die  Yeränderlichen  unabhängig  sind,  so  spaltet  sich 
die  bekannte  Bedingung  F'(0)  =  0,  d.  h. 

{^-<^)fJ{(^fiyC,...)+{y--b)f;{aybyC,.,.)  +  {0-c)f;{a,b,^ 

in 

fJ(a,byCy.,,)^0,    /;>,  6,  c,...)  =  0,    /•;(«,  6,  c,...)  =  0,.... 

Also  erhält  man  die  Wertsysteme  a?,  y,  ;ef,  . . .,  welche  die 
Funktion  f  der  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y^  0,  . , .  zu 
einem  Minimum  oder  Maximum  machen  können,  indem  man 
das  Gleichungensystem 
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(10)    fx'{^,y>^J'-)-^y    /'/(^;y;^;---)^0;   /*/(«?,»,  ^, -..)  =  0,  .. . 
auflöst.    Um  zu  erkennen^  ob  man  ein  Minimum  oder  ein  Maximum 
hat,  betrachte  man  die  quadratische  Form 

J?"'(0)-(a;-a)V.';(a,  ^-O+Cy-^WrC«,  6,...)+(«-c)Y."(a,  6,...)+- 
+  2(a;-a)(y-6)/-,';(o,  b, . . .)  +  2 (x - a) (e - e) f::(a,  b,...) 

+  2(y  -  6)  («  -  e)f;:(a,  6,  ...)  +  ..  • 

der  n  unabhängigen  Veränderlichen  x  —  a,  y  —  b,  e  —  e,  . . .,  eine 
Form,  die  als  Diskriminante  (§  76)  die  Determinante 


fl^  = 


/•« 

^; 

/•-" 

/•r'i 

ff'. 

/•« 

/•;; 

f.". 

berechnet  för  x  =  a,  y  =^by  js  ^  c,  . . ,,  besitzt.  Diese  wichtige  Funk- 
tion S{x,  yj  gy  . , .)  heißt  die  Hessesche  Form  von  f.  Im  folgen- 
den werden  wir  den  Fall  H{ay  h,  c, ,..)  —  0  beiseite  lassen  und  uns 
daran  erinnern  (§  100),  daß  unter  der  Voraussetzung  JEr(a,  &,(?,...)  ^  0 

die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafdr,  daß  die  quadra- 
tische Form  F'\0)  wesentlich  positiv  ist,  folgende  sind: 

/xx      Ix 

fy»     tyy 

für  x^  a,  y  —  b,  je?  »=  c,  . . ..  Damit  dagegen  *JP"(0)  für  alle  Systeme 
von  (nicht  sämtlich  verschwindenden)  Werten,  die  den  Veränderlichen 
a;  —  a,  y  —  6,  jßf  —  c,  . . .  erteilt  werden,  negativ  bleibe,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  man  hat 

'"    ^"    >0,  ...,  (-1)-J?>0 


(11) 


/•«>o, 


xy 


>0,  ...,  -ff>0. 


(12) 


/;« <  0, 


tyx     t% 


yy 


Wenn  also  für  ein  System  von  Werten  a,  b,  c,  . . .  der  Veritnderlichen 
Xy  yy  fSy  '  -  -y  welches  den  Gleichungen  (10)  genügt,  auch  die  Be- 
dingungen (11)  erfüllt  sind,  so  ist  die  Funktion  f{Xy  y,  ff,  • »  .)  für 
a:  »  a,  y  "^b,  z  ^  Cy . , ,  ein  Minimum.  Sie  ist  dagegen  ein  Maxi- 
mum, wenn  die  Bedingungen  (12)  erfüllt  sind.  Sie  ist  aber  weder 
ein  Minimum  noch  ein  Maximum,  weon  weder  die  Bedingungen  (11) 
noch  die  (12)  erfüllt  sind,  während  H'^0  ist.  Zweifelhaft  bleibt 
der  Fall  H=0,  welcher  weitere  Untersuchungen  erfordert. 

379»  Wenn  man  z.  B.  die  Minima  und  die  Maxima  einer  Funktion 
f(xy  y)  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  haben  will,  so  hat  man  mit 
der  Aufsuchung  derjenigen  Werte  der  Veränderlichen  zu  beginnen,  welche 
die   ersten   Derivierten   zum  Verschwinden   bringen,   um   sie  dann  in    die 


§§  379 — 380  Beihenentwickeliingeii.    Minima  nnd  Mazima.  319 

zweiten  Derivierten  einzusetzen.  Es  können  sich  alsdann  folgende  Um- 
stände darbieten: 

fxxfyy  —  f^i  >  0  (Minimum,  wenn  fxx  >  0,  Maximum,  wenn  /'x"x<0), 
„  „     <0  (weder  Minimum  noch  Maximum), 

„  „    =  0  (Ungewißheit). 

Auch  bei  den  Funktionen  von  drei  unabhängigen  Veränderlichen  x^  y,  e 
kann  man,  wenn  fxxfiy—'fxy^'*CO  ist,  kein  Minimum  oder  Maximum 
haben.  Dies  ist  aber  auch  dann  der  Fall,  wenn  man  hat  fxx  fyy  —  fx^  !>  0, 
sobald  die  Hessesche  Form 

-"  —  JxxTyylMM  "T  ^Ty»f*xTxy        Txxjy»  TyyJtx  Isafxy 

nicht  das  Zeichen  yon  fxx  annimmt.  Im  entgegengesetzten  Falle  hat  man 
ein  Minimum  oder  ein  Maximum,  je  nachdem  das  gemeinsame  Vorzeichen 
-f  oder  —  ist.  Man  bemerke,  daß  die  Minima  und  die  Maxima  die  Tendenz 
haben,  immer  seltener  aufzutreten,  je  zahlreicher  die  Veränderlichen  werden. 

380.  Um  schneller  Torwarts  zu  kommen,  haben  wir  in  §  378 
eine  schwere  Lücke  bestehen  lassen,  welche  wir  jetzt  ausfüllen  müssen. 
Wenn  man  gefunden  hat,  daß  bei  Erfüllung  der  Bedingungen  (11) 
oder  (12)  immer  F"(0)  >  0  oder  F'\0)  <  0  ist,  so  kann  man  nur 
schließen,  daß  die  unendlich  vielen  Funktionen  F({)  für  ^  =  0  alle 
Minima  oder  alle  Maxima  sind.  Hieraus  darf  man  aber  nicht  folgern, 
daß  f(x,  y,  z,  . , .)  im  Punkte  (a,  b,  c,  , . .)  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum ist.  Es  würde  in  der  Tat  nötig  sein,  die  Umkehrung  des  am 
Schlüsse  von  §  377  ausgesprochenen  Satzes  zu  Hilfe  zu  nehmen,  und 
diese  ümkehrung  ist  weit  davon  entfernt,  allgemein  gültig  zu  sein. 
Treten  wir  also  an  die  direkte  Untersuchung  des  Inkrements 

f{x,  y,0,.,  .)-f{a,  6,  c,  . . .)  ==  ^F'\e), 

und  bemerken  wir,  daß  F'\0)  als  eine  quadratische  Form  betrachtet 
werden  kann,  deren  Eoefüzienten,  die  mit  rr,  y,  ;sr,  . . .  veränderlich 
sind,  (wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  zweiten  Derivierten)  nach 
den  analogen  Koeffizienten  von  F'\0)  konvergieren,  wenn  der  Punkt 
{Xj  y,  jgj  . . .)  in  irgend  einer  Weise  dem  Punkte  (a,  b,  c^  . , .)  zu- 
strebt, unter  welcher  Voraussetzung  der  Zwischenpunkt  (g,  i^,  g,  . . .), 
für  den  die  Koeffizienten  von.i^"(0)  berechnet  zu  denken  sind,  das 
Qleiche  tun  muß.  Dies  berechtigt  uns  offenbar  nicht  zu  behaupten, 
daß,  wenn  jP"(0)  in  der  Umgebung  von  (a,  ft,  c,  . .  .)  ein  bestimmtes 
Zeichen  bewahrt,  F'\B)  dieses  Zeichen  anzxmehmen  strebt.  In  der 
Tat  liegen  die  Werte  der  einen  und  der  andern  quadratischen  Form 
in  der  Umgebung  des  genannten  Punktes  unendlich  nahe  an  Null, 
und  es  ist  daher,  obgleich  sie  sich  voneinander  unendlich  wenig  unter- 
scheiden, nicht  ausgeschlossen,  daß  sie  entgegengesetzte  Zeichen  haben 
können.    Es  bandelt  sich  nun  gerade  darum,  zu  zeigen,  daß  dies  nicht 
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der  Fall  ist^  und  dazu  ist  es  zweckmäßig,  die  beiden  quadratischen 
Formen  durch 

r»  =  (a;  -  a)«  +  (y  -  6)2  +  (^  _  c)«  +  . . . 

zu  dividieren  und  die  Quotienten  als  zwei  quadratische  Formen  in 
den  Veränderlichen 

zu  betrachten,  die  durch  die  Relation  a*  +  /J*  +  y*  +  •  •  ■  =  1  vei^ 
bunden  sind.  Es  sei  in  der  Tat  k  dem  absoluten  Betrage  nach  der 
kleinste  unter  den  Koeffizienten  einer  kanonischen  Form  (§  92)  Yon 

— j-^,   und  man  bemerke,   daß  diese  Koeffizienten  alle  positiv  oder 

alle  negativ  sind,  je  nachdem  die  quadratische  Form  wesentlich 
positiv  oder  wesentlich  negativ  ist,  und  daß  man  daher  hat 
|-F"(0)|  >  Ar*.  Das  Verhältnis  von  JP"(0)  zu  r*  konvergiert  also 
nicht  nach  Null.  Dagegen  konvergiert  nach  Null  das  Verhältnis 
von  jF"(ö)  —  2^"(0)  zu  r*,  da  es  eine  quadratische  Form  der  Ver- 
änderlichen a,  ßy  yy  . . .  ist,  die  alle  zwischen  —  1  und  +  1  enthalten 
sind,  und  ihre  Koeffizienten  nach  Null  konvergieren.    Mithin  ist 

^"^  F^  -  1  +  lim(— A.Z__ w  .  _wj  _  1 

Daraus  folgt,  daß  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden  kann  derart^ 
daß  für  alle  Werte  von  x,  y,  Zy  , . .,  die  den  Bedingungen  (8)  genügen, 
das  vorstehende  Verhältnis  z.  B.  größer  als  ^  ist,  und  daß  man  folg- 
lich hat 

F'\e)>ikr^    oder    F"{e)<\kr^y 

je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist,  oder  f(x,  y,g,.,.)'>  /"(a,  6,  c,  . . .) 
im  ersten  imd  f(x,  y,  z,  , . .)  <,f{a,  b,  c,  , . .)  im  zweiten  Falle  ^). 

381.  Die  obigen  Betrachtungen  sind  um  so  notwendiger,  als  es 
in  dem  allgemeinen  Falle  sehr  wohl  passieren  kann,  daß  alle  Funk- 
tionen F(t)  für  ^  =  0  Minima  oder  Maxima  sind,  ohne  daß  die  Funk- 
tion f{x,  y,  jer,  . . .)  im  Punkte  {a,  6,  c,  . . .)  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum ist.  Um  die  Gründe  eines  solchen  Vorkommnisses  wohl  zu 
verstehen,  ist  es  zweckmäßig  sich  auf  die  Betrachtung  einer  Funktion 
von  zwei  Veränderlichen  {x  ==>  a  +  r  cos  d-,  y  =  6  -f-  r  sin  d)  zu  be- 
schnLnken,  deren  Werte  in  der  Umgebung  des  Punktes  (a,  b)  also 
von  r  und  d-  abhängen.  Wenn  für  einen  gegebenen  Wert  von  &  die 
Funktion  in  (a,  b)  ein  Minimum  hat,  so  bedeutet  dies,  daß  f{a,  b) 
<i  f{x,  y)  ist  fär  den  betrachteten  Wert  von  d'  und  für  alle  Werte 
von  r,  die  in  einem  gewissen  Intervall  (—  p,  q)  enthalten  sind.    Diese 

1)  Wegen  größerer  Details  sehe  man  den  ,,Cftlcolo*^  von  Genocchi  und 
Peano  (pp.  186,  197). 
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positive  Zahl  q  ist  für  jeden  Wert  von  d'  vollkommen  bestimmt, 
wemi  man  übereinkommt  ihr  den  größtmöglichen  Wert  zu  erteilen. 
Beim  Variieren  von  d-  zwischen  0  und  n  (die  eine  Grenze  aus- 
geschlossen) variiert  im  allgemeinen  auch  q,  und  das  entsprechende 
Puüktepaar  (a  ±  p  cos  d',  6  ±  (>  sin  'd*)  beschreibt  eine  geschlossene 
Kurve  von  der  Beschaffenheit,  daß  man  in  ihrem  Innern  immer 
f(a,  b)  ^  f{x,  y)  hat,  während  außerhalb  in  Punkten,  die  beliebig 
nahe  an  der  Begrenzung  liegen,  f{x,  y)  kleiner  als  /"(a,  V)  wird. 
Wenn  nun  die  Funktion  p,  wie   es   gewöhnlich  der  Fall  ist,  einen 

kleinsten  Wert  ä]/2  erreicht,  so  hat  man  sicher  /*(a,  b)^f(x^  y), 
sobald  \x  —  a\^hj  \y  —  i\^h  ist.  Alsdann  hat  die  Funktion  f(x,  y) 
im  Punkte  (a,  b)  ein  Minimum.  Dies  ist  dagegen  nicht  der  Fall, 
wenn  die  Werte  von  q  nur  die  untere  Grenze  Null  haben;  denn 
wenn  h  beliebig  klein  gegeben  ist,  so  braucht  man  nur  d"  in  hin- 
reichender Nähe  desjenigen  Wertes  zu  wählen,  in  dessen  Umgebung 

(§  259)  die  untere  Grenze  von  q  immer  null  ist,  um  Q<C.hy2 
machen  zu  können.  Dann  müssen  sich,  wenn  man  r  >  (»  nimmt, 
Werte  von  x  und  von  y  finden  lassen  derart,  daß  man 

trotz  \x  —  a\^hy    \y  —  b\^h    hat    f{x,  y)  < /'(a,  6). 

382.   Wir  woUen  jetzt  annehmen,  daß  zwischen  den  n  Veränder- 
lichen m  (<  w)  Relationen 

(13)  9  (rc,  j^,  ^,  . . .)  =  0,    ^  {x,  y,  xf,  . . .)  =  0, . . . 

bestehen,  welche  so  beschaffen  sind,  daß  sich  m  Veränderliche  t«,  t?,  «<;,.. . 
als  Funktionen  der  übrig  bleibenden  n  —  m  betrachten  lassen^).  Diese 
letzteren  woUen  wir  besonders  mit  x,  y,  z,  . . .  bezeichnen  und  sie  als 
unabhängige  Veranderliche  wählen.  Die  Werte  der  Veränderlichen, 
welche  die  gegebene  Funktion 

fix,  y,  0,  ...,  w,  V,  w,  ...) 

zu  einem  Minimum  oder  Maximum  machen,  müssen  (§  378)  die  ersten 
partiellen  Derivierten,  genommen  nach  den  unabhängigen  Veränder- 
lichen^ zum  Verschwinden  bringen.  Im  besondem  muß  man  haben, 
wenn  man  die  Regel  für  die  Derivation  der  zusammengesetzten  Funk- 
tionen anwendet  (§  369), 

(14)  fj+uJfJ+vX'+.-.^O, 

und  die  Derivierten  uj,  vj,  wj,  . . .  berechnet  man,  indem  man  die 
Relationen  (13)  nach  x  deriviert,  d.  h.  man  leitet  sie  mit  Hilfe  der 
Cramerschen  Regel  (§  50)  aus  folgendem  System  ab: 


1)  Von  den  Bedingungen  dieser  Möglichkeit,  zu  denen  die  Relation  (16) 

gehört,  und  von  der  Existenz  der  ersten  Derivierten  von  u,  v,  w^  , . .  werden  wir 
am  Anfang  des  sechsten  Buches  handeln. 
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(15) 


: + «.>; + <i>:  + — o, 


ToranBgesetzt,  daß  man  hat 


(16) 


9i*     9.     9«  .  .  • 

^u        *.'       ^w    •    .    • 


^0. 


Aber  anstatt  die  aus  (15)  gefundenen  Werte  von  ti^',  v^',  w^y  ...  in 
die  Gleichung  (14)  einzusetzen^  können  wir^  indem  wir  dieselbe  dem 
System  (15)  anreihen,  unmittelbar  die  Bedingung  für  die  Verträglich- 
keit schreiben 


tx  Tu  19      *     '     ' 

9x     Vu    9>p  '  '  ' 

*u      *•     •    •   • 


=  0. 


Es  genügt  in  der  ersten  Yertikalreihe  successiv  die  ersten  partiellen 
Derivierten  von  /)  9,  V'?  •  •  •  i^^s^  den  n  —  m  Veränderlichen  zu  setzen, 
die  wir  ab  unabhängige  gewählt  haben,  um  n—-  m  Gleichungen  zu 
erhalten,  welche,  zusammen  mit  (13)  zur  Bestimmung  von  x,  y,  z, . . ., 
w,  V,  w,  . . .  ausreichen.  Die  Wertsysteme  rc,  y,  ;er,  . . .  also,  die 
den  Gleichungen  (13)  genügen  und  die  Funktion  f{x,  y,  JS,  •..) 
zu  einem  Minimum  oder  Maximum  machen,  gehören  zu  den- 
jenigen, welche  alle  großen  Determinanten  der  Matrix 

Ix      Tf      / *   •  •  ' 
9J    %    9/  •  •  • 

i>,  •  •  • 


(17) 


zum  Verschwinden  bringen. 

383.  Um  den  Rechnungen  eine  größere  Symmetrie  zu  geben, 
pflegt  man  in  folgender  Weise  zu  verfahren.  Aus  dem  gleichzeitigen 
Verschwinden  der  größten  Determinanten  der  Matrix  (17)  folgert 
man  (§  58),  daß  eine  und  dieselbe  lineare  Relation  die  Elemente 
jeder  Vertikalreihe  verbindet.  Die  besagte  Relation  enthält  not- 
wendig die  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe.  Ständen  nämlich 
9',  ^',  ...  selbst  schon  in  einer  linearen  Beziehung,  so  wäre  jede 
große  Determinante  derjenigen  Matrix  gleich  Null,  die  aus  (17) 
durch  Unterdrückung  der  ersten  Horizontalreihe  entsteht.  Das  wider- 
spricht aber  der  Voraussetzimg  (16).  Man  kann  daher  für  passende 
Werte  von  A,  ft,  . . .  schreiben 
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Mit  andern  Worten,  um  die  Minima  und  die  Maxima  der  Funktion  f 
zu  finden,  wenn  die  Veränderlichen  an  die  Relationen  (13)  gebunden 
sind,  setze  man  gleich  Null  nicht  die  ersten  Deriyierten  yon  /) 
sondern  vielmehr  die  der  Funktion 

Man  erhalt  dabei  n  Gleichungen,  die  sich  durch  Elimination  von 
>l,  /(, . . .  auf  nur  n  —  m  reduzieren.  Fügt  man  dazu  die  Gleichungen  (13), 
so  entsteht  ein  System  von  n  Gleichungen,  welches  zur  Bestimmung 
der  n  Veränderlichen  dienen  kann. 

384.   Übungen,     a)   Nehmen  wir  eine  rechteckige  Platte  OÄBOj 
die  in  der  aus  der  Figur  ersichtlichen  Weise  an  der  Ecke  0  abgebrochen 
ist,  und  stellen  wir  ims  die  Aufgabe,  eine  andere  rechteckige  Platte 
daraus    zu    gewinnen,    deren    Flächeninhalt 
möglichst   groß  ist.     Es  ist  natürlich,   bei  der    ^ 
neuen  Platte  die  beiden  unyersehrt  gebliebenen  Seiten   JB 
ÄC  und  BC  beizubehalten  und  die  neue  Ecke  0\ 
welche  C  gegenüberliegt,  auf  der  durch  den  Bruch 
geschaffenen  Seite  PQ  passend  zu  wählen.     Sind  p 
und  q  die  Längen  der  Abschnitte  OP  und  OQ,  so 
genügen  die  Koordinaten  der  unbekannten  Ecke  (/ 
in  Bezug  auf  die  Achsen  OÄ  und  OB  der  Gleichung 
Qx+py^pq^  und  die  Funktion,   welche  man  zu 
einem  Maximum    zu    machen   hat,    ist  der   Inhalt 
(a  —  x){b  —  y)  des  neuen  Rechtecks.    Es  müssen  also 
die    ersten   partiellen   Deriyierten    dieser   Funktion, 
d.  h.  y  —  b  und  x  —  a,  proportional  zu  q  und  zu  p  sein.     Wenn  man  da- 
her   zu   der   Geraden,   die    0   mit   dem  Mittelpunkte   von  PQ  verbindet, 
durch  C  die  Parallele  zieht,  so  trifft  diese  PQ  in  dem  gesuchten  Punkte  ff. 
FäUt  der  Punkt  ff  außerhalb  der  Strecke  PQ,  so  sieht  man  leicht,   daß 
man  ihn  durch  den  nächst  benachbarten  Endpunkt  derselben  ersetzen  muß. 
Allgemeiner  kann  man,  welches  auch  die  Form  des  Bruches  PQ  sein  mag, 
beweisen,  daß  eine  Diagonale  des  neuen  Bechtecks  parallel  werden  muß 
zu  der  Geraden,  die  den  Band  PQ  in.  ff  berührt. 

b)    wir   wollen   zeigen,   wie   man   der   allgemeinen   Gleichung  eines 
Kegelschnitts 

(18)  aix^  +  hy^  +  C+  2fy  +  2gx  +  2hxy  =  0 

eine  bequemere  Form  geben  kann,  indem  man  die  Koordinaten  Xqj  y^  des 
Mittelpunktes   in  Evidenz   setzt,   die   bekanntlich   durch  die  Gleichungen 

(19)  arro  +  Äyo  +  ^  =  0,    hx^+ly^  +  f^O 

oder  <^i  («0»  %)  ==  ^  >  ^y(^o>  %) '=' ^  gegeben  sind,  wenn  man  über- 
einkonomt  mit  d>(a?,  y)  die  linke  Seite  von  (18)  zu  bezeichnen.  Zunächst 
bemerke  man,  daß  die  Tajlorsche  Formel  dieser  Funktion  sofort  die  Form 
zu  geben  gestattet 

21» 


Fig.  19. 
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Um  femer  0(xQy  y^)  zu  berechnen,  braucht  man  nur  die  Identität  zu 
beachten 

0(x,  y)  =  {ax  +  hy  +  g)x  +  {hx -^ly  +  f)y  +  {gx  +  fy  +  c). 

Das  ist  gleichbedeutend  mit  der  Anwendung  des  Eulerschen  Theorems 
(§  372)  auf  die  linke  Seite  von  (18),  nachdem  man  dieselbe  homogen 
gemacht  hat.  Im  besondem  ist  0(xq^  %)  ~  ^^o  + /^^o  +  ^j  ^"^^  ^^^ 
erhält  also,  wenn  man  aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  (19) 
Xq  und  y^  eliminiert, 


a   h   g 
h    b   f 

g    f   c-  0{xq,  y^) 
D 


=  0, 


woraus  sich   ergibt  0(xqj  j^q)  =  -r  _ ,, ,    wenn    man    mit  X>   die  Diskri- 

minante  ahc  -i-  2fgh  —  af^  —  bg^  —  ch^  bezeichnet. 

c)  Um  die  Längen  der  Achsen  des  Kegelschnitts  (18)  zu  be- 
rechnen, ist  es  zweckmäßig,  zunächst  die  Gleichung  auf  die  in  der 
vorigen  Übung  gefundene  Form  zu  bringen 

ö(^  -  ^o)*  +  ^(y  -  yoY  +  2Ä(a;  -  Xq) {y  -  yo)  +  ^yzr^*  ^  ^• 

Es  handelt  sich  jetzt  darum  den  kleinsten  und  den  größten  Wert  Yon 
r^  =s  (x  —  x^^  +  (y  —  ^o)^  ^^  finden,  während  man  weiß,  daß  die  Ver- 
änderlichen X  und  y  an  die  obige  Gleichung  gebunden  sind.  Man  bat 
also  nach  Anleitung  des  §  380  zu  setzen 

a;-rCo  =  A{a(a?-ÄJo)  +  /i(y-%))»    y-yo  =  ^{Ä(«~^o)  +  ^(y~yo)}' 

Multipliziert  man  hier  die  erste  Gleichung  mit  x  —  x^^  die  zweite  mit 
y  ~~  y^t  so  erhält  man  durch  Addition  (a6  —  Ä*)r*  =  —  AD.  Anderer- 
seits kann  man  X  bestimmen,  indem  man  aus  denselben  Gleichungen 
X  —  Xq  und  y  —  y^  eliminiert: 


0- 


aX  —  1 
hl 


hX 
hl  —  1 


=  (a6-Ä«)X*-(a  +  6)A  +  l 


Daraus  folgt,  daß  die  Quadrate  der  Halbachsen  die  Wurzeln  der  folgenden 
Gleichung  in  r^  sind: 

{a  +  b)B    p   .         D« 


^  + 


(ab  —  h^ 


-y  + 


(ab  —  h*) 


-8  =   0 


d)  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe  die  Achsen  des  ebenen 
Schnittes  zu  berechnen,  der  auf  einem  Ellipsoid  durch  eine  ge- 
gebene Diametralebene  hervorgerufen  wird.  Es  seieu  a,  b,  c  die 
Längen  der  Halbachsen  und  a^  ß,  y  die  Kosinus  der  Winkel,  die  die 
Hauptschnitte  mit  der  gegebenen  Ebene  bilden.     Werden  als  Koordinaten- 


§  38i  Reihenentwickelnngen.    Ifmima  und  Maxima.  325 

achsen  die  Achsen  des  Ellipsoids  gewählt,  so  sind  die  Gleichungen  dieser 
Fläche  und  der  gegebenen  Ebene  bezüglich 

f^  +  |i'+y.=-l,     ax  +  ßif  +  yg^O, 

und  es  handelt  sich  darum,  den  kleinsten  und  den  größten  Wert  von 
r*  =  x*  +  y*  +  jK*  zu  finden.  Nach  dem  in  §  380  Gesagten  kann  man 
sofort  setzen 

Summiert  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  bezüglich  mit  x^  y^  e 
multipliziert  hat,  so  erhält  man  r^  ^s  A.  Setzt  man  daher  in  die  Gleichung 
der  Ebene  die  Werte 

ein,  die  durch  jene  Gleichimgen  geliefert  werden,  und  bemerkt,  daß  ^ 
nicht  verschwinden  kann,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung  zweiten 
Grades  für  r* 

Ihre  Wurzeln  sind  die  Quadrate  der  gesuchten  Halbachfien.  Errichtet 
man  im  Mittelpunkt  auf  der  Ebene  jedes  Schnittes  Lote,  die  gleich  den 
Halbachsen  dieses  Schnittes  sind,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Lote 
auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung,  die  ftb:  das  Studium  der  Optik  ^) 
äuBerst  wichtig  ist.  Da  die  Koordinaten  der  Endpunkte  der  erwähnten 
Lote  05  ==  ±  ar,  y  =  ±  j3r,  z  =^  ±yr  sind,  so  braucht  man  nur  in  die 
letzte  Gleichung  die  Werte  von  a^  ß^  y  einzusetzen,  um  die  Gleichung 
der  Fläche  zu  erhalten 


ar« 4-^1  +  0«^- a«  "*"  x^  +  y*  +  z*  —  b^  +  x^  +  y^  +  z^—c*  ""  ^' 
In  ganzer  Form  reduziert  sie  sich  auf 

(x*  +  y*  +  z")  (a V  +  6 V*  +  c'^*)  -  (&'  +  <^)  «'^j*  -  {(?  +  a^  1>Y 

-  (a*  +  &*)  cV  +  a»6V  =  0. 

Dies  ist  die  Wellen  fläche.  Durch  die  Untersuchung  gewisser  Eigen- 
schaften derselben  wurde  Hamilton  dazu  geführt,  das  eigentümliche 
Phänomen  der  konischen  Refraktion  vorauszusehen,  welches  später 
durch  das  Experiment  bestätigt  wurde.  In  solchen  theoretischen  Ent- 
deckungen^ von  Naturphänomenen,  die  jahrhundertelang  der  direkten  Be- 
obachtung entgangen  sind,  liegt  der  beste  Beweis  für  die  hohe  Wichtigkeit 
der  Mathematik. 


1)  Siehe  z.  B.  die  „Theorie  mathdmatique  de  la  lumi^re^*  von  Poincar^ 
(p.  296). 

2)  Es  gibt  dafür  andere  schöne  Beispiele  in  der  Physik  und  Astronomie. 
Siehe  eine  Mitteilung  von  G.  Cesaro  an  die  belgische  Akademie  (Bulletins, 
1891,  p.  508). 
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e)    Die   Beredmung   des    kürzesten   Abstandes    von    zwei   Ge- 
raden fCLhrt  zu  der  allgemeineren  Aufgabe,  den  kleinsten  Wert  von 

»^  =  («1  -  yi)*  +  (»I  -  y,)' +  •••  +  («»- y-)* 

ZU  bestinunen,  wenn  man  wei£,  daß  die  2n  Veränderlichen  den  2n —  2 
Bedingungen 


^^m^^^^mm^^^^      SS3B        ^M      ■■       I         ■  I  ^^B        ■        •        •        SIBC       ^t^mm^m^ma^^m^^^  ■■■■    ■       i   ■    ■'  C^S       *-»— ^— — ^^— ^— 


ft 


h 


y«— fti 


genügen  f  sodafi  r*  in  Wirklichkeit  eine  Funktion  von  nur  zwei  unab- 
hängigen Veränderlichen  ist.  Nehmen  wir  als  solche  die  Werte  u  und  v 
der  beiden  Reihen  von  Verhältnissen  an  und  bemeiicen  wir,  daß  der  Aus- 
druck für  r'  durch  Einsetzen  von 

x^  ^aiU  +  tti,     y,  —  ftv  +  6^     (»=1,2,3,...,  n) 
in 

(20)  r*  =  aw*  +  ftv*  +  c  +  2fv  +  2gu  +  2huv 

übergeht,  wobei  gesetzt  worden  ist 

n  n  n 

1  3  1 

n  n  n 

-f-^io^i-^dßo    O-^if^i-h^^^,     ^«^'(«i--^)*-    . 
111 

Man  beachte,  daß  die  Determinanten 


a  h 

a  h  g 

h  h 

1 

h  b   f 
9  f   c 

die  Quadrate  der  Matrices 


«1   «1  •  •  •  «, 
/'i  ft  •  •  •  A 


Ol  —  6i    «1  —  ftj  . .  .  a^  —  6, 


«1 


ß^ 


ßn 


darstellen   (§  30).      Damit  r'   ein  Minimum  oder  Maximum  werde,    sind 
notwendig  (§  375)  die  Bedingungen 


(21) 


au  +  hv  +  g  ^0^    hu  +  bv  +  f  =^0. 


Wenn    sie    erfüllt   sind,   so    reduziert   sich  der  Ausdruck  (20)  nach    dem 
Eulerschen  Theorem  auf 


(22) 


r'  ^gu  +  fv  +  c. 


Die  Hessesche  Determinante  von  r*   ist   ab  —  h^^  und  da  sowohl    a  als 
auch    ab  —  h^   Summen    von    Quadraten    sind,    so    kann    man   behaupten 


§384 
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i 


§  379),  daß  tatsftchlich  ein  Minirrmm  eintritt.     Inzwischen  leitet  man  aus 
21)  und  (22)  durch  Elimination  von  u  und  v  ab 

a  h  g 

h  b  f 

9  f  e-r^ 

Das  gesuchte  Minimum  ist  also 


=  0,    d.  h. 


a  h  g 

a  h 

h  b  f 

BS 

h  b 

9  f  c 

r». 


r»- 


a,  —  6,    o,  —  6,  . .  .  a„  —  6, 


ft 


a« 


ßt 


»    •     • 


ßn 


«1     «J       •  •   «n 


ßl     ßi    •  •  •  ßn 

f)  Andere  Berechnungen  kleinster  Abstände  (Punkt  und  Ebene  oder 
Punkt  und  Oerade  in  der  Ebene  und  im  Baum)  führen  zu  der  Aufgabe, 
den  kleinsten  Wert  der  Summe  der  Quadrate  von  n  Veränder- 
lichen zu  bestimmen,  die  m<n  linearen  Gleichungen  genügen. 
Es  seien 

«11  ^  +  «12  ^  +  ^8  ^8  H 1-  «In  ^n  =*  *1  » 


»«1^1  +  »1112^  +  «m8«^8  H 1-  ««n^«  ^  ^ 


m 


die  Gleichungen,  und  keine  von  ihnen  sei  eine  Folge  der  übrigen.     Dies 
erfordert  (§  54,  a),  dafi  die  großen  Determinanten  der  Matrix 


«11       «18       «18 
«81       «82       «28 


a 


In 


«8i 


«ml     ^m%     «m8    •  •  *    «m« 


nicht    alle    null    sind,    daß    folglich    (§   30)    das    Quadrat    dieser   Matrix 


C 


Cji       Ci2       Cij 
C^l      <^a       ^28 


Cim 


^ml     ^m2     ^m8 


'mm 


von  Null  verschieden  ist.  um  nun  die  Minima  und  die  Maxima  der 
Funktion  r*  =  x^*  +  ^2*  +  *  •  •  +  3?^*  zu  finden,  wird  man  dazu  geführt 
zu  setzen 

^1  ==  ^l«ll     +  ^«21     + \-  ^m«ml  » 

'  ^«12     +  ^«22    H 1-  ^»i«m2  » 


(24) 


«2 


^«-^«In  +^«211  + I-Mm».- 
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Summiert  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  mit  x^^  x^^  . .  .,  x^ 
multipliziert  hat,  so  erhält  man 

(25)  r*  =  X,k,  +  X^k,  +  ■  ■  ■  +  X„k„, 

und  alles  reduziert  sich  darauf,  die  Koeffizienten  X  zu  berechnen.  Multi- 
pliziert man  aber  die  Gleichungen  (24)  mit  a^j,  a^^,  .  .  .,  a^^  und 
summiert  dann,  so  ergibt  sich 

Also  sind  die  Koeffizienten  l  bestimmt  durch  das  System 

f  h  =  ^^11   +  AjCij   H +  A^Ci„, 


K  =  ^^ml  +  ^^mi  H 1-  ^m<^mm^ 


welches  eine  einzige  Lösung  gestattet.  Es  ist  übrigens  unnötig  dieses 
System  aufzulösen,  da  es  genügt,  die  Verträglichkeit  mit  der  Relation  (25) 
auszudrücken,  um  sofort  die  Gleichung  zu  erhalten 


0  = 


r> 

h 

Ka          * 

■K 

h 

"ii 

^12     •  ■ 

•    hm 

m                1 

• 

•              • 

•    ^m 

■                          •                          • 

fll 

"ml 

^mi   • 

•  •    ^mm 

aus  welcher  man  den  gesuchten  kleinsten  Wert  gewinnt: 


2    _        '■ 


0 

K 

k,      ., 

■K 

\ 

c»i 

C,,     .. 

■  <^m 

m               1 

<^1 

• 

c„    .. 

1                      •                     • 

K 

Cml 

c«»- 

'  •    ^mm 

g)  In  den  Anwendungen  wird  man  oft  dazu  geführt,  zur  Bestimmung 
einer  gewissen  Zahl  von  Größen  x^^  Xg,  .  .  .,  x^  lineare  Gleichungen  auf- 
zustellen, in  denen  die  Koeffizienten  und  die  bekannten  Glieder  durch  die 
direkte  Beobachtung  geliefert  werden.  Es  würden  n  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  Ünbeloumten  genügen,  wenn  sich  nicht  wegen  der  rm- 
vermeidlichen  Unvollkommenheit  der  Messungen  notwendig  ungenaue  Werte 
der  X  daraus  ergäben.  Führt  man  mehrere  neue  Messungen  aus,  so  ge- 
langt man  schließlich  zur  Aufstellung  eines  Systems  (23)  mit  m  Gleichungen^ 
wobei  m  bei  weitem  größer  ist  als  die  Zahl  der  Veränderlichen,  und  das 
Problem,  welches  sich  uns  dann  bietet,  ist  das  folgende:  In  welcher 
Weise  soll  man  alle  erhaltenen  Gleichungen  teilnehmen  lassen 
an  der  am  wahrscheinlichsten  exakten  Bestimmung  der  Werte 
der  unbekannten?     Es  ist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  einer 
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der  interessantesten  Zweige  der  Mathematik,  welche  die  Antwort  auf  diese 
Frage  gibt.  Sie  lehrt  uns,  daB  man  bei  der  Unmöglichkeit  alle  Fehler 
gleich  Null  zu  machen  (d.  h.  Werte  der  x  zu  finden,  die  die  Differenzen 
zwischen  den  linken  und  rechten  Seiten  aller  m  Gleichungen  zum  Ver- 
schwinden bringen)  die  Summe  ihrer  Quadrate  zu  einem  Minimum 
machen  muß.  Aus  dieser  Angabe  folgen  für  die  Bestimmung  der  x 
gewisse  rechnerische  Verfahrungs weisen,  welche  das  sind,  was  man  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  nennen  pflegt.  Im  wesentlichen 
reduziert  sich  alles  darauf,  die  Funktion  von  n  unabhängigen  Veränder- 
lichen 

m 

1 

zu  einem  Minimum  zu  machen.  Es  muß  daher,  wenn  man  successiv 
nach  a?!,  ajj,  .  .  .,  x^  deriviert,  sein 

^11  ^1  +  ^ai  ^2  +  •  •  •  +  ^ni  ^«  =  ^löii  +  h(hi  +•••+  K^nl^ 


Dies  ist  das  System,  welches  fEir  die  x  die  annehmbarsten  Werte  liefert. 
Um  sich  dies  alles  besser  klar  zu  machen,  ist  es  gut  sich  auf  den  Fall 
einer  einzigen  Unbekannten  x  zu  beschränken,  zu  deren  Bestimmimg  der 
Reihe  nach  n  Messungen  o^,  o^,  .  .  .,  a„  aüsgefiihrt  worden  sind,  die  sich 
sehr  wenig  yoneinander  unterscheiden.     Hier  hat  man  die  Sunmie 

(x  -  Ol)*  +  («  -  0,)«  +  •••  +  («  -  o,)> 
zu  einem  Minimum  zu  machen,  zu  welchem  Zweck  man 

05— Oj+Ä  —  OaH t-a?  —  a,  =  0,  d.  h.  a?  =  —  (oi  +  o^H haj 

nehmen  muß.    Dies  ist  gerade  das,  was  man  für  gewöhnlich  zu  tun  pflegt^). 


1)  Quetelet:  „Theorie  des  probabilit^a",  p.  47. 
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Omndbegriffe. 

386.  Ist  die  Mafieinlieit  OA  gegeben^  so  lassen  sich  die  posi- 
tiTen  Zahlen  auf  einer  Geraden  darsteUen^  nachdem  man  auf  derselben 
in   beliebiger  Weise   den  Anfangspunkt  0  fixiert  hat.     Dabei  wird 

jeder  Punkt  der  Geraden  bestimmt 

^ I ^  durch  die  zugehörige  Abscisse, 

3^      1       0      1     A         a  und    umgekehrt    läßt    sich    die 

*'^^'^*'  Zahl  a,   welche   diese   Abscisse 

mißt,  als  dargesteUt  durch  jenen  Punkt  betrachten ,  den  man  kurz 
den  Punkt  a  nennt.  Um  ferner  den  Begriff  und  die  DarsteUung  der 
negativen  Zahlen  einzufahren,  kommt  man  überein  eine  neue  Einheit 
OA  zu  betrachten,  die  der  ersten  gleich,  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist.  Auf  diese  Weise  lassen  sich  alle  reellen  Zahlen  durch 
die  Punkte  der  Abscissenachse  darstellen.    Welches  ist  der  analytische 

Ausdruck,  der  zur  Darstellung  der  andern 
Punkte  der  Ebene  geeignet  ist?  Wir 
wollen  zunächst  die  Punkte  der  y-Achse 
betrachten  und  eine  neue  Einheit  OJB 
einfähren,  die  immer  noch  gleich  OA 
ist,  aber  im  positiven  Sinne  der  j^-Achse 


^ 


T- 


gerichtet  ist.    Bezeichnen  wir  diese  neue 


Einheit  mit  i,  sodaß  ia  eine  Länge  a 

bedeutet,  die  auf  der  y-Achse  im  posi- 

^'  tiven   Sinne    abgetragen    ist,    wie    -  a 

^    ^^  eine  Länge  a  bedeutet,  die  im  negativem 

Sinne  der  ^-Achse  abgetragen  ist.  Mit 
andern  Worten:  das  Zeichen  i  dient  nur  dazu,  ebenso  wie  das  Zeichen  — , 
eine  neue  Richtung  festzusetzen,  nach  welcher  man  sich  von  0  aus- 
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gehend  bewegen  muß;  um  den  darstellenden  Punkt  der  betrachteten 
Zahl  zu  finden.  Man  kommt  jedoch  der  Einfachheit  wegen  überein 
i  auch  zur  Darstellung  der  Zahl  i  -  1  oder  des  Punktes  B  zu  benutzen. 

386.  Um  den  algebraischen  Kalkül  auf  die  jetzt  eingeführten 
Zahlen  anzuwenden^  ist  es  vor  allem  notwendig  die  Grundoperationen 
in  einer  yon  der  Natur  der  ihnen  unterworfenen  Zahlen  unabhängigen 
Weise  zu  definieren.  Wir  wollen  si^en^  daß  die  Addition  einer  Zahl 
zu  einer  andern  in  der  Aufsuchung  dessen  besteht,  was  aus  jener 
Zahl  wird,  wenn  man  die  andere  als  Anfangspunkt  wählt.  Alsdann 
stellt  a  +  ib  den  Punkt  ib  dar  unter  der  Voraussetzung,  daß  man 
den  Anfangspunkt  nach  dem  Punkt  a  verlegt.  Die  Zahl  a  +  ib,  welche 
eine  komplexe  oder  imaginäre  Zahl  heißt,  stellt  also  den  Punkt 
der  Ebene  dar,  welcher  als  Koordinaten  a  und  b  hat,  und  umgekehrt 
stellt  dieser  Punkt  die  Zahl  a  +  ib  dar,  welche  das  Affix  des  be- 
trachteten Punktes  heißt.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  man  denselben 
Punkt  wiederfindet,  wenn  man  umgekehrt  a  zu  ib  addiert,  so  daß 
man  also  a  und  ib  in  a  +  ib  yertauschen  darf.  Die  Gleichheit 
zwischen  zwei  komplexen  Zahlen  bedeutet  das  Zusammenfallen  zweier 
Punkte  der  Ebene  und  spaltet  sich  daher  notwendig  in  zwei  Gleich- 
heiten, eine  zwischen  den  reellen  Teilen  der  beiden  Zahlen,  die 
andere  zwischen  den  mit  dem  Zeichen  i  behafteten  Teilen,  welche 
man  auch  die  rein  imaginären  Teile  nennt.  Insbesondere  ist  um 
a  +  ib^O  zu  haben,  notwendig  und  hinreichend,  daß  a=^0^  b^^O  ist. 

387.  Ebenso  kann  man  festsetzen,  daß  die  Multiplilkation  von 
zwei  Zahlen  darin  bestehe,  zuzusehen,  was  eine  von  ihnen  wird, 
wenn  man  die  andere  als  Maßeinheit  der  positiven  Zahlen  annimmt. 
Man  bemerke,  daß  man,  um  i  zu  erhalten,  die  Maßeinheit   OÄ  um 

den  Funkt  0  um  ^  drehen   muß^    und    zwar   im   entgegengesetzten 

Sinne  des  Uhrzeigers.  Mithin  ist  i^  oder  i  -  i  das,  was  i  wird,  wenn 
man  OB  als  Maßeinheit  der  positiven  Zahlen  annimmt.  Um  i^  zu 
erhalten,  muß  man  also   OB  um  den  Punkt  0  in  dem  vorhin  defi- 

nierten  Sinne   eine  Drehung  um  y  ausführen  lassen   und   bekommt 

auf  diese  Weise  OÄ',  so  daß  e^  »  —  1  ist.  Man  kann  deshalb  den 
komplexen  Zahlen  die  Form  a  +  b  Y  —  1  geben. 

388.  Tiigonometrische  Darstellung.  In  Polarkoordinaten  ist 
a=»rcosd,  6  »»r sind,  und  man  kann  daher  der  komplexen  Zahl 
a  +  ib  die  Form  r(cosö  -|-  iainff)  geben,  wo 

r  =  )/a>-h&S     e  =  arctg  -^  +  2kx 

mit  beliebigem  ganzzahligem  h  ist.    Der  Winkel  0  heißt  das  Argu- 
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c^c 


'C'C 


Fig.  15. 


ment  der  betrachteten  Zahl,  und  r,  welches  stets  positiv  (oder  null) 
ist,  ist  der  Modul  dieser  Zahl  und  wird  mit  |  a  +  i6  (  bezeichnet. 
Man  beachte,  daß  zum  Verschwinden  einer  komplexen  Zahl 
notwendig  und  hinreichend  ist  das  Verschwinden  des  Moduls. 

389.  Addition  und  Subtraktion.  Die  t)efinition  der  Addition 
zeigt  sofort,  daß  die  Summe  der  Zahlen  c  und  c'  das  Affix  des 
Punktes  ist,  den  man  durch  Konstruktion  des  Parallelogrammes  mit 

den  Seiten  Oc,  Oc  erhalt.  Die  Koor- 
dinaten dieses  Punktes  (der  0  gegen- 
überliegenden Ecke  des  Parallelogramms) 
sind  offenbar  a  -\-  a,  6  -f-  6',  sodaß 
c'  +  c  nicht  verschieden  von  c  +  c  ist. 
Man  hat  also 

{a  +  ib)  +  (a:  +  iV)^{a  +  a)+iQ)  +  hy 

Ebenso  beweist  man,  daß 

ist.  Der  Punkt  c  —  c  liegt  in  Bezug  auf 
c  symmetrisch  zu  c  +  c .  Er  ist  der 
Endpunkt  der  Strecke,  die  gleich  und  parallel  cc  ist  und  von  0  aus 
geht.  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  die  Entfernung  zwischen 
zwei  Punkten  c  und  c'  durch  den  Modul  der  Differenz  c  —  c 
gemessen  wird.  Die  Figur  zeigt  außerdem,  daß  der  Modul  der 
Summe  ^on  zwei  komplexen  Zahlen  immer  zwischen  der 
Summe  und  der  Differenz  der  Modulen  der  beiden  Zahlen 
enthalten  ist. 

390.  Multiplikation.  Wenn  OJ.  die  Maßeinheit  ist,  so  erhält 
man  c,  indem  man  die  Achse  Ox  um  den  Punkt  0  eine  Drehung 
um  ff  ausführen  läßt  und  dann  auf  derselben  vom  Anfangspunkt  aus 

eine  Länge  nimmt,  die  zu  OÄ  im  Ver- 
hältnis /  steht.  Betrachtet  man  jetzt 
Oc  als  Maßeinheit  der  positiven  Zahlen 
und  läßt  diese  Gerade  um  0  eine  Drehung 
um  0'  ausführen,  so  erhält  man  eine 
Gerade,  die  mit  Ox  den  Winkel  6  +  ff 
bildet,  und  um  cc'  zu  finden,  muß  man 
auf  ihr  vom  Anfangspunkt  aus  eine 
Länge  abtragen,  die  zu  r  in  dem  Ver- 
hältnis r  steht,  d.  h.  eine  Länge  rr. 
Man  bemerke,  daß  man  zu  demselben 
Punkt  gelangen  würde,  wenn  man  cc 
darzustellen  sucht,  so  daß  c'c  nicht  verschieden  von  cc'  ist.  Aus  dem 
Gesagten  folgt  nun  weiter,   daß   auch   für  mehr  als  zwei  Faktoren 
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a)  das  Argument   eines  Produkts   gleich    der  Summe   der 
Argumente  der  Faktoren, 

b)  der    Modul    eines    Produkts    gleich    dem   Produkt    der 
Moduln  der  Faktoren  ist. 

Mit  andern  Worten 

(a  +  ib)  {a  +  iV)  «=  rr  [cos  (ö  +  ff)  +  i  sin  (Ö  +  ö')] , 

oder,  wenn  man  die  rechte  Seite  entwickelt, 

{a  +  il)  {a  +  ih')  =  {aa'  -  IV)  +  i {aV  +  ha'). 

Man  beachte  nunmehr,  daß  dies  gerade  das  Resultat  ist,  welches  man 
erhalten  hätte,  wenn  man  a  -^^  H  mit  a!  +  iV  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  multiplizierte  und  dabei  die  Relation  t^  =  ~  1  beachtete. 
Man  bemerke  im  besondem,  daß  das  Produkt  von  zwei  konju- 
gierten Zahlen  a  4-  i&  und  a  —  ib  gleich  dem  Quadrat  des  gemein- 
samen Moduls  ist. 

391.  Damit  ein  Produkt  verschwinde,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  einer  der  Faktoren  verschwindet.  Es 
seien  r,  /,  r",  . .  .  die  Moduln  der  komplexen  Zahlen  c,  c,  c\  . . . 
Wenn  cc'c''  -  •  •  =  0  ist,  so  ist  auch  rrV"«  •  •  =  0.  Daher  muß  min- 
destens eine  der  reellen  Zahlen  r,  /,  r ',  . . .  verschwinden,  und  es 
wird  also  wenigstens  eine  der  komplexen  Zahlen  c,  c,  c",  .  . .  null 
sein.  Wenn  umgekehrt  eine  von  diesen  Zahlen,  z.  B.  c,  null  ist,  so 
wird  man  nacheinander  haben  r  =  0,  rrV  •  •  •  =  0,  ccV  •  •    =  0. 

393.    Division.    Aus  dem,  was  iu  §  390  bewiesen  worden  ist, 

9* 

ergibt  sich  sofort,  daß  —  der  Modul  und  ö  —  ö'  das  Argument  des 
Quotienten  von  a  +  ib  durch  a'  +  iV  ist,  so  daß  man  hat 

oder,  wenn  man  die  rechte  Seite  entwickelt, 

a  +  ib        aa'  +  bh'        .ba—ab' 

vorausgesetzt,  daß  r'  >  0  ist.  Man  beachte,  daß  man  zu  dem  letzten 
Resultat  auch  gelangt  wäre,  indem  man  Zähler  und  Nenner  mit 
a  —  iV  multipliziert.  Es  ist  also,  um  zusammenzufassen,  erlaubt, 
dem  algebraischen  Kalkül  die  komplexen  Zahlen  so  zu  unterwerfen, 
als  wären  sie  reelle  Zahlen  und  bedeutete  das  Zeichen  i  eine  Zahl, 
die  der  Gleichung  i*  =  —  1  genügt. 

393.  PotenEierung.  Wendet  man  die  Regel  für  die  Multi- 
plikation der  komplexen  Zahlen  auf  n  Zahlen  cos  6  -{■  i  sin  6  an,  so 
ergibt  sich 

(cos  ö  +  i sin  Ö)"  =  cos  w ö  -f  i  sin  w ö. 


334  IV,  1.    Komplexe  Zahlen.  §§  898-^894 

Dies  ist  die  Formel  von  Moivre.  Sie  läßt  sich  leicht  anf  den  Fall 
eines  beliebigen  n  ausdehnen.  Es  sei  n »  —  m  und  m  ganz  und 
positiv.    Man  hat  dann 

(cos  ö  +  i  sin  OY  = = ^  ,   .  . — ^ 

=a  cosmd  —  isinmd  «=  cosnd  +  isinnö. 

Wenn  n  «  —  mit  ganzzahligen  und  teilerfremden  p,  q  ist;  so  setze  man 

(cos ö  +  i sin 0)"  =»  cos t  +  iBmt. 

Erhebt  man  die  beiden  Seiten  zur  Potenz  q,  welche  man  immer  als 
positiv  voraussetzen  kann);  so  erhält  man 

cosjp  0  +  i  sinp  0  =  cos  qt  +  ishiqt. 
Mithin  ist 

gf  «jpO  +  2t«,    t^ne  +  — . 

Daraus  folgt,  daß  (cos0  -|-  isiaOy  außer  dem  Wert  cosnd  -f-  isinnO, 
welcher  za  k  ^0  gehört,  noch  q  —  1  andere  Werte  hat,  die 

•      *- 1,  2,  3,  ...,  gr- 1 

entsprechen,  da  für  Ä  =  g,  g  +  1,  . . .  sich  dieselben  Werte  unauf- 
hörlich reproduzieren.  Es  ist  femer  leicht  zu  sehen,  daß,  wie  be- 
schafiPen  auch  n  sein  ma^gy  r^(coBnd  +  isrnnd)  die  n-te  Potenz  von 
r (cos 0  +  ismO)  ist.  Endlich  bemerke  man,  daß  für  ein  ganz- 
zahliges n  die  Formel  von  Moivre  die  trigonometrischen  Linien  der 
VielfiEU^hen  des  Bogens  0  als  Funktionen  von  cos0  und  sind  auszu- 
drücken gestattet.  Entwickelt  man  in  der  Tat  die  linke  Seite  nach 
der  Newtonschen  Formel,  so  erhält  man  sofort 

cosnd  =  cos*"ö  —  — r  o  -co8*~^6  •  sin^öH , 

sin  n  e  =  ^  cos— '  ö .  sin  ö  -  ^^^^^^i^V^  cos— « e  •  sin»  ö  +  .  • . . 

1  1  ■  a  ■  o 

394.  EinheitBwurzeln.  Man  nennt  n-te  Einheitswurzeln  die- 
jenigen Zahlen,  welche  zur  n-ten  Potenz  erhoben  1  geben.  Nehmen 
wir  an,  r (cos 0  +  ismO)  sei  eine  solche  Zahl,  so  muß 

r"(cos«ö  -f  isinnÖ)  =  1 

sein,  folglich  r=l,  cosnö  =  l,  sin»ö==0,  d.  h.  nd  ^  2kx  mii 
ganzzahligem  k.    Die  n-ten  Einheitswurzeln  sind  also 

COS |-*sm  — ,    cos [-tBm — ,    cos h^sm  — »  •••• 

n  fi  n  fi  ti  ti' 

Bezeichnet  man  die  erste  mit  o,  so  sind  die  andern  (auf  Qrund  der 
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MoiYreschen  Formel)  a)',  m^y  a>^,  ...  An  n-ten  Einheitswurzeln 
gibt  es  also  n,  nänüicli 

da  o"  =  1,  ©"+*  =  CO,  . . .,  (o"^  =  co**""^,  . . .  ist.  Sie  sind  die  Affixe 
der  Ecken  eines  regulären  Polygons,  welches  dem  Kreise  mit  dem 
Badius  1  nnd  dem  Mittelpunkt  0  einbesdirieben  ist.  Es  ist  femer 
evident,  daß  man  die  n-ten  Wurzeln  irgend  einer  Zahl  r (cos 0  +  « sind) 
erhält,  indem  man  eine  von  ihnen  mit  den  n-ten  Einheits wurzeln 
multipliziert.    In  der  Tat  ist 

r"  (cos — ' +  »sm — ■ 1  =  r"  (cos — h  *sm— |  •  co*. 

\  w  fi       /  \       n  n/ 

Man  bemerke,  daß  die  Ecken  irgend  eines  regulären  n-Ecks  mit  dem 
Mittelpunkt  in  0  die  n-ten  Wurzeln  einer  und  derselben  Zahl  dar- 
stellen ^). 

Oreniweirte,  Belhen  nnd  Fnnktlonen. 

395.  Die  Definitionen  und  Fundamentalsätze  der  Theorie  der 
Grenzwerte  (§.  122  u.  s.  w.)  bestehen  für  die  komplexen  Veränder- 
lichen e  ^  X  +  iy  ebenso  wie  ffir  die  reellen.  Nur  muß  man  immer 
statt  des  absoluten  Betrages  den  Modul  jeder  Zahl  betrachten. 
So  werden  wir  sf^en,  die  Folge  jer^,  jer^,  jgfj,  ...  konvergiere  nach 
einem  Ghrenzwert  0y  wenn  jeder  noch  so  kleinen  positiven  Zahl  e  eine 
Zahl  V  entspricht  derart,  daß  för  n  >  v  der  Modul  von  i^^  —  0  kleiner 
als  e  ist.  Mit  andern  Worten,  die  Punkte,  deren  Affixe  die  Zahlen 
^19  ^97  ^s;  *  *  *  sind,  müssen  schließlich  in  jeden  noch  so  kleinen 
Kreis  hineinkommen,  der  seinen  Mittelpunkt  in  0  hat.  Geht  man 
von  dieser  Definition  aus,  so  erkennt  man  sofort,  daß  das  Theorem 
von  Cauchy  (§  139)  vollkommen  erhalten  bleibt,  und  daß  es  fol- 
gendffli  Sinn  hat:  Wenn  jeder  positiven  und  beliebig  kleinen  Zahl  e 
eine  Zahl  n  entspricht  derart,  daß  die  gegenseitigen  Abstände  der 
Punkte,  deren  Affixe  die  Zahlen  e,^„  z,^„  e,^„  ...  sind,  aUe 
kleiner  sind  als  e,  so  genügt  dies,  um  zu  behaupten,  daß  die  Folge 
z^,  0^,  i?3,  ...  einen  endlichen  Grenzwert  zuläßt. 

396.  Damit  eine  komplexe  Veränderliche  einen  Grenz- 
wert zulasse,  ist  notwendi|g  und  hinreichend,  daß  der  reelle 
Teil  der  Veränderlichen  und  der  Koeffizient  von  i  Grenz- 
werte zulassen.  In  der  Tat,  wenn  e  gegeben  und  |jer^  — ;er|<«  ist 
für  n  >  1/,  so  sind   a  fortiori  kleiner  als  s  die  absoluten  Betrl^e 


1)  Über  die  Theorie  der  Einheitewnizebi  und  ihre  Beziehungen  zur  höheren 
Arithmetik  siehe  das  ,^hrbuch  der  höheren  Algebra''  von  Weber  (Bd.  I,  £ap.  12). 
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von  x^  —  X  und  y„  —  y ;  und  wenn  umgekehrt  für  n  >  v  diese 
letzteren  kleiner  als  —  sind,  so  ist  auch  a  fortiori  (§  389) 

mithin  limjBr„  =  jef  ftlr  unendliches  n.  Diese  Bemerkung  erlaubt  es, 
sich  schnell  über  das  Bestehenbleiben  vieler  Sätze  der  Theorie  der 
Grenzwerte   zu  vergewissem.     Außerdem  ist  noch  zu  beachten,  daß 

lim(a;^  +  iyj  =  lima;^  +  ilimy, 

ist,  wenn  eine  der  beiden  Seiten  existiert,  und  daß,  wenn  der  Modul 
und  das  Argpiment  von  js^  für  unendliches  n  nach  den  Grenzwerten  r 
und  6  konvergieren,  auch  0^  nach  einem  Grenzwert  konvergiert,  der 
den  Modul  r  und  das  Argument  0  hat. 

397.  Die  auf  die  reellen  Reihen  bezüglichen  Definitionen  sind 
auf  die  Reihen  von  komplexen  Zahlen  anwendbar.  Es  sei  w^=  »»  +  *^« 
das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  und  8^=^  Ä^  +  iB^  die  Summe  der 
n  ersten  Glieder.  Damit  8^  einem  Grenzwert  sich  nähere,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  dies  von  A^  und  B^  gilt;  und  wenn  A. 
und  B  die  Grenzwerte  von  A^  und  B^  sind,  so  ist  A  +  iB  die 
Summe  8  der  gegebenen  Reihe.  Damit  also  eine  Reihe  mit 
komplexen  Gliedern  konvergent  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  die  Reihe  der  reellen  Teile  der  Glieder,  und 
die  aus  den  Koeffizienten  von  i  gebildete  beide  konver- 
gieren. Da  man  nun  a^  und  b^  erhält,  indem  man  \u^\  mit  Zahlen 
multipliziert,  die  zwischen  —  1  und  -f  1  enthalten  sind,  so  sind 
(§  189)  die  beiden  Reihen,  um  welche  es  sich  handelt,  sicher  kon- 
vergent, wenn  die  Reihe  |wi|  +  |w2|  +  |w3|+--  konvergiert  Also 
ist  eine  Reihe  konvergent,  wenn  die  Reihe  der  Moduln  der 
Glieder  konvergiert.  Auf  der  andern  Seite  beachte  man,  daß  eine 
Reihe  mit  komplexen  Gliedern  auch  konvergieren  kann,  wenn  die 
Reihe  der  Moduln  ihrer  Glieder  divergiert.     So  bilden  bei  der  Reihe, 

welche  als  allgememes  Glied  m,  =  ^(cos^  +  i  sint^)  hat,  die  Moduln 

die  divergente  (§  183)  harmonische  Reihe.  Aber  die  Reihe  selbst 
konvergiert,  und  ihre  Summe  ist 

-i  +  i~i  +  ---  +  i(l-i  +  i )  =  -  log  1/2  +  \in. 

Auch  die  allgemeinen  Sätze  der  Theorie  der  Reihen  dehnen  sich 
leicht  auf  Reihen  von  komplexen  Zahlen  aus,  wobei  aber  überall 
wie  in  diesem  Paragraphen  das  Wort  Modul  statt  absoluter  Be- 
trag zu  setzen  ist.  Wir  werden  uns  im  nachstehenden  darauf  be- 
schränken als  Beispiele  die  Beweise  nur  zweier  Theoreme,  der  von 
Dirichlet  (§  230)  und  von  Abel  (§  193),  auseinanderzusetzen. 
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398.  Damit  eine  Reihe  mit  komplexen  Oliedern  absolut 
konvergent  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  aus 
den  Moduln  der  Glieder  gebildete  Reihe  konvergiert.  Wenn 
die  Reihe  absolut  konvergiert  (§  225),  welche  als  allgemeines  Glied 
%  ^  ^fi  +  iin  ^^f  ^^  konvergieren  auch  die  Reihen  der  a^  und  der 
b^  absolut,  da  jede  Umordnung  von  Gliedern  in  der  ersten  Reihe  sich 
in  identischer  Weise  bei  den  beiden  andern  wiederholt.  Es  konver- 
gieren daher  die  Reihen  der  \a^\  und  der  W  ,  und  folglich  kon- 
vergiert die  Reihe,  welche  als  allgemeines  Glied  |a«|  +  |^nl  ^^* 
Also  konvergiert  auch  die  Reihe  der  Moduln,  da  |w^|  nicht  größer 
ist  ab  I  a^  I  +  I  ^«  I  •  Wenn  umgekehrt  die  Reihe  der  Moduln  kon- 
vergent ist,  so  konvei^eren  a  fortiori  die  Reihen,  welche  als  all- 
gemeine Glieder  \a^\  und  \b^\  haben,  da  diese  Zahlen  nicht  größer 
sind  als  \u^\,  und  es  sind  daher  die  Reihen  der  a^  und  der  b^  ab- 
solut konvergent,  folglich  auch  die  Reihe  der  u,. 

399.  Eine  Reihe  bleibt  konvergent,  wenn  man  ihre 
Glieder  mit  Zahlen  o^,  a^,  a,,  ...  multipliziert,  die  so  be- 
schaffen sind,  daß  die  Reihe  «i  +  («j  —  «i)  +  («j  —  Oj)  +  •  •  • 
absolut  konvergent  ist  Es  sei  in  der  Tat  a  die  Summe  der 
Reihe  (mit,  positiven  Gliedern) 

l«il  +  l«j-«il  +  l^-^l  +  '-'i 

die  auf  Grund  des  Theorems  von  Dirichlet  konvergiert.  Ist  die  posi- 
tive Zahl  6  beliebig  klein  gegeben,  so  läßt  sich  immer  v  derart  be- 
stimmen, daß  f&r  n  >  1/  und  für  beliebiges  p  • 

s 


«»+1  +  »«+» +  •  •  •  +  «•+,!  <  2« 
ist     Es  ist  leicht  zu  sehen  (vgl.  §  192),  daß  die  Samme 

««+i«»+i  +  ««+««*«+»  +  •  •  •  +  ««+,«*,+, 
sich  identisch  mnformen  laßt  in 

-     (."•+!  -  «»  +  l)«*«+l  +  (««  +  »  -  «»+s)  (««+1  +  «,+»)  +  •  •  • 
+  ««+,(««  +  1  +  «*«+»  +  •  •  •  +  ««+,)• 

Ihr  Modul  ist  daher  kleiner  als  das  Produkt  von  ^-  mit 

i  ««  +8  -  ««  +  1  I  +  I  «n  +  S  -  ««  +  a  I  +  •  •  •  +  I  ^n+p  -  «n+p-1  I  +  I  «»+p  I  ' 

Inzwischen  ist  klar,  daß 

I  «,+,  -  «„+1 1  +  I  «^+s  -  «•+«  I  +  •  •  •  +  I  %+p  -  «,.+^-1  I  <  « 
isty  tmd  ebenso  ist  wegen 

««+,  «  «1  +  («,  -  «l)  +  («8  -  Oj)  +  •  •  •  +  («n+p  -  «i.+i»-l) 

auch 

Cesl^ro,  Aiulytit.  22 
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sodaß 


^«+»      ^«+1 


+  kn  +  S  -  ««  +  2  I  +  •  •  •  +  I  «n+,  I  <  2a 


wird.     Mithin  ist 

für  w  >  1/  und  für  beliebiges  p.  Die  Reihe  «1^1  +  «jM,  +  OjU,  +  •  •  • 
ist  also  (§  187)  konvergent. 

400.  Funktionen.  Man  nennt  Funktion  der  komplexen 
Veränderlichen  ;er  =  ar  +  iy  und  bezeichnet  mit  f(/)  jeden  analy- 
tischen Ausdruck,  der  geeignet  ist  eine  Punktion  f(x)  der  reellen 
Veränderlichen  x  zu  definieren,  vorausgesetzt,  daß  er  einen  Sinn  be- 
hält, wenn  man  die  Veränderliche  x  durch  0  ersetzt.  So  ist  nach 
dem  in  §  393  Gesagten  eine  Funktion  von  b  jede  Potenz  von  z  mit 
einem  rationalen  (ganzen  oder  gebrochenen,  positiven  oder  negativen) 
Exponenten.    Beispiele: 

j?*  =  a?*  —  y*  +  2ixy,    ^  ^a?  —  Sxy^  +  i(3rc*y  —  y*) ,    •  •  • 

Es  sind  demnach  auf  Grund  desselben  und  der  ihm  vorangehenden 
Paragraphen  definiert  alle  algebraischen  Funktionen  (§  254,  a) 
der  komplexen  Veränderlichen  e.  Hier  ist  es  zweckmäßig  zu  be- 
merken, daß,  während  die  rationalen  Funktionen  offenbar  uniform, 
d.  h.    einwertig,    sind,    die    irrationalen    hingegen    mehrerer    Werte 

fähig  si^^d  (vgl  §  254,  c).  So  hat  y^  z.  B.  w  Werte  (§  394),  und 
es  ist  femer  bemerkenswert,  daß  man,  wenn  der  Punkt  e  sich  in  der 
Ebene  stetig  bewegt  und  dann  zu  seiner  Anfangslage  zurückkehrt,  in 

dieser  für  }/^  einen  Wert  finden  kami,  der  von  dem  Ausgangswert 
verschieden  ist.  Läßt  man  z.  B.  e  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt 
in  0  beschreiben,  und  geht  man  von  e=^r  (cos  0  -{-  isixiO)  mit  dem  Wert 

AfcoBY  +  i^i^Y) 
von  yis  aus,  so  kehrt  man  zurück  mit  dem  Wert 

r^\cos-^ h  isin    ^     j r^^cosy  -f-  «sinyj  • 

Ebenso  hat  yg  drei  Werte,  welche  sich  miteinander  vertauschen, 
wenn  z  ein  oder  mehrere  Male  den  Anfangspunkt  umkreist,  u.  s.  w. 

401.  Jede  Funktion  f(ii)  hat  im  allgemeinen  komplexe  Werte 
und  muß  sich  also  auf  die  Form  u  +  iv  bringen  lassen,  wo  u  und  t 
reelle  Funktionen  der  reellen  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y 
sind.  Aber  weit  entfernt  davon  willkürlich  zu  sein,  gehören  diese 
Funktionen  zu  der  ganz  besondem  und  wichtigen  Klasse  der  har- 
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monischen  Funktionen,  d.  L  derjenigen  Funktionen  (p(x,  y),  fOr 
welche  die  Summe  q>xx  +  ^yV  identisch  yerschwindet.  Man  betrachte 
in  der  Tat  fQs)  als  Funktion  der  unabhängigen  Veränderlichen  x 
und  y^  indem  man  js  als  eine  spezielle  Funktion  x  +  iy  dieser  Ver- 
änderlichen behandelt  und  i  als  irgend  eine  Konstante.  Läßt  man  die 
Existenz  der  Derivierten  f\x)  f&r  reelles  o;  zu,  so  ist  klar,  daß  die 
ersten  partiellen  Derivierten  von  f{e)  =  ti  +  it;  lauten 

f'(jg)  «  wi  +  iv'x ,    if{z)  ^Uy  +  iv'y , 

da  ag=>  1,  Zy^i  ist.  Gibt  man  jetzt  i  seine  Bedeutung  wieder,  so 
sieht  man,  daß 

sein  muß,  folglich 

(1)  Ux^Vyy  f^^—V'x, 

woraus  sich  ergibt 

Uxx  +  Wyy  ="  0,       Vxx  +  Vfy  =  0. 

Wenn  man  u  und  v  willkürlich  wählen  würde,  so  wäre  u  +  iv  zwar 
eine  komplexe  Funktion  der  beiden  reellen  Veränderlichen,  aber 
nicht  der  einzigen  Veränderlichen  z,  und  es  wäre  daher  nicht  er- 
laubt, sie  mit  f(js)  zu  bezeichnen,  und  noch  weniger  könnte  man  f(jg) 
irgend  eine  Bedeutung  beilegen.  Sind  dagegen  die  Bedingungen  (1) 
erfüllt,  so  ist  leicht  folgendes  zu  sehen: 

a)  In  dem  Ausdruck 

«*(^;  y)  +  i^{^y  y) 

treten  die  Veränderlichen  x  und  y  nur  in  der  Kombination  B==x-{^iy 
aaf.  In  der  Tat,  wenn  man  x  durch  z  —  iy  ersetzt  und  z  wie  eine 
reelle  Veränderliche,  i  wie  ii^end  eine  Konstante  behandelt,  so  ist  die 
partielle  Derivierte  des  so  erhaltenen  Ausdrucks 

u{Z'-  iy,  y)  +  iv{z  —  iy,  y) 

nach  y  folgende:  —  i  («i  —  Vy)  +  «4  —  i^v'x  =  (1  +  i^)uy.  Sie  reduziert 
sicli  daher  auf  Null,  wenn  man  annimmt  i'»  — 1.  Daraus  folgt, 
daß  der  betrachtete  Ausdruck,  wenn  man  darin  z  —  iy  für  x  setzt, 
sich  in  einen  Ausdruck  in  z  allein  verwandelt,  und  es  ist  folglich 
erlanbt  ihn  mit  f{z)  zu  bezeichnen. 

b)  f{z)  gestattet  dieselbe  Definition  wie  f{x)  für  reelles  x. 
Geht  man  in  der  Tat  von  dem  Punkte  z  zu  dem  Punkte  z  -\-  8z 
über,  so  erfahren  bekanntlich  (§  376)  u  und  v  die  Inkremente 

du  «  u'xdx  +  Uydy  +  •  •  • ,    tf t7  =  v'xdx  +  Vy8y  +  •  •  • , 

wobei  wir  die  Glieder  vernachlässigen^  die  mit  Sz  nach  Null  kon- 
vergieren, auch  nachdem  sie  durch  Sx  oder  Sy  dividiert  worden  sind. 
Daraus  folgt  unter  Beachtung  von  (1) 

22* 
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*/*=K  +  ivL)*a?  +  (ti;  +  iv;)dy  + {u^  +  iV:c){Sx  +  idy)  +  ''-, 

mithin 

Man  beachte;  daß^  wenn  die  Bedingungen  (1)  nicht  erfüllt  sind,  die 
linke  Seite,  Mls  sie  existiert,  von  der  Art  und  Weise  abhängt,  wie 
man  d/s  nach  Null  konvergieren  läßt. 

402.  Man  sagt  (ygl.  §  261),  daß  für  nach  z^  konvergierendes  g 
die  Funktion  fQs)  nach  einem  reellen  oder  komplexen  (rrenzwert  l 
konvergiert,  wenn  jeder  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  s  eine  positive 
Zahl  h  entspricht  derart,  daß  in  dem  Kreise  vom  Radius  h  mit  dem 
Mittelpunkt  in  sIq  immer  |  fijs)  —  i  |  <  «  ist.  Für  die  Existenz  eines 
solchen  Ghrenzwertes  ist  es  notwendig  und  hinreichend  (vgl.  §  264), 
daß  I  /"(/)  —  /*(xf")  I  <  £  ist  für  jedes  Paar  von  Punkten  /  und  /\  die 
im  Innern  eines  hinreichend  kleinen  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt 
in  0Q  gewählt  sind.  Es  ist  klar,  daß  das  Konvergieren  von 
f{0)  =^  u  +  iv  nach  einem  Grenzwert  Z  =  a  +  i6  gleichbedeutend  ist 
mit  dem  gleichzeitigen  Konvergieren  von  u  nach  a  und  von  v  nach  b. 
Offenbar  sind  dann  u  und  t;  stetig,  da  man  hat 

]imu{x,  y)  =  u{xQ,  yo),    limv{x,  y)  =  v{xq,  y^), 

auf  welche  Weise  man  auch  g  =  x  +  iy  nach  jer^  =  a^Q  +  iy^  konver- 
gieren läßt,  und  umgekehrt  zieht  die  Stetigkeit  von  u  und  v  die 
Stetigkeit  von  f(jg)  nach  sich. 

403.  Eine  Potenzreihe 

(2)  Co  +  c^e  +  c^fs^  +  Cjißf'  H 

definiert,  wenn  sie  konvergiert,  eine  Funktion  f{z).  Die  aus  den 
Moduln  der  Glieder  gebildete  Reihe  ist  ihrerseits  eine  Potenzreihe  in 
der  reellen  Veränderlichen  r»  |j?|  und  hat  daher  (§  326)  ein  Kon- 
vergenzintervaU  (—  (»,  q)y  welches  im  besondem  unendlich  sein  oder 
sich  auf  Null  reduzieren  kann.    Für  r  <  9  ist  die  Reihe  der  Moduln 

konvergent,  und  es  konvergiert  daher  die  Reihe  (2)  absolut  (§  398). 
Sie  konvergiert  dagegen  nicht  fQr  r  >  (>,  da  ihr  allgemeines  Glied, 
welches  der  Null  zustreben  müßte,  nicht  einmal  endlich  bleibt 
Könnte  in  der  Tat  der  Modul  |c^|^  dieses  Gliedes  für  r>p  kleiner 
bleiben  als  eine  feste  Zahl  A;,  so  hätte  man,  wenn  r  zwischen  p  und  r 
gewählt  wird,  auch 

^«|r'-<*(^)", 
sodaß  die  Reihe  der  Moduln  außerhalb  des  Intervalles  (—  (»;  9)   kon- 
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vergent  wäre  (§  190,  b).  Also  konvergiert  die  Reihe  (2)  in  dem 
Kreise  yom  Radius  q  mit  dem  Mittelpunkt  im  Anfangspunkt  und 
konvergiert  nicht  außerhalb  dieses  Kreises,  den  man  aus  diesem 
Omnde  den  Konvergenzkreis  der  Reihe  nennt.  Zweifelhaft  bleibt 
die  Konvergenz  immer,  wenn  0  das  Afßx  eines  Punktes  der  Peripherie 
ist.  Auch  der  Begriff  der  gleichmäßigen  Konvergenz  (§  315)  und 
die  darauf  bezüglichen  Theoreme  (§  321  u.  s.  w.)  sind  leicht  über- 
tragbar auf  Reihen,  die  aus  Funktionen  der  komplexen  Veränder- 
lichen a  gebildet  sind.  Insbesondere  gelten  die  für  die  gleichmäßige 
Konvergenz  und  für  die  Derivierbarkeit  der  Potenzreihen  einer  reellen 
Veränderlichen  gegebenen  Beweise  (§§  325,  329)  auch  für  die  Reihe  (2) 
und  gestatten  zu  behaupten,  daß  die  Summe  dieser  Reihe  eine  stetige 
Funktion  f(ßi)  ist,  deren  Derivierte 

ist,  immer  vorausgesetzt,  daß  man  die  Punkte  der  Peripherie  aus- 
schließt. 

404.  Wenn  in  der  Reihe  (2)  das  unabhängige  Olied  von  Null 
verschieden  ist,  so  kann  man  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  be- 
schreiben, in  dessen  Inneres  keine  Wurzel  von  f(0)  fällt.  In  der  Tat 
gestattet  die  Stetigkeit  von  f(jg)  eine  positive  Zahl  h  zu  finden,  die 
hinreichend  klein  ist,  damit  für  \0  <  Ä  immer  |  f(jg)  —  Cq  |  <  |  Cq  | 
wird.     Nun  ist  aber  nach  der  Schlußbemerkung  in  §  389 

\f('>)\>\Co\-\Co-f{'>)\>0. 

Also  verschwindet  f(0)  nicht  im  Innern  des  Kreises  vom  Radius  h 
mit  dem  Mittelpunkt  im  Anfangspunkt.  Dies  vorausgeschickt  wollen 
wir  folgenden  Satz  beweisen:  Wenn  zwei  Potenzreihen  für  un- 
endlich viele  Werte  der  Veränderlichen,  die  nach  Null 
konvergieren,  gleiche  Summen  haben,  so  sind  sie  identisch. 
Es  sei  in  der  Tat 

^0  —  V  +  (^1  —  ^0^  +  (^  —  O^*  H — 

die  Reihe,  welche  man  durch  Subtraktion  der  gegebenen  Reihen 
voneinander  erhält.  Die  Summe  dieser  Reihe  verschwindet  for  un- 
endlich viele  Werte  der  Veränderlichen,  die  nach  Null  konvergieren, 
und  verschwindet  daher  in  jedem  noch  so  kleinen  Kreise  mit  dem 
Mittelpunkt  im  Anfangspunkt.  Also  kann  c^-c^'  unmogUch  von 
Null  verschieden  sein.  Wird  Cq  =  Cq  gesetzt,  so  ist  es  jetzt  die  Reihe 
Cj  —  <i  +  (^  —  Cj')^  +  •  •  *?  die  für  unendlich  viele  Werte  von  e  ver- 
schwinden muß,  die  nach  Null  konvergieren;  mithin  ist  q  =  (^'  u.  s.  f. 
Also  müssen  die  gegebenen  Reihen  notwendig  zusammenfallen.  Daraus 
folgt,  daß  die  Entwickelung  einer  Funktion  in  eine  Potenz- 
reihe nur  in  einer  einzigen  Weise  möglich  ist.    Übrigens  kann 
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man  sich  leicht  überzeugen  (vgl.  §  329);  daß  diese  eine  Entwickelang 
gerade  die  ist^  welche  die  Mac-Laurinsche  Formel  liefern  würde. 
Wie  man  aber  die  Legitimität  einer  solchen  Entwickelimg  für  eine 
gegebene  Funktion  f{is)  a  priori  erkennen  kann,  auf  diesen  Punkt 
können  wir  hier  nicht  eingehen  und  yerweisen  den  Leser  auf  andere 
Werke  ^). 

405.  Welches  auch  der  Weg  sein  mag,  den  e  bei  unendlicher 
Annäherung  an  einen  Punkt  z^  im  Innern  des  Konvergenzkreises 
der  Reihe  (2)  durchläuft,  immer  nähert  sich  die  Summe  f(js)  dieser 
Reihe  wegen  der  Stetigkeit  dem  Orenzwert  f{e^-  Dies  kann  man 
nicht  mehr  behaupten,  wenn  Zq  auf  der  Peripherie  des  genannten 
Kreises  liegt,  vorausgesetzt,  daß  f{z^  existiert.  Für  diesen  Fall  hat 
Abel  bewiesen  (vgl.  §  340),  daß  man  auch  noch  ]imf{z)=^f{e^ 
hat,  falls  g  normal  zur  Peripherie  dem  Punkte  z^  zustrebt. 
Es  versteht  sich,  daß  z  vom  Innern  des  Kreises  herkommen  muß. 
Dies  drückt  man  aus,  indem  man  setzt  \z\  =^qQ  mit  $<  1,  sodaß 
nach  der  gemachten  Annahme  auch  z  =»  qz^  sein  muß.  Es  handelt 
sich  darum,  zu  zeigen,  daß  die  Differenz 

/"W  -  m = <he,o-  -  2) + c,z,\i  - «») + (^  v(i  -f)  +  --- 

nach  Null  konvergiert,  wenn  q  der  Einheit  zustrebt.  Setzt  man  nun 
aber  u^  =  c^jgrj,  a^  =  1  —  g^,  so  weiß  man  (§  399),  daß  die  Reihe 
o^u^  4-  <^t4^  +  *  *  *  konvergent  ist,  da  nach  der  Voraussetzung  die 
Reihe  tfj  +  Wj  +  w^  +  •  •  •  konvergiert.  Aus  jenem  Paragraphen  ist 
zu  entnehmen,  daß  jeder  noch  so  kleinen  positiven  Zahl  b  ein  Wert 
von  n  entspricht,  von  welchem  ab  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werte  von  q 

ist.  Ist  n  einmal  fixiert,  so  kann  man  immer  einen  Wert  von  q 
finden,  der  nahe  genug  an  der  Einheit  liegt,  damit  man  hat 

Also  wird  für  ein  \z\y  welches  in  genügender  Nahe  von  q  liegt,  sein 
IA^o)~/^WI<^  '"^^  folglich  \\mf{z)^f{z^.  Aus  diesem  Satze 
leitete  Abel  sein  Theorem  über  die  Multiplikation  der  Reihen  (§  236)  ab. 

1)  Bei  einem  ersten  Stndimn  wird  es  nützlich  sein,  den  ,,B^Bumä  du 
Gours  d' Analyse"  von  Mansion  zu  Rate  zu  ziehen.  Siehe  auch  die  „Principes 
d'une  throne  nonvelle  des  fonctions  ^Idmentaires  d'nne  variable  imaginaire*' 
von  demselben  Autor  (Annales  de  la  Socidtä  scientifique  de  Bruxelles,  1886 — 86). 
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Wichtige  tralUloendente  FnnktioaeB. 

406.  Bzponentialfanktion.     Die  Reihe 

ist  in  der  ganzen  Ebene  konvergent^  da  immer  die  ans  den  Moduln 
ihrer  Glieder  gebildete  Reihe  konvergiert  (§  184).  Es  ist  erlaubt 
ihre  Summe  mit  e'  zu  bezeichnen,  soknge  dieses  Symbol  noch  nicht 
für  andere  als  reelle  Werte  von  0  definiert  ist.  Wenn  r  und  0  be- 
züglich der  Modul  und  das  Argument  von  0  sind,  so  zerlegt  sich  die 
betrachtete  Reihe  in 

1  +  y  cos  ö  4-  j^  cos  2  e  +    . .  +  i  (-J  Bin  ö  +  j-*^  sin  2  e  + 

Früher  (§  332,  b)  haben  wir  gesehen,  daß  die  erste  Reihe  die  Ent- 
Wickelung  von  c^****cos(rsinö)  ist,  während  die  zweite  *  die  Ent- 
wickelung  von  c^****sin(rsinö)  ist.     Daraus  folgt 

e»  =  c^«*«(cos  (r  sin  0)  +  i  sin  (r  sin  0)) , 
d.  L 

6*+»>  »  e*(cosy  +  isiny). 

Im   besondem   erhalt  man   für   x  =  0  die   wichtige   Formel  von 

Euler 

ef^  —  cosy  +  ismy, 

auf  Grund  derön  die  vorige  Relation  in  6*+'"  =  6*  •  &^  übergeht.  All- 
gemeiner bemerke  man,  daß 

e* .  e*'  =  6*+''(cos(y  -I-  y')  +  i8m(y  +  y'))  =  C+'' 

ist.     Die  Funktion  e*  genießt  also  die  bekannte  Eigenschaft 

e-e'  e" e*+''+*"+--, 

auch  wenn  die  Exponenten  nicht  reell  sind.  Endlich  ist  nach  dem 
am  Schlüsse  von  §  403  Gesagten  die  Funktion  ß*  in  der  ganzen 
Ebene  stetig,  und  ihre  Derivierte  ist  ^, 

407.  Kreisftuiktionei^.  Ebenso  sind  wir,  um  die  trigono- 
metrischen Funktionen  imaginärer  Bogen  zu  definieren,  berechtigt  zu 
setzen 


COS0  =  1  —  T— ^  + 


if*     .         «* 


1-2    '    1-2    3-4 

z  Z^         .  «* 


sm0  =  -r-:r-5-^  + 


1         1-2    8    '    1    2.3-4-5 


nachdem  wir  die  Konvergenz  der  angewandten  Reihen  konstatiert 
haben,  eine  Konvergenz,  die  in  der  ganzen  Ebene  absolut  und  gleich- 
mäßig ist,  da  die  Reihen  der  Moduln 
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■^l-2"'"l-2.8.4"^         '       1    "^1.2-8"'"l-2«.4-5"^ 

fcb*  jeden  Wert  von  r  konvergieren.    Bildet  man  nun  die  Funktionen 
cose  +  iainz  und  gob0  —  tBrn^y  so  erhalt  man  die  Resultate 


ig       (ie)*  .         -        iz    ,   (ie)* 


c— , 


l  +  T  +  r:2+"="^'     l-T  +  lTä 

Bodaß  man  schreiben  kann 

ef'  =  cosjp  +  isin;er,     e"**  =■  cosjet  —  tsinjer. 

Die  Eulersche  Formel  gilt  also  auch  fär  nicht  reelle  Bogen.  Man 
gewinnt  überdies  aus  den  letzten  Gleichungen 

cos ;8r  =  —  (c**  +  c"**),      sinj&  =  2~(^'"~  ^"■*')' 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  lassen  sich  leicht  die  Fundamental- 
formeln der  Trigonometrie  beweisen,  welche  man  auf  diese  Weise 
auf  das  Gebiet  der  komplexen  Zahlen  übertr^en  findet.    Man  hat  z.  B. 

cos;?  cosj?'  =  |-(e'('-0  +  e-^C'-O  +  e'('+*')  +  e-*('+'')), 

sin0  sin/  -=  |(e'('-*')  +  e-»('-'')  -  e^C'+'O  -  e-*('+'')) , 
ferner 

COS;»  cos/  —  sinjff  sin/  =  ■J-(e*^'+*'^  +  c~*(*+*'^)  =«  cos(iEf  +  /) 

u.  s.  w.  Verwandelt  man  in  den  Definitionsformeln  0  in  —  j?,  so  be- 
merkt man,  daß 

cos  (—  z)  =  coaZy    sin  (—  jp)  =  —  sin^gr 

ist,  und  die  letzte  Relation  wird  für  z'  ^  —  z 

cos*;er  +  sin*ir  ==  1. 

Endlich  beachte  man,  daß  (wie  im  Falle  eines  reellen  z)  die  Deri- 
vierte  von  cosjer  gleich  •— sinjer  und  die  Derivierte  von  sin  ir  gleich 
cosjer  ist.  Die  andern  trigonometrischen  Funktionen  definiert  man 
wie  in  der  reellen  Trigonometrie,  indem  man  setzt 


secjer« =  -7- t->     tff£r  = 

Ann«  Jk»    I    ^— »«'         O 


2  .  Bin«        1  c'*  — «-** 


cos«       e««-^e"*"      °         cos«        ♦  e"  +  e~** 

Um  zu  sehen,  eine  wie  große  Vereinfachung  die  Theorie  der  kom- 
plexen Zahlen  bei  gewissen  Fragen  mit  sich  bringt,  erinnere  man 
sich  an  die  erzeugende  Funktion  (§  354)  der  Eulerschen  Zahlen  und 
bemerke,  daß 

seci?  —  e^*'  —  cos  E^  -f  i  sin  jEje^  =-  cos  Ez^ 

ist.    Ebenso  wird 

tg^  =  i-.(e(^+i)''-e(«- !)«•), 

sodaß  der  Koeffizient  von  1^  in  der  Entwickelung  dieser  Funktion 
folgender  ist  (§  355) 
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Man  hat  mit  andern  Worten  wie  für  leelleB  e 


■■(Z'f-l)«,«. 


«eci  -  I  +  ^  +  , 


tg»-«  +  - 


;   +■ 


408.  HyperbelfniLktioiien.  Da  die  Fundamentalfonnelu  der 
Trigonometrie  die  trigonometriechen  Funktionen  des  komplexen  Bogens 
«  =  £-{--  ty  durch  die  Funktionen  des  reellen  Bogens  x  und  die  des 
rein  imi^inSren  Bogens  t'y  auszndrQcken  erlauben,  so  genügt  ee  eine 
geometrische  Interpretation  dieser  letzten  Funktionen  zu  finden,  um 
zu  gleicher  Zeit  die  Interpretation  der  ganzen  komplexen  Trigono- 
metrie zu  erhalten.    Beachtet  man  nun  die  Formeln 

008 » a:  =  -g- (**  +  f~')i     einix  =  „(^  ~  *"')» 
so  wird  man  dazu  geführt,  die  Funktionen 

cha;  —  ^(e"  +  e~'),    sha:  =  \if  —  e~') 
zu  betrachten,  welche  man  bezüglich  den  hyperbolischen  Kosinus 
und  den  hyperbolischen  Sinus  der  reellen  Yeränderlichen  x  nennt. 
EbeoBo  definiert  man  die  hyperbolische  Tangente,  indem  man  setzt 

^"^^"  «*  +  «-'' 
1.  s.  w.     Der  Grund  fBr  diese  Benennungen  ist  sofort  aus  der  evidenten 


Relation 


ch*  X  —  sh'  a;  —  1 


xa  entnehmen,  welche  zeigt,  daß  chx  und  sha;  die  Koordinaten 
eines  Punktes  Q  der  in  cartesischen  Koor- 
dinaten durch  die  Gleichung  X*  —  Z*  =  1 
dargestellten  Hyperbel  sind,  ebenso  wie 
cos  X  und  sin  x  die  Koordinaten  eines 
Punktes  P  auf  der  Peripherie  des  um 
den  Mittelpunkt  0  mit  dem  Radius  OA  ^  1 
beschriebenen  Elises  sind.  Sind  femer  F' 
and  Q'  die  in  Bezug  auf  die  Abscissenachse 
zn  P  und  Q  symmetrischen  Punkte,  so 
wird  die  Fläche  des  Kreissektors  OPP" 
gerade  durch  die  Zahl  x  gemessen,  und  es 
ist  leicht  zu  zeigen,  daß  analog  die  Fläche 
des  Hyperhelsektora  OQQ"  durch  die 
zagehSrige  Zahl  x  gemessen  wird.  Man 
projiziere  in  der  Tat  die  Punkte  A  und  Q 
in  S  und  S  auf  eine  Asymptote  ond  bemerke,  daß  auf  Grund  der 
Äqniralenz  der  Flächen  OAB  und  OQR  die  gesuchte  Fläche  doppelt 


Flg.  17. 
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so  groß  ist  als  die  des  krnminliiiigen  Vierecks  ABRQ.  Im  folgenden 
werden  wir  sehen^  daß  diese  durch  den  natürlichen  Logarithmus  des 
Verhältnisses  von  OB  zu  OB  gemessen  wird.    Andererseits  ist  offenbar 

Mithin  ist  OQQf  =-  löge*  =  x.  Endlich  bestimmen  die  Radienvektoren 
OP,  OQ  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Kurven  vom 
Punkte  A  aus  Abschnitte,  die  bezüglich  durch  igx  und  tho:  ge- 
messen werden.  Nur  in  ihrer  Art  zu  variieren  bieten  die  Hyperbel- 
funktionen bedeutende  Unterschiede  gegenüber  den  Ereisfunktionen. 
Wenn  nämlich  x  von  0  nach  unendlich  variiert,  so  variiert  chx  von 
1  nach  Unendlich,  sha;  von  0  nach  Unendlich,  tho?  von  0  nach 
der  Einheit,  und  für  negative  Werte  der  Veränderlichen  hat  man  die 
Relationen 

ch(— rr)  =  cha;,    sh(— ic)  =  —  sha;,    th(— a;)  =  —  tha?. 

409.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  jedem  Werte  von  x  ein 
Winkel  |  zwischen  den  Grenzen  —  y  und  y  entspricht  (die  hyper- 
bolische  Amplitude   von   x),    dessen  trigonometrische   Linien    in 

anderer  Reihenfolge  die  hyperbolischen  Linien 
von  X  wiedergeben.  Es  sei  P  ein  Punkt 
des  um  den  Mittelpunkt  0  mit  dem  Radius 
OA  «  1  beschriebenen  Kreises.  Q'  und  Qf' 
seien  die  Punkte,  in  welchen  die  Tangenten 
des  Kreises  in  P  und  in  A  sich  mit  OA 
bezw.  OP  treffen.  Die  Parallele  und  die 
Senkrechte  zu  Ox,  die  durch  Q"  und  Q^  be- 
züglich geführt  sind,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  ö,  welcher  der  darstellenden  Kurve 
der  Hyperbelfunktionen  angehört;  denn  t)ezeichnet  man  mit  $  den 
Winkel  POx,  so  hat  man 

OQ^  =  OQf'  ^  secS,      QQ'  ^  AQ"  =  tgg, 

mithin  OQ'^  —  QQf^=  1.  Nun  sind  die  letzten  Gleichungen  gleich- 
wertig mit  folgenden  andern 

cha;=«secj,    sha?  =  tgj. 

Aus  diesen  leitet  man  sofort  ab 

th a;  »  sin  I ,    coth x  ==  cosec | ,    sech a;  ==«  cos  | ,    cosech x  =  cot  |. 

Also  sind  der  hyperbolische  Sinus  und  die  hyperbolische 
Tangente  von  x  bezüglich  gleich  der  (trigonometrischen)  Tan- 
gente und  dem  (trigonometrischen)  Sinus  der  hyperbolischen 
Amplitude  von  x.     Ahnliches  läßt  sich  von  der  Kosekante   und 
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der  Eotangente  sagen,  ebenBO  Yom  Kosinus  und  der  Sekante. 
Um  femer  zu  sehen,  welche  Beziehung  zwischen  einer  Veränderlichen 
X  und  ihrer  hyberbolischen  Amplitude  §  besteht,  braucht  man  nur  zu 
bemerken,  daß 

«•-cha!  +  Blia;=.8ecJ  +  tg|-l±|f^  =  tg(4  +  ^) 

ist,  woraus  sich  ergibt  x  =  log  tg  (y  +  x)  "  Diosor  Relation  kann 
man  auch  die  von  Laisant  herrührende  Form  geben 

th|=tg|. 

Man  beachte  schließlich  noch  die  zwischen  den  darstellenden  Kurven 
bestehende  Korrelation.  Wenn  P'  und  P"  die  Projektionen  von  P 
auf  Ox  und  auf  A(jf'  sind,  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  daß  die 
Tangente  der  Hyperbel  im  Punkte  Q  durch  P  hindurchgeht,  ebenso 
wie  die  Tangente  des  Kreises  im  Punkte  P  durch  Q'  hindurchgeht. 
Es  ist  in  der  Tat  bekannt,   daß   der  Neigungskoeffizient  der  ersten 

Tangente  —^  »  ^^  ist.     Die  beiden  Tangenten  schneiden  sich  auf 

der  Geraden  AF^'Q'y  und  wie  nach  der  Konstruktion  Qf'  der  Geraden 
OP  angehört,  so  gehört  P'  der  Geraden  OQ  an  u.  s.  w. 

410.  Die  Hyperbelfonktionen  kann  man  auch  wieder  für  nicht 
reelle  Werte  der  Veränderlichen  definieren,  indem  man  setzt 

und  ihre  Beziehungen  zu  den  Kreisfunktionen  ergeben  sich  unmittelbar 
aus  der  Definition,  da  man  hat 

y  .  1  muiz 

Ch  ;er  =  cos  %Z.      Sh  ;8f  =  — : — 

Ans  diesen  Gleichungen  ist  zu  entnehmen,  daß  die  Relation 

ch^jgr  —  sh*£f  =  1 
fortbesteht.    Es  lassen  sich  femer  leicht  die  Formeln  beweisen 
ch  (;8f  +  jer')  —  chjerch/  +  shjer  shxr',     sh(jef  +  z")  ^  shjerch/  +  chj^sh/, 

th(^  +  i^O  =  i  +  thi.th/ 

and  Tiele  andere,  die  denen  der  gewöhnlichen  Trigonometrie  analog 
sind.  Auf  diese  Weise  wird  eine  besondere  Rechnungsart  begründet, 
die  bei  der  Behandlung  gewisser  Fragen  viele  Vorteile  bietet^).  Man 
bemerke  endlich,   daß  jede  Ej-eis-  oder  Hyperbelfunktion   von   einer 

1)  Für  ein  weiteres  Studinm  sei  genannt  „Die  Lehre  von  den  Hyperbel- 
fiinktionen*^  von  Günther  und  anch  ^^Parabolische  Logarithmen  und  para- 
bolische Trigonometrie^^  von  demselben  Autor. 


348  IV,  1*    Komplexe  Zahlen.  §§  410—412 

komplexen  YeriLnderlichen  sich  immer  durch  Kreis-  und  Hyperbel- 
funktionen von  reellen  Veränderlichen  ausdrücken  läßt.     So  ist  z.  B. 

cos^er  »  coBXchy  -V  isinrt;  sh^;    ch^er  =  cosy  cho?  +  t'siny  sha;^ 

siuier  =»  sina;chy  +  icosx  shy,    sh^r  =-«  cosy  shx  +  isiny  cho;. 

411.  Die  Funktion  LogarithmuB.  Die  Eulersche  Formel  ge- 
stattet jeder  Zähl  a  die  Form  ref^  zu  geben.  Da  man  0  immer 
durch  d  +  2kx  ersetzen  darf^  wo  Je  eine  ganze  Zahl  ist,  so  kann 
man  auch  schreiben 

mithin,  wenn  man  die  Definition  der  natürlichen  Logarithmen  aus- 
dehnt, 

log(;ef)  =  logr  +  id  +  2ih%, 

Das  Symbol  log(jer)  wird  angewandt,  um  den  allgemeinen  Loga- 
rithmus Yon  z  darzustellen.  Wenn  z  eine  positive  Zahl  r  ist,  so 
liefert  die  letzte  Formel 

log  (r)  =»  log  r  -\-2%Tc% 

und  zeigt,  daß  eine  positive  Zahl  außer  dem  reellen  gewohnlichen 
Logarithmus  unendlich  viele  andere  imaginäre  Logarithmen  hat. 
Man  hat  femer  log(jef)  =  log(r)  +  ifl.  Durch  Addition  von  id  zu 
jedem  Logarithmus  von  r  erhält  man  also  die  unendlich  vielen  Lo- 
garithmen von  re*^.  Diese  sind  die  Affixe  von  äquidistanten  Punkten 
auf  einer  zur  Achse  der  reellen  Zahlen  senkrechten  Geraden.  Bewegt 
sich  0  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  im  Anfangspunkt  liegt, 
so  verschiebt  sich  die  Gerade  in  sich,  da  sie  immer  die  Achse  Ox 
in  dem  Punkte  trifit,  der  den  gewohnlichen  Logarithmus  von  I  z 
darstellt.  Beschreibt  übrigens  z  eine  beliebige  geschlossene  Kurve 
um  den  Anfangspunkt,  so  oszilliert  die  Gerade  der  Logarithmen, 
während  sie  sich  immer  in  demselben  Sinne  in  sich  verschiebt, 
seitlich  zwischen  zwei  äußersten  Lagen,  sodaß  die  verschiedenen  Be- 
stimmungen von  log^  schließlich  ineinander  übergehen,  indem  sie 
eine  einzige  sinusförmige  Kurve  beschreiben.  Wenn  dagegen  z  eine 
geschlossene  Kurve  durchläuft,  die  den  Anfangspunkt  nicht  in  ihrem 
Lmem  enthält,  so  kehrt  nicht  nur  die  Gerade,  welche  diesmal  trans- 
versal und  longitudinal  oszilliert,  in  die  alte  Lage  zurück,  sondern 
dasselbe  gilt  auch  für  jeden  von  ihren  Punkten,  sodaß  die  unendlich 
vielen  Bestimmungen  von  \og{z)  voneinander  verschieden  bleiben 
und  ebenso  viele  Ringe  beschreiben,  die  zwischen  den  äußersten  Lagen 
der  Geraden  liegen. 

412.  Man  setzt  die  Bedeutung  von  xf^  für  c^  a  +  ih  fest,  indem 
man  übereinkommt  zu  schreiben 
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Modul  und  Argument  von  f^  sind  also  die  Zahlen 

mit  beliebigen  ganzzahligen  Izy  V,  Denken  wir  nns  für  einen  Augen- 
blick die  unendlich  vielen  {e  gleichen)  Zahlen^  welche  den  Modul  r 
und  die  Argumente  0  ±  2»,  0  ±  4iXy  . . .  haben^  als  verschieden 
von  e,  obwohl  durch  denselben  Punkt  dargestellt.  Wenn  wir  die 
gewöhnlichen  Regeln  angewandt  hätten^  um  zur  Potenz  c  zu  erheben 
sei  es  die  Zahl  e,  sei  es  irgend  eine  andere  demselben  Punkt  an- 
geheftete Zahl;  so  hätten  wir  erhalten 

d.    h.  ' 

00  ««  yag-6(«  +  2tÄ)  .  gi[61ogr  +  a(ö  +  «*Ä)]  ^  ^^{t^tVn)  ^  ^^t 

Um  also  z  zur  Potenz  c  zu  erheben^  muß  man  die  gebräuchliche 
Rechnung  auf  die  unendlich  vielen  Zahlen  anwenden,  die 
mit  e  einem  und  demselben  Punkte  angeheftet  sind.  Es  gibt 
also  unendlich  viele  Werte  von  ff,  Sie  bilden  eine  geometrische 
Progression,  welche  das  Verhältnis  c**'*^  hat,  und  sind  Punkten  an- 
geheftet, welche  längs  einer  logarithmischen  Spirale  mit  dem 
Pol  im  Anfangspunkt  verteilt  sind.  Diese  Kurve  trifPb  die  Achse  der 
y  parallel  zu  Oc  und  reduziert  sich  daher,  wie  wir  bereits  gesehen 
haben  (§  394),  auf  einen  Kreis,  wenn  c  reell  ist.  Sie  wird  dagegen  eine 
Gerade,  wenn  c  rein  imaginär  ist.  Es  ist  gut  auf  die  obigen  Be- 
merkungen zu  achten,  wenn  man  die  beiden  Seiten  einer  Gleichung 
zu  einer  Potenz  erhebt.  Sonst  könnte  mxsi  z.  B.  aus  der  richtigen 
Gleichung  «-^»'^  =  e*»*,  indem  man  beide  Seiten  zur  Potenz  i  erhebt, 
die  absurde  Gleichung  6'^=s6~^^  ableiten,  wahrend  man  doch  nur 
behaupten  kann,  daß  die  Zahlen  c**^*''*)  ==  e'*'*^*'*"*'^  fBr  passende 
Werte  von  h  und  K  zusammenfallen  müssen,  wie  es  tatsächlich  der 
Fall  ist,  wenn  man  k  —  k'  =  2  hat 


Oeometrlsohe  Übnngen. 

413.  Sxommlinige  Koordinaten.  Wenn  zwei  reelle  Funktionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  zwei  gegebenen  reellen  Eon- 
stanten bezüglich  gleich  gesetzt  werden,  so  stellen  die  Gleichungen  u=»a, 
V  =^  bj  welche  man  auf  diese  Weise  erhält,  zwei  bestimmte  Linien  in  der 
Ebene  dar.  Wenn  es  ein  einziges  Paar  von  Werten  a,  b  gibt  derart,  daß 
die  beiden  Linien  durch  einen  gegebenen  Punkt  M  hindurchgehen  und 
keine  andern  gemeinsamen  Punkte  haben,  wenigstens  in  einem  gewissen 
Gebiet  der  Ebene,  so  können  a  und  b  dazu  dienen  die  Lage  von  M  in 
jenem  Gebiet  zu  definieren  imd  heißen  deshalb  die  krummlinigen 
Koordinaten  dieses  Pimktes.     Wenn  femer  u  und  v  aus  der  Zerfällung 
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einer  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  e  =^  x  +  iy  in  den  reellen 
Teil  u  und  den  rein  imaginären  iv  herst-anmien,  so  treffen  die  unendlich 
vielen  Linien,  welche  durch  die  Gleichung  « =  a  für  unendlich  viele 
Werte  von  a  dargestellt  werden,  üherall  unter  rechtem  Winkel  die 
durch  die  Gleichung  t;  »  &  dargestellten  Linien.  Dies  drückt  man  aus, 
indem  man  sagt,  daß  man  es  mit  einem  System  von  orthogonalen 
krummlinigen  Koordinaten  zu  tun  hat.  Li  der  Tat  sagen  die  in  §  401 
gefundenen  Bedingungen  (1)  gerade  aus,  daß  die  Neigungskoeffizienten 
der  Tangenten  an  die  heiden  durch  einen  gegebenen  Punkt  (x^  y)  hin- 
durchgehenden Kurven, 

der  Orthogonalitätsbedingung  genügen,  da  ihr  Produkt  gleich  —  1  ist. 
Das  gewöhnliche  System  der  rechtwinkligen  cartesischen  Koordinaten 
ist  durch  die  Funktion  e  oder  allgemeiner  durch  az  -\-  ß  charakterisiert, 
welches    auch   die  reellen  oder  komplexen  Zahlen  a  und  ß  sein   mögen. 

Ninmit  man  dagegen  — ,  so  wird  die   eine  Kurvenschar   von  den  gleich- 

seitigen  Hyperbeln  gebildet,  die  zu  Ox  und  Oy  asymptotisch  sind;  die 
andere   Schar   erhält   man,    indem  man  diese    Kurven  um  ihren   gemein- 

Samen  Mittelpunkt  eine  Drehung  um   -j-    ausführen    läßt.      Die    Funktion 

|/7  gibt  alle  Parabeln,  welche  die  Achse  Ox  und  den  Brennpunkt  0 
gemein  haben.     Nimmt  man  noch  die  Funktionen 

löge,    log  log  ^,     logj^^T^, 

so  findet  man  drei  interessante  Koordinatensysteme.  Das  erste  ist  einfach 
das  gewöhnliche  System  der  Polarkoordinaten,  bei  dem  zweiten  besteht 
die  eine  Kurvenschar  aus  logarithmischen  Spiralen  mit  dem  An&ngspunkt 
als  Pol,  das  dritte  System  endUch,  das  der  dipolaren  Koordinaten, 
welches  in  der  Elektrostatik  sehr  nützlich  ist^),  hat  eine  fundamentale 
Wichtigkeit  in  den  geometrischen  Anwendungen  der  komplexen  Zahlen. 
Sind  r|  und  r^  die  Entfernungen  zwischen  e  und  den  Punkten  g^  und  g^y 
und  ist  (p  der  Winkel,  unter  welchem  man  vom  Punkte  g  aus  die  Strecke 
z^e^  sieht,  so  hat  man 


log '^  =  log  (Je*.), 


sodaß    man    u  »=  log  — ,    t?  =  9    setzen    kann.      Die    Kurven    der    einen 

Schar    sind    durch    die  Gleichung  9  =  Const.   charakterisiert.      Sie   sind 
also  die  Kreise,  welche  durch  z^  und  z^   (die  Pole)   hindurchgehen.     Die 

Kurven  der  andern  Schar,  die  durch  die  Gleichimg  —  =  Const.   charak- 

terisiert  werden,  sind  ebenfalls  Kreise  imd  notwendig  orthogonal  zn  den 


1)    Vgl.   Betti:    ,,Teorica    delle    forze    newtoniane^'    (auch    dentach    von 
Fr.  Meyer),  p.  189. 


§§  413—414  Geometrische  Übungen.  351 

ersten,  zu  denen  auch  die  Gerade  e^z^  gehört,  die  folglich  die  Mittelpunkte 
der  Kreise  der  zweiten  Schar  enthalt.  Man  kann  hier  den  Einwand 
machen,  daß  die  beiden  Kreise,  welche  sich  in  js  schneiden,  sich  noch 
einmal  in  einem  zweiten  Punkte  treffen.  Dieser  hat  jedoch  zwar  dieselbe 
Koordinate  u  wie  der  erste,  nicht  aber  dasselbe  t;,  da  die  Pole  den  ersten 
Kreis  in  zwei  Bogen  teilen,  längs  deren  einem  man  hat  v  =  g>^  während 
auf  dem  andern  v  =  rc  —  q>  ist. 

414.    Die  Funktion 

log  (Yf!  —  Zi  +  Yz  —  Z^) 

liefert  den  Inbegriff  aller  Kegelschnitte,  welche  die  Brennpimkte  z^  und 
e^  gemein  haben.    Wir  können  in  der  Tat,  nachdem  wir  von  der  gegebenen 


Funktion  die 

1  Konstante 

logy«,- 
ei  +  Ve- 

subtrahiert  haben,  setzen 

und  folglich 

-  «1  •  e»+'' 

woraus  sich 

ergibt 

,-y.- 

«»  = 

■«,c-«-", 

Y^  —  f^t  =  Yh  ~"  h  (^^ **  ^^^^  +  ishusinv), 

)/jef  —  z^  =  )/I^~^(sh I«  cos t;  +  * ch t«  sin i?) . 

Nimmt  man  jetzt  die  Quadrate  der  Moduln,  so  erhält  man 

^1  "^  *■  (<5h*«  cos* «7  +  sh* M  sin* r) ,     r^=-  r  (sh* u  cos*  v  -{■  ^u  sin*  v) , 

wo  r  die  Entfernung  zwischen  den  Punkten  z^  und  z^  darstellt.  Es  ist 
daher 

r^  +  r^  =  r  ch  2w ,     rj  —  r,  =  r  cos  2  v. 

Daraus  folgt,  daß  die  Linien  u  =  Const.  Ellipsen  mit  den  Brennpunkten 
in  z^  und  z^  sind  und  die  Linien  v  =  Const.  Hyperbeln  mit  denselben 
Brennpunkten.  Man  bemerke  überdies,  daß  re***  und  re"***  die  Moduln 
der  Zahlen 

{Y^-H  ±  V^  -  ^»)*  =  2ief  -  (ifi  +  ;?,)  ±  2  Y(z-Zi){z-z^) 

sind,  und  daß  man  daher  behaupten  darf,  daß  die  Summe  der  Ab- 
stände eines  Punktes  z  von  zwei  beliebigen  Punkten  z^  und  z^ 
gleich 

+  u  - 1  (^1 + ^s)  -  y  (^  -  ^1)  (^  -  ^2)  I 

ist.  Dieses  Resultat  läßt  sich  übrigens  auch  direkt  nachweisen ,  wenn 
man  sich  daran  erinnert  (§  389),  daß  die  Moduln  der  Summe  und  der 
Differenz  zweier  Zahlen  e,  c  die  Längen  der  Diagonalen  des  Parallelo- 
gramms messen,  welches  über  den  Seiten  Oc^  Oc  konstruiert  ist.  Da 
die  Sunmie  der  Quadrate  der  Diagonalen  gleich  der  Summe  der  vier 
Seiten  ist,  so  hat  man 

icl*  +  |c'|*  =  i(|c  +  c'l*  +  |c-c'|»). 
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Man  braucht  nur  c  =  Ye  —  e^ ,  c'  =  Yz  —  e^  zu  setzen  und  zu  bemerken, 
daß  immer  |  c  |'  =»  \c^\  ist,  um  zu  erkennen,  daß  der  Ausdruck  (3)  nicht 
verschieden  von  \e  —  ^i  |  +  |  ^  —  ^%\  ist. 

415«  Um  eine  interessante  Anwendung  von  diesem  letzten  Resultat 
zu  machen,  betrachte  man  die  Funktion  {(0)  =*(«?  —  ^)  (jp  —  e^)  (js  —  i^j), 
welche  in  den  Punkten  jgr^,  z^^  z^  verschwindet.  Im  folgenden  werden  wir 
sehen,  daß  man  jedem  Polynom  dritten  Grades  die  obige  Form  geben 
kann.     Die  Derivierte  ^ 

(4)  f{z)  =  3j5«  -  2  (i?i  +  jKg  +  z;)z  +  {z^z^  +  z^z^  +  z^z^) 

verschwindet  in  zwei  Punkten  i  und  £^,  die  symmetrisch  zu 

d.  h.  zu  dem  Schwerpunkt  i^  des  Dreiecks  i^iS^iZ^  liegen,  und  dies  ist 
eine  erste  bemerkenswerte  Eigenschaft.  Im  Mittelpunkt  einer  Seite,  z.  B. 
in  ^1  =  i  (^  +  ^a)  j  "lii'Mnt  die  Funktion 

rW  =  (^  - «%){« -  h)  +  (^  -  h)  (« -  *^i)  +  (^  -  ^i)(«  -  ^1) 

den  Wert  —  {{z^  —  z^y  an.     Man  hat  also,  da  auch 

rw-3(.-ö(«-o 

ist, 

(5)  (^i-0('i-O  =  -Ä(',-*.)'- 

Folglich  werden  die  Zahlen,  deren  Moduln  in  dem  Ausdruck  (3)  auf- 
treten, wenn  man  denselben  auf  die  Berechnung  der  Summe  der  Ent- 
fernungen von  Tj  bis  f  und  ^'  anwendet, 

^i-|(t  +  0±^(^-'.)  —  |«i  +  |(«.  +  «.)±^(«.-^.)- 

Führt  man  nun  die  imaginären  dritten  Einheitswurzeln  ein  (§  394) 

SO  kann  man  den  genannten  Zahlen  nach  Umkehrung  der  Vorzeichen  die 
Form  geben 

Sie  werden  also  ^^  und  ^^^  wenn  man  setzt 

(6)  z^  +  to*jeij  +  »i^s  =  3  fi ,     z^  +  (oz^  +  m^Zi  =  3  J^. 

Also  ist  die  Summe  der  Entfernungen  zwischen  t^  und  den  Wurzeln  von 
f(^z)  gleich  \i^\  -j-  \i^\.  Betrachtet  man  r^  oder  T3  anstatt  Tj,  so  muß 
man  die  Zahlen  (6)  bezüglich  durch  die  folgenden  ersetzen 

z^  +  cD*i5g  +  <oZi  ^  3  wfi ,     z^  +  mz^  +  (o^Zi  ==  3ö)*fj , 

Z^  +  m^z^  +  ooiSg  =  3c()*ti,    z^  +  (oZi  +  «*iPg  =  3a)£i. 

Der  Ausdruck  (3)  wird  in  diesen  Fällen 
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d.  h.  immer  |  Sit  |  +  |  £t  |,  da  |  oo  |  ==>  1  ist.  Daraus  folgt,  daß  die  Punkte 
Tj,  Tj/Tj  einer  Ellipse  angehören,  die  ihre  Brennpunkte  in  f^  und  Ly 
ihren  Mittelpunkt  folglich  in  t^  hat  Es  folgt  femer  (§  390)  aus  (5), 
wenn  man  mit  argier  das  Argument  einer  Zahl  0  bezeichnet, 

arg  -^ h  arg  -^ — —  — »  «. 

Dies  bedeutet,  daß  die  Strahlen  t^i  und  ^r^  gleiche  Neigung  gegen  die 
Gerade  e^e^  haben.  Dieselbe  ist  also  die  Tangente  der  Ellipse  in  r^. 
Wenn  also  die  Punkte  0^^  jS^t  ^s  bekannt  sind,  in  denen  ein  Polynom 
dritten  Grades  verschwindet,  so  verschwindet  die  Derivierte  des 
Polynoms  in  den  Brennpunkten  der  Ellipse,  die  die  Seiten  des 
Dreiecks  z^^  e^,  0^  in  ihren  Mittelpunkten  berührt^).  Bemerken 
wir  schließlich  noch,  daß  die  Wurzeln  {;  und  {;'  leicht  ansdrückbar  sind 
durch  die  Zahlen  £^,  ^1,  {'s*  Multipliziert  man  in  der  Tat  die  Gleichungen  (6) 
miteinander  und  beachtet,  daß  1  +  m  -{•  m^  '^  0  ist,  so  erhält  man 

Nun  ist  aber  auch 

^1*  +  V  +  V  +  2%iE?,  +  20^0^  +  20^0^  =  9  £;>*. 

Also  ist  0^0^  +  0^0^  +  0^0^  =  3  {i^  —  fifj).  Dies  vorausgeschickt  wird 
der  Ausdruck  (4)  för  die  Derivierte 

r(«)-3((«-6,)»-fiJi), 

folgUch 

(7)  f-{b  +  /Jk^,  t'-io-Vi^- 

416.  Lineare  Substitationen.  Setzt  man  0'  =«  /'(jer),  so  wird  da- 
durch eine  geometrische  Transformation  definiert,  welche  jeden  Punkt  0 
in  einen  bestimmten  Punkt  /  überfdhrt.  Wenn  man  z.  B.  die  Trans- 
formationen 

(8)       _  f^^0  +  c,     /  =  cj5,     ^'  =  y 

studiert,  so  erkennt  man  sofort,  daß  die  Hinzufügung  der  Eonstanten  c 
zu  den  Affixen  aller  Pimkte  einer  Figur  gleichbedeutend  ist  mit  einer 
Translation,  der  man  die  Figur  unterwirft.  Diese  Translation  wird  in 
Größe  und  Richtung  durch  die  Strecke  Oc  gemessen.  Multipliziert  man 
die  Affixe  mit  einer  Eonstanten,  so  bedeutet  dies,  daß  man  die  Figur 
einer  Rotation  um  0  unterzieht,  die  durch  das  Argument  der  Eonstanten 
gemessen  wird,  und  einer  Dilatation  (oder  Eontraktion)  von  0  aus,  die 
durch  den  Modul  jener  Eonstanten  gemessen  wird.  Endlich  ist  die 
Transformation,  durch  welche  man  von  den  Punkten  0  zu  den  Punkten 

—  gelangt,  gleichwertig  mit  der  Vereinigung  einer  Inversion  (Verwan- 


1)  Dieses  interessante  Theorem  wurde  in  allgemeinerer  Fassung  für  ein 
Polynom  beliebigen  Grades  angegeben  von  Van  den  Berg  (Kieuw  Archief  voor 
Wiskonde,  t.  XV,  p.  140). 
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delung  von  r  in  — j  oder  Transformation  durch  reziproke  Radien  in  Bezug 

auf  den  Ejeis  yom  Radius  1  mit  dem  Mittelpunkt  in  0  und  einer 
Spiegelung  der  Figur  (Verwandelung  von  ö  in  -  Ö)  in  ihrer  eigenen 
Ebene  an  der  Achse  der  reellen  Zahlen.  Alle  diese  Transformationen  sind 
Spezialfälle  der  folgenden 

y  ^  «g  +  P 

y«  +  *' 

welche  man  eine  lineare  Substitution  nennt.  Man  mufi  aber  dabei 
annehmen,  daß  die  Determinante  der  Substitution  J  ==  ad  —  ßy  von 
Null  verschieden  sei.  Sonst  würde  man  haben  j?'  =  Gonst.,  d.  h.  allen 
Punkten  der  Ebene  entspräche  ein  einziger  Punkt  /.  Es  genügt  femer  zu 
schreiben 

um  sich  zu  überzeugen,  daß  jede  lineare  Substitution  in  einfache  Sub- 
stitution wie  die  (8)  zerlegbar  ist.  , 

417.  Doppelverhältnisse.  Sind  vier  Zahlen  Zy  i?^,  g^^  z^  gegeben, 
so  ist  es  allgemein  möglich  drei  Werte  Aij,  k^^  k^  mit  der  Summe  Null 
zu  finden,  die  nicht  sämtlich  verschwinden  und  so  beschaffen  sind,  daß  die 
Relation 

(9)  Äi  (e/s^  +  jPgÄf,)  +  k^  {ez^  +  z^z^)  +  k^  {zz^  +  z^z^  =  0 

besteht.     Man  braucht  nur  zu  setzen 

h  -  {zz^  +  z^z^)  -  {zz^  +  z^z^  ^{z-  z^)  {z^  -  z^) , 
*»  =  (^^s  +  ^if^i)  -  {f^h  +  hh)  =  (^  -  h)  {h  -  «l)  > 
h  =  {«h  +  f^h)  -  {»h  +  hh)  =  (^  -  »i)  (h  -  «2)  • 

Die  Werte  der  gegenseitigen  Verhältnisse  der  A;,  genonmien  mit  ver- 
ändertem  Vorzeichen,   sind   die   Doppel  Verhältnisse   der   vier  Zahlen^ 

k 
und  zwar  nennt  man  gerade  das  Verhältnis  —  j^  das  Doppelverhältnis  der 

vier  Zahlen  Zy  z^j  z^j  z^j  betrachtet  in  der  Rieihenfolge,  in  der  sie  hier 
geschrieben  sind,  und  bezeichnet  es  mit  {zz^z^z^).     Es  ist  also 

Wenn  man  von  der  Reihenfolge  absieht,  so  hat  man  sechs  Werte  des 
Doppelverhältnisses 


^ 2^     ^ ^ ^        ^ _i_i_^ 1 SL 


e  — 

-  «t .  «I     «. 

t  — 

-«.   «i     «. 

hftt  man  sec 

K^  K  K^  K^  k^  k^  -|-  k^         A  —  1 

Sie  reduzieren  sich  auf  drei  verschiedene  Werte,  —  1,  4*9  2»  wenn  zwei 
Koeffizienten  k  einander  gleich  sind,  und  auf  nur  zwei,  die  beiden  ima- 
ginären Kubikwurzeln  von  —  1,  wenn  die  drei  Koefißzienten  k  in  (9)  die 
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Enbikwtirzeln  der  Einheit  sind.  Die  Lage  der  vier  Zahlen  heißt  im 
ersten  Falle  die  harmonische,  im  zweiten  die  äquianharmonische. 
Wenn  r  der  Modul  von  z  —  z  ist,  d.  h.  die  Entfernung  der  Punkte 
Zj,  und  j?^,  so  hat  das  Doppelverhätnis  (ez^z^z^)  den  Modul 

Um.  .  TiL  =  ^o«  ^ig 

und  ein  Argument  gleich  der  Differenz  oder  der  Summe  der  Winkel,  unter 
denen  man  von  den  Punkten  z  und  z^  aus  die  Strecke  z^z^  sieht.  Daraus 
folgt  insbesondere,  daß,  wenn  das  Doppelverhältnis  reell  ist,  die 
vier  Punkte  einem  Kreise  angehören  und  umgekehrt.  Die  Be- 
deutung des  Doppelverhältnisses  ist  also  eine  wesentlich  geo- 
metrische und  bleibt  daher  bei  jeder  beliebigen  Verschiebung  der  Achsen 
ungeändert  Da  nim  eine  solche  Verschiebung  gleichwertig  ist  mit  der  Sub- 
stitution /  =  az  +  ß^  wobei  { a  |  »  1  ist,  so  wird  man  von  selbst  dazu 
geführt,  den  Einfluß  irgend  einer  linearen  Substitution  auf  das  Doppel- 
verhaltnis  von  vier  Punkten  zu  untersuchen.  Führt  man  der  Reihe  nach 
die  elementaren  Substitutionen  (8)  aus,  in  welche  jede  lineare  Substitution 
zerlegbar  ist,  d.  h.  verwandelt  man  jedes  z^  in  jel  -|-  c  oder  in  cz^  oder 

in  — y  so  bleibt  die  Belation  (9)  immer  noch  erftült     Also  ändern  die 

linearen  Substitutionen  die  Doppelverhftltnisse  nicht.  Daraus 
folgt  insbesondere,  daß  eine  lineare  Substitution  die  Kreise  der  Ebene 
wieder  in  Kreise  transformiert,  denn,  wie  wir  sahen,  haben  vier  auf 
einem  EJreise  gelegene  Punkte  reelle  Doppelverhältnisse.  Da  diese  bei 
der  Transformation  ihre  reellen  Werte  behalten,  so  gehören  die  vier 
Punkte  nach  wie  vor  einem  Kreise  an. 

418«  Betrachten  wir  wieder  für  einen  Augenblick^)  irgend  eine 
lineare  Substitution,  um  zu  beweisen,  daß  die  Aufsuchung  des  Punktes  /, 
der  z  entspricht,  im  allgemeinen  daraufhinauskommt,  diejenige  Zahl  /  zu 
suchen,  die  mit  z  und  mit  zwei  andern  bestimmten  Zahlen  ein  gegebenes 
Doppelverhältnis  bildet.  Zunächst  bemerke  man,  daß  die  Substitution 
zwei  Punkte  in  Ruhe  läßt  (die  sogenannten  Doppelpunkte).  Sie  werden 
dargestellt  durch  die  Wurzeln  z^^  Z2  der  Gleichung,  die  man  durch  die 
Forderung  fl  ^^  z  erhält,  d.  h. 

y«*  — (a  — d)je?  — /3«=0. 

Aus  dieser  Gleichung  leitet  man  ab 

2yi?i  =  a  ~  d  +  }/(«  4-  Sf  —  4^,    2y;efjj  =  «  —  tf  -  ]/(«  +  <J)»  -  4z/. 

Beachtet  man  nun  die  Relationen  et  —  ^  =  y (^1  +  ^2) ?  i^  =  —  7h^y  ^^ 
findet  man  leicht 


1)  Andere  Kenntnisse  über  die  linearen  Substitutionen  kann  sich  der  Leser 
aneignen  aus  der  „Theory  of  fonctions  of  a  complex  variable"  von  Forsyth 
(p.  612). 

23* 
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woraus  unter  der  Voranssetzung,  daß  nicht  z^  ^'s^  ist,  folgt 


Denken  wir  uns,  daß  der  Wert  X  dieses  Verhältnisses  variiert,  während 
bei  Festhaltung  der  Doppelpunkte  auch  der  Punkt  0  fest  bleibt,  so  ist 
klar,  daß  /  sich  in  der  Ebene  verschiebt  derart,  daß  jedem  Werte  von  X 
eine  Lage  von  ff  entspricht.     Nun  ist  aber 

log^-logA  +  log^, 

und  das  am  Ende  des  §  413  (xesagte  berechtigt  uns  zu  der  Behauptung, 
daß,  wenn  nur  der  Modul  von  X  variiert,  der  Punkt  e'  einen  durch  s^ 
und  0^  hindurchgehenden  Kreis  beschreibt;  wenn  dagegen  nur  das  Argument 
von  X  variiert,  so  beschreibt  /  einen  zu  dem  ersten  orthogonalen  Kreis, 
der  seinen  Mittelpunkt  auf  z^e^  ^^^ 

419*  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage  die  Punkte  e  zu  konstruieren, 
die  mit  drei  gegebenen  Punkten  ein  harmonisches  oder  ein 
äquianharmonisches  Quadrupel  bilden.  Verlangt  man  zunächst, 
daß  (00i0%0z)  =  —  1  sei)  so  wissen  wir  bereits,  daß  g  auf  dem  Kreise 
010^0^  liegen  muß.  Andererseits  seien  0^,  Oj,  O3  die  Schnittpunkte  der 
Seiten  des  Dreiecks  010^^0^  mit  den  Tangenten  des  umbeschriebenen  Kreises 
in  den  gegenüberliegenden  Ecken.     Der   durch  0i    hindurchgelegte    Kreis 

mit  dem  Mittelpunkt  0^  ist  in  der  Ele- 
mentargeometrie als  der  zur  Ecke  ^ 
gehörige  Apollonische  Kreis  des  Drei- 
ecks 010^0^  bekannt  Da  er  augenschein- 
lich orüiogonal  zu  dem  Kreise  010^0^ 
ist,  so  ist  er  also  der  Ort  der  Punkte  5, 
fOr  welche  der  Modul  von  (00i0f0^)  den 
Wert  bewahrt,  den  er  fEb*  0  «=  is^  hat, 
d.  h.  1.  Mithin  ist  der  gesuchte  Punkt 
0  nichts  anderes  als  der  andere  Schnitt- 
pimkt  0^'  der  beiden  Kreise.  Dies  ist 
der  Punkt,  den  man  als  den  harmo- 
nisch konjugierten  von  0^  in  Bezug 
Pig  j9  auf    0^  0^    bezeichnet.      Ebenso    treffen 

die  beiden  andern  Apollonischen  Kreise 
den  Kreis  0x0^0^  außer  in  0^  und  0^  noch  in  den  harmonisch  kon- 
jugierten 0^'  und  0^'  von  0^  imd  0^  in  Bezug  auf  0^0^  und  0^0^.  Da 
femer  nach  einem  wohlbekannten  Satze  0^,0^,  0^  auf  einer  Geraden  liegen, 
so  gehen  die  Geraden  0^01^  0^0^%  0^0^  durch  einen  Punkt.  Diese 
Geraden  sind  nämlich  die  Polaren  von  0^,  0^,  Og  in  Bezug  auf  den 
Kreis  0i0^e^  und  treffen  sich  daher  in  dem  Pol  der  Geraden  O^O^O^^  d.  h. 
in  dem  Lemoineschen  Punkte  des  Dreiecks  010^0^' 

420.  Wir  suchen  nunmehr  an  zweiter  Stelle  die  Punkte  0  von  der 
Beschaffenheit,    daß    (001020^)    einen    der   Werte    —  w,    —  w*   hat       Der 
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Punkt  j3f  =  r,  welcher  den  Wert  des  Doppel  Verhältnisses  {tii^i^%a^  gleich 
—  G>  macht,  muß  sich  (wie  es  für  jeden  Wert  von  X  mit  dem  Modul  1 
der  Fall  ist)  auf  dem  ersten  Apollonischen  Kreise  des  Dreiecks  B^fi^z^ 
befinden.  Da  nun  nach  bekannten  Eigenschaften  der  kubischen  Einheits< 
wurzeln 

ist,  so  muß  der  genannte  Punkt  auch  auf  den  beiden  andern  Kreisen 
liegen.     Ebenso  ist  der  Pimkt  x\  ftlr  welchen  man  hat 

{xx^f^B^  =  {x\f^t^)  -  {xe^z^g^)  =  -  ÜO* 

der  zweite  Schnittpunkt  dieser  Kreise,  die  sich  also  in  nur  zwei  Punkten 
schneiden,  was  übrigens  aus  den  Elementen  der  Geometrie  wohlbekannt 
ist.  Diese  Punkte,  welche  viele  interessante  Eigenschaften^)  haben,  pflegt 
man  die  isodjnamischen  Zentra  des  Dreiecks  z^z^z^  zu  nennen. 
Man  beachte,  daß  die  Dreiecke  z^z^z^  nnd  z^z^z^  die  Apollonischen 
Kreise  und  folglich  die  isodynamischen  Zentra  gemein  haben.  Überdies 
bestimmt  jedes  von  diesen  mit  den  Ecken  des  einen  oder  des  andern 
Dreiecks  ein  solches  Quadrupel,  daß  jeder  Punkt  isodynamisches  Zentrum 
in  dem  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreieck  ist.  Bemerken  wir 
schließlich,  daß  aus  der  Relation  (9),  angewandt  auf  den  vorliegenden 
FaU,  unmittelbar  die  Ausdrücke  für  r  und  r   sich  ergeben: 

Inzwischen  leitet  man  aus  den  Formeln  (6),  wenn  man  sich  daran  er- 
innert, daß  z^  +  z^  -{•  z^'='  Sto  ist,  leicht  ab 

^i^Ji  +  fi  +  fii»     ^  =  £i  +  «ti  +  «>*?2»    ^8-=6)  +  o>*fi  +  »&» 
mithin 

Diese  Relationen  können  zusanmien  mit  (7)  verschiedene  interessante  Re- 
sultate liefern,  von  denen  wir  nur  folgendes  angeben  wollen:  {t^xx)  ^  —  1. 
Die  Punkte  {;,  J;^,  r,  x  gehören  also  einem  Kreise  an,  auf  dem  die  beiden 
ersten  die  beiden  letzten  harmonisch  trennen. 


Qnaternionen. 

421.  Die  Theorie  der  komplexen  Zahlen,  welche  wir  oben  in 
der  ihr  von  Argand  gegebenen  geometrischen  Form  entwickelt  haben, 
ist  zwar  nicht  mathematisch  streng,  aber  doch  diejenige,  welche  sich 
am  leichtesten  den  Bedür&issen  des  Unterrichts  anschmiegt,  während 
sie  gleichzeitig  wertvolle  Hilfsmittel  bietet  sowohl  für  rein  analytische 

1)  Neuberg:  „M^oire  sur  le  t^tra^dre^*  (NL6m.  de  rAcaddmie  de  Bei- 
gique,  1884). 
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Untersuchungen  als  auch  för  das  Studium  der  geometrischen  Yerhalt- 
nisse  der  Ebene.  Es  ist  aber  immer  zu  wünschen^  daB  eine  Theorie 
der  reinen  Algebra  sich  in  rein  algebraischer  Weise  entwickeln  lasse, 
und  dies  erreicht  man  leicht  und  mit  aUer  Sti^nge,  wenn  man  die 
komplexe  Zahl  a  +  ib  als  ein  Aggregat  von  zwei  reellen  Großen  a 
und  b  verschiedener  Art  betrachtet  Man  wird  alsdann  naturgemäß 
dazu  geführt,  allgemeiner  einen  heterogenen  Komplex  von  Zahlen 
ÜQ,  a^,  a^y  . . .  zu  studieren,  den  man  durch  a^  +  i^^cti  +  ^a^  4- . . . 
darstellen  kann,  wobei  die  Zeichen  i^,  i^,  »g,  ...  nur  zur  Charakte- 
risierung der  yerschiedenen  Natur  der  a  dienen  sollen.  Dieselben 
Symbole  dienen  auch  zur  kurzen  Darstellung  der  Maßeinheit  für 
jede  GröBenart,  sodaß  man  also  einfach  t^  schreibt  anstatt  i^ .  1 .  Man 
muß  aber  immer  darauf  achten,  daß  nur  in  diesem  Sinne  die  i  ela 
wirkliche  Zahlen  in  den  Rechnungen  Torkommen.  Die  Gleichheit 
zwischen  zwei  komplexen  Zahlen  schließt  diejenige  der  entsprechenden 
Bestandteile  der  beiden  Zahlen  ein,  da  die  yerschiedenen  Einheiten 
als  irreduzibel  auf  dem  Wege  der  Addition  yorausgesetzt  werden.  Und 
aus  demselben  Grunde  schließt  das  Verschwinden  yon  a^ + i^  a^ + «^  Oi  -1 — 
das  Verschwinden  yon  cIq,  a^,  a^, . . .  ein  und  umgekehrt.  Für  die  so 
definierten  komplexen  Zahlen  kann  man  leicht  einen  algebraischen 
Kalkül  begründen,  indem  man  sich  yon  einem  Prinzip  leiten  laßt, 
welches  Hankel  das  Prinzip  der  Permanenz  der  Rechnungsregeln 
nennt.  Was  die  Addition  anbelangt,  so  geschieht  dieselbe,  in  dem 
gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  aufgefaßt,  natürlich  durch  Summierung 
der  entsprechenden  Teile  der  Zahlen,  also: 

a  +  b-] —  =  »0  +  *o  H 1-  *!  («1  +  6i  H )  +  ^ j  («j  +  6»  H — )  H 

Die  Multiplikation  dagegen  hat  gar  keinen  Sinn,  und  wir  können 
ihr  nach  Belieben  einen  solchen  beilegen,  indem  wir,  soweit  es  mög- 
lich ist,  das  Prinzip  der  Permanenz  befolgen.  Wenn  wir  haben  wollen, 
daß  die  Multiplikation  yon  a  und  b  sich  wie  in  der  gewöhnlichen 
Algebra  yollziehen  soll,  so  müssen  wir  yor  allem  die  sogenannte 
associatiye  Eigenschaft  zu  bewahren  suchen,  deren  Fehlen  die  Rech- 
nungen gründlich  y erwirren  würde,  und  zu  diesem  Zweck  wird  es 
genügen  anzunehmen,  daß  die  Einheiten  selbst  die  genannte  Eigen- 
schaft genießen,  sodaß  z.  B.  (vO^<  "^  V(^^<)'  -  *  •  ^^^-  ^^^  kann  aber 
nicht  ebenso  wie  in  der  Theorie  der  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen 
die  kommutatiye  Eigenschaft  bewahren,  und  es  wird  daher  nötig 
sein,  z.  B.  i^i^  yon  i^i^  zu  unterscheiden.  Man  muß  jedoch  beachten, 
daß  die  gewöhnliche  Bedeutung  der  Multiplikation  bestehen  bleibt, 
und  daß  daher  auch  die  gewöhnlichen  Regeln  für  die  Multiplikation 
yon  zwei  Zahlen  erfüllt  sind,  falls  eine  yon  ihnen  reell  ist.  In  diesem 
Falle  hat  man  z.  B. 

ab  =  a^b  +  i^a^b  +  f,a,6  +    ••  =  ba. 
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422.  Wir  wollen  hier  die  Qnaternionen  studieren,  d.  h.  die- 
jenigen  komplexen  Zahlen,  welche  aus  der  Vereinigung  yon  yier  ver- 
schiedenen Gh-ößenarten  entstehen: 

a  =  «0  +  ii«!  +  h<h  +  h^' 
Damit  die  Rechnung  mit  diesen  Zahlen  als  Spezialfall  diejenige  mit 
gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  enthalten  könne,  ist  es  nötig,  daß 
eine  von  den  Einheiten  als  Quadrat  — 1  habe,  und  diese  Bedingung 
wird  dann  durch  die  Symmetrie  auch  den  andern  Einheiten  auferlegt. 
Diese  sind  alle  unter  sich  irreduzibel  auf  dem  Wege  der  Addition. 
Will  man  aber  haben,  daß  die  Multiplikation  mehrerer  Quatemionen 
wieder  eine  Quatemion  Hefem  soll,  so  muß  man  annehmen,  daß  das 
Produkt  Yon  mehreren  Einheiten  linear  ausdrückbar  durch  die  Ein- 
heiten sei.  Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  nach  dem  Erfinder  der 
Quatemionen^)  folgende  Gleichungen  ansetzen: 


(1) 


*,* 1,    tj», hh"* 


i> 


Sie  verletzen  offenbar  die  kommutative  Eigenschaft  der  Multiplikation, 
lassen  aber,  wie  man  leicht  sieht,  ihre  associative  Eigenschi^t  un- 
berührt. Es  sind  dies  die  einfachsten  Voraussetzungen,  die  man 
machen  kann,  aber  nicht  die  einzigen.  Nichts  steht  zum  Beispiel  im 
Wege,  die  Quadrate  der  Einheiten  gleich  Null  zu  setzen,  und  man 
erhält  dann  einen  besonderen  algebraischen  Kalkül,  in  welchem  zum 
Verschwinden  eines  Produktes  nicht  mehr  das  Verschwinden  eines 
Faktors  erforderlich  ist.  Dieser  Kalkül,  der  sogenannte  Kalkül  der 
alternierenden  Zahlen,  gestattet  überdies  die  Theorie  der  Peter- 
minanten  in  äußerst  einfacher  Weise  zu  entwickeln,  da  eine  Deter- 
minante «^ter  Ordnung  sich  sofort  als  das  Produkt  von  »  komplexen 
Zahlen  darbietet.  Grassmann  verdankt  man  diese  alternierenden  Zahlen, 
wie  viele  andere  kühne  und  weittragende  Begriffe,  die  er  zur  Grund- 
lage seiner  „Ausdehnungslehre^^  machte'). 

428.  Definitionen«  Wenn  o^  »  0,  a^^O,  a,  »  0  ist,  so  redu- 
ziert sich  die  Quatemion  auf  die  reelle  Zahl  a^  und  heißt  ein  Skalar. 
Wenn  dagegen  o^  =  0  ist,  so  nennt  man  die  Quatemion  einen  Vektor. 
Jede  Quatemion  a  besteht  also  aus  einem  skalaren  Teil,  den  man 
mit  ^a  bezeichnet,  und  aus  einem  vektoriellen  Teil,  den  man  mit 

^a  bezeichnet:  -,       ^ 

a  =  da  +  va. 

1)  Hamilton:  ,,Elemeiit8  of  Qnatemions**  (London  1866).  Siehe  die  Lehr- 
bücher von  Tait,  Hoüel,  Laisant. 

2)  „Ansdehnnngfllehre^*  (Stettin  1862).  Siehe  auch  Peano:  ,,Calcolo  geo- 
metrico"  (Torino  1888). 
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Modul  oder  Tensor  genannt  und  mit  \a\  oder  %a  bezeichnet  wird 

die  Zahl  Y  a^  +  a^  +  o^*  +  a^y  die  immer  reell  und  positiv  ist 
Wenn  der  Modul  1  ist,  so  heißt  die  Quatemion  eine  Einheitsqua- 
ternion.  Jede  Quatemion  a  ist  gleich  dem  Produkt  ihres  Moduls 
mit  einer  Einheitsquatemion,  welche  man  den  Versor  von  a  nennt 
und  mit  äla  bezeichnet: 


A-L^  A-L^  A-L^ 
^^\a\  ^^\a\  ^*»|ai 


Der  Versor  des  vektoriellen  Teiles  yon  a  ist  ein  Einheitsvektor, 
und  man  nennt  ihn  die  Achse  der  Quatemion.  Wenn  A  der  Modul 
von  a  ist,  so  kann  man  offenbar  setzen: 

o^  »^  COS0,     y  <^  +  o,*  +  08*  =  -4sin  ö, 

und  der  so  definierte  Winkel  0  ist  das  Argument  der  Quatemion. 
Wird  die  Achse  Sll^a  kurz  mit  k  bezeichnet,  so  hat  man 

oTa^^cosö,    ^a«  A-4.  sinö. 

Daraus  folgt,  daß  man  der  Quatemion  immer  die  Form  geben  kann 

a^  A  (cos ö  +  il  sin ö) , 

wo  Ay  0,  X  der  Modul,  das  Argument  und  die  Achse  sind.  Die 
Quatemion  A  (cos0  —  X  sind)  heißt  zu  a  konjugiert  und  wird  mit 
ä  oder  JCa  bezeichnet.  Zwei  konjugierte  Quatemionen  unterscheiden 
sich  nur  im  Vorzeichen  des  vektoriellen  TeUs. 

4:24.  Gtoometrisohe  Darstellnng.  Der  Vektor  ^Oj+h^  +  H^ 
wird  geometrisch  dargestellt  durch  eine  gerade  Strecke,  deren  Pro- 
jektionen auf  drei  orthogonale  Achsen  die  Strecken  Oi»  o^,  a,  sind. 
Insbesondere  stellt  jeder  Radius  einer  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  im 

Anfangspunkt  und  dem  Ra- 
dius 1  einen  Einheitsvektor 
dar.  Wir  können  aber  auf 
der  Oberfläche  der  Eugel  jede 
Einheitsquatemion  darstellen. 
In  der  Tat  ist  jeder  Einheits- 
vektor A  bestimmt  durch  den 
Punkt  P,  den  Endpunkt  des 
^  ihn  darstellenden  Radius,  und 
^  zwei  diametral  gegenüber- 
liegende Punkte  auf  der  Eugel 
sind  die  Bilder  von  zwei 
konjugierten  Vektoren.  Ist  nun  ein  Versor  von  der  Achse  k  und 
dem  Argument  d  gegeben,  so  können  wir  ihn  auf  dem  größten 
Kreise  darstellen,  der  seinen  Pol  in  P  hat,  indem  wir  auf  ihm  von 
einem   beliebigen   Anfangspunkte   aus   einen  Bogen   9    auftragen    in 
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einem  gewissen  Sinne  oder  in  dem  entgegengesetzten^  je  nachdem  6 
positiv  oder  negativ  ist.  Man  kommt  überein,  daß  der  Sinn  der  posi- 
tiven 0  dem  der  Bewegung  eines  Uhrzeigers  entgegengesetzt  sein  soll 
fÖr  einen  in  P  befindlichen  Beobachter.  Ein  bestimmter  Bogen  stellt, 
je  nachdem  er  in  dem  einen  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne  auf- 
getragen wird,  immer  zwei  konjugierte  Yersoren  dar,  da  die  Ver- 
wandlui^  von  i  in  — X  mit  der  Verwandlung  von  ö  in  — 6  gleich- 
bedentend  ist. 

426.   Addition  der  Vektoren.     Die  Addition  der  Vektoren 

(2)  a  =  »>!  +  HO»  +  »s»s^    *  "^^  hh  +  hh  +  hhf  •  •  • 

vollzieht  sich,  wie  oben  gesagt  worden  ist,  sofort^  indem  man  schreibt 

a  +  6  +  •  •  •  =  *! («1  +  fti  +  •  •  •)  +  «a (a»  +  &»  H )  +  h('h  +  h  + '")} 

sodaß  die  Summe  von  mehreren  Vek- 
toren gleich  demjenigen  Vektor  ist, 
den  man  erhalt,  wenn  man  eine  poly- 
gonale Linie  konstruiert,  deren  Seiten 
den  gegebenen  Vektoren  gleich  und 
parallel  sind,  und  dieselbe  daun  schließt. 
Diese  Konstruktion  zeigt  deutlich,  daß 
der  Modul  einer  Summe  von 
mehreren  Vektoren  die  Summe 
der  Moduln  dieser  Vektoren 
nicht  übertrifft.  ^«-  «i 

426.  Multiplikation  der  Vektoren.  Man  multipliziere  nach  den 
gewöhnlichen  B.egeln  die  Vektoren  (2),  indem  man  die  Relationen  (1) 
berücksichtigt  und  darauf  achtet,  daß  man  die  Reihenfolge  der  Fak- 
toren nicht  ändert.     Man  erhalt 


ö*J*e 


(3)         { 


cTaft («ifti  +  0,6,  +  ajft,), 


und  erkennt,  daß 

ist     Insbesondere  ist  ^(a*)  «  —  ^(a*)  =»  0 ,  mithin 

Noch  spezieller  ist  das  Quadrat  eines  Einheitsvektors  gleich 
—  1.    Zum  Schluß  wollen  wir  die  Formeln  notieren 

oTaft  «  i  (a6  +  ha),    Vab  =  ^  (a6  -  6a), 

welche  bei  den  Rechnungen  oft  von  Nutzen  sind. 

427.  Man  erhält  leicht  die  geometrische  Interpretation  des  Pro- 
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dnktes  von  zwei  Vektoren.  Es  seien  Ä  und  B  die  Moduln  dieser 
Vektoren,  6  der  Winkel  zwischen  ihnen  und 

»i«i  +  *2«,  +  h^hf    hßi  +  hßi  +  hßfi 
ihre    Einheitsvektoren.     Aus    der    analytischen     Geometrie    ist     be- 
kannt, daß 

cos  e  =  «i/Ji  4-  OjA  +  «aft 
ist.     Mithin  ist 

oTafc  =  —  AB  cos  ö. 

Der  skalare  Teil  des  Produktes  zweier  Vektoren  ergibt  sich  also  durch 
Multiplikation  der  Projektion  des  einen  von  ihnen  auf  die  Verlängerung 
des  andern  mit  dem  Modul  dieses  letzteren.  Ist  femer  hyi  +  i^y^  +  izVi 
der  Einheitsvektor  A,  welcher  auf  der  Eugel  durch  den  Pol  des  vom 
Punkte  a  nach  dem  Punkte  b  hinfahrenden  größten  Kreises  darge- 
stellt wird,  so  ist  ebenfalls  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt, 
daß  man  hat 

Vi        ^       y%        ^        ya        ^ L.. 

Mithin  ist 

^afc  =  —  AB{i^y^  +  t,y,  +  i^y^  sinO  =  —  ABX  sinO. 

Man  erhält  also  den  vektoriellen  Teil  des  Produktes  des  Vektors  a 

mit  dem  Vektor  6,  indem  man  auf  dem  zu  A  konjugierten  Vektor 

eine  Länge  auftrt^',  deren  Maßzahl  dieselbe  ist,  wie  die  der  Fläche 

des  Parallelogramms,  das  über  den  Seiten  a  und  h  konstruiert  ist. 

Man  hat  also 

db^  —  AB  (cos  Ö  +  ;i  sin  e) 

mit  A^»  — 1,  und  diese  Relation  erhalt  eine  unmittelbare  Inter- 
pretation auf  der  Eugelfläche.  Man  beachte,  daß  der  Parallelismus 
der  Faktoren  notwendig  und  hinreichend  ist,  damit  das  Pro- 
dukt skalar  werde,  während  ihre  Orthogonalität  notwendig 
und  hinreichend  ist,  damit  das  Produkt  ein  Vektor  werde. 

428.    Mnltiplikation   der   Qnaternionen.     Es   sei   zu    multipli- 
zieren 

a  =  oTa  4-  ^a  mit  6  =  cTJ  +  ^6. 
Man  hat 

femer,  wenn  man  beachtet,  daß  oT^a;  =  ^ofir  =  0  ist, 

(^^  X^ah  =  ^  (aoTi  +  ftoTa)  +  ^  09a  •  ^6) . 

Andererseits  erhält  man  durch  Anwendung  der  Formeln  (3)  auf  die 
Vektoren  ^a  und  ^6 
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Es  wird  also 

+  »8  Uf^oh  +  ^h)  +  (Pih  -  «i&j)]  • 
Man  sieht  sofort^  daß 

ist.  Im  allgeineinen  hängt  also  der  Wert  eines  Produktes  von  der 
Reihenfolge  der  Faktoren  ab.  Damit  ab  gleich  ha  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  ^a  •  '^b  skalar  ist,  d.  h.  daß  die  vektoriellen 
Teile  yon  a  und  von  b  dieselbe  Richtung  oder  entgegengesetzte  Rich- 
tungen haben.  Weiter  unten  werden  wir  die  Multiplikation  der  Qua- 
teinionen  auf  der  Kugel  interpretieren. 

429,  Bemerkungen,  a)  Das  Produkt  Ton  zwei  konjugier- 
ten Quaternionen  ist  gleich  dem  Quadrat  des  gemeinsamen 
Moduls.    In  der  Tat  ist 

b)  Die  konjugierte  von  dem  Produkt  zweier  Quater- 
nionen ist  gleich  dem  Produkt  der  konjugierten  dieser  Qua- 
ternionen, geschrieben  in  umgekehrter  Reihenfolge.  Beachtet 
man  in  der  Tat^  daß  nach  der  Definition 

ifit,  so  liefern  die  Formeln  (5) 

or(a'-  5)  =  cTa  .  oPft  +  cTC^a  •  ^6)  =  oTaft  =  oTfca, 
^(ä .  6)  ==  ^(äoTft  4-  SoTa)  +  ^(^a  •  Vb) 


a  'b  ^  (fba  —  Vba  =  ba . 

c)  Der  Modul  eines  Produktes  ist  gleich  dem  Produkt 
der  Moduln  der  Faktoren.  In  der  Tat  ist  nach  den  vorigen  Be- 
merkungen 

|afc|*  ==  a&  •  a6  =  a  •  &6  •  a  ==  aa  •  |6|*  =  \a\^  •  |6|*, 

mithin   {ab|  »  |a|  •  |&|.     Aus  diesem  Satze  läßt  sich,  wenn  man  be- 
merkt,  daß  zum  Verschwinden   einer  Quatemion   das  Verschwinden 
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ihres  Moduls  notwendig  und  hinreichend  ist,  sofort  folgern  (vgl. 
§  391),  daß  zum  Verschwinden  eines  Produktes  von  Quater- 
nionen das  Verschwinden  eines  Faktors  notwendig  und  hin- 
reichend ist. 

430.  Division  der  Quaternionen.  Man  nennt  invers  zu  a  und 
bezeichnet  mit  —  diejenige  Quatemion,  welche  mit  a  multipliziert 
1  giebt.     Eine  solche  Zahl  existiert,  und  zwar  ist 


o        lal" 


In  der  Tat  ist  nach  der  ersten  der  drei  obigen  Bemerkungen 


1  aa       ^ 

a  \ar 


Dies  vorausgeschickt  heißt  Quotient*  von  b  durch  a  und  wird  mit 
—  bezeichnet  diejenige  Zahl,  mit  welcher  man  a  multiplizieren  muß, 
um  b  zu  erhalten.    Diese  Zahl  ist 

— .  =  —  6      da    a  —  6«(a  — 16==»6 

ist.  Man  nehme  insbesondere  an,  daß  a  und  b  zwei  Vektoren  seien 
mit  den  Moduln  A  und  B,    Dann  hat  man 

1  ,        5  ,  ah 

mithin  (§  427) 

—  =  j-  (cos  0  +  A  sin  ö). 

431.  Die  letzte  Formel  liefert  sofort  die  geometrische  Inter- 
pretation der  Multiplikation  der  Versoren.  Wenn  a  und  6 
zwei  Einheitsvektoren  sind^  so  sieht  man,  daß  der  Versor  cos0+  Jlsin0 
gerade  gleich  dem  Quotienten  von  b  durch  a  ist,  wenn  man  annimmt, 

daß  der  darstellende  Bogen  auf  der 
Kugel  in  dem  Sinne  ab  verULi^fL  Um 
nunmehr  zwei  Versoren  zu  multipli- 
zieren, verschiebe  man  ihre  darstellenden 
Bogen  auf  den  bezüglichen  größten 
Kreisen,  bis  sie  in  einem  Punkt  zu- 
sammentreffen, der  der  Anfangspunkt 
des  einen  und  der  Endpunkt  des  andern 
Bogens  ist.  Der  Bogen,  welcher  vom 
An&ngspunkt  des  zweiten  Bogens  nach 
dem  Endpunkt  des  ersten  fährt,  stellt  den  Produktversar  dar.  Wir 
haben  in  der  Tat  ein  sphärisches  Dreieck  konstruiert,  dessen  Ecken 
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drei  Einheitsyektoreii   a,  h,  c  darstellen,  während  zwei   Seiten  die 

beiden  gegebenen  Yersoren  darstellen,  die  bezüglich  gleich  —  und  -^ 

sind.  Die  dritte  Seite  stellt  den  Quotienten  von  c  durch  a  dar  und 
ist  gleich  dem  Produktversor  der  beiden  ersten,  da 

b      c        1/,     l\  1  c 

ab         a  \       bj  a  a 

ist  Die  Multiplikation  der  Yersoren  vollzieht  sich  also  auf 
der  Eugelfläche  so  wie  die  Addition  der  Vektoren  in  der 
Ebene  (§  389).  Zu  diesem  Resultat  kann  man  auch  auf  rein  trigo- 
nometrischem Wege  gelangen,  umgekehrt  ist  es  leicht,  aus  dem 
soeben  erhaltenen  Restdtate  die  Fundamentalformeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  abzuleiten^). 

432.  Produkt  von  drei  Vektoren«  Wir  wollen  die  Resultate 
des  §  428  zur  Aufsuchung  des  Produktes  von  drei  Vektoren  a,  ft,  c 
anwenden.    Zunächst  ist 

abe  «=  acTftc  +  a^ftc, 
mithin 

oPa6c  =  Qp(a^6c),    ^a&c  =  aor6c  + ^(a^6c). 

Ans  §  426  ergibt  sich,  daß  der  skalare  Bestandteil  des  Produktes  der 
Vektoren  a  und  *^hc  gleich 

ist.     Mithin  ist 

a^     \     c^ 

ö»     &2     ^ 

«8       ^8       ^« 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  der 
skalare  Teil  des  Produktes  von  drei  Vektoren  das  Volumen  des  über 
diesen  Vektoren  konstruierten  Parallelepipeds  darstellt.  Daraus  folgt, 
daß  das  Produkt  von  drei  Vektoren  nur  dann  ein  Vektor  ist, 
wenn  die  Faktoren  in  einer  und  derselben  Ebene  gegeben 
sind.  Was  den  vektoriellen  Bestandteil  anbetrifFk,  so  erhält  man  bei 
Anwendung  der  Formeln  (4) 

2'^alc  «=  2a<^bc  +  a^lc  -  '^{bc)  •  a 

«  a  (oTftc  +  Vbc)  +  (cfftc  —  ^6c)  a^abc  +  cba 
und  weiter 

2'^abc  =  a(6c  +  cb)  —  {ac  +  ca)b  +  c(Jba  +  ab) 
oder,  wenn  man  wieder  auf  die  Formeln  (4)  zurückgreift, 
(6)  '^abc  =  aoTic  -  ftoTca  +  coTaft. 

1)  Siehe  Hoüel:  ,,Th^orie  ^l^mentaire  dee  quantitäa  complexes"  (p.  482). 


oTaftc  =  — 
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433.  Aus  der  letzten  Formel  läßt  sich  leicht  eine  andere  ab- 
leiten^  die  man  in  der  Quatemionenrechnung  häufig  braucht.  Ver- 
suchen wir  den  vektoriellen  Teil  des  Produktes  von  *^ab  mit  Vcd 
auszudrücken  unter  der  Annahme^  daß  a,  b,  c,  d  Vektoren  sind 
Offenbar  ist 

Vahc  =  ^[Qr(a6)  .  c  +  V{ab)  -  c]  =  coTaft  +  ^[^(a&)  •  c], 

mithin  wird  die  Formel  (6) 

(7)  ^[^(a6)  .  c]  «  acfftc  -  b(^ca. 

Nun  beachte  man,  daß 

oPftcd  =  (^(b(^cd  +  b^cd)  =  Qr(6^(?d) 
ist.     Verwandelt  man  also  in  der  Relation  (7)  c  in  '^cdy  so  kommt 

^  (^ab  .  ^cd)  «  a^bcd  -  fcoTacd. 

434.  Formel  von  Moivre.  Die  teilweise  Analogie  der  Quater- 
nionen  mit  den  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  tritt  deutlich  hervor, 
wenn  man  nach  Fixierung  des  Einheitsvektors  X  nur  die  Quatemionen 
betrachtet,  die  k  als  Achse  haben.  Alsdann  gelten  alle  gewöhnlichen 
Rechnungsregeln,  und  man  hat  z.  B. 

(cose  +  Asind)  (cos e'  +  A sin ö')  (cos 6"  +  AsinÖ")  . . . 

=  cos(0  +  ö'  +  Ö"  +  •  •  •)  +  >t8m(ö  +  e'  +  ö"  +  •  •  •)• 
Insbesondere  ist  für  ganzes  positives  n 

(cos  ö  +  A  sin  Oy  =  cos  nö  +  A  sin  w  ö . 

Es  ist  femer  leicht,  dieses  Resultat  in  der  bekannten  Weise  (§  393) 
auf  den  Fall  eines  beliebigen  n  auszudehnen. 


435.    Theorem  von  Hamilton.     Der  Vektor  u  wird,   wenn 

er  sich  um  die  Achse  k  um  B  dreht,  z     wr   ,  wo  x  den  Versor 
cos0  +  ^sin0  darstellt 

Es  seien  a  und  b  die  Vektoren,  welche  man  durch  Projektion 
von  u  auf  die  Achse  A  und  auf  die  zu  A  senkrechte  Ebene  erhält, 
sodaß  t« »  a  -f  ^  ist.  Wenn  die  Ebene  der  Vektoren  A  und  u  sich 
um  6  um  die  Achse  A  dreht,  so  bleibt  der  Vektor  a  ung^ndert^ 
während  der  Vektor  6  in  6r  übergeht  (§  430).  Also  bringt  die 
Drehung  u  mit  dem  Vektor  v  ^  a  +  bt  zur  Deckung.  Es  handelt 
sich  darum  a  und  b  als  Funktionen  von  u,  A,  d  zu  berechnen.  Da 
A^  —  —  1  ist,  so  hat  man  identisch 

u A^u AoTAu  -  A^Att. 

Wir  haben  in  §  427  gesehen,  daß  die  Projektion  von  u  auf  A  gleich 
—  qTAu  ist,   und  diese  Zahl   stellt  daher  den  Modul  des  Vektors  a 
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dar.  Da  femer  X  der  Versor  von  a  ist;  so  kann  man  schreiben 
a  =  -—  AqTAU;  mithin 

6  =  w  —  a  =  —  A*u  +  AoTAm  =  —  X'^ku. 

Endlich  wird 

t;  =  —  X^Xu  —  A^(Am)  .  t. 

Um  diesem  Resultat  die  elegante  von  Hamilton  herrührende  Form  zu 
geben ;  schreibe  man 

und  beachte ;  daß  nach  der  Formel  Ton  Moivre 

r    "*  «  cos  y  — A  sm  y,    r    ^cosy  +  Asmy 
ist     Daraus  folgt 

cP(Aw)r~^  +  ^(Aw)t^  =  (qTAm  +  X?AM)cosy  -  (qTAw  -  ^Aw)  Asin|- 
=«  Awcos Y  —  MA*sin Y  =  Amcos-  +  wsin y  =  (Acos-r-  +  sin YJt* 

==  A(cos— —  Asinyju  =  Ar   ^m. 
Alflo  ist 

f;  =  — A^r   *ttT*  =  T   *ttr*. 

Diese  äußerst  einfache  Relation  enthält  in  sich  die  in  §  75  bewiesenen 
Enlerschen  Formeln.  Sie  bietet  also  ein  bemerkenswertes  Beispiel 
der  außerordentlichen  Kürze,  welche  die  Methode  von  Hamilton  in 
gewisse  Rechnungen  einzuführen  erlaubt. 


Fünftes  BucL 
Algebraische  Gleielmngen. 


Existenz  nnd  Zählniig  der  Wurzeln. 

BUmlnatlon. 

436,  Um  uns  auf  das  Studium  der  Wurzeln  der  algebraischen 
Funktionen  vorzubereiten,  irt  es  zweckmäßig  einige  kurze  Betrach- 
tungen  über  die  Elimination  yoranzuschicken.  Unter  den  unendlich 
vielen  Gleichungen,  welche  notwendige  Folgen  eines  gegebenen 
Systems  sind,  kann  es  möglicherweise  gelingen,  eine  zu  finden, 
die  eine  bestimmte  Veränderliche  nicht  enthält.  Man  sagt  alsdann, 
dieselbe  sei  eliminiert.  Sind  z.  B.  die  Gleichungen  f{x)  =  0, 
g(x)  =  0  gegeben  und  ist  es  gelungen  aus  ihnen  als  notwendig  die 
Gleichung  dl »  0  herzuleiten,  die  von  x  unabhängig  ist,  so  ist  die 
Elimination  von  x  ausgeführt  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  die  er- 
haltene Gleichung  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Existenz 
eines  Wertes  von  x  ist,  der  die  Funktionen  f  und  g  gleichzeitig  zum 
Verschwinden  bringt.  Verhält  es  sich  femer  so,  daß  die  genannte 
Bedingung  auch  hinreichend  ist,  so  nennt  man  dl  die  Resultante 
dieser  Funktionen.  Man  bezeichnet  abo  als  Resultante  von  zwei 
Funktionen  von  x  einen  Ausdruck,  der  von  x  unabhängig  ist,  und 
dessen  Verschwinden  notwendig  und  hinreichend  ist,  damit 
die  betrachteten  Funktionen  wenigstens  eine  gemeinsame 
Wurzel  zulassen. 

437.  Beispiele.     Es  seien  gegeben  die  Gleichungen 

(IqX  +  «1  ==  0 ,      IqX  +  ftj  =  0. 

Multipliziert  man  die  erste  mit  b^^  die  zweite  mit  o^  und  subtrahiert 
dann,  so  erhält  man  Cq^  =»  0,  wenn  man  allgemein  zur  Abkürzung  setzt 
c^j  ^^  a^bj  --  a^b^.     Ebenso  multipliziere  man,  wenn  die  Gleichimgen 

«0^*  +  «lOJ  +  Oj  ==  0 ,      b^x^  +  6iiC  +  6j  =»  0 
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gegeben  sind,   einmal  mit  h^  und  a^  und  ein  anderes  Mal  mit  b^  und  a^ 
beziehungsweise.     Man  erhält  dann  durch  Subtraktion 

%«  +  c«  =-  0 ,      Cf^x  +  Cj,  «  0 
und  daraus  unter  Benutzung  des  vorigen  Resultates  c^^c^f  —  %'^  0  oder 

Verfährt  man  in  analoger  Weise  mit  den  Gleichungen 

(1)      «0«^*  +  «1«*  +  ö»«  +  «B  =  0,      hy  +  b^x*  +  fc,a;  +  ft,  =  0, 

so  erhält  man  zunächst  die  Gleichungen 

^w^  +  Coga?  +  Cos  ==  0 ,      ^08«*  +  Ci»aJ  +  c^8  =*  ^ 
und  leitet  dann  nach  dem  obigen  daraus  die  Bedingung  ab 

(^01^81  +  ^W^Oa)  (^W^S  +  ^08 ^l)  +  (^01^8  "~  ^08  )    "*  0. 

Man  entwickele  die  linke  Seite,  indem  man  auf  die  Identität 

Bücksicht  nimmt,  die  eine  unmittelbare  Übertragung  der  folgenden  andern  ist: 


«0 

«1 

Oj 

«» 

h 

h 

h 

»B 

«0 

^ 

«J 

«» 

»0 

*1 

». 

6. 

0. 


Dann  erhält  man 

Jede  Ton  den  drei  gefundenen  Bedingungen  ist  sicher  notwendig  f£b- 
das  Zusammenbestehen  des  betreffenden  Paares  von  Gleichungen.  Während 
man  aber  leicht  direkt  erkennen  kann,  daß  die  beiden  ersten  auch  hin- 
reichend sind,  kann  man  dies  von  der  Bedingung  (2)  nicht  behaupten. 

Sie  ist  in  der  Tat  erfüllt,  wenn  —  »  ^^  ist,  und  es  liegt  auf  der  Hand, 

daß  dies  nicht  genügt,  damit  die  Gleichungen  (l)  eine  gemeinsame 
WuüTzel  zulassen.  Die  ausgeführten  Rechnungen  haben  anstatt  zu  der 
wahren  Resultante  zu  führen  einen  ^  fremdartigen  Faktor  hineingebracht. 
Wir  werden  nämlich  sehen,  daß  die  Resultante  der  Gleichungen  (l)  zwar 
nicht  die  linke  Seite  von  (2)  ist,  wohl  aber  diese  linke  Seite,  befreit  von 
dem  Faktor  Cq^. 

438.  Das  letzte  Beispiel  dient  dazu  die  Notwendigkeit  von 
Methoden  zu  zeigen,  die  es  erlauben  die  Elimination  derart  auszu- 
fahren, daß  man  mit  Sicherheit  zu  der  Resultante  gelangt.  Da  femer 
solche  Methoden  benutzt  werden  sollen,  um  die  Existenz  der  Wurzeln 
der  algebraischen  Funktionen  zu  beweisen,  so  ist  es  unerläßlich,  sich 
wenigstenB  eine  zu  verschaffen,  welche  die  Voraussetzung  dieser 
Existenz  nicht  einschließt.  Mit  Bücksicht  hierauf  werden  wir,  indem 
wir  uns  von  jetzt  ab  auf  die  Betrachtung  der  ganzen  Funktionen 

Cesiro,  Analyiit.  24 
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f{x)  «  «0^  +  «liK"-^  H ha«,      gip)  =-  6o^  +  ^i«^"*  H VK 

beschränken^  als  Resultante  der  Polynome  f  und  g  eine  Funktion  der 
Koeffizienten  bezeichnen  von  der  Beschaffenheit,  daB  ihr  Vers  ch winden 
notwendig  und  hinreichend  ist,  damit  die  genannten  Poly- 
nome einen  gemeinsamen  Teiler  zulassen^)  oder,  wie  man  zu 
sagen  pflegt,  nicht  relativ  prim  seien.  Es  bleibt  uns  dann  noch 
übrig  zu  zeigen  (§  450,  a),  daß  diese  provisorische  Definition,  die 
allein  wir  im  folgenden  Paragraphen  benutzen  werden,  mit  der  am 
Schlüsse  des  §  436  gegebenen  gleichbedeutend  ist. 

439.  Methode  von  Etiler,  a)  Wenn  die  Polynome  f  und  g 
beide  den  Teiler  8  zulassen,  wenn  also  zwei  andere  Polynome  f^  und 
g^  ezistiereik,  deren  Grade  bezüglich  kleiner  sind  als  die  von  f  und  g^ 
vjuSl  die  so  beschaffen  sind,  daß  f'^fiS,  g  ^^  giä  ist,  so  hat  man 

(3)  f9i-9fi-0. 

Ist  umgekehrt  diese  Bedingung  identisch  erfüllt,  und  bezeichnet  man 
mit  2)  den  größten  gemeinsamen  Teiler  von  /^  und  ^^  (wobei  2)  =  1 
angenommen  wird,  wenn  f^  prim  zu  g^  ist),  so  hat  man  f^  ^  f^S>, 
g\  ^^2^;  ^^^  /s  ^^^  .^8  ^^^  relativ  prim.  Die  Relation  (3)  geht 
über  in  fg^  ^  gft-  Nun  ist  /"g,  welches  fg^  teilt  und  zu  g^  prim  ist, 
in  f  enthalten,  sodaß  f'^^^f^S  ist,  wo  8  ein  Polynom  bedeutet,  dessen 
Grad  mindestens  gleich  der  Einheit  ist,  da  der  Grad  von  f^  den  von 
/*}•  nicht  übertrifft  und  daher  kleiner  ist  als  der  von  f.  Setzt  man 
in  der  Gleichung  fg^^^gf^  statt  f  ein  f^S,  so  erhält  man  noch 
g^g^8.    Also  haben  f  und  g  den  gemeinsamen  Teiler  8. 

b)  Aus  dem  Obigen  folgt,  daß  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafär,  daß  die  Polynome  f  und  g  nicht  relativ  prim  sind, 
zusammenfallt  mit  der  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingong 
für  die  Möglichkeit,  die  Polynome 

derart  zu  bestimmen,  daß  die  Identiiät  (3)  besteht,  daß  man  also  hat 
{%of  +  o^af«-^  +  •  •  -  +  aJ(/So^"-^  +  ß^ixf^-^  +  •  •  •  +  iS^_i) 
-  {K^  +  hc^-''  +  •  •  •  +  6J(«o^-'  +  «li«"-*  +  •  •  •  +  a^-i).  ' 

Setzt  man  die  Koeffizienten  derselben  Potenzen  von  x  einander  gleich, 
so  erhält  man  das  System 


1)  Wir  nehmen  an,  daß  die  Theorie  der  algebraischen  Teilbarkeit  in  den 

Elementen  bereits  entwickelt  ist.    Siehe  den  „Corso  dl  Analisi  algebrica^^  von 

Capelli  und  Garbieri  (VI,  §  2,  8)  oder  den  „Cours  d*Algäbre  sup^rienre"  von 
Mansion  (Qand,  1889,  lit.  p.  15). 
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01/50  + »oA 

<hßo  +  «lA  +  %ßi 


&o«o 


"0, 


von  n  +  m  linearen  nnd  homogeiien  Gleichungen  in  den  n  +  m  Un- 
bekannten Uq,  tt^,  . . .,  ß^y  ß^y  ...  Damit  sich  für  diese  Koeffizienten 
Werte  finden  lassen,  die  nicht  alle  verschwinden,  ist  (§  56)  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  die  Determinante  des  Systems  null  ist 
Diese  kann  man  auch,  indem  man  die  Vertikal-  zu  Horizontalreihen 
macht  und  vom  Vorzeichen  absieht,  in  folgender  Weise  schreiben*): 

Aq    c^    d^  .  .  .  0 


0 


a. 


Oj  .  .  .  0 


0     0     0   ...  6^ 
Sie  ist  also  die  gesuchte  Resultante. 

440.  Zu  derselben  Form  der  Resultante  gelangte  Sylvester  in 
anderer  Weise.  Man  betrachte  z.  B.  zwei  Gleichungen,  eine  vom 
dritten  und  eine  andere  vom  zweiten  Grade: 

o^jÄ*  +  a^a?  +  a^x  +  o^  -=  0,    h^x^  +  \x  +  &,  ■=  0. 

Multipliziert  man  die  erste  mit  Xy  die  zweite  mit  x  und  rr',  so  erhält 
man  das  System 

a^af" '\- <\a?  +  a^a? '\' a^x  «=0, 
aorr*  +  a^x^  +  «ja;  +  o^  =  0, 

l^af' +  \ix^  +  \x^  =0, 

h^a^  +  \x^  +  \x         =0, 

h^x^  +  \x  +  l^  =0, 

-welches  man  betrachten  kann  als  bestehend  aus  fünf  linearen  und 
homogenen  Gleichungen  in  fünf  Veränderlichen,  deren  Werte  sich 
dann  als  proportional  zu  den  Zahlen  ^,  rr^,  x^,  x,  1  erweisen  müssen 
f&r  einen  passenden  Wert  von  x.  Die  gesuchte  Resultante  im  Sinne 
des  §  436  ist  also 


1)  Über  Determinanten  von  dieser  Form  siehe  §  XI  der  „Teoria  dei  deter- 
minanti**  von  Trndi. 


24 
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Oo 

«1 

«J 

«8 

0 

0 

«D 

«1 

«J 

<h 

h 

h 

h 

0 

0 

0 

h 

h 

i, 

0 

0 

0 

K 

&1 

6, 

da  ihr  Verschwinden  offenbar  notwendig  und,  wie  wir  im  folgenden 
sehen  werden,  auch  hinreichend  ist  für  das  Zusammenbestehen  der 
gegebenen  Gleichungen. 

441.  Methode  von  Bösout.  a)  Es  sei  zunächst  n^  m.  Man 
betrachte  überdies,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  sich  zu  haben, 
zwei  Gleichungen  vom  vierten  Gh^de: 

a^oc^  +  a^x^  +  a^x^  +  a^x  +  a^  ==  0, 

&oa^  +  \x^  +  \x^  +  h^  +  64  =  0*. 

Multipliziert  man  die  erste  mit  6^,  die  zweite  mit  a^  und  subtrahiert 
dann,  so  erhält  man 

Multipliziert  man  dagegen  die  erste  mit  \x  -{-h^y  die  zweite  mit 
^0^  +  ^;  so  erhält  man 

^02^*  +  (^08  +  O^*  +  (^M  +  ^is)^  +  ^4  =  0. 

Ebenso  ergeben  sich,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  h^^x^  +  \x  4-  h^ 
und  die  zweite  mit  a^x^  -\-  a^x  +  a^,  femer  die  erste  mit  h^x^  +  \x^ 
+  h^x  +  \  und  die  zweite  mit  a^a^  +  Oja:*  +  Ojä?  +  a,  multipliziert^ 
durch  Subtraktion  die  Gleichungen 

^08«^  +  (^04  +  ^is)^*  +  (^4  +  O^  +  ^24  =  0; 

Man  stellt  auf  diese  Weise  ein  System  von  vief  Gleichungen  her, 
welche  man  als  linear  und  homogen  betrachten  kann  und  als  erfüllt 
von  Werten  der  Unbekannten,  die  proportional  zu  den  Zahlen 
a^y  x^y  X,  1  sind.  Die  Determinante  des  Systems  ist  (nach  dem,  was 
wir  am  Schlüsse  des  folgenden  Paragraphen  sagen  werden)  die  ge- 
suchte Resultante: 

^04    I    ^IS  ^4 

^14  +  ^8     ^4 

^84      ^4 

Es  ist  leicht  ihr  Bildungsgesetz  in  dem  allgemeinen  Falle  von  zwei 


^01 

^02 

^2 

^08  +  ^2 

^08 

^04  +  ^8 

^04 

«14 
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Gleichungen  n-ten  Grades  zu  ermitteln^):  das  allgemeine  Element  ist 

vorausgesetzt,  daß  man  die  Koeffizienten  mit  Indices  größer  als  n  als 
verschwindend  ansieht.  Zu  demselben  Resultate  gelangte  Gajley  durch 
andere  Betrachtungen^. 

b)  Wenn  n>m  ist,  so  multipliziert  man  die  zweite  Gleichung 
mit  af -"*  und  erhalt  auf  diese  Weise  zwei  Gleichungen  vom  Grade  n. 
Dann  wendet  man  die  obige  Methode  an,  die  nur  m  Gleichungen 
liefert  Die  andern  n  —  m  kann  man  erhalten,  indem  man  die  zweite 
Gleichung  successiv  mit  1,  x,  a;*,  . . .,  af"*""*  multipliziert.  Man 
betrachte  z.  B.  eine  Gleichung  vom  vierten  und  eine  vom  zweiten 
Grade : 

a^a^  +  a^a?  +  ß^a^  +  a^x  +  «4  =  0,    \x^  +  \x  +  h^  =  0. 

Multipliziert  man  die  zweite  mit  x^  und  wendet  die  oben  auseinander- 
gesetzte Methode  an,  so  erhält  man  nur  zwei  Gleichungen: 

C^X^  +  (^08  +  ^12)^*  +  (^04  +  hz)^  +  ^4  =  0- 

Die  beiden  andern  sind,  wenn  man  will, 

h^x^  +  \x^  +  6,a;  =  0,    \x^  +  \x  +  6,  =  0. 
Man  gelangt  so  zu  der  Resultante 

0  60  *i-  h 

Man  beachte,  daß  die  Methode  von  Bezout  vor  derjenigen  von  Euler 
den  Vorzug  hat,  die  Resultante  in  einer  mehr  zusammengedrängten 
Form  zu  liefern^).  In  der  Tat,  wahrend  die  Eulersche  Resultante 
eine  Determinante  {n  +  m)-ter  Ordnung  ist,  ist  die  von  Bezout  von 
n-ter,  wenn  man  n'^m  voraussetzt. 

m 

442.  Qewioht.  Wenn  ein  Monom  aus  Buchstaben  zusammen- 
gesetzt ist,  die  mit  Indices  versehen  sind,  so  heißt  die  Summe  der 
Indices  aller  Faktoren,  seien  sie  gleich  oder  ungleich,  das  Gewicht 
des  Monoms.  Jede  Summe  von  Monomen,  die  alle  dasselbe  Gewicht 
haben,  heißt  isobar.  Es  ist  z.  B.  isobar  der  Ausdruck  (4):  sein  Ge- 
wicht   ist   i+j—l.      Die    Resultanten    von    Euler    und    von 


1)  Jacobi,  CrelleB  Journal,  Bd.  XV,  S.  102. 

2)  PhüoBophical  TransactionB,  1867. 

3)  Von  der  einen  Form  zur  andern  kann  man  leicht  mit  Hilfe  von  Eigen- 
schaften der  Determinanten  übergehen.    Siede  Trndi,  1.  c,  p.  101. 
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B^zout  sind  isobar.  In  der  Tat  hat  in  der  Besoltante  von  B^zont 
das  Glied,  welches  man  erhält,  wenn  man  ans  den  n  Horizontalreihen 
der  Reihe  nach  die  an  den  Stellen  hf  h,  --  -f  i^  befindlichen  Elemente 
herausgreift,  in  seinen  m  ersten  Faktoren  ein  Gesamtgewicht  gleich 

h  +  (H  +  l)  +  (H  +  2) +  •••  +  (»,  +  »- l)-2*r  +  i»»('»-l) 

rssl 

und  in  den  übrigen  Faktoren  das  Gesamtgewicht 

(»•+1  -  1)  +  •  •  •  +  (»,  -  n  +  m)  =  ^  V  -  i(«  -  m)  (n  -  I»  4-  1). 

rsm  +  1 

Daraus  folgt,  daB  das  Gewicht  jedes  Gliedes 

in(n+  1)  +  iw(m  —  1)  —  ^(n  —  m)(n  —  i»  +  1)  ^nm 

ist,  daß  es  also  von  einem  Gliede  der  Determinante  zum  andern  sich 
nicht  ändert.  Dieselbe  ist  also  isobar,  und  ihr  Gewicht  ist  gleich 
dem  Produkt  der  Grade  der  gegebenen  Polynome.  Ebenso 
hat  in  der  Eulerschen  Resultante  jedes  nicht  verschwindende  Glied 
m  erste  Faktoren  mit  dem  Gesamtgewicht 


rs:m 


(H-l)  +  (i,-2)  +  ---  +  (*«-m)-^»,-im(»»+l), 
während  das  Gewicht  des  Produktes  aller  übrigen  Faktoren 

rsm  +  l 

also  das  Gewicht  des  gaqzen  Gliedes  immer 

■J-(»  +  m){n  +  »1+  1)  '-\n(n  +  l)  —  ^m{m  +  1)  =»  nm 

ist  Die  durch  die  Methoden  von  Euler  und  B^zout  gelieferten  Resul- 
tanten haben  also  dasselbe  Gewicht.  Dies  genügt,  um  sicher  zu  sein, 
daß  die  Methode  von  Bezout  keine  fremdartigen  Faktoren  einführt 

448.  Wenn  die  erste  Gleichung  vom  Grade  n  und  die  zweite 
vom  Grade  m  in  den  beiden  Veränderlichen  x  und  y  ist,  so 
können  die  linken  Seiten  in  Bezug  auf  x  geordnet  werden,  und  in 
diesem  Falle  sind  a^  und  ft^  Polynome  in  y,  deren  Grad  nicht  großer 
ist  als  i.  Es  seien  a^  und  ß^  die  Koeffizienten  von  y'  in  a^  und  6^. 
Wenn  man  x  eliminiert,  so  ist  o£Fenbar  die  Resultante^)  eine  ganze 
Funktion  von  y,  deren  höchstes  Glied  man  erhält,  wenn  man  in 
jedem  Element  dieser  Resultante  a^y^  und  ß^^  bezüglich  an  die  Stelle 


1)  Dies  gilt  nur,  wenn  o^  und  b^  beide  nicht  verschwinden,  da  die  sur 
Auffindung  der  Resultante  befolgte  Methode  wesentlich  voraussetet,  daß  die 
vorgelegten  Gleichungen  keine  Grademiedrigung  erfahren. 
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von  a,  und  ft^  setzt.  Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten 
sieht  man  sofort  ein^  daB  das  so  berechnete  Glied  das  Produkt  von 
y"""  mit  einer  Eonstanten  ist^  welche  die  Resultante  der  Polynome 

darstellt.  Es  existiert  daher,  wenn  diese  relativ  prim  sind,  wie  es 
im  allgemeinen  der  Fall  ist,  in  der  Resultante  der  betrachteten 
Funktionen  wirklich  ein  Glied  vom  Grade  nm.  Also  ist  der  Grad 
der  Resultante  gleich  dem  Produkt  der  Grade  der  gegebenen 
Gleichungen  und  kann  sich  nur  in  speziellen  Fallen  erniedrigen, 
falls  nämlich  die  Polynome  die  man  erhält,  wenn  man  nur  die  Glieder 
höchsten  Grades  beibehält  und  in  ihnen  y  =^  1  setzt,  einen  gemein- 
samen Teiler  haben.  Dies  ist  das  Theorem  von  Bezout,  welches 
in  der  analytischen  Geometrie  folgende  bemerkenswerte  Interpretation 
findet:  Zwei  allgemeine  Kurven  von  den  Ordnungen  n  und  m 
schneiden  sich  in  nm  Punkten.  Man  beweist  femer,  daß  die  Er- 
niedrigung von  nm  auf  nm  —  r  nicht  auf  dem  plötzlichen  Ver- 
schwinden von  r  Punkten  beruht,  sondern  auf  ihrem  Fortrücken  ins 
Unendliche,  sodaß  man  sagen  kann,  daß  für  irgend  zwei  spezielle 
Kurven  von  den  Ordnungen  n  und  m  die  Anzahl  der  (reellen 
oder  imaginären,  im  Endlichen  oder  im  Unendlichen  gelegenen) 
Schnittpunkte  immer  nm  ist.  Das  Theorem  von  Bezout  läßt 
sich  leicht  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Anzahl  von  Gleichungen  aus- 
dehnen^). 


Bzistens  der  Wnnelu. 

444,  f(x)  sei  eine  explicite  algebraische  Funktion.  Die  Gleichung 
f(x)  »  0  läßt  sich  immer  auf  eine  einfache  Form  bringen,  indem  man 
die  Radikale  herausschafft.  Dieses  Ziel  erreicht  man  in  folgender 
Weise.  Jedes  Radikal  bezeichne  man  mit  einem  Buchstaben,  und  es 
seien  u,  v,  w,  , . .  die  i/  neuen  YenLnderlichen,  die  dadurch  eingeführt 
werden.  Die  Gleichungen,  welche  sie  definieren,  liefern  nach  ge- 
eigneten Potenzierungen  v  rationale  algebraische  Relationen  zwischen 
diesen  neuen  Veränderlichen  und  der  ursprünglichen  x.  Fügt  man  sie 
zu  der  gegebenen  Gleichung  hinzu,  so  erhält  man  ein  System  von 
V  +  1  rationalen  Gleichungen  in  den  v  +  1  Yei^derlichen  o;,  w,  v, . . . 
Nun  versteht   es  sich   aber,   daß  sich  die  Elimination  der  v  letzten 

1)  Wegen  dieser  Verallgemeinerang  und  wegen  andei^er  wichtiger  S&tse 
über  die  Elimination  siehe  Salmon-Fiedler:  „Vorlesungen  Über  die  Algebra 
der  linearen  Transformationen'*  (2.  Aufl.,  S.  91);  Laurent:  „Trait^  d*Alg^bre 
(4*^  6d.  3*"«  partie,  p,  134);  Serret:  „Cours  d'Algäbre  snpörienre",  deutsch 
Yon  Wertheim  (2.  Aufl.,  Bd.  I,  S.  166);  Petersen:  „Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen''  (Bd.  I,  S.  60). 
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derart  ausführen  läßt^  daß  keine  Radikale  hineinkommen.  Man  ge- 
langt anf  diese  Weise  zu  einer  rationalen  Gleichung  in  Xy  die  man 
offenbar  auf  die  Form 

(5)  ÜQüf  +  a^af-^  +  a^af^-*  -\ \-  a^^O 

bringen  kann  mit  a^  >  0.  Im  folgenden  wird  immer  still- 
schweigend vorausgesetzt  werden^  daß  die  Gleichung  bereits 
auf  die  Form  (5)  reduziert  sei.  Die  Frage,  welche  sich  uns  hier 
darbietet,  ist  folgende:  Hat  die  Gleichung  (5)  immer  eine  Wurzel? 

446.  Für  Werte  von  Xy  deren  Modul  über  aUe  Grenzen  zu- 
nimmt, verhält  sich  die  ganze  Funktion 

schließlich  wie  das  Glied  höchsten  Grades.  Man  sieht  dies  sofort^ 
wenn  man  schreibt 

und  beachtet,  daß  die  Große  in  Klammem  sich  bei  unendlich  zu- 
nehmendem I X I  dem  Gb'enzwert  a^  nähert.  Daraus  folgt  insbesondere, 
daß  ein  Polynom  geraden  Grades  mit  reellen  Koeffizienten 
das  Vorzeichen  des  höchsten  Gliedes  annimmt  und  bewahrt, 
wenn  man  der  Veränderlichen  Werte  mit  hinreichend  großem 
absoluten  Betrage  beilegt.  Dagegen  nimmt  ein  Polynom  un- 
geraden Grades  mit  reellen  Koeffizienten  das  Vorzeichen 
des  höchsten  Gliedes  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen  an 
und  bewahrt  es,  je  nachdem  man  der  Veränderlichen  posi- 
tive oder  negative  Werte  mit  hinreichend  großem  absoluten 
Betrage  beilegt 

446.  Wenn  die  Gleichung  (5)  reelle  Koeffizienten  hat,  so  kann 
man  in  manchen  Fällen  leicht  die  Existenz  einer  Wurzel  konstatieren. 
Ist  z.  B.  der  Grad  ungerade,  so  läßt  sich  auf  Gh*und  des  letzten 
Satzes  ein  Intervall  {—  a,  a)  angeben,  an  dessen  Grenzen  die  linke 
Seite  f{x)  entgegengesetzte  Vorzeichen  annimmt,  d.  h.  das  Zeichen  — * 
an  der  unteren  und  das  Zeichen  -h  an  der  oberen  Grenze,  wenn 
wir  immer  die  Annahme  a^  >  0  machen.  Daraus  folgt,  daß  die 
Funktion  f{x)  wegen  ihrer  Stetigkeit  (§  275)  wenigstens  einmal  in 
dem  betrachteten  Intervalle  verschwinden  muß.  Wir  haben  also  den 
Satz:  Jede  Gleichung  ungeraden  Grades  mit  reellen  Koeffi- 
zienten besitzt  wenigstens  eine  reelle  Wurzel.  Man  kann 
hinzufügen,  daß  das  Vorzeichen  dieser  Wurzel  dem  des  un- 
abhängigen Gliedes  entgegengesetzt  ist.  In  der  Tat,  wenn  das 
genannte  Glied,  welches  offenbar  gleich  /*(0)  ist,  positiv  ist,  so  muß 
f{po)  in  dem  Intervall  (—  a,  0)  verschwinden,  d.  h.  für  einen  nega- 
tiven Wert  von  x\  und  wenn  /"(O)  negativ  ist,  so  verschwindet  f(x) 
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in  (0;  a).  Wenn  nun  der  Ghrad  gerade  ist^  so  kann  man  a  hin- 
reichend groß  wählen,  sodaß  an  den  Grenzen  des  Intervalles  (—  a,  a) 
die  Werte  der  Funktion  positiv  ausfallen.  Ist  dann  /*(0)  negativ,  so 
verschwindet  f{x)  sowohl  in  (—  a,  0)  als  auch  in  (0,  d).  Wir  haben 
also  den  Satz:  Jede  Gleichung  geraden  Grades  mit  reellen 
Koeffizienten  und  negativem  unabhängigen  Gliede  besitzt 
wenigstens  zwei  reelle  Wurzeln,  eine  positive  und  eine 
negative. 

447.  Konjugiert  mögen  zwei  Polynome  f(js)  und  g(js)  heißen, 
bei  welchen  die  entsprechenden  Koeffizienten  konjugiert  sind,  sodaß 
man,  wenn  man  die  reellen  Teile  der  Koeffizienten  von  den  rein 
imaginären  Teilen  trennt,  schreiben  kann 

f{e)  =  tt(xf)  +  iv{ss),     g{z)  «  u{e)  -  iv{z), 

wo  die  Polynome  u{d)  und  v{d)  reelle  Koeffizienten  haben.  Jedes 
dieser  Polynome  läßt  sich  nun  seinerseits  in  komplexer  Form  aus- 
drücken, wenn  man  in  $  den  reellen  Teil  x  von  dem  rein  imaginären 
Teil  iy  trennt.    Die  Taylorsche  Formel  liefert 

q>{x  +  iy)  -^g>{x)  -  ^y^g>"(x)  + h  iy{q)'{x)  -  iy^q)"\x)  +  •  •  •} 

und  zeigt,  daß,  wenn  q)  ein  Polynom  mit  reellen  Koeffizienten  ist, 
die  Verwandlung  von  y  in  ^  y  nur  einen  Zeichenwechsel  in  dem 
rein  imaginären  TeU  nach  sich  zieht,  sodaß  man  schreiben  kann 

u(x  +  iy)  =  Wi  +  i«*,,    u(x  —  iy)  =  u^  —  iu^, 

v(x  +  iy)^v^  +iVi,     v(x  —  iy) ---v^  —  iv^y 
mithin 

f(x  —  iy)  —  Ml  +  m,  +  i(t?i  +  ii?,)  =  Mj  —  v,  +  i(«^  "t^  ^i) 

ffi^"  iy)  —  Ml  —  iM,  —  i{v^  —  iv^  =  Ml  —  t?j  —  i(^  +  ^i)- 

Es  gilt  also  der  Satz:  Für  konjugierte  Werte  der  Veränder- 
lichen nehmen  zwei  konjugierte  Polynome  konjugierte 
Werte  an.  Man  leitet  daraus  sofort  ab,  daß,  wenn  eine  Zahl  ein 
Polynom  zum  Verschwinden  bringt,  die  zu  ihr  konjugierte 
das  konjugierte  Polynom  zu  Null  macht.  Ein  Polynom  mit 
reellen  Koeffizienten  ist  zu  sich  selbst  konjugiert.  Wir  haben  daher 
den  Satz:  Jede  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten,  die  eine 
imaginäre  Wurzel  zuläßt,  läßt  auch  die  konjugierte  Wurzel 
zu.  Daraus  folgt,  daß  die  Anzahl  der  imaginären  Wurzeln  einer 
Grleichung  mit  reellen  Koeffizienten  notwendig  gerade  ist. 

448«  Theorem  von  D'Alembert^).  Jede  algebraischeGleichung 

1)  Der  hier  folgende  Beweis  hat  den  Vorzug  rein  algebraisch  zu  sein. 
Wir  verdanken  ihn  Clifford,  und  er  wurde  dann  von  Walecki  noch  einmal 
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mit   reellen   oder   komplexen  Koeffizienten   hat   eine  reelle 
oder  komplexe  Wurzel. 

a)  Betrachten  wir  wieder  die  Gleichung  (5)  oder  f{x)  =  0,  indem 
wir  der  Einfachheit  wegen  a^  =  1  annehmen.  Wenn  2^  die  höchste 
Potenz  Yon  2  ist,  welche  in  n  aufgeht^  werden  wir  sagen,  n  sei 
von  der  Geradheit  r.  Setzt  man  x^y  +  h  und  ordnet  f{x) 
nach  y,  so  hat  man 


+  &», 


wo 


(6) 


,         n(n  — 1),,   ,    n— 1      ,    , 


,         n(n  — l)(n— 2)  ,,   ,    (n— 1)(«  — 2)      ,,   ,   n— 2      .    , 


6^  -  Ä"  +  o,Ä"-»  +  a,Ä»-»  H f-  «, 

ist.     Wenn  man  die  Glieder  von  f{x)  in  folgender  Weise  gmppiert 

n^^)  =  (jr  +  6,!r-*  +  •  •  •  +  6,)  +  y(iiy-'  +  »»y-*  +  •  •  •  +  K-x), 

n  »  2v  setzt  nnd 

9  (x)  =  «•  +  6,«'-^  +  biaf-*  +  •  •  •  +  6,,, 
!P(a5)  -  ft^a!'-»  +  Sja!»-«  +  •  •  •  +  6„_i, 

so  kann  man  aach  schreiben 

Man  betrachte  jetzt  die  Resultante  Ton  0  nnd  IP: 

1     6,    64  ...  0 
Ol     6,  ...  0 
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0 

• 

0 

•                  • 

0   .. 

•                  • 

61 

6. 

h.. 

.  0 

0 

• 

61 

6,  . . 

•                  • 

.  0 

•              • 

0    0    0    .  .  .  6,^^i 


gefunden  (Nouv.  Annales  de  Math.,  1888,  p.  241).  Vgl.  auch  im  ersten  Bande 
der  Rivista  di  Matematica  eine  interessante  Studie  von  Loria  unter  dem  Titel: 
n  teorema  fondamentale  della  teoria  delle  equazioni  algebriche.  Ein  anderer 
Beweis  wurde  kürzlich  von  Weierstraß  veröffentlicht  in  den  „Sitzongs- 
berichten  der  Egl.  Akad.  der  Wiss.  zu  Berlin"  (1891). 
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Offenbar  ist  dl  eine  ganze  Funktion  von  h,  deren  Grad  gleich  dem 
Grewiclit  in  den  b  ist.  Dieses  Gewicht  (§  442)  würde  sein  v(v  —  1), 
aber  die  Indices  der  Koeffizienten  von  0  finden  sich  verdoppelt  und 
diejenigen  von  V  nach  der  Verdoppelung  um  eine  Einheit  vermehrt. 
Hierdurch  ist  das  Gewicht  folgendes  geworden: 

2v(i;~  1)  + v  =  i/(2i;- 1). 

Dies  ist  also  der  Grad  von  d{.  Um  aber  dessen  sicher  zu  sein,  muß 
man  noch  zeigen,  daß  der  Koeffizient  des  Gliedes  höchsten  Grades 
niemals  null  ist.  Es  ist  klar,  daß  man  dieses  Glied  erhalt  (vgl.  §  443), 
indem  man  in  dl  an  Stelle  jedes  Elements  das  Glied  höchsten  Ghrades 
in  diesem  Element  setzt.  Daraus  folgt  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (6), 
daß  der  gesuchte  Koeffizient  das  ist,  was  aus  dl  wird,  wenn  man 
die  Koeffizienten  a^,  o^,  . .  . ,  a,  als  verschwindend  annimmt  und  h^l 
setzt.  Er  ist  also  die  Resultante  von  O  und  W  in  dem  speziellen 
Falle  f{x)^af^  und  A  »  1.  Unter  diesen  Voraussetzungen  liefert  die 
Gleichung  (7) 

(y+l)--«(y^  +  y9^(y^,    (y- l)-  =  «(y^)-y9^(y»). 

Wenn  die  genannte  Resultante  null  wäre,  so  würden  4P  und  W  einen 
gemeinsamen  Teiler  zulassen,  der  auch  die  Polynome  (y  +  1)"  und 
(y  —  1)"  teilen  würde,  die  offenbar  relativ  prim  sind.  Also  fehlt  das 
Glied  vom  Grade  v(2v  —  1)  nicht  in  dl,  und  der  Grad  von  dl  ist 
daher  sicher  von  der  Geradheit  r  — 1,  wenn  derjenige  der 
vorgelegten  Gleichung  von  der  Geradheit  r  ist. 

b)  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  annehmen,  daß  die  vorgelegte 
Gleichung  reelle  Koeffizienten  habe  und  vom  Grade  n  =  2v  mit 
ungeradem  v  sei.  Die  Gleichxmg  dl » 0  hat  dann  ebenfalls  reelle 
Koeffizienten,  und  da  ihr  Grad  v(2v  —  1)  ungerade  ist,  so  gibt  es 
(§  446)  einen  reellen  Wert  Ä,  der  dl  zum  Verschwinden  bringt.  Es 
ist  bekannt  (§  439),  daß  für  diesen  Wert  von  h  die  Polynome  O 
und  V,  deren  Koeffizienten,  wie  man  aus  den  Formeln  (6)  ersieht, 
reell  sind,  einen  gemeinsamen  Teiler  %  erhalten.     Man  hat  also 

Mithin  wird  die  Gleichung  (7) 

m  -  [9  (y*)  +  y*  (yO]  i  (f) 

oder,  wenn  man  y  durch  x  —  h  ersetzt y.  f(x)  =^  fi(x)f^(x),  wo  /i  und 
f^  zwei  neue  Polynome  mit  reellen  Koeffizienten  sind,  deren 
Grade  die  Summe  n  ergeben.  Wenn  diese  Grade  gerade  Zahlen 
waren,  so  wäre  eüie  derselben  wie  n  das  Doppelte  einer  ungeraden 
Zahl,  d.  h.  eins  von  den  Polynomen  f^,  f^  befände  sich  unter  den- 
selben Bedingungen  wie  f.  Verfahrt  man  dann  mit  ihm  wie  mit  /*, 
so    kann   man  eine  Folge  von  Polynomen  mit  reellen  Koeffizienten 
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konstruieren,  deren  Grade  abnehmen,  und  eins  von  diesen  Polynomen 
wird  schließlich  einen  ungeraden  Orad  oder  aber  den  Grrad  2  haben 
müssen,  folglich  eine  Wurzel  besitzen,  die  auch  das  ursprüngliche 
Polynom  zu  Null  macht.  Bei  allen  diesen  Überlegungen  ist  die 
Existenz  des  Polynoms  ^  stillschweigend  vorausgesetzt.  Würde 
dasselbe  aber  für  den  betrachteten  reellen  Wert  von  h  verschwinden, 
wären  also  6^,  6j,  65,  ...  alle  gleich  Null,  so  würde  sich  die  vor- 
gelegte Gleichung  auf  O  (y*)  ==  0  reduzieren.  Sie  hätte  reelle  Koeffi- 
zienten und  wäre  von  ungeradem  Grade  in  y',  ließe  also  eine  Wurzel 
zu.  Das  Theorem  ist  daher  richtig  für  alle  Gleichungen  mit  reellen 
Koeffizienten,  deren  Grad  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist. 

c)  Es  ist  auch  richtig  far  alle  Gleichungen  ungeraden  Grades 
mit  reellen  oder  komplexen  Koeffizienten.  Es  sei  in  der  Tat 
f(i)  ein  Polynom  von  ungeradem  Grade,  und  mit  g(/s)  werde  das 
konjugierte  Polynom  bezeichnet.     Die  Funktion 

f{z)g{z)  =  (m  -f  iv)  (m  —  iv)  ==  t«*  +  v*, 

welche  reelle  Koeffizienten  hat  und  einen  Grad,  der  das  Doppelte 
einer  ungeraden  Zahl  ist,  läßt  eine  Wurzel  a  +  iß  zu.  Diese  bringt, 
wenn  sie  nicht  eine  Wurzel  von  f{e)  ist,  notwendig  g{z)  zum  Ver- 
schwinden, und  in  diesem  Falle  (§  447)  ist  es  die  Zahl  a  —  iß^ 
welche  f{z)  zu  Null  macht. 

d)  Es  bleibt  endlich  noch  zu  zeigen,  daß  das  Theorem,  wenn 
wir  es  als  richtig  annehmen  für  den  Fall,  daß  der  Grad  n  von  einer 
Geradheit  kleiner  als  r  ist,  auch  fUr  die  Geradheit  r  besteht.  Hierzu 
genügt  es,  sich  die  obigen  Betrachtungen  bei  einer  Gleichung  mit 
reellen  oder  komplexen  Koeffizienten  wiederholt  zu  denken  und  zu 
bemerken,  daß  die  Gleichungen  91  =»  0  und  <P  =  0,  deren  Grade  von 
der  Geradheit  r  —  1  sind,  nach  der  Voraussetzung  durch  einen  ge- 
wissen Wert  von  h  oder  von  y*  erfüllt  werden.  Man  wird  also  immer 
dazu  gelangen,  f  in  ein  Produkt  von  zwei  andern  Polynomen  f^  und 
/*,  zu  zerlegen  von  den  Graden  n^  und  n^.  Wenn  eine  dieser  Zahlen 
von  einer  Geradheit  kleiner  als  r  ist,  so  läßt  das  entsprechende 
Polynom  eine  Wurzel  zu,  die  auch  f  angehört.  Andernfalls  ist  eine 
von  ihnen,  z.  B.  n^,  von  der  Geradheit  r;  denn  wären  beide  von  einer 
Geradheit  größer  als  r,  so  würde  dies  auch  von  m  =  n^  -|-  n,  gelten 
gegen  die  Voraussetzung.  Man  wiederhole  alsdann  bei  f^  die  obigen 
Betrachtungen  und  konstruiere  so  eine  Folge  von  Polynomen,  die 
notwendig  begrenzt  ist,  da  die  Grade  abnehmen.  Bliebe  die  Geradheit 
r  bestehen,  so  käme  man  im  ungünstigsten  Falle  zu  einem  Polynom 
vom  Grade  2^*,  auf  welches  notwendig  ein  Polynom  von  einem  Ghrade 
kleiner  als  2^*,  dessen  Geradheit  also  kleiner  als  r  ist,  folgen  würde. 
Ein  solches  Polynom  hat  nach  der  Voraussetzung  eine  Wurzel,  und 
diese  gehört  auch  zu  dem  ursprünglichen  Polynom. 
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449.  Folgerung.  Jede  Gleichung  n-ten  Grades  mit  reellen 
oder  komplexen  Koeffizienten  hat  genau  n  reelle  oder  kom- 
plexe Wurzeln.  Wir  haben  gesehen^  daß  f{cc)  wenigstens  eine 
Wurzel  «1  zulaßt.  Beachtet  man  (vgl.  §  500),  daß  f{x)-f{a) 
immer  durch  x  —  a  teilbar  ist,  so  kann  man  unter  der  Annahme 
a  =  «i  schreiben 

/'W=-(^-«i)/i(^), 

wo  fi  {x)  ein  Polynom  vom  Grade  n  —  1  ist,  welches  wenigstens  eine 
Wurzel  a^  zuläßt  und  daher  m  {x  —  a^)  f^  (x)  zerlegbar  ist,  u.  s.  w. 
Fährt  man  so  fort,  so  erhalt  man 

(8)  f(x)  ^{x-  a^){x  -  a,)(a;  -  a,)  . . .  (a;  -  aj. 

Da  mm  zum  Verschwinden  des  Yorstehenden  Produktes  das  Ver- 
schwinden ii^end  eines  Faktors  notwendig  und  hinreichend  ist,  so 
kann  man  behaupten,  daß  cr^,  a,,  . . .,  a^  ebenso  wie  a^  Wurzeln  von 
f{x)  sind,  und  daß  im  Gebiete  der  reellen  oder  komplexen  Zahlen^) 
keine  andern  Wurzeln  existieren. 

460.  Bemerkungen,  a)  Zwei  Polynome,  die  eine  gemeinsame 
Wurzel  a  haben,  sind  nicht  relativ  prim,  da  sie  beide  nach  (8)  den 
Teiler  x  —  a  zulassen.  Wenn  umgekehrt  zwei  Polynome  einen  ge- 
meinsamen Teiler  zulassen,  so  bringt  jede  Wurzel  desselben  diese 
Polynome  zum  Verschwinden.  Die  gleichzeitige  Teilbarkeit 
zweier  Polynome  durch  ein  drittes  und  ihr  gleichzeitiges  Ver- 
schwinden für  einen  und  denselben  Wert  der  Veränderlichen  sind 
also  zwei  vollkommen  gleichwertige  Dinge. 

b)  Nichts  hindert,  daß  einige  von  den  Wurzeln  a  einander  gleich 
sind.  Es  wird  also  zweckmäßiger  sein  an  Stelle  von  (8)  allgemeiner 
zu  schreiben 

f{x)  =  (a:  -  aj'{x  -  ttj*(x  -  aj*  ...  (x  -  aj% 

wo  die  a  alle  verschieden  sind  und  die  Summe  r^  -f-  r^  -)-•••  -f  r^ 
immer  gleich  dem  Grade  n  der  Gleichung  ist.  Obwohl  es  nun  in 
Wirklichkeit  nur  v  verschiedene  Werte  von  x  gibt,  die  f(x)  zum 
Verschwinden  bringen,  so  ist  es  zweckmäßig,  auch  jetzt  noch  zu 
sagen,  daß  f{x)  n  Wurzeln  hat,  von  denen  r^  gleich  a^,  r,  gleich 
Og  u.  s.  w.  sind. 

c)  Wenn  f(x)  r  Wurzeln  hat,  die  gleich  a  sind,  während  alle 
andern  von  a  verschieden  sind,  so  ist  es  leicht  zu  zeigen,  daß  a  eine 
vielfache  Wurzel  von  der  Ordnung  r  ist  oder  eine  r-fache  Wurzel 


1)  Man  beachte  die  Notwendigkeit  dieser  Einschränknng  hinsichtlich  der 
Nator  der  Wurzeln  und  Koeffizienten.  In  der  Tat  hat  Hamilton  bewiesen, 
daß  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  z.  B.  sechzehn  Wurzeln  zu- 
läßt, wenn  das  Zahlengebiet  soweit  ausgedehnt  wird,  daß  es  die  Quatemionen 
umfaßt. 
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in  dem  früher  definierten  Sinne  (§  304,  b).  In  der  Tat  erluAt  man 
aus  f{ix>)  ^  {x  --  af  q>{x)y  wo  tp{x)  eine  andere  ganze  Funktion  be- 
deutet, die  nicht  teilbar  durch  x--  a  ist,  durch  Derivation 

f{x)  -  (a?  -  ay-''[rq>{x)  +  {x -  a) tp' {x)\. 

Der  Ausdruck  in  Klammem  ist  nicht  teilbar  durch  x  —  a^  da  er 
sich  für  X  =^  a  auf  r{p{a)^0  reduziert.  Also  hat  f'{x)  nur  r  —  1 
Wurzeln  gleich  a,  folglich  haben  f'\x),  f'"{x),  . . .  deren  bezüglich 
r  — 2,  r  — 3,  . . .,  sodaß  zuletzt  /^'')(a)  +  0  ist.  Also  ist  a  eine  r-tetche 
Wurzel  von  f(x)  und  auch  eine  (r  —  1) -fache  Wurzel  von  f{x\  eine 
(r  — 2) -fache  Wurzel  von  r\x)  u.  s.  w.,  endlich  eine  ein&che  Wurzel 
von  f^'"'^^(x)  und  keine  Wurzel  von  f^^\x),  Soll  eine  Wurzel 
von  f{pc)  eine  vielfache  sein,  so  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sie  eine  Wurzel  von  f'{x)  ist 

d)  Wenn  die  Koeffizienten  von  f{x)  reell  sind,  so  gehört,  wie 
wir  am  Ende  von  §  447  gesehen  haben,  zu  jeder  imaginären  Wurzel 
a  eine  konjugierte  Wurzel  ä.  Wir  können  jetzt  hinzufügen,  daß, 
wenn  a  eine  vielfache  Wurzel  von  einer  gewissen  Ordnung  r  ist, 
auch  a  von  derselben  Ordnung  vielfach  ist.  In  der  Tat  ist  ja  a 
eine  Wurzel  des  Polynoms  /'(''" *)(ir)  mit  reellen  Koeffizienten 
und  keine  von  f^''\x)j  und  es  muß  daher  auch  S  das  erste  Polynom 
zum  Verschwinden  bringen,  dagegen  nicht  das  zweite.  Daraus  folgt, 
daß,  wenn  man  f{x)  auf  die  Form  (8)  bringt,  die  den  Wurzeln  a 
und  a  entsprechenden  Linearfaktoren  sich  zu  einem  Produkt  von  der 
Form  (rr*  +  px  +  qf  mit  reellen  p,  q  vereinigen,  da  !?  =  —  («  +  «), 
q^  aa  ist.  Also  läßt  sich  jedes  Polynom  mit  reellen  Koeffi- 
zienten in  ein  Produkt  von  linearen  und  quadratischen 
Faktoren  mit  reellen  Koeffizienten  zerlegen. 


Ohemeinsame  Wnneln  sweier  Olelohnngen  und 

vielflaolie  Wnneln. 

451.   Gemeinsame  Wurseln.    Wenn  2)  {x)  der  größte  gemein- 
same Teiler  von  f{po)  und  g{x)  ist  und  man  setzt 

fix)  =  /i  (x)  ®  ix),     g  (x)  -  g^  {x)  S)  («), 

so  ist  klar,  daß  jede  Wurzel  von  2)  eine  Wurzel  von  f  und  von  g 
ist  und  daß  umgekehrt  jede  gemeinsame  Wurzel  dieser  beiden  Poly- 
nome eine  Wurzel  von  2)  ist;  denn  die  Polynome  fy^  imd  g^^  welche 
relativ  prim  sind,  können  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  Also  sind 
die  gemeinsamen  Wurzeln  von  zwei  ganzen  Funktionen  alle 
die  und  nur  die,  welche  den  größten  gemeinsamen  Teiler 
dieser  Funktionen  zum  Verschwinden  bringen.  Dieses  Theorem 
setzt  die  Zerlegung  des  größten  gemeinsamen  Teilers  in  Linearfaktoren 
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in  Eyidenz.  Wenn  die  Funktionen  f  und  g  nur  r  Wurzeln  gleich  a, 
s  gleich  ßy  t  gleich  y  n.  s.  w.  haben^  so  ist  ihr  größter  gemeiuBamer 
Teiler 

S){x)  =-  (o;  -  ay{x  -  ßy{x  -  y)' . . . 

Wir  werden  sogleich  sehen,  daß  die  Aufsuchung  der  gemeinsamen 
Wurzeln  unmittelbar  mit  den  Methoden  der  Elimination  zusammen- 
hangi 

452.  Der  Satz,  welcher  der  Eulerschen  Methode  als  Orundlage 
dient  (§  439,  a),  läßt  sich  leicht  ausdehnen,  wenn  man  beachtet,  daß 
die  Möglichkeit 

gi-ßo^-'  +  ßi^^'-'  +  '-'  +  ßm-i 
derart  zu  bestimmen,  daß  man  identisch 

(9)  f9i-9fi-0 

hat,   notwendig   und   hinreichend   ist,   damit   die   Polynome 

einen  gemeinsamen  Teiler  zulassen,  dessen  Grad  nicht  kleiner 
ist  als  i.  Die  Identität  (9)  spaltet  sich  nun  (vgl.  §  439,  b)  in  ein 
System  Yon  linearen  und  homogenen  Gleichungen  in  den  a  und  den 
ß,  und  die  Möglichkeit  /)  und  g^  zu  bestimmen  ist  gleichbedeutend 
mit  dem  gleichzeitigen  Verschwinden  (§  56)  der  großen  Determi- 
nanten einer  gewissen  Matrix,  die  sich  aus 
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ergibt  durch  Unterdrückung  der  i  —  1  letzten  unter  den  n  ersten  Hori- 
zontalreihen und  der  i  —  1  letzten  von  allen.  Unterdrückt  man  noch 
die  2i  —  2  letzten  Yertikalreihen,  von  denen  die  i  —  1  letzten  aus 
Nullen  bestehen,  so  erhält  man  eine  Determinante  dl^_i;  welche 
^fLi  7  Ölfli,  .  . . ,  9i}lZx  wird,  wenn  man  ihre  letzte  Vertikabeihe 
sacoessir  durch  die  i  —  1  folgenden  Yertikalreihen  ersetzt.    Damit  die 
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Identität  (9)  stattfinden  könne^  sind  die  Bedix^ongen  notwendig  onl 
hinreichend 

(10)      31,.,  =  0,     Äj'l^  =  0,     3lfl,  =  0,  . . .  ,     di^IZi^  =  0. 

Um  die  Bildung  der  Determinanten  ^i^__^  zn  erleichtem,  ist  es  nütz- 
lich^ die  n  ersten  Horizontalreihen  von  dl  in  umgekehrter  Beihen- 
folge  zu  schreiben^  sodaß  man,  um  die  Matrix  zu  erhalten,  weiche 
die  Determinanten  (10)  enthält,  die  ersten  und  letzten  «—  1  Hori- 
zontalreihen unterdrücken  muß. 

453.  So  liefert  z.  B.  bei  zwei  Gleichungen  vierten  Ghrades  das  Schema 
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sofort  die  Determinanten  9V,  Sl,,  Äj  und  9i^  =  c^hy^  —  ^^o-  ^^  ^ 
femer  leicht  zu  erkennen,  daß  man  den  Elementen  des  Schemas  auch  fol- 
gende Anordnung  geben  kann: 
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454.   Dies   vorausgeschickt   wollen   wir   die  Eulersche  Methode 
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nach  Sylvester  interpretieren  (§  440)  und  die  Gleiclmngen  derart 
schreiben,  dafi  die  Koeffizienten  die  an  letzter  Stelle  angegebene  An- 
ordnung haben.  Man  unterdrücke  die  i  ersten  nnd  die  i  letzten 
Gleichungen  und  betrachte  die  übrigbleibenden  n  +  m  —  2i  als  lineare 
Gleichungen  in  den  Potenzen  von  x  bis  zur  (n  +  m  —  i)-ten  aus- 
schließlich. Eliminiert  man  die  Potenzen  mit  einem  höheren  Ex- 
ponenten ab  i,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(11)  Si^af  +  9l<i)a;'-*  +  ölWa^-«  +  '-  +  9Jp^0. 

Wenn  nun  p  der  Grad  yon  2)  ist,  so  ist  es  klar,  daß  f  und  g,  die 
gleichzeitig  durch  alle  linearen  Divisoren  Ton  2)  teilbar  sind,  auch 
gemeinsame  Teuer  von  jedem  Grad,  der  nicht  großer  ist  als  p,  aber 
Yon  keinem  größeren  Qrade  zulassen,  d.  h.  daß  die  Identität  (9)  für 
i  =>  1,  2,  3,  .  . .  y  j?  erfällt  ist,  nicht  aber  für  i>p.  Es  sind  also 
auf  €h:nnd  von  (10)  die  Determinanten  dl,  dl^,  dl,; . . . ,  Sip^i  gleich 
Null,  und  die  Gleichung  (11)  ist  illusorisch,  solange  i<ip  ist;  da- 
gegen ist  nicht  illusorisch  die  Gleichung 

(12)  di^af  +  SlWajp-i  +  aWaJP-*  +  . , .  +  9Jj>)  ^0. 

Dieselbe  kann  überdies,  da  sie  von  jeder  der  p  gemeinsamen  Wurzeln 
erfüllt  werden  muß,  nicht  von  einem  kleineren  Ghrade  als  p  sein,  und 
es  ist  daher  dl^-l-O-  -^so  ist  die  Anzahl  der  gemeinsamen 
(gleichen  oder  ungleichen)  Wurzeln  durch  den  Index  des  ersten 
nicht  verschwindenden  Gliedes  in  der  Reihe  dl,  dl^,  dl^^ 
^f  '  ' '  gegeben;  und  die  Werte  der  Wurzeln  erhalt  man  durch 
Auflösung  der  Gleichung  (12). 

455.    Man  nehme  z.  B.  wieder  die  Gleichungen  des  §  453  yor  und 
bOde  das  System 

cto^  +  (h^  +  ^^  +  ^8^*  +  «4^  ==•  0 

«0^  +  ^^*  +  ^^*  +  ^^  4"  «4  ==»  0 

\a^  +  diO^  +  h^x^  +  \x*  +  b^x  =0 

2>o»*  +  h^  +  \^  +  h^  +  ^4«*  —  0 

h^x^  +  \x^  +  h^sf  +  h^ixf' +  h^Qi^  =0 

Wenn  die  Bedingungen  dl"=0,  dl^^-O,  dl^^^O  erfüllt  sind,  so  kann 
man  sofort  behaupten,  daß  die  betrachteten  Gleichungen  nur  zwei  ge- 
meinsame Wnrzehi  haben,  zu  deren  Bestimmung  es  genügt  ofi^  o:^,  x^  aus 
den  Tier  mittleren  Gleichungen  zu  eliminieren.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  die  Gleichung 

Castro,  AnalysU.  25 
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oder 
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466.  Vielfache  WoTBeln.  Zur  Bestimmung  der  vielfachen 
Wurzeln  der  yerschiedenen  Ordnungen  pflegt  man  in  der  praktischen 
Rechnung  folgendermaßen  zu  verfahren.  Es  sei  fi{x)  das  Produkt 
derjenigen  Faktoren  o;  —  o,  die  den  einfachen  Wurzeln  von  f{x)  ent- 
sprechen, f^ix)  sei  das  analoge  Produkt,  welches  den  Doppelwuizeln 
entspricht  u.  s.  w.,  so  daß 

m-'Aix)u\x)f*ix)f,\x)... 

ist.  Ans  den  oben  angegebenen  Gründen  (§  450,  c;  §  451)  ist  der 
groBte  gemeinsame  Teiler  von  f  und  f 

Si(«)  =  A(«)/i'(^)/*'(«)--. 

Ebenso  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  S)}  von  S)i  und  seiner 
Derivierten  f^f^  . . . ,  derjenige  von  S),  und  seiner  Derivierten  /"^  . . . 
u.  s.  w.  Man  dividiere  f  durch  S)^;  dann  S)i  durch  2),  u.  s.  w.,  und 
die  Quotienten  seien  q>^j  (p^,  ...     Man  hat  dann 

und  endlich 

?iM      f(^^)^     fiM      f(j,)^    T^M      f(ai),... 

Es  genügt  jetzt,  die  Gleichungen  /i  =  0,  /i  =  0,  ^  =  0,  ...  einzeln 
au&ulosen.  Die  Aufsuchung  der  vielfachen  Wurzeki  setzt  sich  abo 
aus  vier  Reihen  von  Operationen  zusammen,  nämlich  einer  Reihe 
von  Bestimmungen  größter  gemeinsamer  Teiler,  zwei  Reihen  von 
Divisionen  und  einer  Reihe  Auflösungen  von  Gleichungen  mit  ein- 
fachen Wurzeln*). 

457.  Die  Diakrüninante.  Soll  eine  ganze  Funktion  vielfache 
Wurzeln  haben,  so  ist  dazu  notwendig  (§  450,  c)  die  Existenz  ge- 
meinsamer Wurzeln   dieser  Funktion   und   ihrer  Derivierten,  und  es 


1)  Über  die  vielfachen  Wurzeln  siehe  noch  die  „Teoria  dei  determinanti" 
yon  Trudi  (p.  179). 
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muß  daher  die  Resultante  der  beiden  Funktionen  gleich  Null  sein. 
Diese  Resultante  heißt  die  Diskriminante  der  vorgelegten  Gleichung 
und  wird  mit  /l  bezeichnet.     Um  sie  zu  erhalten^  ist  es  nützlich  die 

Gleichung  homogen  zu  machen^  d.  h.  x  durch  —  zu  ersetzen  und  dann 

alles  mit  y"  zu  multiplizieren.     Die  Gleichung  wird  dann 

f{x^  y)  «  a^ar  +  o^af-^y  +  o^af -  V  H h  a^if  =»  0. 

Da  nun  auf  Grund  des  Eulerschen  Theorems  (§  372)  xf^  +  yf^  =»  nf 
ist,  so  sieht  man,  daß  jede  yielüeu^he  Wurzel  yon  f  auch  /^'  zum  Ver- 
schwinden bringt,  und  daß  umgekehrt  jede  Zahl,  welche  f^  und  f^' 
gleichzeitig  zu  Null  macht,  eine  vielfache  Wurzel  von  f  ist.  Also 
kann  sich  die  Diskriminante  der  vorgelegten  Gleichung  nur  um  einen 
konstanten  Faktor  von  der  Resultante  der  partiellen  Derivierten  ihrer 
linken  Seite  unterscheiden. 

458«  Man  betrachte  z.  B.  die  Gleichung  dritten  Grades 

«0^  +  3öi^*  +  Sa,«  +  aj  =  0. 
Setzt  man 

fix,  y)  =  a^ix?  +  Zc^x^y  +  3a,a:y'  +  0,^*, 
so  hat  man 

Die  Diskriminante  der  betrachteten  Gleichung  ist  also  (§  437;  vgl.  §102) 

J  «4(0005,  -  0(«i«8  -  fl»*)  -  Köj  -  (h<hfy 
d.  h. 

Ebenso  erh&lt  man  für  die  Gleichung  vierten  Grades 

a^a^  +  4oia:*  +  60,2;*  +  4aja;  +  04  =»  0, 

wie  Boole  bemerkt  hat, 

2f  =  7»-27J^ 

wo  I  und  J  die  Inyarianten  (§  87) 

1  =  %a^  —  40405  +  3o,*,     «7"=  OoOjjO^  +  201O5O8  —  o,'  —  0^05*  —  a^a^ 

der  biquadratischen  binären  Form  0^01^+  ^a^x^y  +  •  *  *  sind.  Die  Dis- 
kriminante der  allgemeinen  Gleichung  vom  Grade  n  ist  eine  Funktion  der 
Koeffizienten,  welche  den  Grad  2  (w  —  l)  und  das  Gewicht  n  (n  —  l)  hat. 
Allgemeiner  nennt  Sylvester^)  Diskriminante  einer  algebraischen  Form  in 
V  Veränderlichen  die  Besultante  ihrer  ersten  partiellen  Deriyierten.  Sie 
ist  eine  homogene  und  isobare  Funktion  der  Koeffizienten,  welche  den 
Grad  v(n —  l)^""*  und  das  Gewicht  w(n  —  1)""^  hat. 


1)  PhUosophical  Magazine,  1861. 
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Übungen  nnd  Anwendungen. 

469.  Schon  die  bloße  Tatsache  (§  449),  daß  jedes  Polynom  n-ten 
Grades  in  ein  Produkt  von  n  linearen  Faktoren  zerlegbar  ist,  gestattet 
zahlreiche  Folgerangen  und  kann  zu  wichtigen  und  mannigfachen  Anwen- 
dungen führen.  Wir  beginnen  mit  einer  kleinen  Übung,  die  uns  im  folgen- 
den von  Nntzen  sein  wird.  Von  dem  Polynom  af^  •—  1  sind  uns  bereits 
die  Wurzeln  bekannt  (§  394) 

CD*  =  cos h  •  sin (ä  =  0,  1,  2,  . .  . ,  n  —  1), 

und  wir  können  jetzt  behaupten,  daß  man  identisch  hat 

af  -  1  -  («  -  l)(a;  -  «)(«  -  »«)  . . .  (o?  -  vT"^) 
oder,  wenn  man  durch  x  —  1  dividiert, 

^-1  _|.  af-«  +  . . .  +  1  =  (a;  -  a>)(a;  —  »«)...(«-  w"-*), 

mithin  fär  o; «  1 

n  =  (1  -  ii>)(l  -««)...  (1  —  a«-i). 
Nun  ist 

1  —  «*   =  1/  1 1  —  cos 1    +  sm" —  2  sm  —  • 

Nimmt  man  iJso  Ton  den  beiden  Seiten  der  vorigen  Gleichung  die  Moduln, 
so  kommt 

««-1    .     «    .    2«   .    8«  .    (n*-l)« 

n  =  2"    *  sm  —  sm  —  sm  —  •  •  •  sm  ^ —  • 

n         n  n  n 

Wenn  wir  jetzt  den  Yiertelkreis  in  n  gleiche  Bogen  h  teilen,  so  sind  wir 
imstande  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel  ^,  2A,  3A, .  . .  (n  — -  l)/i  zu 
berechnen.  In  der  Tat  läßt  sich  dieses  Produkt  in  zwei  verschiedenen 
Weisen  schreiben 

sin  A  sin  2A  sin  3A  . . .  sin  (n  —  l)^,    cos  h  cos  2A  cos  3/i . . .  cos  (n—  1)A, 

da  rh  und  {n  —  r)h  komplementär  sind.  Daraus  folgt,  daß  sein  Qnadrat, 
multipliziert  mit  2""*, 

sm2A8m4A...sm(2n  — 2)A«sm  —  sm sm  ^ —  =  --— r 

ist.     Also  haben  wir*) 

sin  h  sin  2h  Bm  Sh  . , ,  sin  (n  —  1)Ä  =  -^;^  • 


2' 


460.  Jeder  rationalen  Funktion  von  x  kann  man  die  Form  eines 
Quotienten  von  zwei  ganzen  Funktionen  f{x)  und  g(x)  geben,  die  relativ 
prim  sind.     Denkt  man  sich  überdies  den  ganzen  Teil  dieses  Quotienten 


1)  Was  den  Beweis  verschiedener  interessanter  Formeln,  die  zu  dieser 
analog  sind,  anbetrifFt,  so  verweisen  wir  auf  das  „Lehrbuch  der  Algebra^*  von 
Weber  (Bd.I,  S.  424 ff.). 
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bereits  hervorgezogen,  so  ist  es  erlaubt,  den  Grad  von  f  kleiner  als  den 
von  g  anzunehmen.      Sind   die  Wurzeln   von  g  bekannt,   so   ist   es   von 

großer  Wichtigkeit,  den  Bruch  -^  in  eine    Snmme   von  einfachen 

Brüchen  zerlegen  zu  können,  d.  h.  von  Brüchen,  deren  jeder  nur  für 
eine  einzige  Wurzel  von  g{x)  unendlich  wird.  Nehmen  wir  für  den  An- 
fang an,  daß  die  n  Wurzeln  »,/?,/,...,  iL  von  g{x)  alle  einfach  seien, 
und  daß  g{x)  auf  die  Form  (8)  gebracht  sei.  Da  nach  der  Voraussetzung 
f{p^  und  g{%)  keine  gemeinsamen  Wurzeln  mit  g{x)  haben,  so  existieren 
die  Zahlen 

und  sind  alle  von  Nnll  verschieden.  Nun  bemerke  man,  daß  die  Funktion 
a(x  —  ß){x  —  y)  •  •  •  +  h{x  —  a){x  —  y)  ...  +  ...  +  J(aj  —  a)(aj  —  |J)  .  .  . 
sich  für  o; »  a  auf 

a{a  -  ß){a  —  y)  •  • .  ««  ag\«)  =  f{a) 

reduziert,  ebenso  auf  f{p)  fßr  o; » /3  u.  s.  w.,  daß  sie  also  für  n  verschie- 
dene Werte  von  x  dieselben  Werte  annimmt  wie  f{it).  Da  aber  ihr  Grad 
ebenso  wie  der  von  f{x)  kleiner  als  n  ist,  so  ist  sie  nicht  verschieden  von 
f{x)^  weil  sonst  die  Differenz  zwischen  ihr  und  f{x)  mehr  Wurzeln  haben 
w^ürde  als  der  Grad  angibt.     Folglich  ist 


g{x)      X  — «'« —  ß  'oj  — X 

Gehen  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Fall  über,  wo  g(x)  =  (x  —  «XC«  —  ß)*--- 
=>  (x  —  ayg>(x)  und  9>(a)  +  0  ist.     Bei  beliebigem  a^  ist  identisch 

f(^)  ^      «r        ,   f(x)  —  a^ip(x) 
g(x)  ^  {x—-  af   '    (x  —  €iYfp{x)  ' 

Man  kann  aber  die  Zahl  a^  derart  fixieren,  daß  f—a^g>  durch  x  —  oc 
teilbar  wird,  wozu  notwendig  ist  /*(«)  —  öy^C«)  =  0,  d.  h. 

Nennt  man  alsdann  f^  und  g^  die  Quotienten  von  f  —  a^<p  und  von  g 
durch  x  —  €ij  so  hat  man 

f(x)  ^      g^  f^(x) 

g{x)'^  (X'^af'^  gi(x) 

f 
und  wird  dazu  geführt,  den  Bruch  —  zu  zerlegen.    Derselbe  ist  einfacher 

9i 

als  — ,  da  die  Ordnung  von  a  als  Wurzel  des  Nenners  auf  r  —  1  er- 
niedrigt isi  Denkt  man  sich  die  früheren  Betrachtungen  wiederholt,  so 
kann  man  ohne  weiteres  schreiben 


390  V,  1.    Existenz  und  Zählung  der  Wurzeln.  §§  460—461 

wo 

ist.     So  geht  es  fort,  bis  man  zu 

gelangt,  wo  ^r(^)   oder  (p(x)  nicht  mehr  die  Wurzel  a  hat.     Geht  man 

jetzt  zur  Belarachtung   der  Wurzel  ß  und  dann  der  Reihe   nach   zn   den 

andern  Wurzeln  über,  so  sieht  man,  daß  man  schließlich  zu  der  Formel 
gelangen  wird 


(14) 


|jr(a5)       xc  —  et       («  —  «)'  (a5  —  a)** 


welche  sich  fftr  r  —  s  =  •  •  •  =  1  auf  (13)  reduziert.  Die  Koeffizienten 
haben  komplizierte  Ausdrücke,  die  wir  in  kurzem  finden  werden.  Aber  von 
diesen  Ausdrücken  macht  man  beim  praktischen  Bechnen  selten  Gebrauch, 
wo  man,  nachdem  es  einmal  gelungen  ist  die  Möglichkeit  einer  Darstellung 
des  Bruches  in  der  Form  (14)  zu  konstatieren,  lieber  zur  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten  seine  Zuflucht  ninmit. 

461.    Gewöhnlich  hat  der  gegebene  Bruch  reelle  Koeffizienten,  imd 

es  ist  aus  Gründen,  die  wir  später  werden  einsehen  können,  zweckmäßig 

ihn  in  Bräche  zu  zerlegen,  welche  ebenfalls  reelle  Koeffizienten  haben.    Zu 

diesem  Zweck  läßt  man  die  Linearfaktoren  von  ^,  welche  zwei  konjugiert 

imaginären  Wurzeln  a  und  a  entsprechen,  vereinigt  (vgl.  §  450,  d)  in  dem 

Produkte  x^  -\-  px  -\-  q  mit  reellen  Koeffizienten.    Da  (§  447)  die  Zahlen, 

f  - 

welche  man  erhält,  wenn  man  in  —7  einmal  a,  das  andere  Mal  a  einführt, 

konjugiert  sind,  so  werden  die  genannten  Wurzeln  in  der  Formel  (13)  zu 
der  Sunune 

M      ,      fn  ax  -\-  h 


X  —  a       X  —  a        x^'\-px-\-q 

Veranlassung  geben,  wo  nun  auch  a  und  h  reell  sind,  da  a  =»  m  -f-  Äi, 
&  =  —  (mä  -^  ma)  ist.  Gehen  wir  jetzt  zu  dem  Falle  vielfacher  Wurzeln 
über,  so  werde  gesetzt  g{x)  ^  {s? -\- px '\- qy^{x)  und  bemerkt,  daß 
man  in  der  Identität 

f{x)  _        ux  +  h  f(x)  —  (ax  +  h)q>(x) 

p(a;)  ™  (oj'+paj  +  g)'*  "^  (x^+px  +  qfq>{x) 

über  die  Konstanten  a  und  h  derart  verfügen  kann,  daß  /*—  (ax  +  b)^ 

durch  ic'  +  jpo;  +  g  teilbar  wird.     Es  genügt  m  =  -^-j-r  zu  berechnen  und 

acc  -\-  h  =  m^  aä  +  b  ^m  zu  setzen,  woraus  reelle  Werte  für  a  und  ö 
hervorgehen.  Fährt  man  so  fort  wie  im  vorigen  Paragraphen,  so  sieht 
man,  daß  jedes  Paar  von  konjugierten  imaginären  Wurzeln  bei  der  Zer- 
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legtmg  von  —  in  einfache  Brüche  zu  einer   Summe  von  folgender  Form 
Veranlassung  gibt: 


462.  Wir  wollen  jetzt  die  Frage  des  §  460  noch  einmal  und  auf 
andere  Weise  behandeln,  um  auch  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  Koeffi- 
zienten zu  finden.  Nehmen  wir  an,  g  gestatte  v  verschiedene  Wurzeln 
^j  ßy  h  -  '  '  •>  ^  ^^^  ^^^  bezüglichen  Ordnungen  r,  5,  ^,  .  .  . ,  Ä;,  so  daß 

g{x)  ^(x-  ay(x  -  py{x  -  y)' ...  (a;  -  X)* 

ist.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

9.-i{^)  =  («  -  A)*. 

Da  g^  für  x  =  cir  nicht  verschwindet,  so  kann  man  bei  der  Division  von 
f  durch  g^  den  Quotienten  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  ordnen. 
Der  Grad  von  f  ist  kleiner  als  n,  der  von  g^  ist  n  —  r,  und  es  wird 
daher,  nachdem  man  r  Glieder  erhalten  hat,  so  daß 


(15) 


»r  +  «r-lC'"  —  «)  +  «,-»(a;  —  «y  + 


ist,  der  Grad*  von  f^  kleiner  ausfallen  als  n  —  r.  Ebenso  erhält  man, 
wenn  man  f^  durch  g^  dividiert,  welches  den  Grad  n  —  r  —  s  hat,  nach 
s  Gliedern 

(16)  (    |S  =  ^'  +  ^-(^-«  +  ^-(^-^)*  +  --- 

wo  /)  einen  Grad  hat,  der  kleiner  als  n  —  r  ~  s  ist.  Fährt  man  so  fort, 
so  gelangt  man  zu  einer  Funktion  fy_,i^  deren  Grad  nicht  größer  als  X;—  1 
ist,  und  man  kann  schreiben 

Jetzt  dividiere  man  (15)  durch  (x  —  «)'',  femer  (16)  durch  (x  —  ß)*  u.  s.  w., 
endlich  die  letzte  Gleichung  durch  (x  —  ly.  Man  findet  auf  solche  Weise 
durch  Summaüon  die  Formel  (14)  wieder.  Es  geht  überdies  aus  dem 
zur  Aufstellung  der  Gleichung  (15)  eingeschlagenen  Verfahren  hervor,  daß 
a^j  Ar-19  ^r-s)  *  ' '  ^®  ^  ersten  Koeffizienten  in  der  Beihenentwickelung 
der  Funktion 

nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  sind.     Nun  hat  man 
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und  die  Multiplikation  der  Reihen 

muß  die  Reihe  liefern 

Es  wird  also,  wenn  man  identifiziert, 

1     ■""'-»     r!      ■'■    »-(r+l)! 

(17)       i    r'(«)  _  „       />(ji    ,    „       ?^*>(«)    .    ,  /^*>(«) 
1.2-"''-«     r!      ■^"'•-1  (♦•  +  1)1    "*"    '■(»•+2)! 


(r_i)!        "1     r!      ^"«(r  +  1)!    ^         ^**'-(2r— 1)! 

Aus  diesem  System  linearer  Gleichnngen  leitet  man  der  Reihe  nach  die 
Werte  der  Koeffizienten  a^,  ^r-D  ^r-s«  *  *  -  ^^)  femer  ergehen  sich  aus 
dem  analogen  zur  Wurzel  ß  gehörigen  System  die  Werte  von  &,,  ^,-n 
5^_2)  ■  *  *  *  ^  ^^^  ^^^  ^^^  dieselben  die  ersten  5  Koeffizienten  in  der 
Reihenentwickelung  der  Funktion 

ü  -  (-  «•  J-l  -  (» -  wj-l,  -(.-  pyH') 

nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  ß.  Dabei  stellt  A  (x)  eine  rationale 
Funktion  dar,  die  für  x  =  ß  endlich  bleibt  und  sich  daher  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  —  ß  entwickeln  l&ßt.  Da  nun  aber  die  Entwickelung  von 
(pc  —  ßyh^x)  nur  die  Potenzen  von  der  5-ten  aufwärts  enthält,  so  sieht 
man,  dafi  &,,  &«.i,  ^«_S9  •  •  •  ^^^^  ^^  ^  ersten  Koeffizienten  in  der  Ent- 

Wickelung  von  (x  —  ß)*  -—4  sind  und  daher  dem   System  (17)  genügen, 

in  welchem  a  und  r  in  ^  und  8  zu  verwandeln  sind.  Entsprechendes  gilt 
von  Cp  Cf_ij  c<_2»  •  •  •  ii-  8.  w.  Zu  einer  allgemeineren  Formel  als  (14) 
gelangt  man  durch  analoge  Betrachtungen,  wenn  man  von  irgend  einer 
Zerlegung  von  g  m  ein  Produkt  ganzer  Funktionen  ausgeht,  die  paarweise 
relativ  prim  sind: 

^(aj)-9''(a;)x*(a?)t'(«)  .•• 

Auf  solche  Weise  findet  man 

f(x)  ^  yyf  ai(a?)   ,    q,(a?)    .  ,    «r(g)  \ 

g(x)       ^  l  fp(x)  "^  9«(a;)  -^  "  "^  ^'•(x)  J  ' 

wobei  a^,  b^,  ...  passende  ganze  Funktionen  bezeichnen,  deren  Grade  be- 
züglich kleiner  sind  als  die  Grade  von  <p,  %j  ...  Aus  dieser  Formel 
folgt  insbesondere,  wenn  man  sich  an  die  Schlußbemerkung  in  §  450  er- 
innert, die  im  vorigen  Paragraphen  angegebene  Zerlegung  in  Brüche  mit 
linearen  oder  quadratischen  Nennern,  deren  Koeffizienten  reell  sind. 
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463.  Eine  andere  nützliche  Anwendung  der  Formel  (8)  ist  die  Ent- 
wickelung  von  sinrc  und  coso;  in  unendliclie  Produkte.  Wir  gehen  aus 
Yon  der  in  §  393  bewiesenen  Formel 

srnmO  «  -^cos—iff  sin«  -  ^(^--^)(*;>-^)  cos«-»ö  sin'Ö  +  ••  •• 

m    sei    eine    ungerade    Zahl    2  n  +  1  f    und  es   werde   gesetzt  mO  ^  Xj 
sin*  0  ^  z.     Wir  können  der  obigen  Gleichung  die  Form  geben 


smo; 


=  (1  ^  ,)n  _  2H(2n-£) ^  (1  __  ^)n.  1  +  .  .  . . 


(2n+l)8in— 4-T  * 

Die  rechte  Seite  ist  eine  ganze  Funktion  von  z  vom  Grade  n.  Zerlegen 
wir  sie  in  ihre  Linearfaktoren,  nachdem  wir  bemerkt  haben,  da£  das  un- 
abhängige Glied  1  ist: 

sino; 


(2n+l)8in 


X  \         «i/  \         «,/  "     \         aj 


2n+l 


Die  Wurzeln  a  berechnet  man,  indem  man  diejenigen  Werte  von  x  auf- 
sucht, welche  den  Zähler  sina;  zum  Verschwinden  bringen,  mit  Ausschloß 
des  Wertes  a?  =  0,  der  auch  den  Nenner  zu  Null  macht.  Für  a?=»nj,  2^, 
3 » ,  ...  ergeben  sich  die  Wurzelwerte : 

.      off  .      a  olt  .      A  fl7t 


2n-fl'     "«       ""*  2n-f  1'    *••'    ^^       ""*2n+l 
Also  ist 


smx 


(18) 


(2«-|-  1)  sin 


•       m  X  \  /  ,       m  X  \  /  m       m  X 

Bin'  ■=. — T—T  \    I  am'  - — :-—  \  /  sm' 


_li VLtl\     1 !ü±i    ...     1-      '"+* 


.    .         ff  11  .    «       äff        f  I  .    •       raff 

am'  r — r— r  /    \  sm*  - — r-^  /  \  sm' 


2«+l/     \                2w+l/  \                2n+l, 

Nach  Fixierung  von  x  sei  v  eine  beliebige  ganze  Zahl,  die  nicht  kleiner 

X 

ist  als  das  größte  in    —    enthaltene  Ganze,  und  man  wähle  n  >  v.    Die 

ff 

Faktoren,  welche  in  dem  Prodjikte  (18)   auf  den  v-ten  folgen,  sind  alle 

zwischen  0  und  1   enthalten,   und  ihr  Produkt,  welches  kleiner  als  die 

Einheit  ist,  ist  größer  (§  155)  als 

am"  - — T—T        sin"  - — r-r  sm' 


^    ^  I    .  ^{v  +  l)n^    .  ,(i;  +  2)ff  ^  ^    .  ,      nff 

""^    2w-f  1        *"^    2n+l  ®™   2n  +  l 

Nun  bemerke  man  folgendes:  Wenn  0  dem  absoluten  Betrage  nach  von 

ff 
O  bis  Y   variiert,   wie   es   bei    allen    Bogen,   die   in   dem   vorstehenden 
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Bin  A  9 

Ausdruck  auftreten,  der  Fall  ijst,  so  nimmt  — ^  von  1  bis  —  ab,  sodaß 
man  hat 

^<8in«e<e». 
Also  ist  die  Größe  in  Klammem  in  dem  Ausdruck  (19)  sicherlich  kleiner  als 

x^  ^  i_  ^  ?!  ^       ^        _  ^ 

T^  r»"^T^  r(r— 1)""  4v' 

und  der  Ausdruck  selbst  l&ßt  sich  daher,  weil  er  zwischen  1  und  1  ~  7- 
enthalten  ist,  auf  die  Form  1  —  —  bringen,  wo  i  eine  (mit  x,  «,  v  ver- 
änderliche) Zahl  bedeutet,  die  zwischen  0  und  1  liegt.  Jetzt  können  wir 
der  rechten  Seite  von  (18)  die  Form  geben 

am"  - — r—r  \  /  8m'  - — :-—  \  /  sm' 


1 r^^^iii-     *-+^ 


sm*  - — :--  /  \         gm 


1 !^H^    (i_^). 

•   •      vn      I  \  4fr/ 


2« 

2»+l/     V  2n  +  l/  \  2n  +  l 


Dies   vorausgeschickt   wollen   wir   v   fixieren    und  n   ins    Unendliche    zu- 
nehmen lassen.     Offenbar  ist 

X 


em 


lim  (2n  4-  1)  sin  - — r-r  =  X ,     lim X_  --  — 


am 


2n+l 


fOr  jeden  Wert  von  r.     Was  den  letzten  Faktor  anbetrifft,  in  welchem 
nur  t  variiert,  so  muß  er  einem  Grenzwert  zustreben,  da  er  der  Quotient 

einer  Größe  mit  dem  Grenzwert  durch    eine    andere    ist,    die    sich 

X  ' 

einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwert  nähert     t  hat  also  einen  Grenz- 
wert 0,  der  notwendig  zwischen  0  und  1  enthalten  ist.     Folglich  ist 


^-'S) 


™'-*('-S)('-Ä)  ■•■('- Ä)( 

Läßt  man  endlich  v  ins  Unendliche  zunehmen,  so  kommt 
(20)  sin.  =  .(l-|;)(l-^)(l-^j,).... 

Analoge  Betrachtungen   würden  erlauben  die  Entwickelung  von  cos  r   zu 
erhalten.     Es  ist  aber  einfacher,  sich  der  Gleichung 

sin  2  a; 

COSOJ  =-  ;r-^ — 

2  Brno; 

zu  bedienen,  welche  mit  Hilfe  der  vorigen  Formel  liefert 
Diese  beiden  Formeln  verdankt  man  Euler. 
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464.    Wir  wollen   zum  Schluß   auf  einige    der   wichtigsten   Folge- 
rungen der  letzten  Formeln  hinweisen. 

a)  Pflr  a;  —  Y  Kefert  die  Formel  (20) 

|-('-T)('-ä)('-ä)('-H)('-i5ö)- 

Der  allgemeine  Faktor  dieses  Produktes  läßt  sich  folgendermaßen  schreiben: 

1 2n  — 1     2n+l 

4n""~      2n      '      2n     ' 
Also  ist 

2  ""TT*  8  "b  ~b'  7  'yyy*'* 

Dies  ist  die  Formel  von  Wallis. 

b)  Frflher  (§  221)  haben  wir  gefunden 

1  9 

(22)  n\^an      «e        *»". 

Jetzt  erlaubt  uns  die  Formel  von  Wallis  die  Konstante  a  zu  bestimmen. 
In  der  Tat  kann  man  schreiben 


»  __ -.      _z^     z       4  2n  ..        1    /     2-4-6- -^n     \' 

—  —  um  —  •  —  •  Y  -  •  •  27^1  ="^  2w  VlSÖ.  .(21»— 1)/  ' 


«,.22 

»=00    *         "         -  - '•         -         ns=ao 

Aindererseits  erhält  man  unter  Anwendung  der  Formel  (22) 

2   4-6      -211       _  (2-46    -^n)'  _  4"  (n !)«  ^     -■  An^   ~f^ 
135    ••(2n— 1)  ""  l-2.3.4-.2n'"    (2n)!    "^^K  Y^ 

wo  0  und  ff  zwischen  0  und  1  enthalten  sind.     Also  ist 

19-9' 


11=00 

und  endlich  a^Y  2ic. 

c)   Nimmt  man  die  Logarithmen  der  beiden  Seiten  von   (20)    und 
deriyiert  dann,  so  erhält  man 

(23)  cot*  =  l-(-J^-,  +  -4i_,  +  _l^+...). 

^      ^  X        \«'  — rc'    '    4w*  — ä'   '    9«"— «*   '         / 

Diese    Entwickelung   ist   legitim,   da    (§323;    §  319,  a)    die    Reihe   in 
Klammem  gleichmäßig  konvergiert.     Man  bemerke,  daß  man  wegen 

2g  1 1 

n*«'  —  X*       nn  —  x      n«-\-x 
auch  schreiben  kann 

00 

cotrc«  ^ 

^U  X —  nn 


—  00 


Auf  diese  Weise  sind  die  Werte  von  x  in  Evidenz  gesetzt,  welche  die 
Funktion  coto;  unendlich  machen,  ebenso  wie  die  Fomieln  (20)  und  (21) 
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diejenigen   Werte   in  Evidenz  setzen,  welche  sino;   und  coso;   zum    Ver- 
schwinden bringen. 

d)  Die  Formel  (23)  hat  eine  wichtige  Anwendung.     Sie  gestattet  die 
Summe 

^^  ^^  4P 


für   alle   geraden  Werte  von  p  zu  berechnen.     In  der  Tat  leitet  man 
aus  (23)  ab 

OO  OD 

1  1 

oder  ' 

Andererseits  ist  bekanntlich  (§  353) 

X  cot  a?  =  1  —  I  — = ~ . . .  I . 

\     2!  4!        ^        6!  / 

Aus  der  Vergleichung  ergibt  sich  die  Formel 

"^  2**"        S***        4*''  1  •  2  •  8 .    .  2|)  ' 

die  wir  frfiher  (§  365,  a)  auf  anderem  Wege  erhalten  haben. 

e)  Zu  den  Eigenschaften  der  Funktion  F,  die  in  §  252  bewiesen 
worden  sind,  sind  wir  jetzt  in  der  Lage  eine  neue,  sehr  wichtige  hinzu- 
zufElgen.     Die  Formel  von  WeierstraB  gibt  sofort 

1 TTT  /    x^\       singrx 

r(i+x)rii^x)'~  11  V     n^)'^~l^x~' 

1 

mithin 

r(x)  r(l  -  aj)  : 


smaro? 


Insbesondere  ist  r^{^)  =»  7t  j  woraus  folgt  r(^)  «  j/ör. 


8]riniii6trlBohe  Fnnktionen  nnd  mehrwertige  FnnktiOBeii. 

466*  Symmetrisohe  Funktionen.  Eine  Funktion  von  n  Veränder- 
lichen a^y  cc^,  ...;  a^  heißt  symmetrisch,  wenn  sie  ihrer  Form 
nach  ungeändert  bleibt  bei  jeder  Yertauschung  der  Veränderlichen. 
Es  sind  z.  B.  symmetrisch  die  Summen  c^  aller  möglichen  Produkte 
von  je  p  der  Veränderlichen^  d.  L 


466—466     Symmetrische  Fimktioiien  nnd  mehrwertige  Funktionen.  397 

Dies  sind  die  elementaren  symmetrischen  Fnnkticmen.  Setzt 
man^  was  immer  möglich  ist; 

so  erhält  man,  indem  man  die  rechte  Seite  entwickelt  und  dann 
identifiziert,  die  Relationen 

welche  festzuhalten  sind.  Insbesondere  vergesse  man  nicht,  daß  bei 
jeder  algebraischen  Gleichung  die  Summe  der  Wurzeln  gleich 
dem  Koeffizienten  des  zweiten  Gliedes  ist,  dividiert  durch 
den  des  ersten  Oliedes  ]and  mit  dem  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen versehen.    Wichtig  sind  auch  die  symmetrischen  Funktionen 

spezielle  Falle  der  Funktionen 

(24)  ^«i^^ajAogÄ  . . .  a/i', 

welche  man  erhalt^  indem  man  alle  Veränderlichen  auf  alle  mög- 
lichen Arten  vertauscht.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  diese  letzten 
Funktionen,  wenn  man  sie  miteinander  linear  kombiniert,  alle  ganzen 
symmetrischen  Funktionen  liefern,  die  man  sich  denken  kann. 

466*  Formel  von  Girard.  Deriviert  man  die  ganze  Funktion 
f{x),  nachdem  man  sie  in  ihre  Linearfaktoren  zerlegt  hat,  so  er- 
hält man 


Nun  hat  man  fQr  I  x  1  >  I  a 


1         a        a* 

"^  II    \    "la  "T  ~i  "T 


X  —  a        X    '   X'    '   X* 

Wählt  man  also  x  seinem  Modul  nach  größer  als  aUe  a,  so  ist 
d.  h.  es  besteht  die  Identität 

=  »-(n-l)5-  +  («-2)J...... 

Die  Beihen  sind  hier  unendlich,  wenn  man  übereinkommt  c^  =  0  zu 
setzen,  sobald  p  größer  ist  als  n.  Vergleicht  man  miteinander  die 
Koeffizienten  von  x"'*,  so  erhält  man 
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oder 

Dies  ist  die  Formel  von  Girard^),  welche  gestattet  durch  successive 
Rechnungen  die  s  und  die  c  als  ganze  rationale  Funktionen  voneinander 
auszudrücken.    Man  findet  dabei  die  Relationen 

5g  =  CjL         2C|,  Cg  =  yC^i         Sj) 

«8  =  Ci»  -  SCiC,  +  3^3,  c,  =  i(si'  —  Ssi^s  +  2Sj), 

467,    Formeln  von  Waring.     Zu  denselben  Relationen  gelangt 
man  direkt^  wenn  man  von  der  Identi1»t  ausgeht 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

SO  ergibt  sich  aus  der  vorigen  Gleichung,  wenn  man  die  Logarithmen 
ihrer  beiden  Seiten  nimmt  und  bekannte  Entwickelungen  (§  332,  a,  c) 
anwendet 

(26)  V  =  —  log(l  —  w)  =  «  +  lu>  +  !«•  +  •  •  •, 

vorausgesetzt,  daß  \x  groß  genug  ist,  um  |u{  <  1  zu  machen;  dies 
ist  immer  möglich,  da  u  mit  unendlich  zunehmendem  x  nach  Null 
konvergiert.     Umgekehrt  ist 

(26)  „»i_«-.  =  |__?L  +  _^_.... 

Bezeichnen  wir  nun  mit 

p 

die  Summe  aller  Produkte  «i,«i,«^  ...  £^,  in  welchen  die  iifi^fi^,"-}  V 

als  positive  ganze  Zahlen  vorausgesetzt  werden,  die  gleich  oder  un- 
gleich sind  und  die  Summe  p  haben.     Setzen  wir  mit  andern  Worten 

18  P 

p  p  p 

Dies  vorausgeschickt  braucht  man  nur  die  Koeffizienten  von  x^^  in 


1)  Ein  geistreicher  anschaulicher  Beweis  findet  sich  bei  Lucas  „Theorie 
des  nombres^*  (p. 
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den  Relationen  (25)  nnd  (26)   miteinander  zu  vergleichen,  um   die 
Formeln  von  Waring  zu  erhalten: 


p 


-K^sc).  .-K^si). 


468,  Theorem.  Jede  ganze  symmetrische  Funktion  ist 
eine  ganze  rationale  Funktion  der  elementaren  symme- 
trischen Funktionen. 

Dieses  wichtige  Theorem  haben  wir  bereits  bewiesen  fOr  die 
Funktionen  s^,  8^,  s^,  . . .,  d.  h.  fftr  die  Funktionen  vom  Typus  (24) 
in  dem  speziellen  Falle  t^ »  1.  Es  genügt  also  zu  zeigen,  daß  es 
f&r  einen  gegebenen  Wert  von  v  gilt,  wenn  es  fOr  jeden  kleineren 
Wert  richtig  ist.  Führt  man  nun  bei  der  Funktion  (24)  eine  erste 
Summation  ans,  so  ^t  sich  dieselbe  folgendermaßen  schreiben: 

—  ^a^^aj^-^Py  . . .  afl"! ^^^^h^  •  •  •  aflT^"*"^^ 

Die  Funktionen,  welche  auf  der  rechten  Seite  aufbreten,  sind  alle  vom 
Typus  (24),  abgesehen  von  der  Verwandlung  von  v  m  v  —  \  oder  in  1. 
Sie  lassen  sich  daher  als  ganze  rationale  Funktionen  der  elementaren 
symmetrischen  Funktionen  ausdrücken,  und  das  Gleiche  läßt  sich  also 
von  der  linken  Seite  behaupten.  Faktisch  setzt  die  vorstehende  Um- 
formimg  voraus,  daß  die  Exponenten  p  alle  verschieden  seien;  aber 
wenn  es  passiert,  daß  zwei  oder  mehr  Exponenten  einander  gleich 
Bind,  so  sind  die  Reduktionen,  die  man  dann  Erhalt,  nicht  derart, 
daß  sie  das  Theorem  zu  Falle  bringen.  Es  genügt  femer,  sich  die  s 
durch  die  entsprechenden  Ausdrücke  in  den  c  ersetzt  zu  denken,  um 
sich  von  der  Richtigkeit  des  ausgesprochenen  Satzes  zu  überzeugen. 

469.  Hier  einige  Beispiele.    Die  Funktion  (24)  ist  für  v  »  2  gleich 

^aift(«jA  +  ajA  +  .  .  .  +  a^A)  =  ^«^^(«^  -  «1^). 
Also  ist 

(27)  -5'«i''«,''-Vft-*ft+ft? 

wenn  aber  Px^p^^^p  ist,  so  ist  jedes  Glied  zweimal  gerechnet,  und 
man  muß  daher  das,  was  aus  dem  Ausdruck  (27)  wird,  auf  die  Hälfte 
reduzieren: 

Ebenso  ist 

Benutzt  man  jetzt  (27),  so  kann  man  für  den  letzten  Ausdruck  schreiben 
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*a(^A*ä  "~  *A+a)  "^  (^A+A^A  "~  *ä+A+a)  ""  (*A*A+A  ""  ^A  +  ft+ft)- 

Also  wird 

(28)      ^^V^^^Aer^ft  =  5^5^5^  -  (^^^^^^  +  s^s^^^  +  s^s^^J 

aber,  wenn  Pi^^p^—p^  ist, 

^<V«5^  -  i  (^  -  35^5,^  +  25,^). 

470,  Bei  der  praktischen  Rechnung  ist  es  zweckmäßig,  den  Um- 
weg über  die  Funktionen  s  zu  yermeiden^  und  dieses  Ziel  erreicht 
man,  wenn  man  sich  von  der  Betrachtung  des  Gewichts  und  des 
Grades  des  gesuchten  Ausdrucks  leiten  läßt.  In  den  Gliedern  dieses 
Ausdrucks  können  nicht  mehr  als  p  Faktoren  c  Torkommen,  wenn  p 
der  größte  Exponent  in  der  Funktion  (24)  ist;  denn  jedes  c  ist  vom 
ersten  Grade  in  jedem  a.  Dagegen  ist  der  Grad  eines  jeden  c  in 
allen  Veränderlichen  genau  gleich  seinem  Index,  und  das  Gewicht 
des  gesuchten  Ausdrucks  muß  daher  gleich  der  Totalanzahl  der  gleichen 
oder  ungleichen  Veränderlichen  sein^  die  in  jedem  Gliede  von  (24) 
vorkommen,  d.  h.  gleich  ft  +  J?2  H V  p^  sein.  Es  werde  z.  B.  rerlajigt, 

durch  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  auszudrücken.  Die 
Formel  (28)  gibt  sofort 

Aber  man  müßte  jetzt  noch  alle  s  durch  ihre  Ausdrücke  in  den  c 
ersetzen,  und  die  auszuführende  Rechnung  mre  zu  lang,  und  ihr  Re- 
sultat ließe  sich  nicht  leicht  yenfizieren.  Dagegen  gestatten  die  vor- 
hin gemachten  Bemerkungen  sofort  zu  schreiben 

Man  bestimmt  dann  die  numerischen  Eonstanten  k,  indem  man  diese 
Gleichung  sieben  Mal  schreibt  für  sieben  beliebig  gewählte  spezielle 
Fälle.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  im  allgemeinen  zur  Aufstellung 
eines  Systems  von  linearen  Gleichungen,  welches  die  Werte  der  k 
liefert.    Im  vorliegenden  Falle  erhält  man^) 

471,  Bereohnung  der  Diskiüninante.  Von  großem  Interesse  ist 
die  symmetrische  Funktion 

^ = («1  -  ^Yi^  -  «8)*(«8  -«»)*•••  («—1  -  «J^ 

1)  Man  hat  Tafeln  der  symmetrischen  Funktionen  bis  znm  dreixehnten 
Grade  konstroiert,  wo  man  ihre  Ausdrücke  durch  die  elementaren  Funktionen 
findet.  Siehe  die  ,,Algebra  der  linearen  Transformationen'^  von  Salmon- 
Fiedler  (2.  Aufl.,  S.  444). 
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welche  man  die  Diskriminante  (§  33,  b)  der  Zahlen  c^,  cc^j , . . ,  a^ 
nennt.  Da  ihr  Verschwinden  notwendig  nnd  hinreichend  för  die 
Gleichheit  zwischen  zwei  oder  mehr  Größen  a  ist^  so  ist  klar  (§  457), 
daß  die  Diskriminante  einer  algebraischen  Gleichung  sich  von  der 
Diskriminante  ihrer  Wurzeln  nur  um  einen  konstanten  Faktor  unter- 
scheiden kann.  Wir  haben  also  eine  neue  Methode  für  die  Berech- 
nung der  Diskriminante  einer  gegebenen  Gleichung.  Die  Diskrimi- 
nante der  Gleichung  dritten  Grades 

a:*  —  c^üi^  +  c^x  —  €5  =  0 
ist  z.  B. 

wenn  0^,  cc^,  cc^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind.  Um  dieselbe 
durch  die  c  auszudrücken,  wollen  wir  die  im  vorigen  Paragraphen 
auseinandergesetzte  Methode  anwenden.  Beachten  wir,  daß  jedes  a  in 
der  Entwickelung  von  jd  im  yierten  Grade  vorkommt,  daß  jedes 
Glied  der  Entwickelung  aus  sechs  Faktoren  besteht,  die  gleich  oder 
ungleich  sind,  und  endlich,  daß  c^^O  ist,  wenn  p  größer  als  3  ist, 
so  müssen  wir  vor  aUem  die  Zerlegungen  von  6  in  Summen  von  vier 
ganzen  Zahlen  aufsuchen,  die  zwischen  0  und  3  einschließlich  ent- 
halten sind.     Es  sind  dies  folgende: 

0  +  0-f3  +  3,     H-l  +  2-f2,    0  +  2  +  2  +  2,     l-|-l-fl  +  3, 

04-  1  +  2  +  3. 

Jetzt  können  wir  sofort  setzen 

Um  die  k  zu  bestimmen,  erteilen  wir  den  a  verschiedene  Systeme  von 
Werten.  Zunächst  bemerken  wir,  daß  für  a,  =  0  die  vorstehende 
Gleichung  in 

übergeht.  Es  ist  also  \^  1,  Äj  =  —  4.  Nehmen  wir  femer  an,  die 
a  seien  gleich  den  kubischen  Einheitswurzeln^  und  beachten  wir,  daß 
o*  —  1  =  (o{(o  —  m^,   1  —  ©  =  (o^{c3  —  ©*)   ist,   so   ergibt  sich  jd  = 

(o  —  ©*)•  =  (y— -  3)*  =  —  27.  Andererseits  wird,  da  c^«  c^  =  0,  Cj  =  1 
ist,  jd  ^^Tcq,  Also  ist  2^0  »  —  27.  Setzen  wir  noch  die  a  gleich  2, 
2,  —  1,  so  daß  Cj  =  3,  e^  =»  0,  c,  =  —  4  wird,  so  finden  wir  4^0  =  27Äj, 
woraus  wir  entnehmen  X;^  =  —  4.  Setzen  wir  dagegen  die  a  gleich 
1,  1,  —  1,  sodaß  also  Ci  =  l,  (^  =  ^8  =  —  1  wird,  so  erhalten  wir 
i^  +-  *i  -  *,  -  Äj  +  *^  -  0,  also  ^4  =  18.    Mithin  ist  (vgl.  §  458) 

(29)  ^  -  -  27ci«  +  q%«  -  4c8»  -  4ci%  +  l^c^c^c^. 

Man  bemerke,  daß  in  der  Diskriminante  einer  Gleichung  n-ten  Grades 
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immer  das  Glied  —w^cj"^  auftritt.  Endlich  ist  es  zweckmäßig,  hier 
daran  zn  erinnern  (§  33^  b)^  daß  /l  sich  in  den  s  durch  das  Quadrat 
der  Yandermondeschen  Determinante  ausdrückt.  Bei  der  Gleichung 
dritten  Grades  ist 


z/  = 


^0  ^1  ^ 
^1  ^2  ^8 
^%       ^8       ^4 


=  —  053    —  58+  ^Sj^Sj  —  S^  ^4    •    *'^^4; 


ein  Ausdruck^  der  sich  mit  Hilfe  der  Formeln  am  Schlüsse  des  §  466 
auf  die  Form  (29)  reduzieren  laßt. 

472.  Die  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen  fährt  zu  einer 
Eliminationsmethode,  die  man  vom  theoretischen  Gesichtspunkte 
aus  als  die  befriedigendste  betrachten  kann.  Wenn  f  und  g  zwei 
ganze  Funktionen  sind,  welche  die  Wurzeln  c^,  o,;  .  . . ,  a«  bezw. 
ßif  ß%7 '  ' }  ßm  ^^^^y  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  daß  f  fär  eine  Wurzel  von  g  gleich  Null  wird,  das  Verschwinden 
des  Produktes  f(ßi)f(ß%)  •  .  fißf^,  welches  eine  symmetrische  Funk- 
tion der  Wurzeln  von  g  ist.  Die*  Theorie  der  symmetrischen  Funk- 
tionen lehrt  uns  das  vorstehende  Produkt  in  eine  ganze  rationale 
Funktion  der  Eoeffizienteii  der  beiden  Polynome  zu  verwandeln,  und 
man  hat  auf  diese  Weise  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  der 
Resultante.  Die  Resultante  von  f  und  g  kann  sich  also  nur  um  kon- 
stante Faktoren  von  den  Produkten 

unterscheiden.  Hiemach  ist  das  Theorem  von  Bezout  (§  443)  evi- 
dent. Bringt  man  femer,  was  immer  geschehen  kann,  die  Polynome 
auf  die  Form 

so  sieht  man  nach  dem  Obigen  sofort,  daß  die  Resultante  gleich 

JJif^i  -  ßi)  K  -  A) .  - .  K  -  /» J  -tl^^i  -  ^^ 

ist,  d.  h.  gleich  dem  Produkt  der  Differenzen  zwischen  allen  Wurzeln 
des  einen  Polynoms  und  allen  denen  des  andern. 

473.  Die  letzte  Eliminationsmethode  kann  auch  zur  Berechnung  ge- 
wisser Determinanten  dienen.     So  ist  z.  B.  die  Resultante  der  Funktionen 

af  —  1,    f{x)  ^ci^  +  a^x  +  a^x^  -\ h  CLn^"^ 

nach  der  Eulerschen  Methode 
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Addiert  man   zu   den   n  —  1    ersten  Yertikalreihen    der    Reihe    nach   die 
n  —  1   letzten,  so  erhält  man 
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Zu  dieser  Resultante  gelangt  man  sofort  mit  Hilfe  der  Methode  von  Bezout. 
Andererseits  hahen  wir  gesehen,  daß  die  gesuchte  Resultante  gleich 
f(l)f{<o)f(a^)  .  .  .  /•(«*•- 0  ist,  wo  1,  ©,  co^  .  .  .  ,  w"-i  die  n-ten  Einheits- 
wurzeln sind.  Durch  Yergleichung  leitet  man  den  Wert  der  Zirkulante 
(30)  ab  (vgl.  §  33,  c).     Z.  B.  ist 


=  (a  +  &  +  c)(a  +  a)&  +  G}^c)(a  +  al^h  +  oc). 


Führt    man    die   Multiplikation    aus    und    berücksichtigt    die    Relationen 
«  +  o)*  «  —  1  und  CO*  =*  1,  so  wird  die  rechte  Seite 

(a  +  h  +  c){a^  +  h^  +  c^-'hC'-ca  —  ah)  =  o»  +  6»  +  c*  -  Sähe. 

474*  Funktionen  mit  Ewei  oder  mehr  Werten.  Für  jedes 
System  von  Werten,  die  man  ihren  n  Yenuiderlichen  beil^t^  ist  eine 
Funktion  im  allgemeinen  fähig  nl  Werte  anzunehmen,  d.  h.  so  viele 
Werte,  als  es  Permutationen  gibt,  die  sich  mit  den  Veränderlichen 
vornehmen  lassen.  Es  versteht  sich  jedoch,  daß  die  Zahl  der  Werte 
für  spezielle  Funktionen  niedriger  sein  kann.  So  haben  z.  B.  die 
symmetrischen  Funktionen  nur  einen  Wert  für  jedes  System  von 
Werten,  die  den  Veränderlichen  beigelegt  werden,  und  man  kann 
leicht  zeigen^),  daß  diese  Eigenschaft  jene  Funktionen  charakterisiert. 


1)  Siehe  die  „Subatitutionentheorie"  von  Netto,  S.  1. 
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Die  Determinante  von  Yandermonde  (§  27,  d;  §  471)  oder  Y^  ^^^ 
nur  imstande  zwei  Werte  anzunehmen,  da  sie  bei  jeder  Transposition 
zweier  Veränderlicher  nur  ihr  Zeichen  ändert,  so  daß  jede  gerade 
Substitution  sie  ungeändert  läßt,  während  eine  ungerade  Substitution 
sie  in  —^^  verwandelt.  Die  Funktionen,  welche  wie  j/z/  nur  zweier 
Werte  fähig  sind,  die  sich  nur  im  Vorzeichen  unterscheiden,  heißen 
alternierend. 

475«  Die  allgemeine  Form  der  alternierenden  Funktionen 
ist  €r)/-i:/,  wo  g  eine  symmetrische  Funktion  bezeichnet.  Es 
gibt  mindestens  eine  Transposition,  welche  die  gegebene  Funktion  ^> 
in  —  9  verwandelt.  Sonst  bliebe  9?  überhaupt  bei  jeder  Substitution 
(§  5)  ungeändert,  wäre  also  symmetrisch,  (a^a^)  sei  die  Transposition 
um  welche  es  sich  handelt.  Sie  bringt  keine  Änderung  in  tp  mit 
sich,  wenn  a^  =  a^  isi^  und  es  muß  daher  unter  dieser  Voraussetzung 
9  =  —  9>  sein,  d.  h.  9  muß  gleichzeitig  mit  a,.  —  a^  verschwinden. 
Daraus  folgt,  daß  die  Funktion  9,  die  wir  in  dieser  ganzen  Theorie 
als  ganz  und  rational  in  jeder  ihrer  Veränderlichen  voraussetzen,  durch 
«1  -—  «y  teilbar  ist,  mithin. 9*  teilbar  durch  {a^  —  a^)'.  Aber  die  Funk- 
tion 9*,  die  offenbar  symmetrisch  ist,  kann  nicht  den  Faktor  («^  —  aus- 
zulassen, ohne  gleichzeitig  alle  anderen  analogen  Faktoren  zu  besitzen. 

Sie  ist  also  teilbar  durch  A^  mithin  9  teilbar  durch  }/z/.  Es  sei  v 
der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  V^;  welche  in  9  enthalten 
ist.     Wenn  v  gerade  wäre,  so  wäre  der  Quotient  von  9  durch   die 

symmetrische   Funktion   (V^*^   eine   alternierende   Funktion,   und  9? 

müßte  also  noch  andere  Faktoren  "j/^  enthalten  gegen  die  Voraus- 
setzung. Also  muß  V  eine  ungerade  Zahl  2Ä;  -f-  1  sein  und  der  Quo- 
tient von  9  durch  (y^^  ist  notwendig  eine  S3rmmetrische  Funktion  g'. 
Man  kann  daher  setzen 

wenn  man  mit  g  die  symmetrische  Funktion  g'zi*  bezeichnet.  Man 
bemerke    endlich,   daß   die   Substitutionen,   für   welche  q>  ungeändert 

bleibt,  dieselben  sind,  die  Y^  ungeändert  lassen,  d.  h.  die  geraden 
Substitutionen.    Dies  hätte  man  a  priori  nicht  behaupten  können. 

476.  Die  allgemeine  Form  der  zweiwertigen  Funktionen 

ist  ^x'^^iY^y  ^^  ^1  ^^^  S^2  symmetrische  Funktionen  dar- 
stellen. 9?!  und  9)g  seien  die  beiden  Werte  der  Funktion.  Jede 
Substitution,  die  man  mit  den  Veränderlichen  vornimmt,  läßt  immer 
9i  von  92  verschieden,  da  man  mit  einer  solchen  Substitution  nur 
eine  andere  Benennung  der  Veränderlichen  bewirkt.  Daraus  folgt, 
daß  jede  beliebige  Substitution  entweder  9^  und  q>^  beide  ungeändert 
läßt   oder   sie   miteinander   vertauscht.     Also    ist   ^^  -f-  qp^   ^^^®  sym- 
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metrische  Funktion,  während  (p^  —  g>^  alternierend  ist.    Daraus  ergibt 
sich,  daß  man  setzen  kann 

9>i  +  9),  =  2^1,     91-92  =  2^,]/^, 
mithin 

477.  Die  Funktionen,  welche  bei  jeder  geraden  Sub- 
stitution oder  bei  jeder  zirkulären  Substitution  zwischen 
drei  Veränderlichen  ungeändert  bleiben,  haben  nicht  mehr 
als  zwei  Werte.  Zunächst  bemerke  man,  daß  eine  Funktion,  wenn 
sie  bei  jeder  zirkulären  Substitution  in  drei  Veränderlichen  sich  nicht 
ändert,  auch  bei  jeder  geraden  Substitution  ungeändert  bleibt  (§  10). 
Wenn  die  Funktion  nun,  außer  den  Werten  g)^  und  q>^  noch  einen 
dritten  Wert  q)^  hätte,  so  sind  die  Substitutionen,  die  g)^  in  q>^  und 
<P2  in  93  verwandebi,  notwendig  ungerade  und  zusammengenommen 
mit  einer  geraden  Substitution  äquivalent.  Es  könnte  sich  also  un- 
möglich 9P3  von  g)^  unterscheiden.  Das  Theorem  läßt  sich  leicht  aus- 
dehnen auf  Funktionen,  die  bei  jeder  zirkulären  Substitution  in  einer 
bestimmten  ungeraden   Zahl  von  Veränderlichen   ungeändert  bleiben. 

478.  Die  symmetrischen  und  die  alternierenden  Funk- 
tionen sind  die  einzigen,  die  symmetrische  Potenzen  haben 
können,  g)  sei  eine  nicht  symmetrische  Funktion,  aber  von  der  Be- 
seha£Fenheit,  daß  gjP  symmetrisch  ist.  Man  kann  sich  leicht  über- 
zeugen, indem  man  den  Exponenten  in  Primfaktoren  zerlegt,  daß  man 
die  Aufsuchung  der  Funktionen  q>  auf  den  Fall  eines  Primzahlexpo- 
nenten p  beschränken  darf  Es  gibt  wenigstens  eine  Transposition, 
welclie  einen  der  Werte  der  Funktion,  z.  B.  9^,  in  einen  andern  von 
ihren  Werten,  etwa  9)3,  verwandelt.  Nun  ist  für  jede  Substitution 
nach  der  Voraussetzung  g)^^  =  9/,  mithin  9>j  =  cd9?i,  wo  <d  wie  ge- 
wohnlich eine  von  1  verschiedene  j!>-te  Einheitswurzel  bedeutet.  Wendet 
man  dieselbe  Transposition  noch  einmal  an,  so  geht  die  Relation 
9>y  =»  iD9>i  über  in  9>i  =  (09)3,  woraus  sich  durch  Multiplikation  (0^=1 
ergibt.  Es  ist  also,  da  p  als  Primzahl  vorausgesetzt  wird,  notwendig 
p  =  2,  mithin  9P2  =  —  ^i^  so  daß  die  Fimktion  alternierend  ist,  wenn 
sie  nicht  symmetrisch  ist. 

479.  Die  einzigen  Funktionen  von  mehr  als  vier  Ver- 
änderlichen, welche  zweiwertige  Potenzen  haben  können, 
sind  notwendig  zweiwertig.  Auch  hier  können  wir  uns  darauf 
beschränken,  den  Fall  eines  Primzahlexponenten  zu  betrachten.  Wenn 
die  Funktion  g>  mehr  als  zwei  Werte  hat,  so  gibt  es  (§  477)  wenig- 
stens eine  zirkuläre  Substitution  in  drei  Veränderlichen,  welche  einen 
ihrer  Werte  g>^  in  einen  andern  g)^  verwandelt.  Dagegen  ändert  die- 
selbe Substitution   nicht  die   Potenz  qp'',  die  als   zweiwertig  voraus- 
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gesetzt  wird.  Es  wird  also  sein  ^J^  ^  ^%^  und  daher  92  "^^^i* 
Wendet  man  die  betrachtete  Substitution  wiederholt  an^  so  kommt 
9>g  =  G}9>3  und  dann  (p^=-G}tp^y  folglich  o'»!.  Also  ist  j)  =  3.  Alles 
obige  läßt  sich  wiederholen  fQr  eine  zirkuläre  Substitution  in  fünf 
Veränderlichen.  Man  findet  jp  =  5^  und  dieses  Resultat  ist  nicht  ver- 
einbar mit  dem  vorigen.  Es  ist  also  absurd  anzunehmen,  daß  q>  mehr 
als  zwei  Werte  haben  kann^  wenn  die  Zahl  der  Veränderlichen  nicht 
kleiner  ist  als  fünf;  in  welchem  Falle  man  nicht  mehr  von  Substitu- 
tionen in  fünf  Veränderlichen  sprechen  kann. 

480*  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  für  n  ^  4  Funktionen  mit 
mehr  als  zwei  Werten  existieren,  die  eine  zweiwertige  Po- 
tenz haben.     Man  betrachte  z.  B.  die  Funktion 

wo 

ist.  Wenn  man  zwei  Mal  nacheinander  die  Substitution  (cl^o^cl^  an- 
wendet, so  verwandelt  sich  q>^  successiv  in 

Vt  =  «8  +  ©«8  +  ö*«!  ==  «>*(cfi  +  ®«j  +  «'«s)  =  c>*9i; 
Nun  hat  man  für  jeden  von  diesen  Werten 

Die  Funktion  qp',  welche  zweiwertig  ist,  muß  sich  (§§  468,  476)  durch 
die  elementaren  symmetrischen  Funktionen 

Ci  =  0^1  +  «a  +  a, ,     Ci  =  «,«8  +  «3«!  +  «lOj ,     c,  «  «1«««^ 

und  die  Diskriminante  (29)  ausdrücken  lassen.  In  der  Tat  hat  man 
unter  Benutzung  der  am  Ende  des  §  473  gefundenen  Identität 

=  («!  +  «»  +  ^z)W  +  ^t  +  «5*  —  «j«8  —  «s«i  —  «i«i)  +  9«ia,a, 

Ferner  ist 

{a^a^^  +  «3«!*  +  a^a,*)  +  («3«,*  -f  «lag*  -f  «,«!*) 

=  a,cf3(Ci  ~  «i)  +  as«i(^  -  «2)  +  ai«8(ci  -  «s)  ==  c^c,  -  3c, . 
Dagegen  ist 

=  (««  -  «»)(««  -  «i)(«i  -  «a)  ==  ±  V^- 
Also  ist 


(31)  9>»  =  i(2ci3  -  9ciC,  +  27C3)  ±  I  y~3^. 
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481«   Ebenso  ist  die  Funktion  in  vier  Veränderlichen 

von  der  Beschaffenheit,  daß  ihr  Kubus  eine  zweiwertige  Funktion  ist. 
Setzt  man  in  der  Tat 

so  zieht  die  Substitution  ((Xicc^cc^)  die  andere  (ß^ß^ß^)  nach  sich,  und 
man  wird  daher  den  Ausdruck  von  9'  erhalten,  indem  man  auf  der 
rechten  Seite  von  (31)  c^  durch  die  Summe  der  ß,  d.h.  durch  c^, 
ersetzt,  c^  durch 

AA  +  ßsßi  +  ß\ß%  =  ^1^  -  4C4, 
c^  durch 

und  endlich  ±  Y^  durch 

(A-A)(/J3-A)(A-A) 

Also  ist 

Im  folgenden  werden  wir  sehen,  daß  gerade  auf  der  Existenz 
dieser  Ausnahmefunktionen  die  Möglichkeit  beruht,  die 
Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  durch  Wurzelzeichen 
aufzulösen. 


Bereohnung  der  Invarianten  nnd  andere  Anwendungen. 

482.  Von  den  Betrachtungen  des  §  470  kann  man  eine  nützliche 
Anwendung  machen  auf  die  Bildung  der  Invarianten  der  binären 
Formen,  wenn  man  von  der  Bemerkung  ausgeht,  daß  eine  Invariante  als 
ganze  rationale  Funktion  der  Koeffizienten  einer  Form  f{x,  y)y  die  man 
(wie  in  §  457)  durch  Homogenmachen  der  ganzen  Funktion  f{x)  erhalt, 
eine  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln  von  f(x)  mit  folgender  Eigen- 
schaft ist:  Sie  bleibt  unge&ndert,  wenn  man  in  f(x,  y)  die  Veränderlichen 
einer  beliebigen  linearen  Transformation  unterwirft  oder,  was  offenbar  dasselbe 

bedeutet,  in  f{x)  an  Stelle  von  x  einsetzt  — ^-^  •    Dabei  verwandelt  sich 

die  Differenz  cc^  —  aj  zweier  Wurzeln  in 

ca^r^-d       cotj-\-d       (ceCi-\-d)(caj-\'d) 

Damit  eine  Funktion  der  Differenzen  a^  —  a^  sich,  abgesehen  von  einem 
Faktor,   in   sich   selbst   transformiere,   ist   offenbar   notwendig,   daS   alle 
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§483 


Wurzeln  dieselbe  ZaM  von  Malen  in  jedem  Gliede  vorkommen^  was  bei  der 
Diskriminante  der  Fall  ist.     Z.  B.  ist  die  Funktion 

(«1  -  «,y + («1  -  «.)* + («1  -«»)*+•••  +  k_i  -  «fj» 

nur  för  n  =  2  eine  Invariante.     Ihr  Wert  ist  (§  30) 
1     1     ...     1 

ff  4        ttn       .    .    . 


€C. 


8 


Sq      «1 


5i 


=  (n  —  l)Ci*  —  2nc^ . 


Ebenso  ist  für  die  biquadratische  Binftrform  eine  Invariante  die  folgende 
Funktion 

.     (er,  -  (x^yia^  -  a^y  +  (a,  -  a^y(a^  -  «J*  +  (a^  -  a^y(a^  -  a4)^ 

welche  sich  unter  Benutzung  der  frfiher  angegebenen  Methode  durch  die 
Koeffizienten  ausdruckt.     Setzt  man,  wie  es  geschehen  muß  (§  470), 

so  erhftlt  man  Mr  or^  =  er,  und  «2  ^  <^i 

mithin  ist  A;^  =  1,  k^=^  —  3^  ibg  »  12.  Auf  diese  Weise  findet  man  die 
quadratische  Invariante  der  biquadratischen  Binftrform  wieder: 

(32)  /«Cg*- 3CiC,  +  12c^. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  der  ursprüngliche  Ausdruck  von  I  in  den 
Wurzeln  a  sich  in  zwei  Faktoren  zerlegen  Iftßt,  die  in  den  a  ganz  und 
rational  sind.  Führt  man  nämlich  die  Funktionen  ß  der  Wurzeln  ein,  die 
im  vorigen  Paragraphen  definiert  worden  sind,  und  bemerkt,  daß 

ft  -  ft  ==  («8  -  «8)(«4  -  «i)i     ßs-ßi^  («s  -  «i)(«4  -  «8)» 

A  -  1^8  =  («1  —  «8)(«4  -  «s) 

ist,  so  hat  man 

i~i  m  -  ß,y +(ß,-  ßiY + (ßi  -  ß,)"] 

=  ßi*  +  ßt*  +  ft*  -  ßtß,  -  ß>ßi  -  ßißx 
und  daher  (§  473) 

/  -=  [«^of^  +  «,«,  +  »(«,«4  +  o,«j)  +  »*(«,«4  4-  «1«^)] 
Allgemeiner  ist  bei  jeder  binftren  Form  von  geradem  Grade  ^) 


(33) 


fix,  y)  =  aox"  +  Y  a^sf'-^y  + 


n(w  —  1) 
1-2 


a^a^-^y^  -\ 1-  a^y» 


eine  Invariante  die  symmetrische  Funktion 

^(«1  -  «8)*(«8  -  «*)*  •  •  •  (««-1  -  «J* 


1)    Siehe    die  „Algebra    der    linearen   Transformationen**    von   Salmon 
Fiedler  (2.  Aufl.,  S.  160). 
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der  Wurzeln  von  f{x^  1).  Sie  drückt  sich,  abgesehen  von  einem  nume- 
rischen Faktor,  folgendermafien  aus; 

^=  Y  (^  "~  ^)"  ^  T  (*o«*-  T  ^^—1  +  ^^rri^  ^^*-i +  ^«^)- 

483«    Zu  der  kubischen  Invariante 

(34)  /=  4-(2ci»  —  ^(h^H  +  27ci'c4  -  72c,C4  +  270 

der  biquadratischen  Form  f{x^  y)  wird  man  femer  geführt,  indem  man  die 
symmetrische  Funktion 

(35)  +  («1  -  «,)(«,  -  «,)(«,  -  or3)«(ai  -  aj« 

der  Wurzeln  von  f{x^  1)  betrachtet.  Die  Rechnungen  des  §  481  gestatten 
uns  einen  andern  Ausdruck  fOr  J'  zu  finden,  der  sich  leicht  in  drei  Fak- 
toren zerlegen  läßt,  welche  in  den  a  ganz  und  rational  sind.  Schreibt 
man  in  der  Tat  den  Ausdruck  (34)  von  2<7'  in  folgender  Form 

so  transformiert  er  sich  sofort  in 

=  (3ft-c,)(3/S,-(^)(3ft-c,) 
=  (2/Ji  -  ft  -  A)(2ft  -  (S,  -  |3i)(2/J,  -  ft  -  ft). 
Es  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  auch  der  Ausdruck  (35)  oder 

(A-ft)(^.-A)*+(|5«-A)(A-ft)*+(^«-A)(|Ji-A)* 

auf  dieselbe  Form  reduzierbar  ist.     Man  hat  also 

/  -=  -J- [2(cfi«4  -f  «g«,)  -  («1  +  a4)(a,  +  aj)] 

(36)  X  [2(0^«^  4-  ofjÄi)  -  (flf,  +  flfj(«3  +  «i)] 

X  [2(0f3flf4  -f  «lOfj,)  —  («8  -f  «^(«1  -f  «,)]. 

Die  Ausdrücke  (32)  und  (34)  von  I  und  J  unterscheiden  sich  nur  um 
numerische  Faktoren  von  den  uns  bereits  bekannten  (§  87).  Aber  die  in 
§  458  angegebene  Relation  von  Boole  modifiziert  sich  folgendermaßen: 

(37)  J-^(I»-/«). 

484.  Übimgen.    a)  Man  soll  die  durch  die  Wurzeln 

yi  =  A  +  A  —  2ft,    y,  =  ft  +  ft  —  2/Jj,    y»  =  ft  +  ft  -  2/5, 

definierte  kubische  Form  konstruieren.  Die  Sunmie  dieser  Zahlen 
i^  O,  ihr  Produkt  wurde  gleich  —  2J  gefunden,  und  die  Sunmie  ihrer 
F^odukte  zu  je  zweien  ist 
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Die  gesuchte  kubische  Form  ist  also  (§  465) 

Sie  ist  bemerkenswert,  weil  sie  dieselbe  Diskriminante  hat  wie  die 
biqnadratische  Form,  welche  durch  die  Wurzeln  ci^t  c^,  ^s)  «^  definiert 
ist     In  der  Tat  ist 

yt  —  ys  =  —  3  (ft  -  ft) 3  («2  —  «s)  («4  -  «i)  ^-  s.  w. 

und  daher  die  in  Bede  stehende  Diskriminante 

Wenn  wir  ihren  Ausdruck  in  den  Koeffizienten  der  kubischen  Form  suchen, 
so  erhalten  wir  successiv  auf  Grund  von  (29) 

9»2f 27    4  J*  +  4  .  27  /«,     J  =  ^^(I»  -  J% 

Es  bestätigt  sich  also  die  Formel  (37). 

b)  Die  Gleichung  zu  konstruieren,  welche  die  Werte  des 
Doppelverh&ltnisses  von  vier  Zahlen  liefert,  wenn  diese  durch  die 
Gleichung  definiert  ist,  die  sie  als  Wurzeln  zuläßt.  Die  Werte,  um  welche 
es  sich  handelt,  sind  folgende  (§  417) 

(ofjCfjOiefJ  =  X^  =  j^  ___  |j%     («i«««8<^4)  =  1  —  ^  =  j^» 

(cfiajajaj-l,«^-^,     («^«8«!«^  =  1  —  A3  =  ^, 

(aj«i«8«i)  =  ^  =  ^^*  >     («»«ififj^J  ^^—^"^J^' 

Sie  sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung  sechsten  Grades,  welche  ungeftndert 

bleiben  muß,  wenn  die  unbekannte  A  in  ^  oder  in  1 — Jt  verwandelt  wird. 

Um  der  ersten  Bedingung  zu  genügen,  ist  offenbar  notwendig,  daß  die 
Koeffizienten  der  äußersten  Glieder  und  die  der  von  den  Enden  gleich 
weit  entfernten  Glieder  einander  gleich  sind.  Beachtet  man  femer,  daß 
die  Sunmie  der  sechs  Werte  3  ist  und  ihr  Produkt  1,  so  sieht  man  (§  465), 
daß  die  gesuchte  Gleichung  die  Form  hat 

(38)  A«  -  ^X^  +  aA*  -  &A»  +  aA*  -  3A  +  1  =  0 . 

Damit  sie  ungeändert  bleibe,  wenn  man  A  in  1  -~  A  verwandelt,  ist  außer- 
dem nötig,  daß  die  Summe  aller  Koefßzienten  1  ist,  so  daß  man  bat 
2  a  —  Z>  «»  5 .  Es  genügt  also  a  zu  berechnen.  Erinnert  man  sich  daran, 
daß  a  die  Sunmie  der  Produkte  der  Wurzeln  zu  je  zweien  und  daß  die 
Summe  dieser  Wurzeln  gleich  3  ist,  so  hat  man 

9  -  2a  =  Ai»  +  V  +  V  +  ;^V  +  jjr  +  ]|Ji- 

Bemerkt  man  andererseits,  daß  die  Invariante  -?^  =  ft'  +  •  •  •  —  jSjjJj  —  •• 
sich  auch  auf  die  Form  bringen  läßt 
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so  sieht  man,  daB 

und  analog 

ist.     Daraus  folgt  durch  Quadrieren  und  Addieren 


mithin 


Substituiert  man  diese  Werte  in  (38),  so  erhält  man 

X«(i  — 1)»     ""//• 
Berücksichtigt  man  femer  die  Formel  (37),  so  kann  man  auch  schreiben 

(l+l)«(X-2)»(X-i)«       J«* 

Die  rechte  Seite  ist  (§  87)  die  absolute  Invariante.  Daraus  folgt,  daß, 
wenn  ftir  zwei  Gleichungen  vierten  Grades  die  absoluten  Invarianten  gleich 
sind,  die  beiden  Quadrupel  von  Wurzeln  dieselben  Doppelverhftltnisse  haben. 
Man  sieht  überdies,  daß  das  Verschwinden  der  quadratischen  In- 
variante die  ftquianharmonische  Lage  der  vier  Wurzeln  charakte- 
risiert, wie  das  Verschwinden  der  kubischen  Invariante  die 
harmonische  Lage  charakterisiert.  Diese  beiden  Eigenschaften, 
welche  man  sozusagen  aus  den  Formeln  (33)  und  (36)  abliest,  gestatten 
bemerkenswerte  geometrische  Interpretationen^). 

485»  HeBsesohe  Funktion.  Mit  dem  Studium  der  Funktion  f(x) 
verknüpft  sich  das  der  Hesseschen  Funktion  H{x) ,  d.  h.  einer  andern 
ganzen  Funktion,  die  homogen  gemacht  der  Hesseschen  Determinante 
(§  378) 

Txx        Ixy 
hfx        fyy 

proportional  ist.  Für  3/  =  1  ist  /i  =  /"'?  fxx  =*  f\  und  die  andern  par- 
tiellen Derivierten  berechnet  man  unter  Anwendimg  des  Eulersehen  Theo- 
rems (§  372)  auf  die  Funktionen  /*,  f^  fy\ 

^f+fy=^   nf,         Xf"+   /iy   =   («   —    l)r,         Xfjy   +   ^y   «    («  —    l)/J. 

Benutzt  man  diese  Relationen  zur  Elimination  der  auf  y  bezüglichen  De- 
rivierten, so  transformiert  sich  die  obengenannte  Determinante  successiv  in 


1)  Siehe  die  „Vorlesungen  über  Geometrie**  von   G leb  seh  (Bd.  I,  S.  297; 
Bd.  n,  S.  326). 
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§§  485-486 


-(«-1) 


r  («-i)r 
/»»  (« - 1)  ^ 

und  wir  werden  fibereinkommen  za  setzen 

f      r 


r      r 

{n-i)f    nf 


JT  = 


d.  h. 


(n  _  i)r  -  nfn 


nf    (n-.l)r 

H{x)  =  («  -  l)r\x)  -  nf{x)r{x). 

So  gehört  also  zu  jeder  ganzen  Funktion  f{it)  vom  Grade  n  eine  Hesse- 
sche  Funktion  H{x\  deren  Grad  im  allgemeinen  2n  —  4  ist,  wie  man 
sofort  erkennt,  wenn  man  auf  den  ursprüngliclien  Ausdruck  für  H  zuräck- 
geht,  aus  welchem  man  unter  der  Annahme 

f{x)  =  «qX"  +  «Oiic""^  +  \n{n  —  1)0^7^^"^  -\ 

ableitet 

n.f^  ==  («1^"' +  (^  ~  2)0,0;«-»  +  i(n  -  2)(n  -  3)a,x^^^ 

-  (aoÄ^-^  +  (»  -  2)aia;"-»  +  •  •  OCö««*"*  +  (»  -  '2)a^(xf'-^  +  •  •  •> 

486.  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  H{x) 
durch  die  Wurzeln  von  f  auszudrücken.  Wir  gehen  von  der  Glei- 
chung ans 

fix)        1    ^_!_^...^     1 


m 


X  —  a. 


05—  a, 


X —  a. 


welche  uns  durch  Derivation  liefert 

r{x)    rix)       1 


rix)         fix)        ix-^a,) 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

1 


i  + 


(a;  — «,) 


1  +  '  •  •  + 


ix  -  O» 


so  haben  wir  also 


+ 


+  •••  + 


r 


und  folglich 
(39) 


7  =  tfi>    f 


ix^cc^y 


ix^a^P' 


ji  =  (n—l)j^  —  wy-  =«  na^ 


.,«  = 


^0    ^1 
^1     ^2 


Beachtet  man,  daS  die  rechte  Seite  das  Quadrat  der  Matrix 


1 
1 


1 
1 


1 
1 


X 


«1    X  —  a. 


X  —  a. 


ist,  so  kann  man  auch  schreiben  (§  30) 

H^  y/_i \—V^  y    i^i  - «/)' 
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und  endlich 

H(x)  =  ^{a^  -  a^y(x  -  ix^y{x  -  aj«  .  .  .  (a;  -  aJ^ 

wobei  die  Smnmation  über  alle  Wurzelpaare  zu  erstrecken  ist.  Wie  man 
sieht,  ist  H(x)  eine  Summe  von  Quadraten,  die  alle  positiv  sind,  wenn  x 
und  die  a  reell  sind,  sodaß  unter  diesen  Bedingungen  H  unmöglich  ver- 
schwinden kann,  falls  nicht  alle  Quadrate  gleichzeitig  verschwinden.  Dies 
letztere  kann  aber  nur  stattfinden,  wenn  alle  a  einander  gleich  sind.  Also 
gilt  der  Satz^):  Wenn  eine  ganze  Funktion  lauter  reelle  und  ein- 
fache Wurzeln  hat,  so  sind  die  Wurzeln  der  Hesseschen  Funk- 
tion sämtlich  imaginftr. 

487.  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  die  vielfachen  Wurzeln 
von  f  auch  vielfache  Wurzeln  von  H  sind.  In  der  Tat,  wenn  f 
den  Divisor  (x  —  a)'  hat,  so  gilt  dasselbe  von  f'*  und  daher  auch  von  H. 
Daraus  folgt,  daß  die  Diskriminante  D  von  H  immer  verschwinden  muß, 
wenn  diejenige  von  f  verschwindet.  Damit  dies  der  Fall  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  D  durch  J  teilbar  ist.  Erinnern  wir  uns 
nun  (§  458),  daß  J  in  den  Koeffizienten  von  f  den  Grad  2(n—  1)  und 
das  Gewicht  n(n^  1)  hai  um  das  Gewicht  von  2>  zu  erhalten,  muß 
man  zun&chst  beachten,  daß  das  Gewicht  jedes  Koeffizienten  von  H^  be- 
rechnet in  Bezug  auf  die  Koeffizienten  von  /*,  vaa  2  vermehrt  erscheint,  so 
daß  das  gesuchte  Gewicht  in  den  genannten  Koeffizienten 

(2n  —  4)(2n  —  5)  -f  2  •  2(2n  ~  5)  =  2n(2»  —  5) 

ist  und  das  des  Quotienten  von  2>  durch  J 

2n  (2n  —  5)  —  n(n  —  l)  =  3»(n  —  3). 

Da  für  n  =  3  diese  Zahl  null  ist,  so  kann  man  behaupten,  daß  eine 
kubische  Funktion  und  ihre  Hessesche  dieselbe  Diskriminante 
haben.  Dagegen  spaltet  sich  die  Diskriminante  der  Hesseschen  Funktion 
einer  biquadratischen  Funktion  in  ein  Produkt  von  zwei  Ausdrücken 
gleichen  Gewichts,  von  denen  der  eine  die  Diskriminante  der  betrachteten 
biquadratischen  Funktion  ist.  Diesen  letzten  Umstand  könnte  man  direkt 
bestätigen,  indem  man  sich  zun&chst  durch  eine  etwas  umständliche  Rech- 
nung die  Invarianten  (die  quadratische  und  die  kubische)  der  Hesseschen 
Funktion  verschafft,  die  sich  gleich  167^  und  ß^J^  erweisen  müssen,  und 
dann  die  Boolesche  Belation  benutzt,  durch  welche  man  erhält 

Aber  die  bewunderungswürdige  Theorie  der  algebraischen  Formen 
liefert  viel  schnellere  und  sichrere  Berechnungsmittel. 

488.  Jaoobisohe  Funktion.  Gleichfalls  bemerkenswert  ist  die 
Jacobische  Funktion  Q(x)^  welche  der  Determinante  der  ersten  par- 
tiellen Derivierten  der  Funktionen  f  und  H  proportional  ist.    Sie  ist  eben- 


1)  Siehe  die  Noten  von  Gerbaldi  und  von  Scheute  in  den  „Rendiconti 
del  Circolo  maiematico  di  Palermo"  (1889). 
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§488 


falls  eine  ganze  Funktion.    Ihr  Grad  ist  im  allgemeinen  («  —  1)  +  (2n  —  5) 
=»  3  (n  —  2).     Da  nach  dem  Eulerschen  Theorem 

ist,  so  hat  man 


Wir  werden  setzen 


nf    (2n-4)£r 


^  (2n  -  ^)Hf  -  nfH\ 


Q^{n-'2)Hf^\nfH', 


Jetzt  wollen  wir  versuchen  Q  durch  die  Wurzeln  von  f  auszudrücken. 
Aus  (39)  leitet  man  durch  Derivation  ab,  wenn  man  beachtet,  daß 
ap  =  —  jP<^,+i  ist. 

Mithin  ist 

Wenn  wir  für  einen  Augenblick  mit  «,  /5,  y,  ...  die  Brüche  -— —  be- 
zeichnen und  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  folgendermaßen 
schreiben 

n\c?  +  |3»  +  .  .  0  -  3w(a  +  /3  +  •  -  •)(«*  +  l3»  +  •••)  +  2(a  +  jS  +  ••  -)' 
=  (n  -  1)(«  -  2)2;«»  -  3(n  -  2)2aß(a  +  ß)  +  12 £aßy, 

so  erkennen  wir  sofort,  daß  dieser  Ausdruck  entsteht  durch  Addition  aller 
analogen  Größen  zu  der  folgenden 

2(a»  +  /5*  +  y*)  — 3jJy(/S  +  y)-3ya(y  +  «)  — 3a/3(a  +  |5)+12a/5y. 

Da  diese  nur  die  Entwickelung  des  Produktes 

(2a  —  (5  —  y)(2ß  —  y  —  «)(2y  —  a  —  /5) 

ist,  so  kann  man  schreiben 

x(-^ i ?-) 

VC  —  aj        X  —  ttjt       Ä  —  «,-/ 

x(-^ * '—). 

\x  —  aj       X  —  a,-        a;  —  «y/ 
Also  ist  endlich 

X  [2{(^x  +  «8«^)  -  («s  +  ai)(^  +  «»)] 
X  [2(a5a?  +  «1«,)  —  («1  +  ßt)(aJ  +  «j)] 
X  (a;  -  aj*(a;  -  aß)»  •..(«-  aJ^ 

wobei  sich  die  Summation  über  alle  Temen  von  Wurzeln  erstreckt. 
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489.  Kehren  wir  wieder  zoräck  zu  den  Definitionsformeln 

Erhebt  man  die  zweite  ins  Quadrat  und  eliminiert  f'^  mit  Hufe  der  ersten, 
so  erhält  man 

(n  -  1)C*  =  (n  -  2yH\H  +  nff)  -  n(n  -  l)(n  -  2)HH'ff 

oder 

<!>  =  «(«-.  2)Hf[{n  -  1)HY-  (n  -  2)Hf'']  -  {n\n  -  1)/'*^'«, 
wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

0  =  («  -  2)*jff»  -  (n  -  l)e*. 
Femer  hat  man  H'  =?  (»  -  2)  ff-  nff"  und  folgUch 

(n  -  l)Hr-  (n  -  2)^r=  nr[(n  -  2)^  -  («  -  1)^. 
Mithin  ist 

^.  =  (n  -  2)fi[(«  -  2)r  -  («  -  l)rn  -  i(»  -  l)fi'». 

Die  rechte  Seite  ist  eine  ganze  Funktion.  Es  gibt  also  eine  lineare 
Kombination  von  H^  und  Q^,  die  durch  p  teilbar  ist.  Diese  Be- 
merkung gestattet  fOr  jeden  Wert  von  n  wichtige  Eelationen  zwischen 
/*,  jET,  Q  zu  linden.  Noch  ist  zu  beachten,  daß  O  vom  Grade  6  (n  —  2) 
und  sein  Quotient  durch  f^  also  vom  Grade  6  (n  -—  2)  —  2n  «  4(«  —  3) 
ist.  Endlich  ist  es  nützlich,  die  Glieder  höchsten  Grades  m  H^  Q^  O  zu 
kennen.     Geht  man  von 

ans,  so  findet  man 

ü  =  [(«  —  i)q«  —  2nc,]a?«»-*  +  . . . 

C  =  [(n  -  l)(n  -  2)ci»  —  3n(n  -  2)c^c^  +  3n%]ar^"-«  +  •  •  • 
<!>«[-  9n«(«  -  l)c,«  +  3(«  -  l)(n  -  2)«Ci*V  -  8»(«  ~  2)%» 
-  6(n  -  1)»(»  -  2)ci»ci  +  18«(n  -  l)(n  -  2)ciC,Ca]nV-"  +  •  •  • 

490.  Anwendtixigen   auf  die  kubisohe   Funktion,     a)  Bei  der 

kubischen  Funktion 

/"«•«•  —  C^iX?  +  c^x  —  c^ 

sind  die  Hessesche  und  die  Jaoobische  Funktion  bezüglich  eine  quadratische 
und  eine  zweite  kubische  Funktion,  die  sich  in  den  Wurzeln  ci^y  «s,  «s 
von  f  so  ausdrücken: 

(40)  ^  -  (a,  -  «,)»(«  -  «0«  +  («,  -  «i)'(«'  -  «.)*  +  («1  -  ««,)*(«  -  «.)*, 

(41)  «  =  [2(«ia;  +  ««,«,)  -  («,  +  «,)(*  +  «i)] 

X  [2(o,a;  +  «,Ci)  —  («%  +  «i)(a;  +  o,)] 
X  [2(<^a!  +  «1«,)  —  («1 .+  o,)(a;  +  «,)]. 
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Durch  diese  Ausdrücke  treten  bemerkenswerte  geometrische  Beziehungen 
zwischen  den  drei  Fonktionen  hervor^).  Die  Wurzeki  a^^  a^'y  a^'  von  Q 
sind  rational  ausdrückbar  durch  diejenigen  von  f.  Sie  sind  gegeben  durch 
die  Gleichungen 

2  («iai'+  «2«s)  =  («1  +  «/)(««  +  «s)     «•  s.  w., 

welche  ausdrücken,  daß 

ist  oder  daß  jede  Wurzel  von  Q  in  Bezug  auf  ein  Paar  von  Wurzeln 
von  f  harmonisch  konjugiert  zu  der  dritten  Wurzel  ist.  Daraus 
folgt  (§  417),  daß,  wenn  die  Wurzeln  a^^  o^,  er,  von  ^gegeben  sind,  die- 
jenigen von  Q  auf  den  Kreis  «^cc^a^  allen.  Man  kann  jede  von  ihnen 
konstruieren,  z.  B.  or^',  indem  man  bemerkt,  daß  die  Tangenten  des  Ej-eises 
in  a^  und  a^  sich  auf  a^cc^  treffen  oder  daß  die  Tangenten  in  o^  und  a^ 
sich  auf  ff^tt^'  treffen.  Diese  Konstruktionen  setzen  die  Beziprozitat  in 
Eyidenz,  welche  zwischen  den  beiden  kubischen  Funktionen  besteht,  da  die 
Tangenten  in  a^  und  a^  auch  auf  a^'a^'  zusammentreffen  und  die  Tan- 
genten in  cc^'  und  er,'  auf  cr^cfi'.  Die  beiden  Dreiecke  haben  ihren  Le- 
moineschen  Punkt  gemeinsam,  in  welchem  a|ff/,  o%^\  ^s^s'  zusammen- 
treffen, d.  h.  die  Geraden,  welche  die  Ecken  jedes  Dreiecks  mit  den  Polen 
der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden. 

b)  Betrachtet  man  die  kubischen  Einheitsworzeln 

«,  =  _^(i_l/33),  «,»  =  -|(i+>/r3) 

als  bekannte  Größen,  so  zerftilt  der  Ausdruck  (40)  der  Hesseschen  Funk- 
tion sofort,  sodaß  es  uns  möglich  wird,  ihre  Wurzeln  rational  durch  die 
a  auszudrücken.  Zunächst  bemerke  man,  daß,  wenn  drei  Zahlen  gleich- 
zeitig den  Relationen 

genügen,  ihre  Kuben  gleich  sind.  In  der  Tat  ist  a*  =  (/3  -|-  y)*  =  —  a*  +  2  ^y , 
woraus  sich  ergibt  a*  =  j3y,  mithin  a*  =  /3*  —  y*.  Daraus  folgt,  daß  a, 
ßy  y  den  kubischen  Einheitswurzeln  proportional  sind.  Nun  bemerke  man, 
daß  der  Aasdruck  (40)  die  Summe  der  Quadrate  dreier  Zahlen  ist,  deren 
Summe 

identisch  verschwindet.  Setzt  man  also  für  x  eine  Wurzel  von  JET,  so  kann 
das  Verhältnis  zwischen  zweien  von  diesen  Zahlen  nur  einen  von  den 
beiden  Werten  <d,  <d'  haben.  Daraus  folgt,  wenn  man  mit  t  und  r  die 
beiden  Wurzeln  bezeichnet, 

(taittgag)  =  —  CO ,     (/aitt^fifj)  ==  —  »'. 

Also  (§  420)  fallen  die  Wurzeln  der  Hesseschen  Funktion  einer 
kubischen  Funktion  in  die  isodjnamischen  Zentra  des  Dreiecks, 


1)  Siehe  C  leb  seh,  ^^Yorlesungen  über  Geometrie''  (Bd.  I,  S.  275  u.  2S0). 
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Fig.  88. 


das  von  den  Wurzeln  dieser  kubischen  Funktion  gebildet  wird^). 
Nun  ist  es  zweckmäßig,  daran  zu  erinnern,  daß  die  Zahlen  t  nnd  x  die 
gemeinsamen  Punkte  der  drei  Apollonischen  Kreise  des  Ihreiecks  f^x^^z 
darstellen.  Da  diese  orthogonal  zu 
dem  Kreise  cr^o^as  sind,  so  muß  be- 
kanntlich der  Mittelpunkt  0  dieses 
letzteren  auf  %x  fallen.  Da  femer 
die  Tangenten  in  u^  und  a/  an  den 
zugehörigen  Apollonischen  Kreis  in  0, 
d.  h.  auf  xx\  zusammentreffen,  so  sieht 
man,  daß  (xxu^a[)  =  —  1  ist  für 
t=  1,  2,  3,  d.h.  die  Wurzeln  der 
kubischen  Funktionen  f  und  Q 
entsprechen  sich  derart,  daßjedes 
Paar  entsprechender  Wurzeln  in- 
bezug  auf  die  Wurzeln  von  JJhar- 
monisch  konjugiert  ist.  Da  femer 
die  L&nge  Ooc^  das  geometrische  Mittel  zwischen  Ox  und  Ox'  ist,  so  sieht  man, 
daß  die  Wurzeln  der  Hesseschen  Funktion  einer  kubischen  Funk- 
tion in  Punkte  fallen,  die  in  Bezug  auf  den  durch  die  Wurzeln 
der  kubischen  Funktion  bestimmten  Kreis  reziprok  sind,  sodaß 
eine  Wurzel  immer  innerhalb,  die  andere  außerhalb  des  Kreises  liegt. 
Bemerkt  man  endlich,  daß  0  der  Pol  von  ctja^',  ct^(t^\  ce^a^'  in  Bezug  auf 
die  drei  Apollonischen  Kreise  ist,  so  ist  klar,  daß  die  drei  genannten 
Sehnen  sich  auf  xx'  treffen  müssen,  in  dem  zu  0  in  Bezug  auf  xx'  harmo- 
nisch ko]\jugierten  Punkt,  und  die  Punkte  x  und  x'  gehören  daher  dem- 
jenigen Durchmesser  des  umbeschriebenen  Kreises  an,  welcher 
durch  den  Lemoineschen  Punkt  hindurchgeht.  Sie  werden  har- 
monisch getrennt  durch  diesen  Punkt  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises, 
c)  Ausgedrückt  in  den  Koef&zienten  yon  f  lautet  die  Hessesche  Funktion 

H  =  2[(ci«  -  3c^)ix^  -  (cjc,  -  d<^)x  +  (c^^  -  Sqcj)]. 

Ihre  Diskriminante  (vgl.  §  487)  ist  proportional  zu 

4[(Ci^  -  9(^y  -  4(q»  -  Sc^){c^^  -  3c,c,)]  «  -  12  J. 

Dies  ist  auch  der  Wert  von  IT'^,  wenn  H  =  0  ist    Man  braucht  nur  zu 
beachten,  daß,  wenn 

aix^  +  hx  +  c  ^  0 

ist, 

(2ax  +  hy  =  4a(ax»  +  bx)  +  6«  =  6«  -  4ac 

wird.     Inzwischen  bemerke  man,  daß  fOr  n  =  3  die  linke  Seite  (§  489) 
von  <Z>  gleich  5AJ  wird.     Also  ist 

H»  -  2  e«  =  64f^J. 

1)  In  Betreff  dieses  nnd  anderer  interessanter  Theoreme  siehe  die  „Ricerche 
Bulla  Geometria  delle  forme  binarie  cnbiche'*  von  Beltrami  (Memorie  del- 
rAccademia  dl  Bologna,  1870).  Siehe  auch  „Involntions  cubiques  dana  le  plan 
complexe**  (Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  1901)  von  Jan  de 
Vries. 

Cesftro,  Anftlysif.  *27 
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Diese  von  Caylej^)  angegebene  Identität  schließt  die  bekannte  Relation 
von  Boole  zwischen  den  Invarianten  der  biquadratischen  Funktion  ein.  Denkt 
man  sich  in  den  Formeln  (40)  und  (41)  x  fixiert,  so  hat  die  durch  die 
Wurzeln  <x^^  ci^,  oc^j  x  definierte  biquadratische  Funktion  als  quadratische  In- 
variante (§  482)  gerade  ^  H  und  als  kubische  Invariante  (§  483)  \  Q, 
Setzt  man  jetzt  x  ^  a^  und  infolgedessen  ^«27,  Q  »=  2c7' und  sub- 
stituiert ftir  f^J  das  Produkt  der  Quadrate  der  Differenzen  von  ffi,  o^,  «s,  x^ 
d.  h.  das  J  der  biquadratischen  Funktion,  so  findet  man  die  Formel  (37) 
wieder. 

d)  Zu  der  Relation  von  Cayley  gelangt  man  auf  verschiedene  andere 
Weisen,  indem  man  bemerkt,  daß  man  zur  Berechnung  des  konstanten 
Quotienten  von  H^  —  2Q*  durch  /**  das  x  beliebig  fixieren  darf.  Wählt 
man  z.  B.  x  derart,  daß  H »  0  ist,  so  reduziert  sich  jE^',  wie  gesagt 
worden  ist,  auf  —  12ii,  und  man  hat  (§  489) 

^'^f^' = H(f"'  -  2rn  -  i^'*  -  -  4^'*  -  6zf. 

Setzt  man  dagegen  x  gleich  einer  Wurzel  von  /*,  so  hat  man 

/•«o,  r^e,  r*(r*-i6r)==4^,  ir=2r*,  n'^fr, 

und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  wird 

2p{f"^  -  2  ff)  -  \m  « f  r*(r*  -  i^d  =  e  ^. 

Setzt  man  endlich  für  x  eine  Wurzel  a^  von  Q,  nachdem  man  bemerkt 
hat,  daß 

ist,  so  erhält  man  successiv 

491.    Anwendungen  anf  die  biquadratisohe  Funktion,    a)  Die 

Hessesche  und  die  Jacobische  Funktion  einer  biquadratischen  Funldion 
sind  bezüglich  eine  Funktion  vierten  und  eine  sechsten  Grades,  die  sich 
beide  durch  die  Summe  der  Quadrate  und  das  Produkt  von  drei  gewissen 
quadratischen  Funktionen  ausdrücken  lassen.  Zunächst  ist  es  zweckmäßig* 
Q  auf  eine  etwas  andere  Form  zu  bringen  als  die,  welche  wir  am  Ende 
des  §  488  gefunden  haben.  Hierzu  ist  es  nützlich  auf  folgende  Identität 
zurückzugreifen 

(2j3-y-d)(2y-tf-i3)(2<f-|S-y)-t;-(2y-^-a)(2J-a~y)(2a-y  — d) 
+  (2^~a-j3)(2a-/3-J)(2/3-^~a)  +  (2«-/S-y)(2/3-y~a)(2y— a— /J) 
=  -6(/3  +  y-a-*)(y  +  a-j3-d)(a  +  |3-y~d). 


1)  Salmon-Fiedler:  „Algebra'',  Seite  240. 


§491 


Berechnung  der  InTarianten  und  andere  Anwendungen. 


419 


Wenn  man  a,  ß^  y^  8  durch 


X  —  «i '  X  —  a,  '  X  —  «3  '  X  —  «4 


ersetzt,    so 


verwandelt  sich  die  linke  Seite  in  (§  488)  -^,  und  auf  der  rechten  Seite 
wird  z.  B.  der  Faktor  ß  +  y  —  a  —  d 

1.1  1  1 


x  —  a. 


+ 


X  —  a. 


X  —  a. 


X  —  a. 


wenn  man  mit  f^  die  erste  der  drei  folgenden  quadratischen  Funktionen 
bezeichnet: 

/s  =  («1  +  «i  ~  <^8 "~  «4)^—  2  (ofiCfg  — a8flf4)Ä  +  aiOfsCtts  +  «4)  — a,a4(ai+of,). 

Wir  finden  also  die  Jacobische  Funktion  in  drei  quadratische 
Faktoren  zerlegt: 

Betrachtet  man  andererseits  alle  Zahlenpaare,  welche  zwei  gegebene 
Zahlen  g^  und  z^  harmonisch  trennen,  so  pflegt  man  zu  sagen,  daß  sie 
eine  quadratische  Involution  bilden,  welche  bestimmt  ist,  sobald  man 
zwei  Paare  {e^^  z{)  und  (£^2,  ^sO  kennt  Jedes  andere  Paar  {z^  z)  ist 
nämlich  mit  den  beiden  ersten  durch  die  Bedingung 

1     z    +/       Zfl 

1     i?i  +  z(    z^z(      «  0 

1      £?,  +  V      Z^Z{ 

verknüpft,  die  man  erhält,  wenn  man  i^o  + V  ^^^  ^oV  ^^  ^^^  Belationen 

2(W  +  ^0  -  K  +  0(^  +  <»» 

2(Mo'  +  *fiO==  (^0  +  0(^1  +  0»    2(Vo'  +  ^80='(^o  +  0(^»  +  V) 

eliminiert  Beachtet  man  nun,  daß  sich  den  quadratischen  Faktoren  von 
Q  die  Form  geben  läßt 


A 


1       2x 

1    «8  +  «8 
1     «1  +  ^4 


S 


X 


«8  «8 
«1«4 


1       2a;        «* 

1       2a;        a;* 

,  u- 

1     Ofj  +  «1     «jOfi 

,  u- 

1   «1+02  «1«» 

1     «,  +  «4    «2^4 

1     a8  +  flf4    «304 

80  sieht  man,  daß  die  Wurzeln  der  Jacobischen  Funktion  einer 
biquadratischen  Funktion  sich  in  drei  Paare  zerlegen,  deren 
jedes  zwei  bestimmte  Paare  von  Wurzeln  der  betrachteten 
Funktion  harmonisch  trennt.  Sie  stellen,  um  es  geometrisch  auszu- 
drücken, die  Doppelpunkte  der  drei  Involutionen  dar,  die  durch  die 
Wurzeln  der  biquadratischen  Funktion  definiert  werden.  Es  ist  auch  leicht 
zu  zeigen,  daß  jeder  quadratische  Faktor  dieselbe  Eigenschafb  hinsichtlich 
des  Produkts  der  beiden  andern  hat. 

b)    Aus    den   ursprünglichen    Ausdrücken    von   /*},  /*2,  /g    gehen    die 
Gleichungen  hervor 

27* 
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/i-/i  =  -2(ag~a,)(j;-ai)(a;-a4),    /i  +  /i  =  2(ai-orJ(a;-a,)(a:-a5), 

/a  -  /i  =  -  2(a8-ai)  {x-a^)  (x—a^),     U  +  f\  =  2(aj-«J  {x-a^  (x-a^\ 

fi-ft^  -  2(ai-aj)  (ay-aj)  (ic-aj,     /i  +/i  =  2(03-«^  (aJ-ai)  (a?— «2). 

Sie  fCLhren  zu  yerschiedenen  interessanten  Folgeningen.  Quadriert  man 
sie  z.  B.  und  summiert  sie,  so  erlauben  sie  die  Hessesche  Funktion^)  eben- 
falls durch  die  quadratischen  Faktoren  auszudrücken: 

j = /i* + ft* + /■»*• 

Multipliziert  man  sie  dagegen  miteinander,   so   erhält  man  die  Relationen 

Auf  diese  Weise  ist  in  drei  verschiedenen  Weisen  imsere  biquadratische 
Funktion  in  quadratische  Funktionen  zerlegt,  nnd  diese  Faktoren  setzen 
sich  linear  aus  denen  zusanmien,  welche  die  Jacobische  Funktion  zu- 
sammensetzen.    Man  beachte  noch  die  Identität 

(ß,  -  ß,)fi'  +  (ß,  -  ßi)f,'  +  (ßi-  A)/i*  =  0, 

aus  welcher  man  sieht,  daß  die  quadratischen  Faktoren  nicht  voneinander 
unabhängig  sind  und  daher  nicht  jede  Funktion  sechsten  Grades  als  die 
Jacobische  einer  Funktion  vierten  Grades  betrachtet  werden  kann').  In- 
zwischen leitet  man  aus  der  Identität  (f^^  —  f^)  —  {f^  —  Z*,*)  =  4  yj  /* 
leicht  die  erste  der  folgenden  ab: 

Also  sind  die  Quadrate  der  quadratischen  Faktoren  der  Jacobischen 
Funktion  linear  ausdrückbar  durch  die  gegebene  biquadratische  Funktion 
und  ihre  Hessesche  Funktion.  Wenn  man  femer  die  drei  letzten  Iden- 
titäten miteinander  multipliziert,  so  erhält  man  (§  484,  a) 

27/iV2V»*  =  4V»Ä(^) 

=  jy»  -  3  Jif  •  4 V*  +  2  J .  4V'  -  -ff*  -  1 6  (3  /H  -  8  J/")  /•* 

und  endlich,  wenn  man  bemerkt,  daß  die  linke  Seite  ^Q^  ist, 

4  ^»  -  3  ^«  -  64  (3  liT  -  8  Jf)  f^. 

c)  Zu  dieser  letzten  Relation  gelangt  man  auch  auf  einem  andern 
Wege,  indem  man  die  Betrachtungen  des  §  489  anwendet.  Für  n  »  4 
sind  die  Funktionen 

H=  3/"«  —  4/T,     Ö  -  2  {Hf  -  fH'),     <I>  =  4^»  -  3  e* 

bezüglich  vom  vierten,  vom  sechsten  und  vom  zwölften  Grade,  und  wir 


1)  Wegen  der  Verteilung  der  vier  Wurzeln  von  H  in  Bezug  auf  diejenigen 
von  f  siehe  eine  Note  von  R.  Russell  in  den  ^^roceedings  of  the  London 
Math.  Society**  (vol.  XIX,  p.  56). 

2)  Clebsch:  ,,Theorie  der  binären  algebraischen  Formen**,  S.  447. 
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wissen,  daß  der  Quotient  yon  0  durch  16/*'  eine  ganze  Funktion  vom 
vierten  Grade  ist,  die  sieb  folgendermaßen  ausdrückt: 

Es  liegt  nahe  zu  denken,  tp  ließe  sich  vielleicht  erhalten  durch  lineare 
Kombination  der  beiden  Funktionen  vierten  Grades,  die  sich  hier  dar- 
bieten, n&mlich  f  und  H.  Setzt  man  q>  =^  kf  -\-  fiH,  so  ist  vor  allen 
Dingen  nötig,  daß  <p  sich  auf  (iH  reduziert,  sobald  man  für  x  eine 
Wurzel  von  f  setzt.     Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man 

femer 

tp  =  2H(2r^  -  srn  -  hh  ==  sH(r^  -  2rD- 

Wenn  wir,  um  die  Rechnungen  zu  erleichtem,  für  den  Augenblick  mit 
£j,  Sfi  h  ^®  Excesse  von  o^,  cr^,  cc^  über  a^  bezeichnen,  so  ist  klar,  daß 
man  für  x  ^=  oc^  hat 

r  =  —  hhh  y     iT'  =  hh  +  hh  +  hh  >     i  T'  =  —  (%  +  ßj  +  h) 
und  infolgedessen 

=  6  2b,\b,  -  O«  =  6  2:(a,  -  «,)«(«,  -  a,y  =  12  J. 

Also  verschwindet  die  Funktion  q>(x)  —  121  •  H(x)^  wenn  man  för  x 
eine  beliebige  Wurzel  von  f(x)  setzt,  und  da  sie  wie  f(x)  vom  vierten 
Grade  ist,  so  können  wir  sie  jetzt  ohne  weiteres  mit  Xf  bezeichnen.  Um 
die  Konstante  l  zu  berechnen,  genügt  es  die  Koeffizienten  von  a^  mit- 
einajider  zu  vergleichen,  indem  man  sich  daran  erinnert  (§  489),  daß  in 
9}  der  Koeffizient,  um  den  es  sich  handelt,  das  Vierfache  von 

-  4  .  27  (^«  +  9  q  V  -  32  Cg»  -  27  q^c,  +  108  c^c^c^ 

ist.  Von  diesem  Ausdruck  muß  man,  um  den  Wert  von  ^X  zu  erhalten, 
subtrahieren 

3  (3  Ci*  —  8  c^)  (c,*  —  3ci(^  +  12  C4) 

«  9  Cj^c,*  —  24  c,'  —  27  Ci'cj  +  72  c^c^c^  +  36  (3  c^^c^^  —  8  c^c^). 
Daraus  folgt 

^A  =  —  4-  27 Cj*  —  8cj»  +  36(ciCjC3  —  Sc^^c^  +  8CjcJ  =  —  8/. 
Endlich  ist  (p  ^  12IH-Z2Jf,  mithin  4J?»- 3^^-=64(3JiI- 8//')/-^ 

492«  Methode  von  Halphen.  Um  alle  diese  Rechnungen  auszu- 
führen, ist  es  nicht  nötig,  wie  wir  es  in  den  vorigen  Übungen  zu  machen 
für  gut  hielten,  die  verschiedenen  Funktionen  durch  die  Wurzeln  von  f 
auszudrücken.  Man  verdankt  nämlich  Halphen^)  eine  geistreiche  Methode, 
bei  welcher  man  ausschließlich  die  Funktionzeichen  f^f^f\  •  .  .  braucht. 


1)  „Noavelles  Annales  de  Mathdmatiquefi^*  (1885,  p.  17). 
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Sie  beruht  auf  folgender  Bemerkung.  Wenn  f  und  g  ganze  Funktionen 
vom  Grade  n  sind,  so  reduziert  sich  der  Ausdruck 

auf  eine   Konstante.     In  der  Tat  ist  die  Derivierte  dieses  Ausdrucks 

Die  Berechnung  dieser  Eonstanten,  die  von  Ralphen  mit  dem  Symbol  (fg) 
bezeichnet  wird,  ist  sehr  leicht  und  einfach.  Man  braucht  nur  dem  x  in 
der  Definitionsformel  irgend  einen  Wert  beizulegen.  Setzt  man  ^  »  0,  so 
sieht  man  z.  B.  sofort,  daß  {ff)  gerade  die  quadratische  Invariante  der 
binären  Formen  ist,  die  wir  am  Ende  des  §  482  angegeben  haben.  Wir 
wollen  jetzt  einige  leichte  Anwendungen  von  der  Methode  machen. 

a)  Um  die  Diskriminante  der  kubischen  Funktion 

zu  berechnen,  wenden  wir  die  Eonstanten  {ff)  und  (H'f)  an.  Man 
erhält  sofort,  wenn  man  o;  =  0  setzt, 

(rn = 2  rr  -  r»  -  -  4  (<i»  -  3  c.). 

Ebenso  erhalt  man,  wenn  man  bemerkt,  daß 

H=2f^'-'3ff%    H'^ff  -Zff",    H"  =^f^-2ff' 
ist, 

(H'f)  =  H'f"  -  H'T r*  +  ^ffT'  -  ^ff"^, 

femer,  wenn  man  o;  »  0  setzt, 

(J^rO  =-  4(2ci*-  9CiC,  +  27 C3). 

Zurückkehrend  zu  den  ursprünglichen  Ausdrücken  der  beiden  Eonstaiiten 
in  den  Funktionalsymbolen  bemerken  wir,  daß,  wenn  f  eine  vielfache 
Wurzel  zulftßt  und  man  für  x  gerade  eine  solche  Wurzel  setzt,  die  beiden 
Eonstanten  werden 

Also  ist  {ffy  +  {H'f^^  eine  Funktion  der  Eoeffizienten  von  f^  die  ver- 
schwindet wie  die  Diskriminante  ^f,  wenn  f  eine  vielfache  Wurzel  hat. 
Nun  ist  leicht  zu  sehen,  daß  die  genannte  Funktion  das  Gewicht  6  hat, 
d.  h.  (§  487)  gerade  das  Grewicht,  welches  /i  haben  muß.  Sie  kann  sich 
also  von  J  nur  um  einen  numerischen  Faktor  unterscheiden.  Verfügt 
man  über  diesen  Faktor  in  passender  Weise,  so  kann  man  schreiben, 
(vgl.  §  471) 

^  =  h  [4(Ci'  -  3ci)»  -  (2q»  -  9  c,(^  +  27c^«] 
«  -  27(i*  +  Ci%«  -  4  c,»  -  4Ci»C8  +  18<iC«C8- 

b)  Bei  der  biquadratischen  Funktion 

f=^a^  —  c^a?  +  c^a?  —  c^x  -\-  c^ 

ist  es  leicht  zu  verifizieren,  daß  die  Eonstanten  {ff)  und  {Hf)  gerade 
die   Invarianten   I  und   J  sind.     Multipliziert   man   sie   nut    geeigneten 
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numerischen  Faktoren  derart,  daß  fOr  I  und  cT  die  in  §  482  und  §  483 
angegebenen  Ausdrücke  bewahrt  bleiben,  so  findet  man 

Nun  bemerke  man,  daß  man,  wenn  f  eine  vielfache  Wurzel  zuläßt  und  x 
gleich  dieser  Wurzel  gesetzt  wird,  successiv  hat 

(ff)  =  r',  {Hf)  =  ir,  i(ffy-(Hfy~o. 

Wenn  man  also  so  wie  vorhin  schließt  und  einen  passenden  Proportionalitäts- 
faktor  wählt,  so  konmit 

^"  64.27  ""27^^         •^  >>• 

c)  Auch  bei  der  letzten  Rechnung  des  vorigen  Paragraphen  lassen 
sich  erhebliche  Vereinfachungen  erreichen,  wenn  man  das  Symbol  {fg) 
benutzt.  Es  gelingt  auf  diese  Weise,  anstatt  versuchsweise  vorzugehen, 
direkt  zu  beweisen,  daß  die  Funktion  q>  linear  ausdrückbar  durch  f  und 
H  ist,  indem  man  sie  auf  folgende  Form  bringt: 

^^^H{ff)^2f(Hf). 


WiMnng  der  Wnneln. 

493.  Die  Ennitteluiig  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen 
laSt  sicli  immer  abhangig  machen  von  der  Bestimmung  der  reellen 
Wurzeln  von  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten.  In  der  Tat 
wird  die  Funktion  f{z)y  wenn  man  darin  die  reellen  Teile  der 
Koeffizienten  und  der  Veränderlichen  e  von  den  rein  imaginären 
Teilen  trennt, 

fix  +  iy)  =  fp{x,  y)  +  i*(a;,  y), 

und  man  muß  gleichzeitig  haben 

9(a;,  y)  =  0,    ^(a;,  y)-0, 

damit  f{e)  verschwindet  Die  Elimination  von  y  aus  den  letzten 
Gleichungen  liefert  eine  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten^  deren 
reelle  Wurzeln  die  Werte  von  x  sind.  Man  erhält  entsprechend  durch 
Elimination  von  x  die  Werte  von  y.  In  diesem  Kapitel  und  in  den 
folgenden  werden  wir  uns,  indem  wir  uns  auf  das  soeben  Gesagte 
stützen,  ausschließlich  mit  den  reellen  Wurzeln  der  ganzen  Funktionen 
mit  reellen  Koeffizienten  beschäftigen.  Da  die  Methoden,  welche  vnr 
im  folgenden  zur  Ermittelung  dieser  Wurzeln  auseinandersetzen  werden, 
erfordern,  daß  man  a  priori  zu  sagen  weiß,  wie  viele  von  ihnen  in 
ein  gegebenes  Intervall  fallen,  so  werden  wir  uns  in  den  beiden 
ersten  Kapiteln  speziell  auf  die  verschiedenen  Mittel  beschränken,  die 
man  ztir  Erreichung  dieses  Zieles  ausgedacht  hat. 
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494.  HilfBsätBe.  a)  In  der  Umgebung  jeder  reellen  Wurzel 
einer  ganzen  Funktion  nimmt  die  Deriyierte  rechts  das- 
selbe Zeichen  wie  die  Funktion,  links  das  entgegengesetzte 
Zeichen  an.  Man  wähle  eine  positive  Zahl  h  so  klein,  daß  in  das 
Intervall  (a  —  h,  a  +  Ä)  außer  a  keine  Wurzeln  von  f  und  von 
/"  fallen,  sodaß  jede  von  diesen  Funktionen  in  (cc  —  Ä,  a)  und  in 
(a,  a  +  h)  mit  Ausschluß  von  a  ein  bestimmtes  Vorzeichen  bewahrt. 
Bekanntlich  ist  (§  306)  f{x)  =  (a;  —  a)f(l^),  wobei  S  zwischen  a  und 
X  liegt.  Wenn  x  dem  betrachteten  Intervalle  angehört,  so  gehört 
auch  g  ihm  an,  und  das  Zeichen  von  /"(g)  ist  das  von  f'(x).  Also 
haben  für  |  rc  —  « |  <  Ä  die  Funktionen  f(x)  und  f(x)  dasselbe  Zeichen 
oder  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nachdem  x>  a  oder  x  <ia  ist 

b)  Rechts  von  jeder  reellen  Wurzel  a  von  der  Ordnung 
r  nimmt  f(x)  das  Zeichen  von  /^'"^(a)  an.  Links  nimmt  sie 
dieses  Zeichen  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen  an,  je 
nachdem  r  gerade  oder  ungerade  ist.  In  der  Tat,  konstruiert 
man  um  a  ein  Intervall,  in  welchem  die  stetige  und  tur  x  ^  a  nicht 
verschwindende  (§  450,  c)  Funktion  f^*"^  ein  bestimmtes  Zeichen  be- 
wahrt, so  ist  klar,  daß  rechts  von  a  auf  Grund  des  vorigen  Hilfs- 
satzes  /^'""^^,  Z^''-^),  ...,  f  das  Zeichen  von  f^''^(a)  haben,  während 
links  Z*^''-^)  das  entgegengesetzte,  /^'•-*)  dasselbe  Zeichen  hat  u.  s.  w., 
endlich  f  dasselbe  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nachdem  r 
gerade  oder  ungerade  ist. 

c)  Ein  beliebiges  Intervall  enthält  eine  ungerade  Zahl 
von  Wurzeln  der  ganzen  Funktion  /*,  wenn  dieselbe  an  den 
Grenzen  entgegengesetzte  Zeichen  annimmt.  Es  enthält 
eine  gerade  Anzahl  oder  keine  Wurzel,  wenn  die  Werte  der 
Funktion  an  den  Grenzen  dasselbe  Zeichen  haben.  In  der 
Tat,  wenn  a^,  a^,  .  .  .,  a^  die  sämtlichen  gleichen  oder  ungleichen 
Wurzeln  von  f  sind,  die  in  dem  Intervall  (a,  b)  enthalten  sind,  so 
kann  man  schreiben 

f{x)  =  (a;  -  ai)(a;  -  ttj)  . . .  (a;  -  aJ^W; 

wobei  g)(x)  eine  ganze  Funktion  bezeichnet,  welche  in  (a,  b)  nicht 
verschwindet  und  daher  (§  275)  an  den  Grenzen  ein  bestimmtes 
Zeichen  annehmen  muß,  sodaß  (p  (a)  g)(b)>0  ist.    Nun  hat  man 

/*(a)  =  (a-ai)(a-a,)  ...  (a-a,)9(a), 
/•(&)=  (6 -«,)  (6 -«,)...  (6 -a,)9,(6), 

woraus  folgt,  daß  f{a)  f{b)  das  Zeichen  von 

oder  das  Zeichen  von  (—  1)^  hat,  da  die  v  letzten  Faktoren  alle  po- 
sitiv  und   die   v   ersten  alle  negativ   sind.     Also  ist  v  gerade  oder 
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nngerade,  je  nachdem  f{a)  und  fQi)  dasselbe  Zeichen  oder  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben. 

495.  Theorem  von  Bolle.  Zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Wurzeln  einer  ganzen  Funktion  liegt  eine  un- 
gerade Anzahl  von  Wurzeln  der  Derivierten. 

Wenn  a  und  ß  aufeinanderfolgende  Wurzeln  von  f  sind,  so  be- 
deutet dies,  daß  in  (a^  ß)  diese  Funktion  niemals  verschwindet  und 
daher  ein  bestimmtes  Zeichen  bewahrt  Man  kann  nun  auf  Grund 
des  ersten  HiKssatzes  rechts  von  a  ein  Intervall  {a,  d)  konstruieren^ 
in  welchem  f  immer  das  Zeichen  von  f  hat,  und  links  von  ß  ein 
Intervall  (fc,  /5),  in  welchem  f  das  entgegengesetzte  Zeichen  bewahrt. 
Also  hat  auf  Grund  des  dritten  Hilfssatzes  die  Funktion  f,  die  an 
den  Grenzen  von  (a,  V)  entgegengesetzte  Zeichen  annimmt,  eine  un- 
gerade Zahl  von  Wurzeln  in  diesem  Intervalle  und  daher  auch  in  dem 
Intervalle  (a,  ß)  mit  Ausschluß  der  Grenzen. 

496.  Folgeitingen.  a)  Zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden 
Wurzeln  von  f  liegt  nicht  mehr  als  eine  Wurzel  von  f.  In 
der  Tat,  wäre  es  möglich,  daß  zwei  dazwischen  liegen,  so  würde 
zwischen  ihnen  keine  Wurzel  von  f  existieren  gegen  das  Bollesche 
Theorem.  Man  pflegt  auch  zu  sagen,  daß  die  reellen  Wurzeln 
von  f  diejenigen  von  f  trennen. 

b)  Wenn  alle  Wurzeln  von  f  reell  und  einfach  sind,  so 
gilt  dasselbe  für  fy  f"  u.  s.  w.  Es  seien  «j,  «j,  ...,  a^  die 
Wurzeln  von  /",  alle  verschieden  und  nach  zunehmender  Größe  ge- 
ordnet. In  jedem  der  n— 1  Intervalle  (oiOj);  (^'^j^s)?  •••  K^^*  ^^ 
wenigstens  eine  Wurzel  von  f ,  Also  hat  f  wenigstens  w  —  1  reelle 
und  verschiedene  Wurzeln,  und  andererseits  kann  es  bekanntlich 
nicht  mehr  als  n  —  1  geben.  Was  von  f  gesagt  worden  ist,  kann 
man  für  f  ^  femer  ftlr  f  u.  s.  w.  wiederholen. 

497«  Theorem  von  Desoartes.  Bei  jeder  algebraischen 
Gleichung  ist  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  nicht 
großer  als  die  Zahl  der  Zeichenwechsel. 

Wir  schicken  voraus,  daß  in  einer  Reihe  von  nicht  verschwindenden 
Zahlen  die  Aufeinanderfolge  von  zwei  entgegengesetzten  Vorzeichen 
ein  Zeichenwechsel  und  die  Aufeinanderfolge  von  zwei  identischen 
Vorzeichen  eine  Zeichenfolge  heißt.  Man  pflegt  femer  unter 
Zeichenwechseln  und  Zeichenfolgen  der  Gleichui^; 

(42)  a^cx^  +  a^af-*  +  o^tT-^  +  ■  •  •  +  a,  =  0 

kurz  die  Zeichenwechsel  und  Zeichenfolgen  in  der  Reihe  der  nicht 
verseilwindenden  Koeffizienten  zu  verstehen,  wobei  diese  so  zu  nehmen 
sind^  wie  sie  in  (42)  geschrieben  stehen.     Der  zu  beweisende  Satz 
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liegt  anf  der  Hand^  wenn  die  Anzahl  der  Zeichenwecksel  null  ist, 
weil  in  diesem  Falle  f{pc)  das  den  nicht  verschwindenden  Koeffizienten 
gemeinsame  Zeichen  för  jeden  positiven  Wert  von  x  bewahrt  und 
daher  keine  positiven  Wurzehi  haben  kann.  Es  wird  also  genügen 
zu  zeigen,  daß  unser  Satz,  wenn  er  fQr  weniger  als  u  Zeichenwechsel 
als  richtig  angenommen  wird,  auch  f&r  u  Zeichenwechsel  besteht. 
Nun  hat  die  Funktion  x~^f  dieselben  p  positiven  Wurzeln  wie  /*,  die 
linke  Seite  von  (42),  und  da  man  auf  sie  in  jedem  Intervall,  welches 
die  Null  nicht  im  Innern  enthalt,  das  Theorem  von  Rolle  anwenden 
kann  (vgl.  §  303),  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Derivierte 

x'^f  -  Ja;-*- Y-  x-^-'(xf  -  Jcf) 

und  daher  auch  xf  —  Jcf,  d.  h. 

(43)     (n  —  Jc)aQar  +  (n  -  it  -  l)a^af"^  + h  (1  ~  i)%-.i^  -  *^a«» 

in  jedem  der  p  —  1  Intervalle,  welche  zwischen  den  genannten  p 
Wurzeln  liegen,  wenigstens  eine  Wurzel  zuläßt,  daß  sie  also  wenigstens 
p  ^  1  positive  Wurzeln  besitzt.  Hat  man  nun  in  (42)  einen  Zeichen- 
wechsel, wenn  man  z.  B.  von  dem  Koeffizienten  von  x^  zu  dem  von 
x*~^  übergeht,  so  braucht  man  nur  h  irgend  einen  zwischen  v  und 
V  —  1  liegenden  Wert  zu  erteilen,  damit  jener  Zeichenwechsel  sich  in 
(43)  in  eine  Zeichenfolge  verwandelt,  während  alle  andern  Zeichen- 
wechsel und  Zeichenfolgen  ung^ndert  bleiben,  weil  alle  Koeffizienten 
links  ihre  Zeichen  bewahren,  während  die  rechts  sie  gleichzeitig 
ändern.  Es  ist  also  immer  möglich,  über  k  so  zu  verfügen,  daß  die 
Oleichung  (43)  u  —  1  Zeichenwechsel  bietet  und  daher  nach  der  ge- 
machten Voraussetzung  nicht  mehr  als  u  —  1  positive  Wurzeln  be- 
sitzt. Da  sie  nun  wenigstens  p—  1  solche  Wurzeln  hat,  so  mofi 
p^u  sein,  was  wir  beweisen  wollten^). 

498.  Brs^liiBende  S&tie.  a)  Der  Überschuß  der  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  über  die  der  positiven  Wurzeln  ist 
immer  gerade.  Wählt  man  a  so  groß  (§  445),  daß  f(x)  für  x>a 
das  Vorzeichen  von  a^  hat,  so  ist  klar,  daß  ins  Innere  von  (0,  d) 
alle  positiven  Wurzeln  von  f  fallen.  Ihre  Anzahl  ist  (§  494,  c)  ge- 
rade oder  ungerade,  je  nachdem  f(0)  und  f{a)  oder  a^  und  a^  das- 
selbe Zeichen  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  je  nachdem  also 
u  gerade  oder  ungerade  ist.     Folglich  ist  u  —p  immer  gerade. 

b)  Die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  von  f(x)  über- 
trifft nicht  die  Zahl  der  Zeichenwechs'el  von  f{—  x).  Man 
erhält  in  der  Tat  die  negativen  Wurzeln  von  f(x),  indem  man  das 
Zeichen  der  positiven  Wurzeln  von  /*(—  x)  umkehrt 

1)  Diesen  geistreichen  Beweis  verdankt  man  Lagaerre.  Siehe  die  „Nou- 
velles  Annales  de  Mathdmatiques*^  (1879,  p.  5). 
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499.  Bemerkungen,  a)  Wenn  eine  Gleichung  einen  ein- 
zigen Zeichenwechsel  bietet,  so  hat  sie  eine  einzige  posi- 
tive Wnrzel.  In  der  Tat  ißt  p  auf  Grund  des  cartesischen  Theorems 
nur  fähig  die  Werte  0  und  1  anzunehmen.  Es  kann  aber,  wie  wir 
gesehen  haben,  1  —p  nicht  ungerade  sein.     Folglich  iat  p  ^  1. 

b)  Eine  Gleichung  ohne  imaginäre  Wurzeln  hat  so  viele 
positive  Wurzeln,  als  es  Zeichenwechsel  in  ihr  gibt,  und  so 
viele  negative  Wurzeln,  als  die  Gleichung,  welche  man  durch 
Verwandlung  von  a;  in  —  a;  erhält,  Zeichenwechsel  aufweist. 
Wenn  das  Polynom /*(:%;)  vollständig  ist^  d.h.  wenn  alle  seine  Koeffizienten 
von  Null  verschieden  sind,  so  ist  klar,  daß  bei  Verwandlung  von  x 
in  —  o;  die  Zeichenwechsel  in  Zeichenfolgen  übergehen  und  die  Zeichen- 
folgen in  Zeichenwechsel,  weil  von  zwei  benachbarten  Gliedern  nur 
eins  sein  Zeichen  ändert.  Die  AnyAbl  v  der  Zeichenwechsel  in  /*(—  x) 
ist  also  gleich  der  Zahl  der  Zeichenfolgen  in  f(x),  und  man  hat 
daher,  wenn  man  mit  u  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  in  f(x)  be- 
zeichnet, u  +  V  =^n.  Wenn  man  f(x)  unvollständig  macht,  so 
liegt  auf  der  Hand,  daß  u  und  v  nicht  zunehmen  können.  Man  hat 
also  immer  u  -{-v^n.  Andererseits  ist,  wenn  die  Gleichung  nur 
reelle  Wurzeln  hat,  von  welchen  p  positiv  und  q  negativ  sind, 
p  +  q^n.    Mithin  ist 

u  +  v^p  +  q-   oder     (w  — 1))  +  (t?  —  g)  ^0, 

und  da  auf  Grund  des  cartesischen  Theorems  die  Zahlen  u  —p  und 
V  —  q  nicht  negativ  sein  können,  so  müssen  sie  null  sein.  Folglich 
ist  t*  =  p,  t?  =  q,  wie  wir  beweisen  wollten. 

c)  Wenn  ein  Glied  zwischen  zwei  Gliedern  gleichen 
Zeichens  fehlt,  so  hat  die  Gleichung  imaginäre  Wurzeln.  Es 
sei  a^_y^i  =  0.     Wenn  a^_^  das  Zeichen  von  ö„_y+2  hat,  so  bietet 

offenbar  das  Gliederpaar  «n-y^  +  ^n-v+2^'^"'*  *^^  ^^"^  ®^®  Zeichen- 
folge, wenn  man  x  in  —  x  verwandelt.  Betrachtet  man  nun  die  Ge- 
gamtzahl  der  Zeichenwechsel  in  f(x)  und  f(—  x\  so  sieht  man  sofort,  daß 

w  +  v^H  —  v  +  i/  —  2  =  n  —  2 

ist.  A  fortiori  isk  p-^  q'^n  —  2.  Es  existiert  also  wenigstens  ein 
Paar  imaginärer  Wurzeln.  Analog  beweist  man,  daß  die  Gleichung 
wenigstens  2U  imaginäre  Wurzeln  hat,  wenn  21c  aufeinander- 
folgende Glieder  fehlen,  oder  wenn  2Ä;— 1  solche  Glieder 
zwischen  zwei  Gliedern  gleichen  Zeichens  fehlen. 

d)  Es  ist  von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  der  Beweis  des 
Theorems  von  Descartes,  wie  wir  ihn  in  §  497  gegeben  haben,  nicht 
notwendig  voraussetzt,  daß  f  eine  ganze  Funktion  ist.  Es  genügt 
schon,  wenn  in  f  oder  besser  in  der  Entwickelung  (42),  die  auch  aus 
unendlich  vielen   Gliedern  bestehen  kann,    die  Potenzen   von  x  so 
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geordnet  sind,  daß  die  ganzen  oder  gebrochenen,  positiven  oder 
negativen  Exponenten  immer  in  demselben  Sinne  yariierend  auf- 
einanderfolgen. 

500»  Bevor  wir  weiter  gehen  ist  es  zweckmäßig  die  Rnffini- 
schen  Funktionen  zu  definieren.  Aus  der  linken  Seite  f  der 
Gleichung  (42)  lassen  sich  die  Polynome 

/i  =  «0^"^  +  Oi^"'^  + h  a«-i,     .     • , 

herleiten.  Die  zu  der  betrachteten  Gleichung  gehörigen  Ruffinischen 
Funktionen  sind  gerade  fy  fx,  U,  -  •  -,  fn-  ^  dieser  Anordnung  ge- 
schrieben bilden  sie  die  Ruffinische  Reihe.  Die  Werte,  welche 
sie  annehmen,  wenn  man  x  einen  bestimmten  Wert  a  beilegt,  lassen 
sich  sehr  leicht  berechnen,  indem  man  von  f^  =  a^  ausgeht  und  be- 
merkt, daß 

und  endlich  f{a)  =  af^  (a)  +  ^n  ^^^*  -^^  ^^^  ^^^  sogar  das  ein&chste 
Mittel,  welches  man  zur  Berechnung  von  f{a)  kennt  Dies  voraus- 
geschickt bemerke  man,  daß  aus 

f(x)-'f{a)  «  ao(af  -  a-)  +  a,{o^'^  -  a-^)  +  . . .  +  «„^^(a;  -  a) 
sich  sofort  ergibt 

d.  h. 

(44)      ^^1^  =  aj- Y.(«)  +  *-- Y»-!  («)  +  •••+  A  («). 

501.  Theorem  von  Ifaguerre.  Die  Anzahl  der  reellen 
Wurzeln  von  f{x),  welche  großer  sind  als  die  positive  Zahl  a, 
übertrifft  nicht  die  Zahl  der  Zeichenwechsel,  die  für  x  =  a 
in  der  Ruffinischen  Reihe  auftreten,  und  in  jedem  Falle  ist 
die  Differenz  zwischen  beiden  Zahlen  gerade^). 

Aus  (44)  leitet  man  für  :i;  >  a  ab 

^  =  af-Y»  +  ...+/i(a)+arY(a)  +  «a;-Y(o)  +  a»a;-Y(a)  +  ---. 

Ist  a  positiv,  so  bietet  die  rechte  Seite  u  Zeichenwechsel,  wenn  u 
die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 

(45)  m,  f,ia),  f,ia),  ...,f,(a) 

darstellt.     Es  kann   also   nicht   mehr   als   u   positive   Werte   von   x 


1)  „NouTelles  Annales  de  Mathämatiques*'  (1880,  p.  52). 
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geben;  welche  die  genannte  rechte  Seite  zu  Null  machen.  Diese 
Werte;  welche  notwendig  größer  als  a  sind;  sind  gerade  alle  diejenigen 
Wurzeln  von  fy  die  a  übertreffen.  Um  femer  den  zweiten  Teil  des 
Theorems  zu  beweisen;  bestimme  man  zunächst  eine  Zahl  h^  die  so 
groß  ist;  daß  f{x)  für  x^h  das  Zeichen  von  a^  hat.  Es  fallen  also 
alle  betrachteten  Wurzeln  in  das  Intervall  {a^  V),  und  ihre  Anzahl 
ist  gerade  oder  ungerade^  je  nachdem  f(a)  das  Zeichen  yon  f(h),  d.  h. 
Ton  f^(a),  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat;  je  nachdem  also 
die  Zahl  u  gerade  bezw.  ungerade  ist.    Dieses  Theorem  gestattet;  wenn 

man  es  auf  f(—)  oder  auf  f(—  x)  anwendet;  auch  eine  obere  Grenze 

f&r  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  von  f(x)  zu  finden,  die  kleiner 
als  eine  gegebene  Zahl  sind;  oder  für  die  Anzahl  der  Wurzeln;  die 
kleiner  sind  als  eine  gegebene  negative  Zahl. 

502.  Theorem  von  Bndan.  Die  Anzahl  der  Wurzeln,  die 
eine  ganze  Funktion  f{x)  in  einem  gegebenen  Intervall  zu- 
läßt; übertrifft  nicht  die  Zahl  der  Zeichenwechsel;  die  der 
Reihe 

(46)  f,  r,  r,  r,  . . . 

verloren  geheU;  wenn  die  Veränderliche  das  betrachtete 
Intervall  wachsend  durchläuft;  und  in  jedem  Falle  ist  die 
Differenz  zwischen  beiden  Zahlen  gerade. 

Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  (46)  bleibt;  wenn  die  Ver- 
änderliche X  kontinuierlich  wächst;  ungeändert;  solange  kein  Glied 
der  Reihe  verschwindet.  In  der  Tat  besteht  dieselbe  aus  stetigen 
Funktionen;  d.  h.  aus  Funktionen;  die  nicht  ihr  Zeichen  wechseln 
können  ohne  zu  verschwinden.  Versuchen  wir  also  zunächst  zu  er- 
kennen; was  passiert;  wenn  x  durch  einen  Wert  a  hindurchgeht;  der 
eine  Wurzel  von  f  ist.  Wenn  r  der  Grad  der  Vielfachheit  von  a  ist, 
so  bieten,  wie  uns  bekannt  ist  (§  494;  b);  rechts  von  a  die  r  -f- 1 
ersten  Glieder  der  Reihe  (46)  keinen  Zeichenwechsel  dar;  während  sie 
links  r  solche  aufweisen.  Man  hat  also  beim  Durchgang  von  x  durch 
a  einen  Verlust  von  r  Zeichenwechseln;  also  gerade  so  vieler  Zeichen- 
wechsel; als  Wurzeln  in  a  angehäuft  sind  (§  450;  b).  Es  bleibt  noch 
zu  untersuchen;  ob  die  Reihe  (46)  andere  Verluste  oder  Gewinne  von 
2^ichenwechseln  erfahren  kanU;  wenn  x  durch  einen  Wert  a  hindurch- 
geht, der  ohne  eine  Wurzel  von  f  zu  sein  irgend  eine  DeriviertC; 
z.  B.  Z^'*^;  zum  Verschwinden  bringt.  Man  kann  immer  annehmen 
/^•"*>(a)  +  0,  und  wenn  r  der  Grad  der  Vielfachheit  von  a  ist,  so  muß 
man  auch  voraussetzen  /*('+'')(a)-4-0.  Dies  vorausgeschickt  konstruiere 
man  um  «  ein  Intervall,  in  welchem  die  Funktionen  /^*~*)  und  /^*+'') 
jede  ein  konstantes  Vorzeichen  bewahren.  Wenn  dieses  für  beide 
dasselbe  ist,  so  bietet  die  Reihe 
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welche  ein  Teil  von  (46)  ist^  rechts  von  a  keinen  ZeichenwechBel 
dar^  während  sie  links  deren  r  oder  r  +  1  aufweist^  je  nachdem  r 
gerade  oder  ungerade  ist.  Die  Zahl  der  verlorenen  Zeichenwechsel 
ist  also  gerade.  Wenn  dagegen  das  Zeichen  yon  f^*~^\a)  demjenigen 
Yon  /*(' +'*)(«)  entgegengesetzt  ist,  so  bietet  die  betrachtete  Partialreihe 
einen  Zeichenwechsel  rechts  von  a  nnd  links  r  +  1  oder  r,  je  nach- 
dem r  gerade  oder  ungerade  ist;  sodaß  ein  Verlust  yon  r  oder  yon 
r--!,  d.  h.  immer  einer  geraden  Zahl  yon  Zeichenwechseln  eintritt 
Aus  alledem  folgt,  daß,  wenn  x  yon  einer  Grenze  irgend  eines  Inter- 
yalles  bis  zu  der  andern  wächst^  die  Reihe  (46)  nur  Zeicheuwechsel 
yerlieren  kann  und  die  Anzahl  der  yerlorenen  Zeichenwechsel  gleich 
ist  der  Anzahl  der  gleichen  oder  ungleichen  Wurzeln,  die  in  dem  be- 
trachteten Intervalle  liegen,  vermehrt  um  eine  gerade  Zahl,  die  sich 
in  besonderen  Fallen  auf  Null  reduzieren  kann^). 

603,  Bemerkungen,  a)  Das  Theorem  von  Descartes  ist  eine 
unmittelbare  Folgerung  sowohl  des  Theorems  von  Budan  wie  des 
Theorems  von  Laguerre.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  braucht 
man  nur  zu  bemerken,  daß  für  a  »  0  und  für  o:;  ==  0  die  Reihen  (45) 
und  (46)  sich  abgesehen  von  positiven  Faktoren  auf  die  Reihe  der 
Koeffizienten  reduzieren,  da 

m'%,  /i(o)-r(o) =«»_!,  /;(o)-ir(o)-«,_„  ... 

ist,  während  für  hinreichend  großes  x  alle  Funktionen  (46)  schließlich 
das  Vorzeichen  von  a^  annehmen  und  bewahren.  Die  Zeichenwechsel, 
welche  verloren  gehen,  wenn  x  von  0  nach  Unendlich  zunimmt,  sind 
also  alle  diejenigen,  welche  in  der  Reihe  a^,  o^,  o^,  . . .,  a^  auf- 
treten können,  nachdem  man  die  verschwindenden  Glieder  beseitigt 
hat.  Um  diese  Beseitigung  zu  rechtfertigen,  braucht  man  nur  als 
untere  Ghrenze  des  Intervalles,  auf  welches  man  das  Theorem  von 
Budan  anwendet,  anstatt  der  Null  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl 
zu  wählen.  Dann  hat  man  zu  bemerken,  daß,  wenn  für  x=^0  nur 
die  Zwischenglieder  der  Reihe  (47)  null  sind,  diese  Reihe  rechts  von 
der  Null  gerade  so  viele  Zeichenwechsel  aufweist,  als  die  äußersten 
Glieder  allein  bieten,  d.  k  einen  einzigen  oder  keinen. 

b)  Das  Theorem  von  Budan  gestattet  nicht  wie  ein  anderes, 
welches  wir  in  kurzem  beweisen  werden,  genau  anzugeben,  wie  viele 
Wurzeln  es  in  einem  gegebenen  Intervalle  gibt.  Es  ist  nichtsdesto- 
weniger bei  der  praktischen  Rechnimg  sehr  nützlich.  Noch  nützlicher 
ist  ein  Theorem  von  Laguerre^,  welches  dem  in  §  501  analog  ist 

1)  Ein  etwas  einfacherer  Beweis  ist  von  Fonret  veröffenÜicht  worden  in 
den  „Nonv.  Ann.  de  Math.^*  (1892). 

2)  „Nonvelles  Annales  de  Math^matiques**  (1880,  p.  56). 
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Sylvester  yerdankt  man  femer  eine  bemerkenswerte  Yeryollkommnung 
des  Theorems  yon  Budan^  welche  naturgemäß  eine  Yeryollkommnang 
des  Theorems  von  Descartes  einschließt^  die  von  Campbell^)  herrührt. 

504.  Übungen,  a)  Gegeben  ist  eine  ganze  Funktion  f,  deren  n  Wurzeln 
sämtüch  reell  sind.  Man  will  beweisen,  daß,  wenn  das  Intervall 
zwischen  irgend  zwei  aufeinanderfolgenden  Wurzeln  in  n  gleiche 
Teile  geteilt  wird,  die  Derivierte  f  in  den  äußersten  Teil- 
intervallen nicht  verschwindet.  Es  seien  a  und  ß  die  beiden  Wurzeln, 
und  man  setze  gleich  Null 

indem  man  auf  einer  Seite  die  Wurzeln  läßt,  welche  a  nicht  übertreffen, 
und  auf  die  andere  diejenigen  bringt,  welche  gleich  ß  oder  größer  als  ß 
sind,  femer  x  einen  Wert  erteilt  denkt,  der  zwischen  a  und  ß  liegt  und 
f'  zum  Verschwinden  bringt.     Man  erhält  auf  diese  Weise 

-4-       ^      =       ^       -^ 

^  X  —  tt         ß—X^  ' 

eine  Gleichung  zwischen  zwei  Summen  von  wesentlicb  positiven  Brüchen, 
von  denen,  wie  man  sieht,  auf  jeder  Seite  nur  die  größten  geschrieben 
sind.     Daraus  folgt 

(48)  ^_<^,     !Lzl>_L_ 

V      /  X  —  <Jf  ==  p  —  «'      X  —  u  =  ß  —  x^ 

mithin 

Ist  insbesondere  n  =>  2,  so  teilt  die  einzige  Wurzel  von  f  das  Intervall 
(of,  /?)  in  zwei  gleiche  Teile. 

b)  Zu  beweisen,  daß,  wenn  alle  n  Wurzeln  von  f  reell  und  einfach 
sind  und  wenn  Je  eine  positive  Zahl  ist,  f^  -|-  kf^  lauter  imaginäre  Wurzeln 
hat  imd  für  jede  von  ihnen  der  Koeffizient  von  i  dem  absoluten 

Betrage  nach  kleiner  als  n}/^  ist.  Schreibt  man  die  zu  betrachtende 
Gleichung  in  der  Eorm 

und  setzt  o?  »  a  +  tj3,  so  muß  man  haben 

a  —  a^—iß      ■      a^a^  —  iß  a  — ein  — iß  ,   _^ 

(«-«,)«  +  P«  "^  («-«,)«  +  p«  -t-  •  •  •  -^  (a-aj«  +  p«  -±yjt' 

Daraus  folgt,  wenn  man  die  rein  imaginären  Teile  der  beiden  Seiten  gleich- 
setzt, nachdem  man  bemerkt  hat,  daß  ß  nicht  verschwinden  kann. 


1)  Todhunter,  ,yAlgebra**  (3.  ed.,  p.  218).  Petersen,  „Algebraische 
Gleichungen"  (8.  212).  Siehe  auch  eine  Note  von  Poulain  in  den  Comptes- 
rendus  der  Pariser  Akademie  (1888,  p.  470). 
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+  TZ ^  M    I    Q\   +  •  •  •  + 


Die  Nenner  auf  der  linken  Seite  sind  wenigstens  gleich  /3^  Es  ist  also 
successiv 

Mit  anderen  Worten:  Wenn  man  im  Abstände  n)/^  die  Parallelen  zur 
Achse  der  reellen  Zahlen  zieht,  so  liegen  in  dem  von  ihnen  begrenzten 
Streifen  alle  Wurzeln  von  /**  +  Ä;/^*,  aber  keine  auf  der  Achse  ^). 

c)  Wenn  dagegen  "k  negativ  wäre,  so  würden  alle  Wurzeln  reell  sein, 
wie  man  sofort  aus  einer  interessanten  Yerallgemeinerong  des  Theorems 
von  Rolle  herleitet,  die  von  Waring  herrührt.  Bezeichnet  man  mit  a,  |3, 
^,  .  .  .  die  Wurzeln  von  /*,  mit  r,  5,  ^, .  .  .  die  zugehörigen  Ordnungszahlen, 
mit  A;  irgend  eine  reeUe  Zahl,  und  setzt  man  die  Funktion  f  -j-  ^f  gleich 
Null,  so  erhält  man  die  Gleichung 

+  :i-^  +  ;;r^  +  ---  +  l  =  0. 


X  —  flf       X  —  p       X  —  y  k 

Die  linke  Seite  ist  eine  Funktion  9(0;),  die  in  jedem  Intervalle  stetig  ist, 
von  welchem  a,  |3,  ;',  .  .  .  ausgeschlossen  sind.    Es  liegt  auf  der  Hand,  daß 

.  T 

in  der  Umgebung  einer  Wurzel  a  in  g>  das  zugehörige  Glied  über- 

X  ~^  ff 

wiegt,  sodaß  die  Funktion  links  von  a  negativ,  rechts  von  a  positiv  ist. 
Folglich  wechselt  9  sein  Zeichen,  wenn  x  zwischen  zwei  benachbarten 
Wurzeln  von  f  variiert,  und  verschwindet  daher  wenigstens  einmal.  Be- 
achtet man  femer,  daß  für  genügend  großes  |  o;  |  die  Funktion  fp{x)  schließ- 
lich das  Zeichen  von  A;  annimmt  und  bewahrt,  so  wird  es  evident,  daß  ^ 
noch  eine  Wurzel  zuläßt,  die  kleiner  oder  größer  ist  als  alle  Wurzeln  von 
/*,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  also  v  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Wurzeln  von  f  ist,  so  ist  klar,  daß  die  Funktion  f  +  ^f 
wenigstens  v  reelle  Wurzeln  besitzt,  die  von  denen  von  f  verschieden  sind, 
und  da  sie  (§  450,  c)  für  alle  vielfachen  Wurzeln  von  f  verschwindet,  so 
hat  sie  außerdem  noch  (r  —  1)  -f  (5  —  1)  +  •  •  •  =  n  —  v  Wurzeln  mit  f 
gemeinsam.  Wenn  also  /'  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  so  läßt  sich 
dasselbe  von  f-\-'kf  behaupten. 

d)  Wenn  man  für  h  verschiedene  reelle  Werte  setzt,  so  gelingt  es 
leicht,  den  letzten  Satz  zu  verallgemeinem.  Setzt  man  immer  noch  vor- 
aus, daß  f  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  so  kann  man  dasselbe  zunächst  von 
f'\~\f  behaupten,  femer  aber  von 

f+  Kf  +  hif  +  hO  =  /'+(«!  +  *i)r+  Khf  «-sw. 

behaupten.  Folglich  gilt  der  Satz:  Wenn  die  n  Wurzeln  von  f  reell 
sind,  so  hat  auch  af  +  'bf '\- cf '-{•-•  •  lauter  reelle  Wurzeln, 
vorausgesetzt,   daß  man  dasselbe  von  aa:"  +  Z>x"~*  +  caf  "^  +  •  -  • 


1)  In  Betreff  anderer  nützlicher  Übungen  siehe  „NouveUes  Annales  de  Ma- 
th^matiques''  1885,  p.  321;  1887,  p.  86. 
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sagen  kann.     Auf  diese  Weise  läfit  sich  z.  B.  zeigen,  daß  alle  Wurzeln 
der  fliegenden  Gleichungen^)  reell  sind: 

^+n!^_x  +  5!(n^V-«+...-0, 

e)  Zu  beweisen,  daß,  wenn  f  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  das  Quadrat 
jedes  Koeffizienten  größer  ist  als  das  Produkt  der  benachbarten 
Koeffizienten.     Es  seien 

yier  Glieder  von  f.     Bei  Multiplikation  mit  x  —  h  werden  sie 

. ■ .  +  (a^  -  K-i)^""""*  +  •  •  •  +  («.+«  -  Äa.+i)a^-"-'  +  •  •  • . 

Wenn  a,  null  wäre,  so  w&re  der  zu  beweisende  Satz  auf  Grund   einer 
früheren  Bemerkung  (§  499,  c)  evident.      Nehmen  wir  also  an  a^^O. 

Nach  derselben  Bemerkung  mtlssen,  wenn  wir  h  »    ^"^"^  setzen,  die  Koef- 


«^ 


fizienten  a^  —  ha^_i  und  a^^^  —  ^^y+i  entgegengesetzte  Zeichen  annehmen, 
da  alle  Wurzeln  von  {x  —  }t)f  reell  sind.     Nun  hat  man 

Also  hat  aj  —  «y^irf^+i  das  Zeichen  von  aj^j  —  öyö^+g,  d.  h.  ein  von  v 
unabhftngiges  Zeichen.  Nun  werden  bei  der  Multiplikation  mit  x  —  A  die 
drei  ersten  Glieder 

Da  00  4°  0  ist,  so  kann  man  i^  »  -^  setzen,  und  es  ist  notwendig,  daß  das 
Zeichen  von  a^  demjenigen  von        ^ 


«0 


entgegengesetzt  sei.  Also  ist  «i*  >  «o^»  mithin  öy*>  «y_ifly+i>  was 
auch  V  sein  mag.  Dieses  von  De  Gua  herrührende  Theorem  gestattet 
oft  die  Existenz  imaginärer  Wurzeln  zu  konstatieren,  wenn  dies  mit  Hilfe 
des  Theorems  von  Descartes  nicht  gelingt.  Unter  den  Folgerungen  heben 
wir  hervor  die  Existenz  imaginärer  Wurzeln  bei  gewissen  Gleichungen, 
z.  B.  bei  denjenigen,  bei  welchen  drei  aufeinander  folgende  Glieder  eine 
geometrische  Progression  oder  vier  eine  arithmetische  Progression  bilden. 
f)  Wir  fordern  den  Leser  auf,  die  verschiedenen  in  diesem  Kapitel 
behandelten  Fragen  noch  einmal  in  Angriff  zu  nehmen,  um  zu  versuchen, 
sie  direkt  in  der  Ebene  zu  behandeln.  Man  beginne  mit  folgender  Be- 
nierkung:     Wenn   man   durch   eine  Wurzel  x  von  f  irgend   eine   Gerade 


1)  In  betreff  anderer  analoger  Übungen  siehe  den  „Trait^^^  von  Laurent, 
m.  Teü,  4.  Aufl.,  S.  70. 
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zieht,  die  um  0  gegen  die  Achse  der  reellen  ZaMen  geneigt  ist,  und  mit 
r^ ,  r^ ,  ...  die  Abstände  zwischen  a^^  o^ ,  ...  und  x  bezeichnet,  femer  mit 
0^ ,  9) ,  .  . .  die  Neigungen  der  Geraden,  die  von  x  nach  cr^ ,  o^ , .  .  .  führen, 
gegen  die  betrachtete  Gerade,  so  hat  man 


X  —  04  X  —  Of,  X  —  «- 

Die  Oleichung  . 


-e". 


(49)  -^—  +  — ^—  + 1-  — ^—  -  0 


X  —  cfj        rc  —  a,  X  —  flf„ 


nimmt  eine  yon  6  unabhängige  Form  an.  Sie  spaltet  sich  in  zwei  Glei- 
chungen, von  denen  eine  die  folgende  ist 

Diese  sagt  uns,  daß  die  Abstände  r^  sin  0^,  r,  sin  djt  •  •  •  zwischen  a^, 
«2  9  -  •  •  und  der  betrachteten  Geraden  nicht  alle  positiv  oder  alle  negativ 
sein  können.  Also  liegen  die  Wurzeln  von  f  auf  beiden  Seiten 
jeder  Geraden,  die  durch  irgend  eine  Wurzel  von  f'  gezogen  ist, 
wenn  sie  nicht  alle  auf  die  Gerade  fallen,  tmter  welcher  Annahme  das- 
selbe von  den  Wurzeln  von  f  gelten  muß.  Wir  gelangen  auf  diese  Weise 
dazu,  uns  ein  früheres  Theorem  (%  496,  b)  klar  zu  machen,  und  wir  er- 
kennen überdies  noch  folgendes^):  Wenn  die  Wurzeln  von  f  alle 
einem  gegebenen  Gebiet  in  der  Ebene  angehören,  welches  von 
einem  konvexen  Kontur  begrenzt  ist,  so  fallen  in  dasselbe  Ge- 
biet alle  Wurzeln  yoil  f'.  Andere  Einschränkungen  für  die  Lage  der 
Wurzeln  von  f  kann  man  finden,  indem  man  in  der  Ebene  die  erste 
Übimg  wiederholt.  Man  braucht  nur  a  xmd  ß  als  die  zu  einer  bestimmten 
Wurzel  X  von  /*'  am  meisten  benachbarten  Wurzeln  zu  betrachten. 
Da  der  Modul  jedes  Bruches  auf  der  linken  Seite  von  (49)  nicht  größer 
sein  kann  als  die  Summe  der  Moduln  der  andern,  so  erhält  man  sofort 
an  Stelle  von  (48)  die  Einschränkungen 

\cC'-'ß\^{n-l)\x-a\,     \x-a\^(n-l)\x-ß\. 

Daraus  ergibt  sich  folgendes:  Wenn  man  unter  den  Kreisen,  die  a  von  ß 
harmonisch  trennen,  die  beiden  zeichnet,  welche  die  Strecke  aß  in  den 
Verhältnissen  1  zu  n — 1  und  n — 1  zu  1  teilen,  so  erreicht  man  dadurch, 
of  und  ß  von  der  Wurzel  x  von  f^  zu  trennen.  Errichtet  man  ferner 
auf  den  geradlinigen  Strecken,  welche  a  und  ß  mit  den  übrigen  Wurzeln 
verbinden,  die  Mittelsenkrechten,  so  ergeben  sich  in  dem  Teil  der  Ebene, 
der  außerhalb  der  Jbeiden  Kreise  liegt,  neue  Einschränkungen  für  die  Lage 
von  x,  da  dieser  Punkt  nach  der  Voraussetzung  nicht  weiter  von  a  und  ß 
entfernt  liegen  darf  als  von  irgend  einer  andern  Wurzel.  So  gelingt  es 
mit  Hilfe  von  Geraden  und  Kreisen  immer,  wenn  die  Wurzeln  von  f  ge- 
geben sind,  die  Grenzen  von  Gebieten  zu  bezeichnen,  in  welche  notwendig 
die  verschiedenen  Wurzeln  von  f^  fallen. 


1)  Wegen  dieser  und  anderer  Fragen  derselben  Art  siehe  die  zahlreichen 
Arbeiten,  welche  Mansion  in  seinen  „M^langee  math^matiques'^  zitiert  (p.  26). 
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g^  Beim  Studium  der  gegenseitigen  Verteilung  der  Wurzeln  von  f 
und  f  tritt  ein  bemerkenswertes  Gesetz  hervor,  welches  sich  auf  die  Er- 
haltung gewisser  Elemente  bezieht.  So  bleibt,  wenn  man  von  f  za  f 
und  zu  den  folgenden  Derivierten  übergeht,  der  Schwerpunkt  der  Wurzeln 

h-^li^i^  +  ^i-^ +  «J 

erhalten,  da  (§  465)  die  Summe  der  Wurzeln  von 

q  »n^ist,  w&hrenddie  der  Wurzeln  von /^«««af"^  — (w—l)ci  «*•"•*  +  ••• 

gleich  Ci  =«  (n  —  1)Sq  ist,  sodaß  das  arithmetische  Mittel  immer  |q 

ist.  Dies  ist  auch  die  einzige  Wurzel  von  /^"•~^).  Die  Wurzeln  J  und  J' 
von  /^""*^,  deren  Sunmie  2^^  ist,  haben  ein  Produkt,  welches  das  arith- 
metische Mittel  der  Produkte  der  Wurzeln  von  f  zu  je  zweien  ist,  ebenso 
der  Wurzeln  von  f  u.  s.  w.  Wir  wollen  uns  auf  die  Betrachtung  der 
Zahlen  ^  und  |$'  beschr&nken  und  bemerken,  daß  sich  aus 


ergibt 


«1  +  «8  +  «8  H =  »»fio  > 

.  n{n  -  l)(|o*  -  Ul  -  \n{n  -  1)(£  -  ^J. 


Wenn  wir  nun  mit  g^  und  rj^  die  rechtwinkHgen  cartesischen  Koordinaten 
von  a^  in  bezüg  auf  den  Anfangspunkt  ^  und  die  Gerade  £'g  als  Achse 
der  I  bezeichnen,  so  haben  wir 


«1 


Jo-  =  "t  —  k  =  . . .  =  ">t  — So  ^  6  —  6' 


6i+»%       6, +  »1?»  6„  +  *ii„         2c    ' 

wenn  mit  c  die  Entfernung  von  6  und  6'  nach  6o  bezeichnet  wird.     Also  ist 

(5i  +  ini)'  +  (I,  +  in,)'  +  •••  +  (!.  +  »i?,)'  =  «(n  -  ly, 

folglich 

wobei  sich  die  Summationen  über  die^  Werte  1,  2,  3,  . . .  ,  n  von  v  er- 
strecken.    Nun  bemerke  man,  daß  auch 

ist  und  daß  man  daher  hat 

^(g^sinö-iy^cose  +  Ä)«  -  ^^(6,H  O  -  i«(w- l)c'cos2ö-t-nÄ«. 

Man  sieht  sofort,  daß  diese  Sunmie  ein  Minimum  ist  für  d  »  0  und 
^  =s  O.  Daraus  folgt,  daß  die  Gerade  66'  unter  allen  Geraden  der 
Ebene  diejenige  ist,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  aller 
Abstände  von  den  Wurzeln  von  f  ihren  kleinsten  Wert  erreicht. 
Aus  dem  oben  Gesagten  geht  hervor,  daß  dieselbe  Gerade  diese  charakte- 

28* 
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ristische  Eigenschaft  auch  in  bezng  auf  f^  f\  ...  genießt.  In  dem  be- 
sonderen Falle  der  kubischen  Gleichung  folgt^  wenn  man 

li*  +  I«*  +  I»*  =  6a*,    »,1»  +  1,,«  +  ^,»  =  66» 
setzt,  sodaß  c?  —  "b^  ^^  (?  ist,  aus  den  Belationen 

^1  +  %  +  ^8  —  ö»        Sl%  +  1,1/,  +  $8%  "=  ö 

imd  den  Torstehenden : 

— 5J— =      ^«      ^      ^8      ^    I      ^ 
5,~S,       5.-S1       fix-«,        =*=al/s' 
mithin 

li_V  V  _  3£,'  +  (g,-i,)«  _  26,'  +  (6,  +  £.)'  +  (es-S.)'  _  . 
a«  "^  &•  3a»  ""  8a»  ""  *" 

Das  Gleiche  gilt  von  den  anderen  beiden  Pimkten.    Also  geht  die  Ellipse 

•C»         V»  

nr  +  |r  =  1  >   welche   als   Brennpunkte   die  Wurzeln  £   und  ^  der  Deri- 

vierten  hat,  durch  die  Punkte  (—  ^Ji,  —  \'^\)  ^-  S-  ^j  ^-  ^-  durch  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  Dreiecks  c^c^ag.  Man  findet  so  ein  bekanntes 
Theorem  (§  415)  wieder. 


Bas  Theorem  yon  Sturm. 

605.  Es  sei  f  eine  ganze  Funktion  (mit  reellen  Koeffizienten). 
Wir  können  immer  annehmen  (§  456)^  daß  sie  keine  vieKachen  Wurzeln 
hat.  /i  sei  ihre  Derivierte.  Man  dividiere  f  durch  /i,  und  der  Rest 
mit  umgekehrtem  Vorzeichen  werde  mit  f^  bezeichnet.  Ebenso  teile 
man  f^  durch  /*,,  und  /*g  sei  der  Rest  mit  umgekehrtem  Yorzeiclien. 
Fährt  man  so  fort^  so  gelangt  man  zur  Bildung  einer  Reihe  Ton 
Funktionen^  deren  Grad  abnimmt^ 

f{^\  ZiH  U^^\  /i(^)>  •••  • 

Die  letzte  yon  ihnen  ist  eine  yon  Null  yerschiedene  Eonstante.  Die 
Polynome  f  und  f^  sind  nämlich;  weil  f  keine  yielfachen  Wurzeln  hat, 
relatiy  prim,  und  es  können  daher  die  ausgeführten  Operationen, 
welche,  abgesehen  yon  den  Zeichenumkehrungen,  gerade  die  zur  Auf- 
suchung des  größten  gemeinsamen  Teilers  yon  f  und  f^  notwendigen 
sind,  nicht  zu  einem  yerschwindenden  Rest  führen.  Die  erhaltenen 
Funktionen  sind  die  Sturmschen  Funktionen,  und  die  yon  ihnen 
gebildete  Reihe  heißt  die  Sturmsche  Reihe. 

506.  Theorem  von  Sturm ^).  Wenn  x  yon  a  bis  h  wächst,  so 
yerliert   die   zur  Funktion  f  gehörige   Sturmsche   Reihe    so 

1)  Diesem  Theorem  ist  das  ganze  8.  Kapitel  des  Lehrbuches  yon  Weber 
gewidmet  (Bd.  1,  S.  816—868). 
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Tiele  Zeichenwechsel;   als   es  Wurzeln  von  f  in  dem   Inter- 
valle (a,  V)  gibt 

Es  liegt  auf  der  Hand^  daS^  wenn  man  x  in  stetiger  Weise  von 
a  bis  h  variieren  läßt;  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Sturm- 
schen  Reihe  immer  dieselbe  bleibt^  so  lange  nicht  irgend  eine  Funk- 
tion in  der  Reihe  ihr  Zeichen  ändert.  Wir  müssen  deshalb  wegen 
der  Stetigkeit  dieser  Funktionen  untersuchen,  was  eintritt,  wenn  x 
eine  von  ihnen  zum  Verschwinden  bringt.  Bemerken  wir  vor  allem, 
daß  zwei  aufeinanderfolgende  Funktionen  nicht  gleichzeitig  verschwinden 
können.  Dies  ist  leicht  bewiesen  für  f  und  f^,  da  /*  keine  vielfachen 
Wurzeln  hat.  Da  überdies  zwischen  drei  aufeinanderfolgenden  Funk- 
tionen die  Relation  /J_i  ^^  fiVi-^  fi^i  besteht,  wo  9,  eine  ganze  Funk- 
tion ist,  so  würde,  wenn  /;  und  /;.^,  gleichzeitig  verschwinden  könnten, 
dasselbe  von  f^^^  und  /;  gelten,  femer  von  f^^^  und  /;._i  u.  s.  w.,  end- 
lieh  von  f  und  f^ .  Wenn  also  f^  verschwindet,  so  verschwinden  die- 
benachbarten  Funktionen  nicht.  Sie  nehmen  entgegengesetzte  Zeichen 
an;  denn  wenn  man  für  a;  =  a  hat  /i  =*  0,  so  ist  /J_i  =  —  /i^^.  Wir 
können  uns  um  a  ein  Intervall  denken  so  klein,  daß  die  Funktionen 
/l_i  luid  fi+if  welche  für  a?  «=  a  stetig  und  von  Null  verschieden  sind, 
in  dem  Intervall  das  Zeichen  bewahren,  welches  sie  für  diesen  Wert 
von  X  habend  um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben^  sei  -j-  das 
2^ichen  von  f^^^  und  infolgedessen  >-  das  Zeichen  von  /)^i .  Alsdann 
haben  /i_i,  fi,  /i+i  links  wie  rechts  von  a  die  Zeichen  +,  ±,  — . 
Welches  auch  das  Zeichen  von  /)  vor  und  nach  seinem  Verschwinden 
sein  mag,  sicher  ist,  daß  die  Reihe  /).i;  /*o  fi^i  einen  einzigen 
Zeichenwechsel  links  von  a  bietet  und  einen  einzigen  rechts.  Wir 
ersehen  daraus,  daß  der  Durchgang  von  x  durch  eine  Wurzel  irgend 
einer  Zwischenfunktion,  wenn  es  nicht  gleichzeitig  eiue  Wurzel  von 
f  ist,  keine  Änderung  in  der  Zahl  der  Zeichenwechsel  der  Sturm- 
schen  Reihe  hervorbringt.  Eine  solche  Änderung  kann  also  nur  statt- 
finden,  wenn  x  gleich  einer  Wurzel  von  f  wird.  Und  in  diesem  Falle 
geht  tatsächlich  ein  Zeichenwechsel  verloren,  da,  wie  wir  gesehen 
haben  (§  494,  a),  f^  rechts  von  a  das  Zeichen  von  f  und  links  von  a 
das  entgegengesetzte  Zeichen  hat.  Während  also  jedesmal  ein  Zeichen- 
wechsel verloren  geht,  wenn  x  durch  eine  Wurzel  a  von  f  hindurch- 
geht^ so  geht  für  jeden  andern  Wert  von  x  weder  einer  verloren  noch 
kommt  einer  hinzu.  Es  ist  also  klar,  daß  beim  Übergang  der  Ver- 
änderlichen X  von  dem  Werte  a  zu  dem  Werte  b  so  viele  Zeichen- 
weehsel  verloren  gehen,  als  /*  in  dem  Intervalle  (a,  h)  Wurzeln  hat 

507»  Bemerkungen,  a)  Bei  der  Bildung  der  Sturmschen  Reihe 
ist  es  erlaubt,  die  verschiedenen  Funktionen,  welche  im  Laufe  der 
Rechnung  auftreten,  mit  positiven  Zahlen  zu  multiplizieren,  und  es 
ist  nützlich,  diese  Multiplikationen  bei  den  numerischen  Anwendungen 
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passend  einzurichten^  um  die  gebrochenen  Koeffizienten  zu  yermeiden, 
welche  durch  die  successiren  Divisionen  hereinkommen. 

b)  Beim  Beweise  des  Theorems  kommt  das  letzte  Glied  der  Reihe, 
welches  konstant  ist,  nicht  yor^  aber  nur  deshalb,  weil  es  alB  Ton 
Null  verschieden  ein  bestimmtes  Vorzeichen  bewahrt.  Daraus  folgt, 
daB,  wenn  eine  der  Funktionen  der  Reihe  in  dem  betrachteten  Inter- 
valle ihr  Zeichen  nicht  ändert,  mit  ihr  die  Sturmsche  Reihe  ge- 
schlossen werden  darf. 

c)  Dies  ULßt  sich  auch  in  anderer  Weise  rechtfertigen,  wenn  man 
das  Wechseln  der  Zeichen  in  der  Sturmschen  Reihe  naher  untersucht. 
Betrachtet  man  z.  B.  einen  Zeichenwechsel,  der  z.  B.  zwischen  f^  und 
f^^^  für  0?  *-»  a  bestehen  mag,  so  wird  er,  während  x  in  stetiger  Weise 
wächsi^  links  von  /)  oder  rechts  von  f^^^  hinrücken,  sobald  eine  dieser 
Funktionen  ihr  Zeichen  wechselt.  Wenn  also  die  erste,  die  ihr  Zeichen 
zu  wechseln  hat,  f^  ist,  so  wird  der  Zeichenwechsel  nach  links 
rücken,  und  auf  dieselbe  Weise  wird  er,  wenn  er  von  dem  Umstand 
begünstigt  wird,  daß  die  Funktion  links  ihr  Zeichen  eher  wechselt 
als  die  rechts,  nach  links  fortschreiten,  bis  er  in  der  Reihe  der  Zeichen- 
wechsel und  Zeichenfolgen  die  erste  Stelle  einnimmt.  Dann  wird  er 
sich  schließlich  sicher  in  eine  Zeichenfolge  verwandeln,  sobald  x  eine 
Wurzel  von  f  trifft.  Nun  bildet  eine  Sturmsche  Funktion,  die  in  dem 
betrachteten  Intervalle  ihr  Zeichen  nicht  wechselt,  ein  Hindernis  da- 
gegen, daß  die  Zeichenwechsel  von  rechts  nach  links  übergehen  oder 
umgekehrt.  Gerade  hieran  liegt  es,  daß  von  den  beiden  Teilen,  in 
weldie  sie  die  Sturmsche  Reihe  zerlegt,  die  Teilreihe  rechts  bei  der 
Abzahlung  der  verlorenen  Zeichenwechsel  nicht  in  Frage  kommt,  da 
keiner  von  den  Zeichenwechseln,  die  sie  aufweist,  an  den  Anfang  der 
ganzen  Reihe  gelangen  kann,  um  sich  dort  in  eine  Zeichenfolge  zu 
verwandeln. 

d)  Bisher  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  für  o; «  a  und 
für  X'^^h  keine  Sturmsche  Funktion  verschwindet.  Sonst  hätten  wir 
gamicht  gewußt,  wie  wir  uns  bei  der  Zählung  der  Zeichenwechsel 
zu  verhalten  haben.  Von  jetzt  ab  wollen  wir  vereinbaren,  diese  ^h- 
lung  so  vorzunehmen,  daß  wir  von  den  verschwindenden  Glie- 
dern absehen.  Hiemach  wird  es  aber  notwendig  zuzusehen,  ob 
nicht  die  Fassung  des  Theorems  modifiziert  werden  muß.  Wie  wir 
bereits  gesehen  haben,  weist  links  wie  rechts  von  einer  Wurzel  von 
f^  die  Teme  /).i;  /);  d^i  einen  einzigen  Zeichenwechsel  auf,  und 
gerade  einen  würde  man  auch  zwischen  f^^^  und  f^^^  zahlen,  nach- 
dem man  /"^ «  0  unterdrückt  hat.  Eine  Modifikation  in  der  Formu- 
lierung des  Theorems  könnte  also  nur  in  dem  Falle  eintreten,  wo  eine 
Grenze  des  Intervalles  eine  Wurzel  von  f  ist.  Wird  alsdann  der  zu 
x  =  a  oder  x^h  gehörige  verschwindende  Wert  von  f  unterdrückt, 
so   kommen   wir   sicherlich   dahin,    einen  Zeichenwechsel  nicht  zu 
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zählen,  und  die  Sache  liegt  dann  so,  als  ob  wir  ohne  f  zu  unter- 
drücken Werte  a  >  a  und  6'  >  6  betrachtet  hätten,  die  genügend 
nahe  an  a  und  h  liegen.  Die  Zahl  der  Zeichenwechsel,  welche  wir 
in  dieser  Weise  berechnen,  wird  also  dieselbe  sein  wie  die,  welche 
wir  in  dem  Intervall  («',  V)  erhalten  hätten,  d.  h.  es  ist  in  dieser 
Zahl  eventuell  eingeschlossen  nur  die  Wurzel  &.  Aus  alledem 
folgt,  daß  die  Fassung  des  Sturmschen  Theorems  sich  folgendermaßen 
modifiziert:  Die  Zeichenwechsel,  welche  die  Sturmsche  Reihe 
verliert,  wenn  die  Veränderliche  von  einer  Grenze  eines 
Intervalles  bis  zu  der  andern  wächst,  sind  ebensoviele  wie 
die  in  dem  Intervall  mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze  ent- 
haltenen Wurzeln.  Wenn  man  daher  für  rc  =  a  oder  a?  =»  6  in  der 
Sturmschen  Reihe  /*  =»  0  findet  und  nach  Unterdrückung  dieses  vne 
jedes  andern  verschwindenden  Gliedes  beim  Übergange  der  Veränder- 
lichen X  vom  Werte  a  zum  Werte  6  einen  Verlust  von  v  Zeichen- 
wechseln konstatiert,  so  wird  man  folgendes  behaupten  können:  Außer 
der  Wurzel  a  gibt  es  noch  v  Wurzeln  in.  dem  Intervalle  (a,  6).  Da- 
g^en  gibt  es  außer  h  nur  v  —  1  Wurzeln,  die  diesem  Intervalle  an- 
gehören, a  nicht  mitgerechnet. 

e)  Das  Theorem  von  Sturm  gilt  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Funk- 
tion f  mehrfache  Wurzeln  hat,  vorausgesetzt,  daß  sie  ihres  Grades 
der  Vielfachheit  beraubt  werden.  Man  wird  in  der  Tat  als  letztes 
Glied  der  Sturmschen  Reihe  eine  Funktion  finden,  die  dem  größten 
gemeinsamen  Teiler  von  f  und  f^  proportional  ist.  Nennt  man  9^  den 
Quotienten  von  f^  durch  diesen  Divisor  (der  offenbar  alle  Funktionen 
der  Reihe  teilt),  so  ist  klar,  daß  die  Zeichenwechsel  von  /)  jT^,  /i, . . . 
dieselben  sind  wie  die,  welche  die  Reihe  %<Pt,  ^2,  ...  aufweist.  Diese 
Reihe  hat  dieselben  Eigenschaften  wie  die  zu  der  Funktion  q>  ge- 
hörige Sturmsche  Reihe,  d.  h.  zu  einer  Funktion,  welche  als  einfache 
Wurzeln  alle  Wurzeln  von  f  hat  (und  nur  diese). 

608.  Anwendungen,  a)  Das  Theorem  von  Sturm  lehrt  genau  die 
Anzahl  der  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  kennen  und  ge- 
stattet anzugeben,  wie  viele  positive  und  wie  viele  negative  es  gibt.  So 
besteht  för/*«a^  —  2aJ^-f-i»— 1  die  Sturmsche  Reihe  aus  dieser  Funktion 
und  folgenden  andern: 

/;«4a?*-4a;-}-l,    /i  «  4a?*  —  3a; -f- 4,    f^  =  2Sx  +  S,    /;  =  —  2924. 

Für  negatives  und  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  großes  x  ist 
die  Folge  der  Zeichen 

+  —  -j_  —  —  (drei  Zeichenwechsel). 
Für  x«^  0  sind  die  Zeichen  die  der  unabhängigen  Glieder,  d.  h. 

—  +  +  +  —  (zwei  Zeichenwechsel). 
Wir  haben  einen  verlorenen  Zeichenwechsel,  also  eine  einzige  negative 
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Wurzel.  Für  hinreichend  großes  x  sind  die  Zeichen  die  der  ersten  Glieder,  d  k 

+     +     +     +     —     (ein  Zeichenwechsel). 

Also  hat  die  Gleichung  j?*  —  2aj*  +  ic  —  1«=0  eine  positiye,  eine  nega- 
tive und  zwei  konjugiert  imaginäre  Wurzeln.  Wir  können  hinzuf&gen,  daß 
die  positiye  Wurzel  zwischen  1  und  2,  die  negative  zwischen  —  2  und 
—  1  liegt.  Das  Theorem  von  Descartes  sagt  uns  nur,  daß  die  Gleichung 
eine  negative  und'  eine  positive  Wurzel  hat,  läßt  aber  den  Zweifel ,  daß 
die  beiden  andern  reell  und  positiv  sein  könnten. 

b)  Man  kann  das  Sturmsche  Theorem  anwenden  auf  die  Ermittelung 
der  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  daß 
eine  algebraische  Gleichung 

lauter  reelle  Wurzeln  hat.  Zunächst  muß  die  Sturmsche  Beihe,  damit 
sie  n  Zeichenwechsel  verlieren  kann,  vollständig  sein,  muß  also  aus 
n  +  1  Funktionen  von  den  Graden  n,  n— -1,  n—  2,...,1,  0  bestehen. 
Zweitens  darf  für  hinreichend  großes  x  die  genannte  Beihe  nur  noch 
Zeichenfolgen  haben,  und  es  muß  daher,  wenn  Oq  >  0  vorausgesetzt  wird, 
das  erste  Glied  jeder  Stnrmschen  Funktion  positiv  sein.  Diese  Bedingungen 
sind  hinreichend.  Wenn  wir  sie  nämlich  als  erfüllt  annehmen  und  x  einen 
negativen  Wert  beilegen,  der  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  groß 
ist,  so  nehmen  die  Funktionen  alternierende  Vorzeichen  an,  und  ihre  Reihe 
bietet  genau  n  Zeichenwechsel.  Grenzt  man  also  ein  Intervall  ( —  /,  t)  ab, 
sodaß  außerhalb  desselben  keine  reellen  Wurzeln  von  f  existieren,  so  gehen 
beim  Übergang  der  Veränderlichen  x  von  —  l  nach  l  gerade  n  Zeichen- 
wechsel verloren,  und  man  hat  daher  nach  dem  Sturmschen  Theorem  n 
reelle  Wurzeln.  So  sind  bei  der  Gleichung  a^  +px  +  q^^O  die  Sturm- 
schen Funktionen  folgende: 

Es  muß  also  sein  p  <  0,  4i)' +  27^*  <  0.  Aber  die  erste  Bedingung 
ist  in  der  zweiten  enthalten.  Wäre  nämlich  p  null  oder  positiv,  so  könnte 
^p^  +  27q^  nicht  negativ  sein.  Folglich  ist  (vgl.  §  314,  ej  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  sr -{- px -i- q 
lauter  reelle  und  einfache  Wurzeln  hat,  4i)* -f- 27g*  <  0. 

609.  Auf  die  Fragen  des  vorigen  Paragraphen  werden  wir  in 
allgemeiner  Weise  antworten  können,  wenn  es  uns  gelingt  die  Aus- 
drücke der  Sturmschen  Funktionen  zu  erhalten.  Der  ganze  Quotient 
von 

^=  af  —  caf ~*  +  •  •  •    durch    /i  =  n^~*  —  (n  — ■  l)caf''*  +  . . . 
ist  notwendig  -—(x  —  — j,  und  man  hat  daher 

woraus  folgt 


§  609 
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f 


n\         n) 


-i-i^ 


nui  —  c 


n«^    x  —  Ui 


Bemerkt  man  ferner^  daß 

isty  80  kaon  man  anch  sclireiben 

\  X —  «,-  X  —  ajj       n* 


+  («<  -  o 


Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  ftir  -y,  so  kann  man  das  all- 
gemeine Resultat  erraten,  welches  von  Sylvester^)  gefunden  worden 
ist.  Wenn  man  von  gewissen  Faktoren  absieht^  die  im  Falle  von 
Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  immer  positiv  sind  (und  infolge- 
dessen yemachlässigt  werden  können)^  so  hat  man 

f  "  ^         (a;  — «iXo;— of,).  •.(«  — «i)       ' 

wobei  sich  die  Summation  auf  alle  Systeme  von  i  Indices  erstreckt, 
die  wie  1,  2,  3^ . . . ,  i  unter  den  Zahlen  1,  2^  3,  . . .  ,  n  gewählt  sind. 
Ln  besonderen  ist,  wie  vorauszusehen  war,  f^  nichts  anderes  als  jJ, 
die  Diskriminante  von  f.  Die  letzte  Formel  zeigt,  daß  fi  ein  Polynom 
(n  -  i)-ten  Grades  ist,  dessen  Koeffizienten  ganze  symmetrische  Funk- 
tionen der  Wurzeln  von  f  sind  und  sich  folglich  als  ganze  rationale 
Funktionen  der  Koeffizienten  von  f  ausdrücken  lassen  Nach  dem  im 
vorigen  Paragraphen  Gfesagten  ist  es  wichtig,  den  ersten  Koeffizienten 
von  /*!  zu  kennen,  den  wir  mit  6^  bezeichnen  werden.    Man  hat 


<fi  =-  ^{^  -  «8)*(«l  -  «»)' 


(«<-i-«i)* 


2 


a 


1        •*« 


a. 


ff. 


«1*-*    ar^  ...   af,-^ 


und  man  sieht  (§  30),  daß  6^  das  Quadrat  der  Matrix 


1)  PhiloBOphical  Magazine  (1889),  Journal  de  LiouviUe  (1862,  p.  368).  Wegen 
des  Beweises  siehe  die  „Höhere  Algebra^*  von  Serret,  deutsch  von  Wertheim 
(Bd.  1,  S.  465)  oder  das  Bach  von  Salmon-Fiedler  (8.  58).  Siehe  auch 
über  die  Stnnnschen  Funktionen  eine  Note  von  Gilbert  in  den  f^NouveUes 
Annalea  de  Math/*  (1866,  p.  26B)  und  die  ,,Detenninanti*'  vpn  Trudi  (Appli- 
cazioni,  §  V). 
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«1 


tu 


a, 


a 


8 


8 


a, 


8 


...    1 


•  .  .    tt. 


•  • .  a. 


<-l    ^  i-l    ^  i-1 


a 


«a" 


.  .  .   CK^ 


i-l 


ist^  Bodaß  man  auch  schreiben  kann 


<^i  = 


«0 

»1 

«.    • 

•    •            ^i-1 

«1 

«» 

«« 

..      5, 

«1 

«J 

«4         • 

•  •      *<  +  l 

»<-l 

«< 

^<  +  l 

•  •       ^<-8 

Also  ist  (§  466) 


<^i=^o  =  ^;  <^2 


endlich  6^^  J . 


«1     «2 


=  ns2--^j'«(»— l)ci*  — 2nc^    u.  s.  w. , 


610.  Theorem.  Die  Anzahl  der  Paare  imaginärer  Wurzeln 
einer  ganzen  Funktion;  die  keine  vielfachen  Wurzeln  hat, 
ist    gleich    der    Anzahl    der    Zeichenwechsel    in    der    Reihe 

<f\y    <fff    ^zy    •  •  •  J    ^n' 

Dieser  Satz  läßt  sich  leicht  aus  dem  Sturmschen  Theorem  ab- 
leiten;  wenn  man  die  Bemerkungen  des  §  508  beachtet.  In  der  Tat^ 
wenn  t?  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  <fif<ff,  - » -  ,^n  ^^^y  ^^  haben 
wir  offenbar  dieselbe  Zahl  bei  der  Reihe  f,f^,f^,,.,,f^t^  genügend 
großes  X,  da  die  beiden  ersten  Funktionen  zu  einer  Zeichenfolge  Ver- 
anlassung geben.  Wenn  dagegen  x  negativ  und  dem  absoluten  Be- 
trage nach  hinreichend  groß  ist;  so  verwandelt  sich  jede  Zeichenfolge 
in  einen  Zeichenwechsel  und  umgekehrt;  sodaß  die  Sturmsche  Reihe 
schließlich  n  —  i;  Zeichenwechsel  bietet.  Der  Verlust  an  Zeichen- 
wechsebi;  wenn  x  das  Intervall  (—  l,  T)  wachsend  durchläuft;  wobei 
außerhalb  des  Intervalles  keine  reellen  Wurzeln  von  f  liegen,  ist  also 
n  —  2Vy  und  wir  haben  daher  auf  Grund  des  Sturmschen  Theorems 
n  —  2v  reelle  Wurzeln  und  infolgedessen  v  Paare  imaginäre  Wuizehi. 

Sil.  Für  das  vorstehende  Theorem  können  wir  einen  andern 
interessanten  Beweis^)  gebeu;  der  unabhängig  von  der  Kenntnis  der 
Sturmschen  Funktionen  ist.  Man  betrachte  die  quadratische  FonO; 
welche  als  Diskriminante 


S.  68. 


1)   Siehe   eine  Abhandlang  von  Borchardt  in  Liouvilles  Journal,   1847, 
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J  = 


•     •     •     ö. 


n-1 


^1 


'2 


'3 


•     •     •     d. 


•     •     •     ö. 


JI+1 


'n-l 


^%      ^»  +  1   •  •   •   ^2«-8 


hat,  d.  h.  gerade  die  DiskriminaiLte  der  vorgelegten  Gleichung,  jd  ist 
von  Null  verschieden,  weil  die  Wurzeln  der  Gleichung  sämtlich  ein- 
fach sind,  und  es  ist  daher  die  betrachtete  quadratische  Form,  die  sich 
auch  so  schreiben  läßt 


reduzierbar  auf  eine  Summe  von  n  nicht  verschwindenden  Quadraten. 
Wir  müssen  hier  daran  erinnern  (§  98),  daß  die  Anzahl  der  nega- 
tiven Quadrate  gerade  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  ist,  von 
der  in  der  FormuUerung  des  Theorems  die  Rede  ist.  Es  genügt  daher 
q>  auf  die  kanonische  Form  zu  reduzieren  und  zu  zeigen,  daß  die  Zahl 
der  negativen  Quadrate  gleich  der  Kx\7s^  der  Paare  imaginärer 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  ist.  Im  vorliegenden  Falle  läßt 
sich  die  Reduktion  auf  die  kanonische  Form  unmittelbar  ausfähren, 
indem  man  von  dem  vollständigen  Ausdruck  von  tp  alles  absondert, 
was  sich  auf  eine  gegebene  Wurzel  a  bezieht.  Man  erhält  auf  diese 
Weise 

{x^  -\- nx^  -\- a^x^      H VtC-^x^x^ 

+  (aa?i        +  «'ajj  +  a'iKs      +  •  •  •  +  «"^J^2 


«  {x^         +  ax^  +  a^x^      +  •  •  •  +  o^'^x^. 
Setzt  man  also 

y<  =  ^1  +  «<^2  +  «<^^8  +  — H  «i""**^», 


so  hat  man 


9-yi+y%^  +  yz^  +  "'  +  Vn- 


Wenn  cc^  reell  ist,  so  ist  y/  positiv.    Ist  a^  imaginär,  so  sei  aj  die 
konjugierte  Wurzel.     Alsdann  sind   auch  y^  und  j/j  konjugiert  und 

daher  in  der  Form  p  ±  g)/—  1  mit  reellen  p,  q  ausdrückbar.    Dar- 
aus folgt 


444 


y,  1.    Existenz  und  Z&hlung  der  Wurzeln. 


611—613 


Wir  sehen  auf  diese  Weise^  daB  jedes  Paar  konjugiert  imaginärer 
Wurzeln  in  den  kanonischen  Ausdrücken  zu  zwei  reellen  Quadraten, 
einem  positiven  und  einem  negativen,  Veranlassung  gibt,  wahrend 
jede  reelle  Wurzel  ein  positives  Quadrat  liefert  Es  ist  also  richtig, 
daß  jedes  negative  Quadrat  die  Existenz  eines  Paares  imaginärer 
Wurzeln  anzeigt^). 

512.  Bemerkungen,  a)  Die  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  für  die  Realität  aller  Wurzeln  einer  alge- 
braischen  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  sind 


s. 


>0, 


'2 


S, 


S^ 


>0, 


'} 


8, 


S 


»-1 


»n-l 


>2i»>2 


>o. 


Diese  Ungleichungen  in  den  s  lassen  sich  immer  mit  Hilfe  der  Theorie 
der  symmetrischen  Funktionen  in  solche  in  den  c  übersetzen. 

b)  Die  Bedingung  z/  >  0  ist  notwendig  für  die  Realität  aller 
Wurzeln.  Wenn  sie  aber  erfüllt  ist,  so  kann  man  nur  behaupten, 
daß,  wenn  die  Gleichung  imaginäre  Wurzeln  hat,  diese  eine  gerade 
Anzahl  von  Paaren  bilden.  Wenn  ^  <  0  ist,  so  besitzt  die  Gleichung 
eine  ungerade  Zahl  von  Paaren  imaginärer  Wurzeln.  Dies  kann 
man  auch  direkt  aus  dem  Ausdruck 

^  =  («1  -  «2)*(«i  -  ««)*(a2  -  ^nY  •  •  •  K-i  -  O* 
folgern,  der  uns  sofort  zeigt,  daß  J  immer  positiv  ist,  wenn  die  a 
aUe  reell  sind.  Femer  bringt  jedes  Paar  a^,  aj  von  konjugiert  ima- 
ginären Wurzeln  in  ^  den  negativen  Paktor  (a^  —  a^)*  hinein, 
während  alle  andern  Faktoren  wie  a^  —  a^  und  «^  —  a,  (a^  und  a,  als 
konjugiert  gedacht)  sich  derart  paaren,  daß  sie  positive  Produkte 
liefern. 

613.    Beispiele,     a)  Bei  der  vollständigen  Gleichung  dritten  Grades 

a^s^  +  SoiO?*  +  Ba^x  +  o,  =  0 

erhält  man  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  dafür,  daß  die 
drei  Wurzeln  reell  und  verschieden  sind, 

wo  J  die  bekannte  Diskriminante  (§  87) 

1)  Analoge  Betrachtungen  gestatten  ein  allgemeineres  Theorem  aufzuBtelLen, 
welches  wir  Brioschi  verdanken.  Siehe  die  ,,Determinanti**  von  Trudi,  p.  S60. 
Siehe  auch  in  den  „Philosophical  Transactions'^  von  1858  eine  Abhandlang  von 
Sylvester  über  die  Verallgemeinerung  des  Sturmschen  Theorems  und  eine  von 
Brioschi  in  den  „Nouvelles  Annales  de  Uath/^  1856,  p.  275. 
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ist.  Hier  mufi  die  Bedingung  J  >  0  genügen,  da  es  unmöglich  ist,  daß 
die  Gleichung  vier  imagin&re  Wurzeln  hat.  Also  muß  die  Bedingung 
Oj'  —  Oq^^^  ^  ^>0  enthalten  sein  (vgl.  §  608,  b),  und  man  be- 
stätigt, daß  dies  tatsächlich  der  Fall  ist,  wenn  man  die  Identität  beachtet 

V^  =-  4  (oj»  -  a^a^y  -  (2 Ol»  -  S%<ha%  +  «oX)*- 

b)  Dagegen  reicht  bei  der  Gleichung  vierten  Grades 

aoOi^  +  4a^a^  4*  Bojic*  +  4ta^x  +  «4  =»  0 

die  Bedingung  J'>  0  nicht  aus  um  zu  entscheiden,  ob  die  Wurzeln  alle 
reell  oder  alle  imaginär  sind.  Aus  dem  Vorzeichen  von  J  kann  man  mit 
Sicherheit  nur  schließen,  daß,  wenn  J  <iO  ist,  die  Gleichung  zwei  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.  Wenn  ^^  >  0  ist,  so  inuß  man  auf 
die  andern  Stormsohen  Funktionen  zurückgehen,  deren  erste  Koeffizienten 
sich  nur  um  positive  Faktoren  von 

unterscheiden^),  wo  (§  87) 

«0  ^  ^ 

I  —  fl^a^  — 40^08  +  3flj*,     J=      «1  o»  «8 

a,  dg  a^ 

ist.  Damit  nun,  wenn  schon  z/  >  0  ist,  die  Wurzeln  alle  reell  und  ver- 
schieden seien,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  diese  beiden  Größen 
positiv  sind.  Wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  sind  die  vier  Wurzeln 
imaginär. 

c)  Auch  bei  der  Gleichung  fünften  Grades  kann  man  behaupten,  daß, 
wenn  die  Diskriminante  negativ  ist,  die  Gleichung  sicher  zwei  imaginäre^ 
und  drei  reelle  Wurzeln  hat.  Ist  die  Diskriminante  positiv,  so  hat  die 
Gleichung,  wenn  ihre  Wurzeln  nicht  alle  reell  sind,  nur  eine  reelle  Wurzel, 
und  zwischen  diesen  beiden  Möglichkeiten  entscheidet  man  durch  Unter- 
suchung der  Vorzeichen  von  drei  gewissen  Funktionen  der  Koeffizienten'). 


Auf  lösang  der  Gleichungen. 

Nnmerlsohe  AnflSsimg. 

614,  Wir  gehen  jetzt  über  zur  numerischen  Auflösung  der 
algebraischen  Gleichungen^  d.  h.  zur  Aufsuchung  derjenigen  Zahlen^ 
die  an  Stelle  der  Veränderlichen  gesetzt  ein  Polynom  mit  gegebenen 
namerischen  Koeffizienten  zum  Verschwinden  bringen.  Wir 
können  uns  darauf  beschränken  Gleichungen  von  der  Form 


1)  Cayley  „Quarterly  Journal",  t.  IV,  p.  10.     Siehe  auch  eine  Note  von 
Halphen  in  den  „Noutelles  Annales  de  Math.**,  1886,  pp.  84,  85. 

2)  Roberts  „Quarterly  Journal**,  t.  lY,  p.  176. 
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(1)  a^af  +  a^af^^^  +  a^af^"^  H h  ö,  =  0 

mit  ganzzahligen  %,  a^,  a^,  •  •  •  und  a^^  >  0  zu  betrachten,  indem 
wir  bemerken,  daß  sich  auf  diese  Form  jede  algebraische  Gleichung 
mit  algebraischen  Koeffizienten  reduzieren  laßt,  d.  h.  mit  nicht 
transcendenten  Koeffizienten,  die  also  Wurzehi  einer  algebraischen 
Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  sind.  In  der  Tat,  wenn  ein 
Koeffizient  a  oder  mehrere  einer  oder  mehr  algebraischen  Gleichungen 
mit  rationalen  Koeffizienten  genügen,  so  kann  man  aus  diesen  und 
der  gegebenen  Gleichung  die  genannten  Koeffizienten  a  eliminieren 
(ygl.  §  444)  und  die  Rechnungen  so  einrichten,  daß  man  eine 
Gleichung  (höheren  Grades)  mit  rationalen  Koeffizienten  erhält.  Diese 
Koeffizienten  lassen  sich  immer  ganzzahlig  machen,  indem  man  sie 
alle  mit  einer  und  derselben  passend  gewählten  ganzen  Zahl  multi- 
pliziert. Ist  dies  geschehen,  so  pflegt  man  in  erster  Linie  zur  Be- 
stimmung der  ganzzahligen  Wurzeln  zu  schreiten,  dann  zu  der 
der  gebrochenen  Wurzeln,  femer  zur  Vereinfachung  der  viel- 
fachen Wurzeln  und  endlich  zur  näherungsweisen  Berechnung  der 
irrationalen  Wurzeln.  Was  die  imaginären  Wurzeln  betrifft, 
so  erinnern  wir  daran  (§  493),  daß  ihre  Bestimmung  immer  zurück- 
führbar ist  auf  die  der  reellen  Wurzeln  Ton  Gleichungen  mit  reellen 
Koeffizienten. 

515«  Einsohränkung  der  Wuneln.  Vor  allen  Dingen  ist  die 
Einschränkung  der  Wurzeln  notwendig,  d.  h.  die  Bestimmung 
eines  Intervalles,  außerhalb  dessen  keine  reellen  Wurzeln  der  vor- 
gelegten Gleichung  existieren.  Die  Ghrenzen  eines  solches  Intervalles 
heißen  untere  Schranke  und  obere  Schranke  der  Wurzeln.  Die 
Frage  reduziert  sich  sofort  darauf,  nur  eine  obere  Schranke  zu 
suchen;  denn  wenn  f(x)  die  linke  Seite  von  (1)  ist,  so  erhalt  man 
eine  untere  Schranke  ihrer  Wurzeln,  indem  man  eine  obere  Schranke 
der  Wurzeln  von  f(—x)  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  nimmt. 
Ebenso  kann  man  eine  untere  Schranke  nur  für  die  positiven  Wurzeln 
von  f(x)  bestimmen,  indem  man  den  reziproken  Wert  einer  oberen 

Schranke  der  Wurzeln  von  /"(— )  nimmt,  u. s.w.   Für  die  Bestimmung 

einer  oberen  Schranke  l  kennt  man  viele  Regeln: 

a)  Begel  von  Newton.  Wenn  eine  Zahl  l  die  Funktionen  f,  f^ 
jT',  . . .  positiv  macht,  so  ist  sie  eine  obere  Schranke  für  die  Wurzeln 
von  f.    In  der  Tat  hat  man  für  beliebiges  x^l 

fix)  -  m  -f  (rc  -  J)f\T)  +  1(0;  -  0T'(0  +  •  •  •  >  0. 

Übrigens  kann  man  diesen  Satz  als  eine  unmittelbare  Folgerung  des 
Budanschen  Theorems  (§  502)  betrachten,  um  ihn  praktisch  anzu- 
wenden, beginnt  man  mit  der  Bestimmung  der  kleinsten  ganzen  Zahl, 


§  615  Ntunerische  AoflÖBiing.  447 

die  von  der  Wurzel  von  Z^""^)  nicht  übertrofiFen  wird.  Dieser  Wert 
wird  an  Stelle  von  x  in  /*(**- ^)  eingesetzt^  nnd  wenn  man  ein  nega- 
tives Resultat  erhalt  ^  so  fügt  man  zu  dem  genannten  Wert  suocessiv 
so  viele  Einheiten  hinzu^  als  nötig  sind;  damit  der  entsprechende 
Wert  von  /t"-*)  positiv  wird.  Der  neue  Wert  von  x  wird  dann  in 
/t«~8)  eingesetzt  u.  s.  w.,  und  man  Tährt  in  dieser  Weise  so  lange 
fort,  bis  man  eine  Zahl  findet;  die  f  selbst  positiv  macht.  Eine 
solche  Zahl  ist  die  gesuchte  Schranke  l. 

b)  Begel  Ton  Lagueire.  Dasselbe  Verfahren  laßt  sich  ein- 
schlageU;  wenn  man  an  Stelle  von  /*,  /*',  /^';  . . .  die  Reihe  /*,  f^^  ^,  • .  • 
der  RufGnischen  Funktionen  nimmt.  Dies  ei^ibt  sich  sofort  aus  dem 
Theorem  von  Laguerre  (§  501). 

c)  Man  kennt  noch  andere  RegelO;  die  hinsichtlich  des  Resultates, 
welches  sie  liefern,  weniger  befriedigend  sind,  sich  aber  rascher  und 
leichter  anwenden  lassen.  Es  sei  a^  der  größte  Koeffizient  unter 
denen,  die  dem  ersten  negativen  Koeffizienten  a,  vorangehen,  und  a, 
der  dem  absoluten  Betn^e  nach  größte  unter  den  negativen  Koeffi- 
zienten. Die  Regeln  von  Mac-Laurin,  Lagrange  und  Tillot 
drücken  sich  in  folgenden  Formeln  aus: 


Z-1- 


Eine   andere   Regel  von  Lagrange   besteht    in   dem   Summieren    der 
beiden  größten  unter  den  Zahlen 


und  den  andern  analogen,  die  sich  auf  alle  negativen  Koeffizienten 
beziehen. 

d)  Oft  zerlegt  man  anstatt  diese  Regeln  anzuwenden  f  in  passend 
gewählte  Teile  und  sucht  durch  direktes  Probieren  die  oberen  Schranken 
r,  V'y  . . .  der  verschiedenen  Teile  zu  finden,  worauf  mim  fiir  l  die 
größte  dieser  Zahlen  wählt.  Aber  von  allen  Regeln  ist  die  befrie- 
digendste die  von  Newton,  sei  es  weil  sie  niemals  zu  einem  größeren 
Resultate  führt,  als  es  eine  der  anderen  Regeln  liefert,  sei  es  weil 
sie  die  nächstgrößere  ganze  Zahl  zu  der  größten  Wurzel  liefert^), 
wenn  die  Wurzeln  alle  reell  sind.  Wenn  in  dem  letzteren  Falle  die 
größte  Wurzel  eine  ganze  Zahl  ist,  so  lehrt  die  Anwendung  unserer 
Regel  ihren  Wert  kennen.  Dieser  Vorzug  der  Newtonschen  Regel 
ist  eiae  unmittelbare  Folge  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes  der 
Wurzeln  (§  604,  g). 


1)  f^ouvelle  Correspondance  Math^matiqne*\  1880,  p.  174. 
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516,  Oanssahlige  Wurseln.     Wenn  a  eine  Wtirzel  von  f  ist, 
so  hat  man  (§  500,  Formel  44) 

(2)  /•(^)'-(^-«)(^-Yn  +  af-V,.,  +  ...+/i), 

wenn  einfach  mit  fu  f^^  ...  die  Werte  der  Ruffinischen  Funktionen 
fSr  x=^a  bezeichnet  werden.  Bemerken  wir,  daß  diese  Werte  ganz- 
zahlig sind^  wenn  es  a  ist,  nnd  erinnern  wir  uns  daran^  daß  sie  sich 
auseinander  durch  folgende  Relationen  ableiten  lassen: 

Aus  der  letzten  sieht  man,  daß  a  in  a^  enthalten  ist.  Der  Quotient 
ist  —  Z*^.  Die  vorletzte  zeigt,  daß  a  in  a„_j  enthalten  ist,  wenn 
dieses  um  den  ersten  Quotienten  vermehrt  wird.  Der  neue  Quotient 
ist  — /|.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  findet  man  schließlich 
als  letzten  Quotienten  —fn'^'^<h'  Wenn  alle  diese  Bedingungen 
erfallt  sind,  so  ist  a  sicher  eine  Wurzel  von  f,  da  die  Relationen  (3), 
wenn  man  sie  bezüglich  mit  a",  a"~^,  . . .,  a,  1  multipliziert  und 
addiert,  gerade  f(a)  »  0  liefern.  Also  gilt  der  Satz:  Damit  eine 
ganze  Zahl  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  sie  in  dem  unabhängigen  Glied  aufgeht,  ferner  in  dem 
Koeffizienten  von  x,  vermehrt  um  den  Quotienten  der  ersten 
Division,  in  dem  Koeffizienten  von  x^,  vermehrt  um  den 
Quotienten  der  zweiten  Division,  .  .  .,  in  dem  Koeffizienten 
von  a;""^,  vermehrt  um  den  Quotienten  der  (n— l)-ten  Divi- 
sion, und  endlich,  daß  der  Quotient  der  n-ten  Division 
gleich  ist  dem  Koeffizienten  des  ersten  Gliedes  mit  um- 
gekehrtem Vorzeichen. 

517.  Die  Aufsuchung  der  ganzzahligen  Wurzeln  einer  alge- 
braischen Gleichung  beruht  ganz  und  gar  auf  dem  vorstehenden 
Theorem.  Man  braucht  nur  alle  Teiler  von  a,  zu  nehmen  und  f&r 
jeden  von  ihnen  zu  verifizieren,  ob  die  angegebenen  Bedingungen 
erfüllt  sind.  Um  aber  nicht  zu  viele  überflüssige  Rechnungen  zu 
machen,  ist  es  wichtig  Kriterien  zu  kennen,  die  es  ermöglichen 
a  priori  einen  oder  mehrere  Teiler  auszuschließen,  die  nicht  Wurzeln 
der  Gleichung  sein  können.  Zunächst  ist  klar,  daß  man  diejenigen 
Teiler  von  a^  ausschließen  muß,  die  nicht  innerhalb  der  Schranken 
der  Wurzeln  liegen.  Femer  zeigt  die  Identität  (2),  wenn  man  darin 
a:  =  —  1  oder  a?  =  1  setzt,  daß  a  +  1  in  /*(—  1)  und  a  —  1  in  f(l) 
aufgeht.  Dies  führt  dazu,  für  die  Aufsuchung  der  ganzzahligen  Wurzeln 
folgendes  Verfahren  zu  wählen:  1.  Bestimmung  der  Schranken  für  die 
Wurzeln.  2.  Vergewisserung  darüber,  ob  1  und  —  1  Wurzeln  sind 
oder  nicht,  durch  Berechnung  von  f{l)  und  /*(—  1),  und  im  erst^ 
Falle  Befreiung  der  Gleichung  von  den  etwa  vorhandenen  Wurzeln 
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±  1  mittel»  Division  von  f(x)  durch  o;  =f  1.  3.  An&chreiben  der 
Divisoren  von  a^  (die  von  ±  1  verschieden  sind),  soweit  sie  innerhalb 
der  firefimdenen  Schranken  li^en.  4.  Addition  der  Einheit  zu  allen 
diese^  Di^ren  und  Si^ei  A  aUer  detjeuigen,  welX  dabei  nicht 
Teiler  von  f{—  1)  ergeben;  femer  Subtraktion  der  Einheit  von  den 
übrig  bleibenden  Divisoren  und  Fortlassung  derjenigen,  welche  dabei 
nicht  Teiler  von  /*(!)  ergeben.  5.  Anwendung  des  Fundamentaltheorems 
auf  die  zurückbleibenden  Divisoren.  6.  Nachdem  man  gefunden  hat, 
daß  a  eine  Wurzel  ist,  Teilung  von  f(x)  durch  x  —  a,  femer  des 
Quotienten  nochmals  durch  x  —  a  u.  s.  f.,  um  zu  erkennen  ob  a  eine 
einfache  Wurzel  ist  oder  eine  zweifache  u.  s.  w. 

518.  ÜbungsbeispieL  Die  ganzzahligen  Wurzeln  der  Gleichung 

2a^  +  4ic*  -  59x*  -  61«  +  30  =-  0 

zu  finden.  Die  Newtonsche  Regel  liefert  die  Schranken  —  7  und  6. 
Die  Divisoren  von  30,  welche  zwischen  diesen  Schranken  enthalten  sind, 
sind,  wenn  wir  1  und  —  1  ausschließen, 

—  6,     —6,     —3,     —2,     2,     3,     5. 

Man  sieht  direkt,  daß  1  und  —  1  nicht  Wurzeln  sind,  da 

fil)  =  -  84,       f{-  1)  =  30 

ist.  Addiert  man  die  Einheit  zu  den  gefundenen  Divisoren,  so  erhält 
man  die  Zahlen 

-6,    -4,    -2,    -1,     3,     4,     6, 

von  denen  nur  —  4  und  4  nicht  in  30  aufgehen.  Man  muß  also  —  5 
und  3  ausschließen,  und  es  bleiben  die  Divisoren 

—  6,     —3,     —2,     2,     5. 

Subtrahiert  man  von  diesen  die  Einheit,  so  erh&lt  man  die  Zahlen 

-7,     -4,     -3,     1,     4, 

welche  in  84  aufgehen.  Wir  sehen  also,  daß  die  einzigen  Zahlen,  bei 
welchen  wir  mit  Nutzen  die  in  dem  Fundamentaltheorem  angegebenen 
Kecbnungen  versuchen  können,  — 6,  — 3,  — 2,  2,  5  sind.  Die  Rech- 
nungen lassen  sich  in  folgender  Weise  anordnen,  wenn  man  bei  jeder 
Zahl  die  Operationen  abbricht,  sobald  eine  Division  sich  nicht  exakt  ans- 
führen  l&ßt: 


(-61) 

(-69) 

(+4) 

(+2) 

—  6 

—  6 

—  66 

11 

—  48 

8 

12   —2 

—  3 

—  10 

—  71 

—  2 

—  15 

—  76 

38 

—  21 

2 

.15 

—  46 

-23 

—  82 

-41 

—  37 

6 

6 

-66 

-11 

-70 

-14 

-10   —2 

Osskrc 

89 
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AIbo  hat  die  vorgelegte  Gleichung  nur  die  ganzzahligen  Wurzeln  —  6 
und  5.  Man  findet  femer  leicht  durch  Division,  daß  es  nur  einfache 
Wurzeln  sind: 

f{x)  =  (a?  +  6)(a;  -  5) (2a;*  +  2a?  —  1). 

519«    Gebrochene  Wurzeln.     Es  sei  —  ein  irreduzibler  Bruch, 

ff 

der  der  Qleichong  (1)  genügt,  in  der  ag  »  1  ist.  Man  muB^  wenn 
man  a;  =  —  setzt  und  mit  g""*  multipliziert,  haben 

d.  h.   es  muß  der  irreduzible  Bruch  —  gleich  einer  ganzen  Zahl  sein. 

Das  ist  aber  unmöglich.  Also  haben  wir  den  Satz:  Jede  alge- 
braische Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  in 
welcher  der  Koeffizient  des  Gliedes  höchsten  Grades  gleich 
der  Einheit  ist,  hat  keine  gebrochenen  Wurzeln.  Dieses 
Theorem  ermöglicht  es,  die  Aufsuchung  der  gebrochenen  Wurzeln  auf 
die  ganzzahliger  Wurzeln  zu  reduzieren.  In  der  Tat^  wenn  die 
Gleichung  nicht  die  in  dem  Theorem  angegebene  Form  hat,  so  kann 
man  ihr  diese  Form  geben,  indem  man  die  Wurzeln  mit  einer  passend 
gewählten  Zahl  A;  multipliziert.    Die  transformierte  Gleichung 

hat^  sobald  man  über  k  derart  verfügt,  daß  ka^,  %'^>  •  •  -i  ^a«  aUe 
durch  a^  teUbar  werden,  keine  rationalen  Wurzeln,  die  nicht  ganz- 
zahlig sind.     Wenn  a,  /3,  . . .  diese  ganzzahlig^n  Wurzeln  sind,   so 

sind  die  rationalen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  -^,  -?-,    •  •  •. 

Unter  diesen  letzteren  sind  auch  die  ganzzahligen  Wurzeln  enthalten. 
Aber  in  der  Praxis  ist  es  zweckmäßig  zuerst  die  Gleichung  von  den 
ganzzahligen  Wurzeln  zu  be&eien  und  erst  dann  zur  Aufsuchung  der 
gebrochenen  zu  schreiten. 

530.  ÜbungsbeispieL    Die  rationalen  Wurzeln  der  Gleichung 

21a?*  -  41ä»  +  45a;*  -  24a;  +  4  =  0 

zu  finden.  Die  N'ewtonsche  Regel  liefert  1  als  obere  Schranke  der 
reellen  Wurzeln.  Die  Gleichung,  welche  durch  Verwandlung  von  x  in 
—  X  entsteht,  hat  lauter  positive  Koeffizienten.  Also  sind  die  reellen 
Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  alle  zwischen  0  und  1  enthalten. 
Setzt  man  ^  »=>  21a;,  so  erhält  man 

j^  -  41y«  +  945/  -  10684y  +  37044  =  0, 

und   wir  wissen  bereits,    daß    die  Wurzeln   dieser  Gleichung    zwischen    0 
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und  21  enthalten  sind.  Zvnschen  diesen  Schranken  sind  die  Divisoren 
Yon  37044 

2,    3,    4,    6,    7,    9,    12,    14,    18. 
Die  Zahlen 

1,    2,    3,    5,    6,    8,    11,    18,    17 

müßten  27365  teilen.  Streicht  man  diejenigen,  welche  dieser  Bedingung 
nicht  genügen,  so  bleiben  die  Divisoren  2,  6,  14.  Diese  genügen  auch 
der  andern  Bedingung,  da  3,  7,  15  in  48615  aufgehen.  Dies  yoraus- 
geschickt  lassen  sich  die  Rechnungen  folgendermaßen  zu  einem  Schema 
zusammenstellen: 


2 

6 

14 


(-  10684)  (+  945)  (-  41)        (+  l) 

18522  7938  3969  4914 

6174  —4410  —735  210   35  —  6   —1 

2646  —  7938  —  567  378   27  — 14   —  1 


Die  rationalen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind  f^  und  |^,  d.  h.  y 
und  y.  Der  linken  Seite  der  vorgelegten  Gleichung  kann  man  jetzt  die 
Form  geben 

(7  a?  —  2)  (3  aj  —  2)  (ic*  —  Ä  +  1). 

631.  Vielfiaohe  Wurzeln.  Die  Methode,  welche  wir  im  fol- 
genden Kapitel  zur  Bereclmung  der  irrationalen  Wurzeln  entwickeln 
werden^  erfordert,  daß  dieselben  einfiskcli  seien.  Zu  diesem  Zweck  ver- 
fahrt man,  nachdem  die  Gleichung  von  allen  rationalen  Wurzeln  be- 
freit worden  ist,  so,  wie  es  oben  (§  456)  angegeben  wurde,  und 
spaltet  die  Gleichung  in  andere,  deren  jede  als  einfache  Wurzeln  die 
einfachen  oder  die  zweifisu^hen  oder  die  dreifachen  u.  s.  f.  der  betrach- 
teten Gleichung  zuläßt.    Hierzu  bemerke  man  folgendes: 

a)  Wenn  eine  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten 
nur  eine  einzige  Wurzel  von  einer  bestimmten  Vielfachheit 
hat,  so  ist  dieselbe  rational.  In  der  Tat  sind  die  Operationen, 
welche  zur  Bildung  der  Gleichung  rr  —  a « 0,  die  sich  auf  diese 
Wurzel  bezieht,  erforderlich  sind,  nicht  derart,  daß  sie  irrationale 
Koeffizienten  hineinbringen.  Soll  aber  x  —  a  rationale  Koeffizienten 
haben,  so  bedeutet  das  eben,  daß  a  rational  ist. 

b)  Bei  den  Gleichungen  der  fünf  ersten  Grade  hat  man 
nicht  Gelegenheit  die  Methode  zur  Aufsuchung  der  viel- 
fachen Wurzeln  anzuwenden.  Es  würde  in  der  Tat  nötig  sein, 
daß  die  Gleichung,  die  wir  uns  immer  bereits  von  ihren  rationalen 
Wurzeln  befreit  denken,  mindestens  zwei  Doppelwurzeln  hätte  und 
daher  wenigstens  vom  vierten  Grade  wäre.  Auch  wenn  sie  vom 
fünften  Grade  wäre,  würde  die  zurückbleibende  einfache  Wurzel 
rational  sein,  und  wir  kämen  wieder  zu  dem  Fall  einer  Gleichung 
vierten  Grades  mit  zwei  Doppelwurzeln.     Mit  andern  Worten,   wenn 

29* 
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eine  Gleichung  vierten  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  nicht 
rationale  Wurzeln  hat,  so  kann  sie  nicht  vielfache  Wurzeln  haben, 
außer,  wenn  es  möglich  ist  die  linke  Seite  auf  die  Form  eines  Quadrates 
eines  Trinoms  zweiten  Grades  zu  bringen,  ffierzu  gelangt  man  in 
jedem  besondem  Falle  leicht,  ohne  daß  es  nötig  wäre  auf  die  Methode 
der  vielfachen  Wurzeln  zurückzugreifen.  Übrigens  sieht  man,  wenn 
man  die  Hessesche  Funktion  H=^Zf^  —  4tff'  betrachtet,  sofort,  daß  es, 
damit  f  ein  Quadrat  sei,  notwendig  und  hinreichend  ist,  daß  U 
und  f  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden^). 
Ebenso  ist  es  unnötig  die  genannte  Methode  anzuwenden,  wenn  eine 
Gleichung  fünften  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  nicht  rationale 
Wurzeln  hat,  da  man  a  priori  behaupten  kann,  daß  die  Wurzeln 
alle  einfach  sind. 


N&hemngswelse  Bereclmniig  der  Wnneln. 

522.  In  dem  vorigen  Kapitel  haben  wir  gesehen,  daß  eine  alge- 
braische Gleichung  sich  so  reduzieren  läßt,  daß  sie  nur  noch  einfache 
und  irrationale  Wurzeln  hat.  Und  mit  der  Aufsuchung  solcher 
Wurzeln  müssen  wir  uns  jetzt  beschäftigen.  Eine  wichtige  Naberongs- 
methode,  die  von  Newton  erdacht  und  von  Fourier  vervoUkomnmet 
worden  ist,  ermöglicht  es  die  Berechnung  der  irrationalen  Wurzeln  der 
algebraischen  Funktionen  rasch  auszuführen  und  auch  die  der  Wurzebi 
jeder  transcendenten  Funktion,  die  eine  zweite  Derivierte  besitzt 
Diese  Methode  setzt  nur  voraus,  es  sei  bereits  die  Trennung  der 
Wurzehi  vollzogen  derart,  daß  die  unbekannte  Wurzel  a  z.  B.  schon 
isoliert  in  dem  Intervalle  (a,  h)  liegt.  Es  ist  allerdings,  wenn  ein 
solches  Intervall  gefunden  ist,  theoretisch  sehr  leicht  sich  der  Wurzel 
beliebig  zu  nähern.  In  der  Tat,  man  erinnere  sich  (§  494,  c),  daß 
f(a)  und  f(p)  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  wähle  eine  Zahl  c  be- 
liebig im  Innern  von  (a,  6),  z.B.  c  =  ^(a4-6),  und  berechne  f{c). 
Wenn  es  passiert,  daß  f{c)  »  0  ist,  so  bedeutet  dies,  daß  a »«  c  ist. 
Andernfalls  wird  f{c)  ein  Zeichen  haben,  das  von  f{a)  z.  B.  In 
diesem  Falle  kann  man  das  Intervall  (a,  h)  durch  (c,  i)  ersetzen  und 
in  dem  Falle,  wo  f(c)  das  Zeichen  von  f{b)  hat,  kann  man  (a,  r) 
als  neues  Intervall  nehmen.  Die  Wurzel  ist  dann  in  ein  Intervall 
eingeschlossen,  welches  die  Hälfte  des  ursprünglichen  ist,  und  in 
analoger  Weise  fortfahrend  gelangt  man  dazu,  sie  mit  beliebig  vor- 
geschriebener Genauigkeit  zu  berechnen.  Aber  dieses  theoretisch  so 
einfjEu^he  Verfahren  wird  bei  den  Anwendungen  zu   mühsam   haupt- 


1)  Vgl.  Halphen,  a.  a.  0.  p.  26  und  Clebsch  f^Yorlesungen  über  Geo* 
metrie"  (Bd.  1 ,  S.  300). 


§§  622<-523  Näherungsweise  Berechntuig  der  Wurzeln.  453 

sächlich  deshalb^  weil  es  Besultate  liefert,  die  nicht  rasch  genug 
gegen  die  gewünschte  Wurzel  konvergieren.  Immerhin  wird  es  be- 
nutzt, um  das  ursprüngliche  Intervall  zu  verengern;  bevor  man  über- 
haupt eine  Naherungsmethode  anwendet,  und  zur  Erleichterung  der 
numerischen  Rechnung  pflegt  man  das  Intervall  nicht  in  zwei,  sondern 
in  zehn  gleiche  Teüe  zu  teüen. 

523.  Methode  von  Newton  und  Fourier.  Nehmen  wir  an,  die 
Wurzel  a  liege  isoliert  in  einem  Intervalle  (a,  b),  und  denken  wir 
uns  dieses  Intervall  bereits  hinreichend  verengert,  damit  f  ein  be- 
stimmtes Zeichen  in  ihm  bewahrt.  Wenn  dieses  nicht  das  Zeichen 
von  f(a)  ist,  so  ist  es  das  von  f(b).  Von  jetzt  an  wollen  wir  unter 
a  nicht  die  untere  Grenze  des  Intervalles  verstehen,  sondern  diejenige 
Grenze,  es  sei  die  untere  oder  obere,  an  welcher  f  das  Zeichen 
von  f"  hat.    Dies  vorausgeschickt  hat  man 

für  einen  passenden  Wert  §,  der  zwischen  a  und  a  gewählt  ist.  Da 
f(a)  »  0  ist,  so  gibt  die  letzte  Gleichung 

^       ^       na)  2        f\a)' 

Nimmt  man  also  als  ersten  Näherungswert  der  Wurzel  die  Zahl 

so  hat  man 

_      __  (g  --  g)«  ni) 
^1        "~        2         f\a)' 

mithin 

g,  -  g  ^  (g  -  a)«  TX!) 
g  —  gj  2         f{a) 

Da  nach  Voraussetzung  f(a)  das  Zeichen  von  f"(^)  hat,  so  sieht 
man,  daß  a^—-  a  das  Vorzeichen  von  a  —  a^  hat,  daß  also  a^  immer 
zwischen  a  und  a  liegt.  Inzwischen  bemerke  man,  daß  f{a^  wie 
f{a)  das  Zeichen  hat,  welches  f  in  dem  ganzen  Intervalle  bewahrt, 
da  zwischen  a  und  a^  keine  Wurzeln  von  f  fallen.  Hat  man  also 
eine  2iahl  a^  erhalten,  die  näher  an  a  liegt  als  a,  so  kann  man  eine 
andere  Og,  dann  noch  eine  a^  herstellen  u.  s.  w.  Jede  von  ihnen  wird 
naher  an  a  liegen  als  die  vorhergehende.  Alle  diese  Zahlen  lassen 
sich  der  Reihe  nach  berechnen  mit  Hilfe  der  Relation 


% 


n<) 


0«  +  l  -  O«         /r.(^j 


Es    mnfi  noch  gezeigt  werden,   dafi  sie   sich   dem  Grenzwert  a 
nähern.    Zu  diesem  Zweck  bemerke  man  zunächst,  daß  die  genannten 
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Zahlen  sicherlich  einem  Grenzwert  a  zustreben ,  da  sie  immer  in  dem- 
selben Sinne  variierend  aufeinanderfolgen.    Wenn  man  nun  in 

/'(«.)•=  K-«n+i)r(«j 

n  unendlich  zunehmen  läßt,  so  erhält  man  ficT)  =  0^  da  nach  den 
gemachten  Voraussetzungen  f  stetig  und  f  in  dem  betrachteten 
Intervalle  endlich  ist.  Daraus  folgt  a  ^  a,  dsk  a  die  einzige  Wurzel 
ist^  die  f  in  dem  genaimten  Intervalle  besitzt.  Um  endUch  die  prak< 
tische  Nützlichkeit  der  Newtonschen  Methode  ins  rechte  Licht  zu 
rücken,  muB  noch  das  rasche  Eonvergieren  von  a„  nach  a  kon- 
statiert werden.     Zu  dem  Ende  werden  wir  zeigen,  daß  die  Zahlen 

f(<h)7       fifh)^       fiflz)j        •    •    • 

nicht  nur  nach  Null  konvergieren,  sondern  von  solcher  Beschaffenheit 
sind,  daß  das  Verhältnis  einer  jeden  von  ihnen  zu  der  vorhergehenden 
den  Grenzwert  Null  hat.  In  der  Tat  hat  man  für  einen  passenden 
Wert  1^,  der  zwischen  a„  und  a^^^  liegt  und  daher  nach  a  kon- 
vergiert, 

raiihin 

1  _  /(a.+i)  _  m^ 

und  endlich 

lim  %til  -  0, 


nssoo 


da  /"(^n)  ^^^  fiPn)  8^^^  d®^  gemeinsamen  Grenzwert  f(a)  +  0  nähern. 
Man  kann  mit  andern  Worten  sagen,  daß  die  Newtonsche  Methode 
den  Wert  der  unbekannten  Wurzel  als  Summe  der  folgenden  Reihe 
liefert: 

a  «  aj  +  (a,  —  aj  +  (o»  —  a,)  -f  («4  —  Oj,)  -f  •  •  •• 

Diese  Reihe  konvei^iert  sehr  rasch  (§  200,  b).  In  der  Tat  ist  das 
Verhältnis  eines  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden 

»«  +  !-«»  ^K)     VK  +  i) 

und  hat  den  Grenzwert  Null,  da  der  erste  Faktor  nach  Null  konver- 
giert imd  der  zweite  nach  der  Einheit*). 


1)  Über  die  Methode  Ton  Newton  and  Fonrier  siehe  auch  eine  Note 
von  Darboux  (1860)  in  den  f,Noav.  Annales  de  Math/*  und  eine  von  Fonrei 
(1890).  Wegen  anderer  Methoden  siehe  Petersen:  ,,Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen**  (8.  Abschnitt);  Serret:  ,fHOhere  Algebra**,  deutsch  von  Wertheim 
(Bd.  I),  Weber:  ,, Lehrbuch  der  Algebra**  (Bd.  I)  und  eine  interessante  Abhandlung 
Yon  Laguerre  in  den  „Nouv.  Annales  de  Math.**  1880,  p.  161.  Es  gibt  auch 
sehr  schöne  Methoden  zur  graphischen  Auflösung  der  Gleichungen.  Siehe 
die  Nomographie  von  d'Ooagne. 
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624.  Eine  andere  Folge  h^,  &,,  b^,  ...  von  Zahlen^  die  rasch 
nach  der  unbekannten  Wurzel  konyergieren,  und  zwar  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  wie  die  Zahlen  a^,  c^^  a^,  . , .,  kann  man  mit  Hilfe 
der  folgenden  Relation  herstellen: 

Geht   man   von  b  ans,   so  erhält  man  eine  Zahl  b^,  die  man  unter 
folgenden  Formen  schreiben  kann: 

*  r(e)>       "i       "       f'ie)' 

nachdem  man  gesetzt  hat 

/'(a) -/•(&)  =  («- 6) r(c). 
Da  man  hat 

so  sieht  man,  daß  b^  innerhalb  des  Intervalles  (a,  b)  liegt.  Dies 
vorausgeschickt  betrachte  man  die  Funktion 

q>  (x)  -/•(«;)-  f{a)  -{x-a)  fic) , 

welche  fiir  o; «  a  wie  für  x^b  sich  auf  Null  reduziert,  und  be- 
merke, daß  <)p  (&i)  ^f(b^)  ist.    Ihre  Deri vierte 

<p'(x)^nx)-nc)^(x-c)rxi) 

hat  das  Zeichen  von  x  —  c  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen,  je 
nachdem  f"  in  (a,  b)  positiv  oder  negativ  bleibt.  Daraus  folgt  im 
ersten  Falle,  daß  die  Funktion  in  dem  Teil  von  (a,  b),  der  links  von 
c  liegt,  abnehmend,  während  sie  rechts  zunehmend  ist.  Sie  ist  also 
in  dem  ganzen  Intervall  negativ.  Das  Gegenteil  tritt  ein,  wenn  f'<iO 
ist.  Also  bewahren  die  Funktionen  (p  und  f"  entgegen- 
gesetzte Zeichen  in  dem  betrachteten  Intervalle.  Insbesondere 
sieht'  man  für  x^b^j  daß  f{b^  wie  fQ))  das  entgegengesetzte  Zeichen 
zu  dem  von  f  hat  und  daher  b^  zwischen  b  und  a  fällt.  Da  femer 
/"(oj)  und  f{b^  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  lassen  sich  die 
vorigen  Schlüsse  auch  auf  b^  anwenden,  d.  h.  b^  fällt  zwischen  b^ 
und  Uj  u.  B.  w.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  sieht  man,  daß 
die  Zahlen  &,  b^,  2»,,  ...  immer  näher  an  die  unbekannte  Wurzel  her- 
anrücken.   Es  sei  ß  ihr  Grenzwert.    Aus 

leitet  man  für  unendlich  zunehmendes  n  ab  (a  —  ß)  f{ß)  <=  0.  Also 
ist  /J  ==  «  oder  f(fi)  ^0  und  daher  wieder  ß  ^  a.  Um  endlich  die 
rasche  Konvergenz  zu  konstatieren,  schreibe  man 
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wobei  tj^  und  c^  zwei  Zahlen  bedeuten^  die  bezüglich  den  Intervallen 
{Kf  ^n+i)  ^1^^  (^«;  ^n)  a^ngehören.  Diese  Zahlen  konvergieren  nach  a, 
wenn  n  unbegrenzt  zunimmt^  und  es  ist  daher 


lim  f^iLkA  _  lim  (l  -  CM)  =  0 

A^n)  \      reo/ 


626.  Bemerkungen,  a)  Wenn  man  bei  der  Anwendung  der 
Newtonschen  Methode  sich  die  Mühe  nimmt,  auch  die  Folge  der 
Zahlen  b^,  h^,  b^,  . , .  zu  berechnen,  so  hat  man  den  Vorteil,  in  jedem 
Augenblick  eine  obere  Schranke  des  Fehlers^)  zu  kennen,  den  man 
macht,  wenn  man  bei  a^  oder  bei  b^  aufhört  Sie  ist  der  absolute 
Betrag  von  a^  —  b^. 

b)  Die  Newtonsche  Methode  gestattet  auch  die  Wurzeln  zu 
trennen.  Die  Hauptschwierigkeit,  auf  welche  man  stoBen  kann,  wenn 
man  zu  diesem  Zwecke,  wie  es  gewohnlich  geschieht  (vgl.  §  522),  eine 
Reihe  successiver  Substitutionen  von  Werten  von  x  macht,  besteht 
in  folgendem:  Ist  ein  Intervall  gefunden,  an  dessen  Grenzen  die  Funk- 
tion dasselbe  Zeichen  annimmt,  so  weiß  man  (solange  man  nicht  das 
Sturmsche  Theorem  anwendet),  nicht  zu  entscheiden,  ob  in  einem 
solchen  Intervall  Wurzeln  vgn  f  vorhanden  sind  oder  keine  solche 
darin  vorkommt.  Diese  Schwierigkeit  bietet  sich,  wenn  die  Funktion 
für  zwei  Werte  a  und  ß  verschwindet,  die  sehr  nahe  aneinander  liegen, 
oder  wenn  sie  nicht  verschwindet,  aber  dem  absoluten  Betrage  nach 
sehr  kleine  Werte  annimmt.  Im  ersten  Falle  muß  die  Newtonsche 
Methode,  wenn  man  sie  auf  beide  Grenzen  anwendet,  zwei  Zahlen- 
folgen o^,  a,,  a,,  ...  und  6^,  b^y  &s,  ...  liefern,  die  bezüglich  nach 
a  und  nach  ß  konvergieren.  Wenn  es  passiert,  daß  man  für  einen 
bestimmten  Wert  von  n  einen  Wechsel  im  Zeichen  von  a^  —  6,  erhalt 
oder  daß  a^  oder  b„  aufhört  in  einem  Sinne  zu  variieren,  um  zu  be- 
ginnen in  dem  entgegengesetzten  Sinne  zu  variieren,  so  wird  man  be- 
haupten können,  daß  in  dem  betrachteten  Intervalle  keine  Wurzeln 
von  f  existieren. 

526.  G(«ometri0Ohe  Interpretation«  £&  ist  leicht  sich  von  allem, 
was  wir  bisher  gesagt  haben,  geometrisch  Rechenschaft  zu  geben. 
Man  stelle  die  Kurve  y  » f(x)  in  cartesischen  Koordinaten  dar  und 
betrachte  den  Bogen  AB,  dessen  Endpunkte  die  Abscissen  a  und  b 
haben.  Auf  Grund  der  zu  Anfang  gemachten  Voraussetzungen  ist  der 
genannte  Bogen  in  seinem  ganzen  Verlauf  nach  derselben  Seite  hin 
konvex,  wie  es  in  Figur  24  der  Fall  ist.  Die  andern  möglichen  Fi- 
guren ergeben  sich  aus  dieser  durch  Spiegelung  an  einer  der  Achsen 
oder  an   beiden.    Die   äußersten  Ordinaten,   die   Achse  Ox  und   der 

1)  Wegen  der  Abschätzung  dieses  Fehlers  siehe  auch  die  ,^öhere  Algebra'* 
Ton  Serret  und  den  „Calcolo**  von  Genocchi  und  Peano  (p.  97). 


Fig.  U. 
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Bogen  AB  bestimmen  zwei  krummlinige  Dreiecke.  Nur  eine  von  den 
äußersten  Tangenten  fallt  in  eins  von  diesen  Dreiecken,  und  zwar  ist 
es  die  Tangente  an  demjenigen  Endpunkt  des  Bogens  ÄB^  dessen 
Ordinate  das  Zeichen  von  f"  ^ 

hat.  Wenn  man  die  Newton- 
sche  Methode  auf  diesen  End- 
punkt anwendet;  so  erhalt 

man  als  Wert  von  %  genau    _* 

die  Abscisse  des  Schnitt- 
punktes der  Tangente^)  mit 
der  Achse  Ox]  denn  die 
Gleichung  der  Tangente  ist 
y^{X'-a)f(a)+f(a)  und 
f&r  j^ » 0  findet  man  ge- 
rade ^  ==  a^ .  Dagegen  ist  b^  die  Abscisse  des  Schnittpunktes 
der  Sehne  AB  mit  Ox,  Zwischen  diesen  beiden  Punkten  trifft 
der  Bogen  AB  die  Achse  0:r  in  einem  Punkte,  dessen  Abscisse  die 
unbekannte  Wurzel  a  ist.  Wir  sind  jetzt,  anstatt  diesen  Punkt  auf 
dem  Bogen  AB  zu  suchen,  darauf  geführt,  ihn  auf  einem  kleineren 
Bogen  A^B^  zu  suchen.  Um  femer  a^  und  b^  zu  bestimmen,  braucht 
man  nur  die  Schnittpunkte  zu  konstruieren,  welche  auf  Ox  von  der 
Tangente  in  A^  und  von  der  Sehne  A^B^  bestimmt  werden,  u.  s.  f. 
Wenn  endlich  die  äußersten  Ordinaten  dasselbe  Zeichen  haben  und 
man  will  die  Trennung  der  Wurzeln  durch  Anwendung  der  Newton- 
schen  Methode  auf  beide  Grenzen  des  Intervalles  herbeiführen,  wie 
wir  es  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ausgeführt  haben,  so 
kann  man  sich  leicht  überzeugen,  daß  ein  Zeichenwechsel  bei  a^  —  b^ 
mit  dem  Übergange  des  Schnittpunktes  der  äußersten  Tangenten  von 
einer  Seite  der  Achse  Ox  auf  die  andere  gleichbedeutend  ist.  Als- 
dann kreuzen  sich  diese  Tangenten  schließlich  so,  daß  sie  die  Kurve 
hindern  die  Achse  zu  schneiden. 

527.  Übungen,  a)  Die  Gleichung  x'  —  2a;  —  5  =  0  hat  nur  eine 
reelle  Wurzel.  Dieselbe  liegt  zwischen  2  und  3.  In  der  Tat  hat  man 
/•(2)  =»  —  1,  f(S)  =  16.  Teilt  man  das  Intervall  (2,  3)  in  zehn  gleiche 
Teile,  so  findet  man  /'(2,l)  =  0,061,  und  man  kann  daher  die  Grenze  3 
durch  2,1  ersetzen.  Da  zwischen  diesen  Grenzen  f"=^  6x  das  Zeichen  + 
bewahrt,  so  muß  man  die  Newtonsche  Methode  in  der  Weise  anwenden, 
daß  man  von  der  oberen  Grenze  a  =»  2,1  ausgeht.     Man  hat 


1)  umgekehrt  führt  diese  geometrische  Betrachtang  wieder  zn  der  Formel 
von  Newton,  und  analoge  Betrachtangen  gestatten  noch  bessere  Näherangs- 
formeln zu  finden.  Siehe  z.  B.  die  Mälanges  Math^matiques  (t  I,  p.  79)  von 
Catalan. 
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mithin  a^  =»  2,095.  Fährt  man  in  analoger  Weise  fort,  so  erhält  man 
der  Reihe  nach  die  Resultate  a^  »  2,094552,  o,  -»  2,094551481542, 
a4  »  2,094551481542326591482386.  Ginge  man  bis  zu  05,  so  würde 
man  einen  Wert  der  Wurzel  mit  achtundvierzig  exakten  Decimalen 
erhalten. 

b)  Wenn  die  Gleichung  rj?*+3a?*  —  2a5-f-l  =0  gegeben  ist,  so  sagt 
uns  das  Theorem  von  Descartes,  daß  sie  nicht  negative  Wurzeln  hat  und 
nur  zwei  positive  Wurzeln  haben  kann.  Da  immer  ^ /*"=  2  a;*  +  1  >•  0 
ist,  so  ist  die  Methode  von  Newton  auf  jedes  beliebige  Intervall  anwend- 
bar. Wir  können  a  =  0  nehmen,  da  f(0)  =  1  das  Zeichen  von  f*'  hat. 
Wenn  die  beiden  positiven  Wurzeln  tatsächlich  vorhanden  wären,  so  müßten 
wir  eine  Folge  von  Zahlen  a^,  ^9  ^s)  -  *  *  ^^^^^1  ^^  ^^^^  wachsend  der 
kleinsten  Wurzel  nähern.  Wir  erhalten  nun  aber  «i  =**  -J- ,  Oj  =*»  —  ^ . 
Wir  können  also  hier  aufhören  und  behaupten,  daß  die  vorgelegte  Glei- 
chung keine  reellen  Wurzeln  hat.  Dies  hätte  man  auoh  aus  dem  Umstände 
folgern  können,  daß  das  Trinom  3x^  —  2x-\-  1  wie  a^  wesentlich  po^- 
tiv  ist. 

c)  Bei  der  Gleichung  x^  —-  Sx^  —  7iC+4  =  0  ergibt  sich  aus  dem 
Theorem  von  Descartes  als  sicher  die  Existenz  einer  einzigen  negativen 
Wurzel  und  als  möglich  die  von  zwei  positiven  Wurzeln.  Daß  diese  wirk- 
lich vorhanden  sind  und  eine  von  ilinen  in  das  Intervall  (0,  l)  fällt,  er- 
kennt man  femer  tlurch  die  Bemerkung,  daß  für  o;  »  0  imd  o? «»  1  die 
linke  Seite  die  Werte  4  und  —  5  annimmt,  welche  entgegengesetzte  Zeichen 
haben.  Die  zweite  Derivierte  ist  in  dem  genannten  Intervalle  negativ,  da 
^  f^'=  X  —  1  ist,  und  man  muß  daher  a  =  1  nehmen.  Geht  man  von 
diesem  Wert  aus,  so  führt  ^)  die  Newtonsche  Methode  rasch  zu  dem  Wert 
der  gesuchten  Wurzel:  0,486456474  .  . .  Die  beiden  andern  Wurzeln  ge- 
hören den  Intervallen  (—2,  —  1)  und  (4,  5)  an.  Sie  haben  die  Werte 
—  1,875  ...  und  4,387  .  .  . 

d)  Die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  a?*  —  8a;— 1=0  zu  berechnen. 
Auch  hier  ergibt  sich  aus  dem  Theorem  von  Descartes  als  sicher  die 
Existenz  einer  einzigen  positiven  Wurzel.  Negative  Wurzeln  kann  es  nicht 
mehr  als  zwei  geben,  und  sie  existieren  sicher,  da  für  x  ^  0  und  f^ 
o;  ^  ^  1  die  linke  Seite  entgegengesetzte  Zeichen  annimmt.  Man  hat 
also  im  ganzen  drei  reelle  Wurzeln.  Die  Newtonsche  Methode  liefert  die 
Werte: 

«1  =  —  2,7639  .  . .  ,  «,  =  —  0,1250  .  . .  ,  «,  «  2,8887  .... 

e)  Um  die  Gleichung  cosa;  =  a;  aufzulösen,  gehe  man  von  der  Be- 
merkung aus,  daß  rr,  wenn  es  dieser  Gleichung  genügen  soll,  notwendig 
dem  Intervall  (—  1,  l)  angehören  muß  (wie  cosa;).  In  diesem  Intervall 
wächst  die  Funktion  f=^x  —  cosa;  beständig,  da  in  demselben  ihre  De- 
rivierte /^  =  1  -f  sina:  positiv  bleibt.  Da  man  für  a;  =  0  hat  /*<  0,  für 
X  =  1  dagegen  /*>  0  ist,  so  hat  die  betrachtete  Gleichung  nur  eine 
positive  Wurzel,  die  zwischen  0  und  1  liegt.  Um  sie  mit  Hilfe  der 
Newtonschen  Methode  zu  berechnen,  muß  man  von  dem  Wert  a  —  1  aus- 


1)  J.  Bourget,  „Nouv.  Annales  de  Math.*^  1869,  p.  21. 
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gehen,  da  für  o;  »=  i  die  Funktion  f  das  Zeichen  +  annimmt,  d.  h.  gerade 
das  Zeichen,  welches  f'^^  coso;  in  dem  ganzen  betrachteten  Intervalle  be- 
wahrt    Man  erhält  als  Wert  der  Wnrzel 

a  =  0,73908512,     d.  h.     a  =  42<>  20'  47",25, 

wenn  man  beachtet,  daß  der  Einheitsbogen  in  Graden  ausgedrückt  wird 
durch   ^  und  daher  gleich  ö7ö17'44",806247  ...  ist. 

f)  An  die  Kettenlinie  y  =  i(6*+e~*)  durch  den  Anfangspunkt 
eine  Tangente  zu  ziehen,  p  =  kx  sei  die  Gleichimg  der  Tangente.  Es 
handelt  sich  darum.  Je  derart  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichung  e^-j-e"' 
=^  2kx  eine  Doppelwurzel  hat.  Diese  muß  auch  der  derivierten  Gleichung 
<f — e'~'»2A;  zukommen.  Eliminiert  man  A;,  so  sieht  man,  daß  die 
Wurzel  notwendig  der  Gleichung 

^—^-a;,    d.  h.  «  =.  i  log  ^^^^ 

genügt.  Es  liegt  in  der  Natur  unseres  Problems,  daß  es  nur  zwei  Wurzeln 
gibt,   die   dem   absoluten   Betrage   nach   gleich   sind.     Übrigens  wird   die 

Funktion  f^x  —  ^  log  ,  die  rechts  von  1  negativ  ist,  mit  zunehmen- 

dem  X  schließlich  positiv  und  bleibt  es.    Sie  wächst  in  der  Tat  beständig, 

X* 

da  ihre  Derivierte  f  =  — j — r  für  ]  a?  |  >  1   positiv  ist     Die  Substitution 

der  Werte  o; «  1,  1  und  o;  »=  1,  2  liefert  Resultate  mit  entgegengesetzten 
Zeichen,  und  man  erkennt,  daß  die  Newtonsche  Methode  auf  die  obere 
Grenze  a  ==  1,2  anwendbar  ist.  Man  findet  cc  =  1,199678  .  .  .  Ferner 
erhält  man,  wenn  man  die  Gleichungen 

e«=.Ä(«+l),     e-«  =  Ä;(a-l) 

miteinander    multipliziert,    k  == =  1,50888  ....      Wir    können 

nunmehr  behaupten,  daß  die  Gleichung  e^ -{- e"' ^=  2kx  keine  reellen 
Wurzeln  hat  oder  zwei  solche,  je  nachdem  k  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  oder  größer  ist  als  1,50888  .... 

g)  Sehr  interessant  ist  die  Gleichimg^)  tga;»a?,  die  in  den  mathe- 
matischen Theorien  der  Elastizität,  des  Lichtes  und  der  Wärme  vorkommt. 
Hierbei  erweist  sich  als  sehr  nützlich  die  graphische  Darstellung,  die  es 
sofort  ermöglicht,  die  unendlich  vielen  Wurzeln  der  Gleichung  zu  sehen 
und  trennen.  Diese  sind  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  der  Linien 
y  =^  igx  und  y  =  x.  Die  erste  Linie  (die  sogenannte  Tangentoide)  be- 
steht aus  unendlich  vielen  kongruenten  Zweigen,  deren  jeder  von  der  Geraden 
^  =ar  >r  nur  in  einem  Pimkte  getroffen  wird.  Wir  sehen  auf  diese  Weise, 
wenn  wir  uns  auf  die  positiven  Wurzeln  beschränken,  daß  dieselben  eine 


1)  Siehe  Bertränds  „Alg^bre''  (1870,  1 11,  p.  284),  den  „Cours  d'Analyse^^ 
von  Catalan  (p.  297)  und  die  ,Jie9on8  d*optique  physique"  vonVerdet  (p.  372). 
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Reihe  a^,  or,,  er,, .  .  .  bilden,    deren   n-tes   Glied  zwischen  die  Zahlen   htc 
und  (n  +  ^)n  föllt,   und  zwar  um  so  näher  an  die  zweite,  je  größer  n 

ist.  Um  die  Wurzel  er  zu  be- 
rechnen, welche  in  dem  Intervall 
(a  —  ^TCy  a)  liegt,  wobei 

ist,  ist  es  natürlich  a  —  a  —  0 
zu  setzen,  wo  0  zwischen  0 
und  ^TT  liegt  Alsdann  gehl 
die    Gleichung    tg  a  «  o    über 

in  cotd=sa,  d.h.  ö=»arctg— , 
und  es  wird  daher 

.     1 

tt  =  a  —  arctff  — 

Pig.  26.  ^    « 

Wenn  wir  auf  der  rechten  Seite  fOr  a  den  Wert  a  >  a  setzen  und . 

1 


<ij^  '^  a  —  arctg 


a 


nehmen,  so  erhalten  wir  einen  zu  großen  Wert,  der  aber  sicher  kleiner 
als  a  ist  und  infolgedessen  näher  an  a  liegt.     Ebenso  wird 

02  =  a  —  arctg  — 

immer  größer  als  a  sein,  aber  kleiner  als  a^  u.  s.  w.  Also  nähern  sich 
die  nach  dem  Gesetz 

a.+i  =  a~  arctg-- 

gebildeten  Zahlen  a^,  ^s»  ^S)  *  -  *  beständig  der  Wurzel  a,  indem  sie  größer 
als  dieselbe  bleiben.  Sie  konvergieren  also  nach  einem  Grenzwert  a. 
Wenn  man  nun  in  der  obigen  Relation  n  unendlich  zunehmen  läßt,  so 
erhält  man 

a  -=-a  —  arctg  -^ , 

und  es  ist  daher  a'  «  «,  da  in  das  Intervall  (a  —  ^tt,  a)  nur  eine  Wurzel 
der  betrachteten  Gleichung  fällt.  Wir  könnten  uns  also  unter  Vermeidung 
der  Newtonschen  Methode  der  vorhin  konstruierten  Folge  bedienen,  um 
uns  der  unbekannten  Wurzel  imbegrenzt  zu  nähern.  Aber  die  Konvergenz 
ist  zu  langsam.     In  der  Tat  ist 


a. 


»+i 


—  a^  =  arctg 


—  arctg  —  =  arctg 


«»-i 


1  +  «««»-! 


mithin  fELr  unendliches  n 


lim  -2-Ü 2  — :  lim 


l  +  «nai.-i        ^+«" 


um  die  Rechnung  zu  beschleunigen  wird   es  also  nötig  sein,  die  Nevrton- 
sehe  Methode  anzuwenden,  indem  man  von  irgend  einem  der  bei  der  obigen 


§  527  N&heningsweise  Bereohnnng  der  Wurzeln.  461 

Reclmimg  erhaltenen  Werte  ausgeht.  Man  beachte  hierbei,  daß  man  nicht 
von  a  =»  (n  +  -^)  TT  ausgehen  darf,  da  für  di^en  Wert  die  Funktion  un- 
endlich wird.  So  muß  man  z.  B.,  wenn  es  sich  um  die  Berechnung  der 
kleinsten  positiven  Wurzel  handelt,  nicht  von  a  =»  .|n;  ausgehen, 
sondern  wenigstens  von 

a  =  fff  — arctg  g^- 

Alsdann  erhält  man  mit  Hilfe  der  Newtonschen  Methode 

tga  — a  a  1  8  A    .     4  \        ^      8 

*  tg'a  sm*a       tga        2  \      '    9«*/        ^  2w 

u.  s.  w.     Man  gelangt  schließlich  zu  dem  Resultat 

a  =  4,493409457909  .  .  .  ,  d.  h.  a  =  257<>27'12",231224  .... 

h)  Die  Oleichung  tg  x  =  rc  ist  auch  deshalb  bemerkenswert,  weil  bei 
ihr  eine  allgemeine  Auflösung  möglich  ist,  d.  h.  die  Bestimmung  einer 
Formel,  welche  alle  ihre  Wurzeln  ausdrückt.     Man  kann  die  Gleichung 

a  =»  a  —  arctg  —  in  der  Tat  folgendermaßen  schreiben  (§  332,  d): 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  a  fOr  a  setzt  und  die  Potenzen  von 
—  von  der  dritten  ab  vernachlässigt,  so  erhält  man  a  ^^  a .     Setzt 

man  auf  der  rechten  Seite  jetzt  a für  a  und  vernachlässigt  die  Po- 
tenzen von  —  von  der  fünften  an  aufvrarts,  so  findet  man 

1  1 


oder 

/l    .    i\   ,     1  1         2 

\a        ay    '    8a'  a        8a' 

Femer  erhält  man  in  analoger  Weise 


a^a ; 5-  + 


1        2     •      /  -     1         2  \»       ^/         1         2  \* 
oder 

«  -  « -  (^  +  ^  +  Ä)  +  T(i  +  J)  -  cV"  "•  '•  '^^ 

Fährt  man  so  fort,  so  erkennt  man,  daß  die  Wurzel  a^  sich  folgender- 
maßen in  eine  konvergente  Beihe  entwickeln  läßt: 

_/      ,    .X      ___1 2 18 

146  781 


106(n  +  i)'«'        816(n-fi) 


462  V^  9.    Auflösung  der  Gleichungen.  §  527 

Wenn  z.  B.  n  sehr  groß  ist  (wie  man  es  beim  Studium  der  Diffraktion 
des  Lichtes  anzunehmen .  v^anlaßt  wird),  so  kann  man  mit  genügender 
Annäherunff  schreiben 

^«  ="(**  +  "^/^ 

"       \  2/  nn 

i)  Auch  bei  der  Auflösung  der  Gleichung  sinx^^kx  ist  es  nützlich, 
sich  einer  geometrischen  Darstellung  zu  bedienen  und  die  Wurzeln  als 
die  Abscissen  der  gemeinsamen  Punkte  der  Sinuskurve  y«"sina;  und 
der  Geraden  y  ^^  kx  zu  betrachten.  Sieht  man  von  x  =^  0  ab,  so  erkennt 
man,  daß  für  Ä;  ^  1  keine  weiteren  Wurzeln  existieren.  Setzen  wir  also 
voraus  ^  •<  1  und  denken  wir  uns  sogar,  k  nehme  in  stetiger  Weise  von 
1  ausgehend  ab.  Alsdann  dreht  sich  die  Gerade  y  ^kx  um  den  AnfBings- 
punkt  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  und  es  tritt  unendlich  viele  Male  der  Fall 
ein,  daß  sie  eine  Tangente  der  Siausknrve  wird.  Dies  passiert  für  die- 
jenigen Werte  von  k^  fülr  welche  die  vorgelegte  Gleichung  eine  gemein- 
same Wurzel  mit  der  derivierten  Gleicliung  cos  x  ==^  k  hat.  Die  Elimina- 
tion von  k  aus  den  beiden  Gleichungen  liefert  igX'^x,  Es  seien  a^^ 
^S9  ^91  •  '  '  ^^  positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  k^  =  coscr^.  Die 
Neigungskoef&zienten  der  durch  den  Anfangspunkt  an  die  Sinuskurve  ge- 
legten Tangenten  sind  in  abnehmender  Reihe  geordnet  1,  k^^  Ä;^,  X:^, .  .  . , 
k^j  k^y  k^.    Wenn  k  kleiner  als  kj^  wird,  so  hört  die  Gerade  auf  die  Kurve 


außerhalb  des  Anfangspunktes  zu  schneiden.  Also  hat  die  Gleichung  sin^ 
==  kx  reelle  von  Null  verschiedene  Wurzeln  nur  für  diejenigen  Werte  von 

k,  welche   kleiner   als  1,   aber  nicht   kleiner   als ,  sind,  wobei 

a  =  4,49  ...  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung  igx  =^  x  ist.  Wenn 
z.  B.  k  positiv  ist  und  zwischen  zwei  bestinunte  Zahlen  A^,,.}  und  k^^ 
fällt,  so  wird  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  2  n  —  1  sein,  d.  h.  die  Glei- 
chung wird  im  ganzen  4  n  —  1  reelle  Wurzeln  haben.    Wenn  k  sehr  klein 

2 
ist,  so  liegt  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  sehr  nahe  an  — £•     Endlich 

bemerke  man,  daß  die  kleinste  positive  Wurzel  dem  Intervall  (0,  n)  oder 
(tp,  tt^)  angehört,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist.  Da  nun  die 
Funktion  /*=sinaj  —  Äa?  für  a;  —  jr  den  Wert  —  kyt  hat,  dessen  Vor- 
zeichen dasjenige  ist,  welches  f"=  —  sin  x  in  dem  einen  oder  dem  andern 
der  genaiinten  Intervalle  bewahrt,  so  kann  man  die  Newtonsche  Methode 
anwenden,    indem   man    immer   von    a  ==  n   ausgeht.      Man    erhält   dann 


fli  =  -r-i'-Z    u.  S.  w. 
^        1  -\-k 


§  528  Algebraische  Auflösung.  468 

Algebralsohe  Anflösimg. 

528.  Kubisohe  Gleichung.  Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  al- 
gebraischen Auflösung  der  ßleicliungen beschäftigen,  d. h.  wir  wollen 
die  Bestimmung  der  Wurzeln  als  expliciter  algebraischer  Funktionen 
der  Koeffizienten  yersuchen,  die  wir  als  beliebig  voraussetzen.  Dies 
ist  ffir  die  Gleichungen  ersten  und  zweiten  (Jrades  bereits  in  der  ele- 
mentaren Algebra  geschehen.  Es  werde  jetzt  die  folgende  Gleichung 
betrachtet: 

(4)  x^+px  +  q^O. 

Setzt  man  x=^u  +  Vj  so  wird  sie 

w'  +  V*  +  (3uv  +p){u  +  t?)  +  g  =  0 
und  ist  erfüllt;  wenn  man  gleichzeitig  nimmt 

w*  +  v*  +  2  =  0,     3wt;  +p  =  0, 

d.  h.  u*  +  t?*  =  —  g ,  u^v^  ™  ""  fz  •  ^^^  sieht,  daß  w'  und  v^  die 
Wurzeln  der  folgenden  quadratischen  Gleichung  sind,  der  sogenannten 
Resolvente  der  gegebenen  Gleichung, 

Es  ist  daher 


Also  hat  jede  von  den  Unbekannten  u  und  v  drei  Werte,  sodaß  man 
im  ganzen  neun  Werte  für  w  +  t?  finden  würde,  wenn  man  nicht  be- 
achtete, daß  nur  diejenigen  Werte  von  u  und  v  gepaart  werden  dürfen, 
deren  Produkt  —  ^p  ist.  Es  sei  a,  6  ein  Paar  solcher  Werte.  Die 
gesuchten  Wurzeln  sind  dann 

wo  CD  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  (§  394)  darstellt.  Man 
pflegt  dies  in  folgende  Formel  zusammenzufassen,  die  sogenannte 
Formel  von  Tartaglia: 

(6)      .  _  i^- 1  +y£T| +f  - 1  -i/f^l- 

In  Wirklichkeit  liefert  diese  Formel  neun  Werte,  die  der  Gleichung 
(4)  genügen,  wenn  man  darin  p  als  eine  beliebige  kubische  Wurzel 
von  p^  betrachtet.  Faktisch  gibt  also  die  Formel  von  Tartaglia  die 
netm  Wurzeln  der  Funktion 

(x^  +px  +  q)(x^  +  copx  +  q){x^  +  (o^px  +  q)^  {a?  +  qf  +  p^x^. 
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529.  Die  Formel  von  Tartaglia  hat  den  (auf  algebraischem  Wege 
nicht  zu  beseitigenden)  Nachteil,  daß  sie  die  Wurzeln  in  ima- 
ginärer Form  darbietet  gerade  im  Falle  ihrer  Realität,  wenn  also  (§  508,  b) 

Y  +  ^  <  0  ist.  Ein  anderer  Nachteil  ist  der,  daß  sie  die  Werte  ra- 
tionaler Wurzeln  in  irrationaler  Form  gibt.  So  hat  z.  B.  die  Gleichmig 
ic'  —  fl?  —  6  =  0  die  einzige  reelle  Wurzel  2,  während  man  aus  (5) 
einen  komplizierten  Wert  gewinnt^  der  durch  Logarithmen  zu  berechnen 
ist,  sodaß  man  praktisch  zu  einem  Resultat  kommt,  welches  sich  von 
2  so  wenig  unterscheidet  als  man  will,  welches  aber  nicht  direkt  2 
ist.  Man  hat  bemerkt^),  daß  dies,  wenn  man  nur  mit  rationalen 
Zahlen  operiert,  allgemein  eintritt  außer,  wenn  die  Gleichung  die  Form 

ic»  -  (a  +  2ß)x^  +  (2a/S  +  /J*  +  3y*)a?  ~  a(ß^  +  3y«)  -  0 

mit  rationalen  a,  ß,  y  hat.  Nur  in  diesem  Falle  kann  die  rationale 
Wurzel  a  (nachdem  man  in  der  weiter  unten  anzugebenden  Weise 
die  Gleichung  auf  die  Form  (4)  gebracht  hat)  mit  Hilfe  der  Formel 
von  Tartaglia  genau  gefunden  werden.  Die  beiden  andern  Wurzeln, 
die  imaginär  sind,  bringen  {x  —  /})*  +  3y*  zum  Verschwinden. 

530.  Der  letztgenannte  Nachteil  kommt  in  der  Praxis  nicht  zur 
Geltung,  wenn  man  immer  zunächst  die  Gleichung  von  den  rationalen 
Wurzeln  befreit  (§  519).  Gegen  den  ersten  hilft  man  sich  dadurch, 
daß  man  den  Ausdruck  (5)   auf  trigonometrische  Form  bringt     Für 

-|  =  (>cose,    ^  +  g»-9»8in»Ö 

wird  die  Formel  yon  Tarti^lia 

x^\  ^  (cos  ö  +  <  sin  ö)  +  f^  p  (cos  ö  —  t  sin  ö) . 
Bekanntlich  sind  (§  393)  die  Werte  der  beiden  Radikale  bezüglich 

pt  ^cos  — Lj —  +  »sm  —^3 — j,    pt  ^cos  -^ ^^^-^ — Y 

wo  Ä;  die  Werte  0,  1,  2  annimmt.  Man  muß  femer  diese  Werte  in 
der  Weise  paaren,  daß  ihr  Produkt  reell  ist,  und  zu  diesem  Zweck 
hat  man  A;  in  beiden  Ausdrücken  gleiche  Werte  beizulegen.  Daraus 
folgt 

o    4.  0  +  2*« 

a?  «=  2  p »  cos  — ^-g — , 
sodaß  die  Wurzeln  folgende  sind: 

a,-2p^cosy,    a,«2p^cos(y+120^),    «,-2p*cos(-|- +  240») 
1)  K.  Kammer  (Matheflis,  1881,  pp.  96,  184). 
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Diese  Werte  werden  bekannt  sein^  sobald  man  die  positii^e  Zahl  f 
and  den  Bogen  6  kennt.    Da  nach  der  Annahme 


ist^  so  lassen  sich  q  und  6  leicht  durch  Logarithmen  berechnen. 

531.  Die  allgemeine  kubische  Gleichung 

(6)  oc^  —  c^a^  +  c^x  —  c^^O 

laßt  sich  immer  auf  die  Form  (4)  reduzieren.    Man  braucht  nur  als 
neue  Unbekannte 

zu  wählen.    Dann  yerwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung  in  folgende 

V  -  Hci'  -  3c,)6  -  ^(2q»  -  9c,c,  +  21c,)  -  0, 
welche  die  Form  (4)  hat.    Im  Torliegenden  Falle  ist 

mithin  (§  492,  a) 


4     '    27  4-27' 

wo  wie  bisher 

^  =  -  27c,»  +  18c,c^c,  -  4ci%  -  4c,»  +  c^  V 
ist.     Die  Radikale  der  Formel  von  Tartaglia  werden 

il^iiW  -  9c, c,  +  27^3  ±  Sy^J2), 

Also  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  gegeben  durch  die  Formel 

+  "^i(2ci'  -  9c,c,  +  21c,  --  iy^^TB)), 

632.   Qleiohnng  vierten  Grades.     Es  werde  jetzt  die  Gleichung 

(7)  (x^  +  px^  +  qx  +  r-^Q 

betrachtet,  und  man  versuche  sie  zu  befriedigen,  indem  man  setzt 
X  '^'U  -^v  +  w.    Erhebt  man  dieses  ins  Quadrat,  so  erhält  man 

x*  —  (m*  +  t?*  +  w^)  ■=  2{yw  +  wu  +  uv), 

femer  durch  nochmaliges  Quadrieren 

a^  -  2(w^  +  v^  +  w^s?  +  (m*  +  v^  +  w^y 

Identifiziert  man  mit  der  vorgelegten  Gleichung,  so  kommt 

t**  +  <?*  +  w*  =  —  y,     v^w^  +  w^u^  +  u^v^  =-  ^-jö^f     ü'v^w^  =  |j  • 


466  V,  2.    AuflöBung  der  Gleichungen.  §§  532—633 

Daraas  geht  hervor  (§  465),  daß  «*,  v*,  w^  Wurzeln  der  kubischen 
Oleichung 

sind.  Dies  ist  die  Resolvente  der  gegebenen  Gleichung.  Sind  die 
Wurzeln  der  Resolvente  gefunden,  so  hat  man  zwei  Werte  för  jede 
der  Unbekannten  w,  r,  w.  Man  muß  aber  nur  diejenigen  Werte  von 
w,  V,  w  zu  einer  Summe  vereinigen,  deren  Produkt  —  \q  ist.  Es 
seien  a,  by  c  drei  solche  Werte.    Die  gesuchten  Wurzeln  sind  dann 

a^^a  +  b  +  Cf     a^^a  —  b  —  c,     a,«  — a  +  6  — c,    «4  =  -— a  — 6  +  r. 

Man  bemerke,  daß  auf  die  Form  (7)  die  allgemeine  Gleichung  vierten 
Grades 

oc^  —  qa;'  +  c^x^  —  c^x  +  c^  =»  0 

immer  reduzierbar  ist.    Man  braucht  nur  als  neue  Unbekannte 
einzuführen.     Dadurch  vervrandelt  sich  die  gegebene  Gleichung  in 

Diese  ist  vom  Typus  (7).  Löst  man  sie  auf  und  vermehrt  ihre  Wurzeln 
um  |q,  so  erhält  man  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung. 

533.  Die  in  den  §§  628,  532  befolgten  Methoden  zur  Auflösung 
der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  rühren  bezüglich  von 
Hudde  und  von  Euler  her.  Andere  sind  von  verschiedenen  Autoren') 
angegeben  worden.  Wir  wollen  uns  aber  hier  darauf  beschranken, 
nur  zwei  davon  auseinanderzusetzen,  die  den  Vorzug  haben,  nach  all- 
gemeinen Prinzipien  gebildet  zu  sein  und  daher  durchblicken  zu  lassen, 
welchen  Weg  man  einschlagen  muß,  um  die  Auflösung  der  Gleichungen 
höheren  Grades  zd  versuchen.  Die  eine,  die  Methode  von  Oayley, 
stüzt  sich  auf  die  Formentheorie  und  besteht  darin,  daß  man  sich  der 
Relationen  bedient,  die  zwischen  der  Funktion  f  und  den  zugehörigen 
H,  Q  u.  s.  w.  bestehen,  um  f  auf  kanonische  Form  zu  bringen  und 
sie  dann  in  Linearfaktoren  zu  zerlegen^).  Die  andere,  die  Methode 
von  Lagrange,  stützt  sich  auf  die  Theorie  der  symmetrischen  Funk- 
tionen und  hat  den  Vorzug,  den  innem  Grund  in  Evidenz  zu  setzen 
für  die  Unmöglichkeit,  die  allgemeinen  Gleichungen  höheren  als  vierten 
Grades  durch  Radikale  aufzulösen. 


1)  Siehe  z.  B.  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  von  Petersen 
(S.  87 ff.).  Es  ist  zu  empfehlen,  über  diesen  Gegenstand  nachzulesen  die 
,,Stadien'\  welche  Tortolini  in  den  AnnaU  di  Matematica  (1868,  p.  SIC)  Ter> 
öffentlicht  hat. 

2)  Halphen,  „Nonv.  Annales  de  Math."  (1886,  p.  17);  Clebsch:  ,,Vor- 
lesungen  über  Geometrie''  (Bd.  I,  8.  278  und  807). 


§  684  Algebraische  AuflOsang.  467 

634.  Methode  von  Cayley.   a)  Bei  der  quadratiBOhen  Gleiohimg 

läßt  sich  die  Zerlegung  der  linken  Seite  f  in  Linearfaktoren  leicht 
ansfOhren;  wenn  man  von  dem  Ausdruck  für  die  Hessesche  Funktion 
(§  485)  ausgeht 

die  sich  im  Yorli^enden  Falle  wegen  /^■»2rr  — c^,  /"'=»  2  auf  die 
Konstante  c^*  —  4c^  reduziert.     Man  hat  sofort 

oder 

Die  Wurzeln  sind  also  durch  die  Formel 

g^eben. 

b)  Bei  der  knbisohen  Gleiohung 

werden  wir  zu  betrachten  haben  die  Hessesche  Funktion  J5r=  2f^  —  3//" 
und  die  Jacobische  Q  =  Hf-  f  H'f-  Es  ist  früher  (§  490,  c)  be- 
wiesen worden,  daß 

(8)  jr»-2e«  =  54/^z/ 

ist.  Dieser  Identität  läßt  sich  die  Form  (^  +  21f*J  =  i  JI'  geben 
oder 

Wir  behaupten  nun,  daß  das  Problem  der  Reduktion  von  f  auf 
kanonische  Form  nicht  wesentlich  verschieden  ist  von  dem 
der  Zerlegung  von  H  in  Linearfaktoren.  Denken  wir  uns  in 
der  Tat  diese  Zerlegung  ausgeführt  und  seien  ax  +  a',  hx  +  V  die 
Faktoren  von  \H.  Dann  wird  man  durch  die  obige  Identität  dazu 
geführt  zu  setzen 

(9)  \Q  +  ifV^^^^--{ax  +  a)\  ^Q^^fy:r^^{hx-]rhy 
und  infolgedessen 


3fy^-^^Wj  =  (ax  +  ay  -  Q)X  +  6')*. 

wie  wir  beweisen  wollten.  Um  abo  die  Methode  von  Cayley  zur 
Auflösung  der  kubischen  Gleichung  anzuwenden,  wird  nur  erfordert, 
daß  man  die  linken  Seiten  von  (9)  zu  bilden  weiß,  welche  vollstän- 
dige Kuben  werden  müssen.  Oder  kürzer,  wenn  die  Wurzeln  a  und  ß 
von  -ff  geftmden  sind,  so  wissen  wir,  daß  /'=«A(a?  — a)*  — fi(rr  — /})• 

SO* 
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ist.    Es  ist  dann  leicht  durch  Identifizierong  die  Eonstanten  A  nnd  ^ 

zu  bestimmen  und  darauf  f  in  die  Linearfaktoren  (ic— a)  y^  —  (y — /J)  yj* 
zu  zerlegen. 

c)  Um  femer  mit  Hilfe  der  Gajleyschen  Methode  die  allgemeine 
Auflösungsformel  wiederzufinden,  die  in  §  531  aufgestellt  worden  ist, 
yerfährt  man  folgendermaßen.  Wenn  man  die  Hessesche  Funktion 
bildet,  so  erhalt  man 

(11)  i^ -  ic* -  3<i)(« -  iO«  +  I ff (a;  - ^c)  +  i(q« - 3<i)«, 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist  <s  ^2c^  '—^<\c^-\-21c^. 
Man  bemerke  (§  489),  daß  6q?  auch  das  erste  Glied  von  Q  ist.  Es 
folgt  also  aus  (9) 

(12)  iö  +  iY^^Wj^a^,    i<y-|)/^=^3^=-6». 
Andererseits  setze  man 

iH=[a{x-^e,)  +  a"][bix-ic,)  +  b"], 
sodaß,  wenn  man  mit  (11)  identifiziert,  sein  muß 

Diesen  Relationen  genügt  man  durch  die  Annahme  a''«  ^  V^  h"^  \  a'. 
Wir  können  jetzt  (10)  die  folgende  Form  geben 

(a»  -  &»)/•=  \a{x  -  ici)  +  i6T  -  \b{x  -  ic^)  +  ia«]». 

Man  sieht  daraus,  wenn  man  durch  a'  —  h^  dividiert,  sofort,  daf  f 
sich  in  drei  Linearfaktoren  zerlegen  läßt,  von  denen  einer  der  Quotient 
von 

durch  a  —  b  ist,  d.  h.  a?  — -  ^  (c^  +  «  +  6).  Ein  zweiter  ist  der  Quo- 
tient von 

[a(x  -ic,)  +  ib']  -  cD[ft(^  ^ie,)  +  ia»] 

=  (a  —  ©i)  (a?  —  ^  Ci)  —  ^  (D  (a*  —  ai*6*) 

durch  a  —  ©6,  d.  h.  x  — -^(c^  +  (x>a  -]-  oj^fc).  Endlich  erhält  man  den 
dritten  Faktor,  indem  man 

[a(x  -  ^c,)  +  l&T  -  m^lb{x  ^  ic,)  +  ^a«] 

=  (a  -  <D*6)  (x  -  i^i)  -  ia)«(a»  -  (d*6«) 

durch  a  —  m^b  dividiert.  Er  lautet  also  x  —  ^(Ci  +  o'a  +  ob).  Folg- 
lich ist 


§§  6S4— 585  Algebraische  Auflösoiig.  469 

Nach  (12)  bedeutet  dies,  daß  die  Wurzehi  yon  f  in  der  Formel  ent- 
halten sind 

d)  Bei  der  Gleichung  vierten  Grades  ist  die  Relation,  welche 
an  die  Stelle  von  (8)  tritt,  folgende: 

4  J7»  -  3^  -  64 (3U^  ^Jf)P 
oder 

f  ^»  -  £r»  -  3  IH{4:fy  +  2  e7(4/-)». 

Wir  haben  aber  bereits  gesehen  (§  491,  b),  daß  dieselbe  sich  in  andere 
einfiEichere  spaltet,  wenn  man  die  quadratischen  Faktoren  f^,  f^^  /*,  der 
Jacobischen  Funktion  Q  ^  ^fiUfz  betrachtet.     Man  hat  alsdann 

H-ir,f~3f^    H-4rJ=df,;    H-4Y,f^3f,', 

WO  yi,  y,,  ^3  die  Wurzeln  von  Ä (x)  =  rc*  —  SIx  +  2J  sind.  Wenn 
man  nach  Auf  losung  der  Gleichung  Sl  =^  0  die  biquadratischen  Funk- 
tionen H^4tyf  bildet,  so  müssen  sich  dieselben  als  vollständige 
Quadrate  erweisen,  und  wenn  man  daraus  die  Quadratwurzeln  zieht, 
so  gewinnt  man  die  quadratischen  Faktoren  von  Q  und  kann  dann 
endlich  /*,  welches  proportional  zu  ^,*  —  /i*  =-(/,—  /i)(^,  +  f^)  ist,  in 
seine  Linearfaktoren  zerlegen.  Es  genügt  sogar  schon  eine  einzige 
Wurzel  y^  von  Sl  zu  kennen  und  sich  darauf  zu  beschranken 
H — Ay^f  zu  bilden,  welches  gleich  3^i*  werden  wird.  Die  Aus- 
ziehung der  Wurzel  führt  zu  einem  Resultat,  welches  sich,  abgesehen 
von  einem  beliebigen  numerischen  Faktor,  auf  die  Form  (ax  +  a)(bx-\-b') 
bringen  laßt.  Dann  müssen  die  andern  Funktionen,  f^  und  /^,  not- 
wendig die  Form  (ax  +  a')*  ±  (bx  +  by  haben,  da  (§  491,  a)  ihre 
Wurzeln  diejenigen  von  f^  harmonisch  trennen  und  auch  selbst  ein 
harmonisches  Quadrupel  bUden.  Man  gelangt  auf  die  Weise  dazu 
/^*  —  /i*  imd  infolgedessen  f  die  kanonische  Form  zu  geben 

f^X{ax  +  aj  +  ii{ax  +  ay(bx  +  by  +  v{bx  +  by, 

sodaß  jetzt  die  Gleichung  jT  —  0  wie  eine  quadratische  Gleichung  auf- 
gelost wird. 

535.  Methode  von  Lagrange.  a)  Wenn  eine  quadratiaohe 
Gleichung  gegeben  ist,  so  kennt  man  zwei  symmetrische  Funktionen 
der  Wurzeln,  nämlich 

«1  +  a,  —  Ci,     Ol«,  —  c^. 

Es  liegt  aber  auf  der  Hand,  daß  es,  um  eine  Wurzel  von  der  andern 
unterscheiden  zu  können,  unerläßlich  ist  irgend  eine  andere,  nicht- 
symmetrische Funktion  dieser  Wurzeln  zu  kennen.  Im  vorliegenden 
Falle  haben   wir  (§  474)   die  alternierende  Funktion  cc^  —  cc^,  deren 
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Quadrat  die  Diskriminante  o^'  —  4c^  der  vorgelegten  Gleichung  ist 
Also  ergeben  sich  die  Wurzeln  durch  Addition  und  Subtraktion  der 
Relationen 

Ol +  ^='017  «1  —  ff,  =  y^ 

und  haben  daher  die  Werte 

b)  Ebenso  ist  bei  der  kubisohen  Gleiohiing  die  bloße  Kenntnis 
der  symmetrischen  Funktionen 

nicht  ausreichend;  um  die  Wurzeln  voneinander  zu  unterscheiden.  Wir 
haben  aber  bereits  bemerkt  (§  480),  daß  die  Funktion  («1  +  00,  +  co'a,)' 
nur  die  beiden  Werte 

ßi  ==  («1  +  ©«2  +  «o*«»)',      A  =  («1  +  o>%  +  (oa^y 

hat,  die  wir  als  die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  betrachten 
können,  deren  Koeffizienten  sich  rational  durch  die  Koeffizienten  der 
vorgelegten  Gleichung  ausdrücken  lassen.    In  der  Tat  ist 

(01  +  0)«,  +  w'aj)  +  (flfi  +  o^aj  +  ©«,)  «=  2«!  —  «,  —  «3 , 

(«1  +  00,  +  CD^Oj)  +  ©(oi  +  CO*«,  +  ooj)  =  a)*(2«3  —  «1  —  «a) , 

(«1  +  o«,  +  «^Os)  +  ®'(^  +  ^^^  +  ^^)  =  ©(2«,  —  <«8  —  «1) . 

Man  erhält  daraus  durch  Multiplikation,  wenn  man  fortßhrt  mit  a 
den  ersten  Koeffizienten  in  Q  zu  bezeichnen,  ßi  +  ßf*^  (^-  In  ana- 
loger Weise  konnten  wir  ß^ß^  berechnen  und  die  Besolvente  herstellen. 
Es  ist  aber  zur  Berechnung  von  ß^  und  ß^  nützlicher,  ßi  —  ß%  zu 
bilden,  und  zu  diesem  Zweck  schreibe  man 

(«1  +  dO,  +  0)*«,)  —  («1  +  ^X  +  Otts)  =  (O*  —  «'*)(«2  —  «s)  ; 

(«1  +  o«,  +  ©'«,)  —  ©(«i  +  ©*«,  +  ojo,)  —  (1  —  aj)(ai  —  «,), 

Daraus  folgt,  wenn  man  multipliziert  und  außerdem  beachtet,  daß 
(cd  —  flJ*)*(l  —  a))*((o*  —  1)*,  die  Diskriminante  von  x^  —  1,  den  Wert 
-27  hat>  

Also  ist 

Um  nun  die  Wurzeln  a  zu  berechnen,  haben  wir  ein  System  von 
linearen  Gleichungen 

Oi  +  Oj  +  aj  — Cj,    «i  +  o«, +  (ö*a,  =»1^,   cfi  +  ©^  +  «>«8  —  |^. 
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Schließlich  wird 

«i-ik  +  VK+VK), 

c)  Im  Falle  der  Gleiohung  vierteil  Grades  können  wir  die 
Funktion  cc^cc^  +  (t^a^  betrachteni  welche  nur  drei  Werte  hat: 

y ersuchen  wir  zunächst  die  kubische  Gleichung  zu  bilden^  welche 
durch  diese  Wurzeln  definiert  ist.  Durch  eine  leichte  Rechnung  er- 
hält man  « 

ßi  +  ßt  +  ß^-c,^   AA  +  AA  +  AA-^c3-4c,, 

Die  Resolvente  ist  also 

(13)  y^^cy'  +  ^cc,^  4c,)y  ^  (c,'  +  c,'c,  -  4c,c,)  «  0 . 

Wenn  man  eine  ihrer  Wurzeln  kennt^  z.  B.  ß^,  so  hat  man 

«f«8  +  ai«4^/*i,     «2a8-ai«fi  =  <^47 
sodaß  cc^a^  und  €C^a^  Wurzeln  von  x^  —  ß^x  +  c^  sind.     Findet  man 
für  diese  Wurzeln  die  Werte  a  und  b,  so  hat  man  o^Oj  =  a,  cc^a^  «  b. 
Man  kämt  daher^  wenn  man  beachtet^  daß 

isty  zwei  Relationen;  welchen  cc^  +  cc^  und  cc^  +  a^  genügen,  nämlich 

(«2  +  «5)  +  («1  +  O  ="  ^ ;     &(«2  +  «s)  +  »(«1  +  «4)  ==  ^  • 

Daraus  folgt 

Also  liefern  die  qvutdratischen  Gleichungen 

alle  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  Man  hat  mit  andern  Worten 
folgende  Identität,  die  sich  leicht  verifizieren  läßt,: 

(14)  ic*  —  c^x^  +  c^x^  —  c^x  +  C4 

d)  Anstatt  a,  a,  +  Oj  «^  hätten  wir  auch  die  Funktion  a^  —  «,  —  a,  +  «4 
wählen  können.  Allerdings  hat  dieselbe  sechs  Werte,  und  man  wird, 
um  sie  zu  ermitteln,  eine  Gleichung  sechsten  Grades  auflosen  müssen. 
Aber  diese  Werte  sind  paarweise  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich, 
sodaß  die  Resolvente  nur  die  geraden  Potenzen  der  Unbekannten  ent- 


472  V,  S.    Auf  lOsnng  der  Gleichungen.  §§  536 — 536 

halten  und  daher  unmittelbar  auf  den  dritten  Grad  reduzierbar  sein 
wird.    Die  sechs  Werte  der  betrachteten  Funktion  sind 

und  —  yif  —  Yf,  —  y^*  Di^  jetzige  Besolvente  läßt  sich  leicht  aus 
der  mit  (13)  bezeichneten  herleiten^  indem  man  die  Relation  benutzt^ 
welche  die  y  mit  den  ß  verbindet.    In  der  Tat  hat  man 

yi'  =  («1  +  «2  +  «8  +  «4)'  -  4(A  +  A)  ==  ^1*  ~  4c,  +  4ft    u.  8.  w., 
sodaß  die  unbekannte  e  der  jetzigen  Resolvente  mit  derjenigen  der 
Gleichung  (13)  durch  die  Relation  ;6r*  =  c^*  —  Ac^  +  4y  yerknüpfl;  ist. 
Die  wirkliche  Ersetzung  von  y  durch  seinen  Ausdruck  in  g  yerwan- 
delt  (13)  in 

(15)    j?«-(3ci*-8c,)ir*  +  (3c,*-16ci%  +  16c,*+16cift,-64c4)^« 

Hat  man  die  Wurzeln  y  dieser  Gleichung  berechnet,  so  erhalt  man, 
wenn  man  die  Relation  «i  +  a,  +  «g  +  «^  =  q  zu  den  andern  hinzu- 
nimmt, die  eben  die  y  durch  die  a  definieren,  ein  System  von  linearen 
Gleichungen,  welches  folgende  Werte  für  die  Wurzeln  liefert: 

«1  =  K^i  +  n ~ y«  ~  y»);   «8  =  i(^  -  n  +  y«  - y»)* 
«« -i(Pi -Yi-y9  +  Y»)>   «4  ==  l(ci  +  ^1  +  ^2  +  y«). 

-SSG,  Bemerkungen,  a)  Die  Methode  von  Lagrange  fßhrt,  wenn 
man  die  Funktion  der  Wurzeln,  welche  der  Resolvente  genügen  soll, 
passend  wählt,  in  rationeller  Weise  zu  den  verschiedenen  Kunstgriffen, 
die  von  Hudde,  Ferrari,  Gartesius,  Euler  und  anderen  zur  Auflosung 
der  kubischen .  und  biquadratischen  Gleichungen  erdacht  worden  sind. 
Selbst  die  Gayleysche  Methode  hat  enge  Beziehungen  zu  derjenigen 
von  Lagrange,  und  es  ist  leicht  sich  davon  zu  überzeugen,  wenn  man 
bemerkt,  daß  die  Resolventen  in  y  und  in  iSy  welche  zur  Auflösung 
der  biquadratischen  Gleichung  konstruiert  worden  sind,  nicht  wesent- 
lich verschieden  sind  von  der  Resolvente  Sl^O.  Jn  der  Tat  ent- 
stehen die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (13)  und  (15)  aus  Sl(x\ 
indem  man  bezüglich  setzt 

a;  =  c,-3y,    a;  =  i(3ci»-8c,)-fjef». 

Es  ist  femer  leicht,  die  Äquivalenz  zwischen  der  Zerlegung  (14)  von 
f(x)  und  derjenigen  nachzuweisen,  welche  die  Gayleysche  Methode 
liefert.    Setzt  man,  wie  es  auch  durch  diese  Methode  nahegelegt  wird, 

f{x)  =  {ix^  +  IIX  +  vy  -  {k'x*  +  (i'x  +  vy, 

so  findet  man,  daß 
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sein  muß  mit 

wQ»y  eine  Wurzel  der  Resolvente  (13)  ist.  Jeder  der  drei  Wurzeln 
entspricht  eine  der  drei  Arten  der  Zerlegung  von  f  in  zwei  quadra- 
tische Faktoren.  Die  Methode  von  Ferrari  reduziert  sich  im  Orunde 
darauf,  daß  man  X  «  1 ,  A'  =  0  nimmt. 

b)  Lagrange  hat  seine  Methode  auf  alle  algebraischen  Gleichungen 
angewandt^)  und  fQr  jeden  Grad  die  Besolvente  zu  bilden  gelehrt. 
Die  allgemeinen  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  lassen  sich  auf- 
losen, weil  die  genannte  Hilfsgleichung  von  niedrigerem  Grade  wird 
als  die  vorgelegte  Gleichung.  Dieser  günstige  umstand  bietet  sich 
nicht  mehr  bei  den  Gleichungen  von  höherem  als  viertem  Grade.  So 
läßt  sich  z.  B.  die  Auflösung  der  Gleichung  filnften  Grades^)  immer 
auf  die  einer  Gleichung  vierten  Grades  reduzieren.  Aber  die  Koeffizienten 
derselben  hängen  ab  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  sechsten 
Grades,  und  die  Methode  wird  daher  illusorisch.  Sehr  bald  werden 
wir  sehen,  daß  diese  Tatsache  nicht  auf  der  ünvollkommenheit  der 
Methode  beruht  (die  sich  bei  gewissen  Klassen  von  Gleichungen  mit 
Nutzen  anwenden  läßt),  sondern  auf  der  Unzulänglichkeit  der  alge- 
braischen Symbole  zur  Darstellung  der  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleidiung  als  expliciter  Funktionen  der  Koeffizienten.  Es  sind  für 
eine  solche  Darstellung  in  endlicher  Form  neue  Symbole  nötig,  und 
Hermite  und  Brioschi  ist  es  bereits  gelungen  die  allgemeine  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  und  sechsten  Grades  zu  geben  unter  Zuhilfe- 
nahme spezieller  transcendenter  Funktionen.  Dies  schließt  nicht  aus, 
daß  eine  solche  Auflösung,  die  durch  Radikale  unmöglich  ist,  sich 
wie  Klein  gezeigt  hat  mit  rein  algebraischen  Hilfsmitteln  ausführen 
läßt,  die  jedoch  dem  Gebiet  der  höheren  Algebra  angehören. 

c)  Wenn  man  über  die  Auflösung  der  Gleichungen  der  ersten 
vier  Ghrade  etwas  nachdenkt,  so  erkennt  man,  daß  der  Erfolg  der  Me- 
thode von  Lagrange  (vgl.  §§  480,  481)  genau  genommen  auf  der 
Möglichkeit  beruht,  mehrwertige  Funktionen  zu  konstruieren,  die  eine 
einwertige  oder  zweiwertige  Potenz  haben.  So  sind  wir  bei  der 
quadratischen  Gleichung  dazu  gefthrt  worden,  die  zweiwertige  Funk- 
tion «1  —  flf,  zu  betrachten,  welche  als  Quadrat  die  symmetrische  Funk- 
tion ^  hat.  Bei  der  kubischen  Gleichung  haben  wir  die  Funktion 
c^  -{-  dc^  -f  (o^a^  angetroffen,  welche  als  Kubus  eine  zweiwertige  Funk- 

1)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie,  1771.  Siehe  auch  eine  Arbeit 
vonVandermonde  in  den  Abhandlungen  der  Pariser  Akademie  desselben  Jahres. 

2)  Über  diesen  Gegenstand  siehe  eine  Arbeit  von  Brioschi  in  den  Annali 
di  Matematica  (S*  serie,  1. 1,  p.  222). 
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tion  ^(<y  ±  3  )/—  SJ)  hat.  Endlich  hatten  wir  auch  bei  der  Glei- 
chung vierten  Grades  anstatt  die  Gleichung  (13)  au&ulösen  direkt  die 
Funktion  ß^  +  ©ft  +  m^ß^ ,  d.  h. 

bilden  können^  deren  Kubus  die  beiden  Werte  J  ±  YJ^  —  /'  hat,  wie 
man  sofort  durch  die  Bemerkung  erkennt;  daß  die  ß  dieselbe  Dis- 
kriminante  haben  wie  die  a  und  daß  f3r  sie  die  Funktion  6  gerade 
2J  ist. 

537.  Übungen.  a)  Die  Gleichung  x*  +  6d?  —  7  =»  0  aufzu- 
lösen.    Hier  hat  man  (§  528) 

j,»6,       g  =  -7,       1.  +  ^«-. 
Die  Wurzeln  der  Besolrente  sind  also 

Man  kann  also  setzen  u  »  2,  2(o,  2a)^  und  t?  «  —  1 ,  —  oo,  ~  oo^  Diese 
Werte  müssen  aber  in  der  Weise  gepaart  werden,  daß  tet^  =»  —  2  ist. 
Also  sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  2  —  1,  2»  —  co', 
2  CD*  —  CO   oder 

«1-1,       «,  =  -^(1  +  31/^,       «,-.-4.(1-3/^. 

b)  Eine  Halbkugel  in  zwei  gleiche  Teile  zu  zerlegen  durch 
eine  Parallelebene  zur  Basis.  Nimmt  man  den  Radius  als  Einheit 
und  ist  X  der  Abstand  zwischen  der  Basis  und  der  unbekannten  Ebene,  so 
muß  sein 

^[l  +  (l-«»)]  +  -Jx»--f-,    d.L  «»-3»+l-0. 

Hier  hat  man  (§530)  !>=*  — 3,  ^'=1,  mithin  p  — 1,  cosfl  —  —  ^, 
e  =  120®.     Die  Wurzeln  sind  also 

«1  =  2  cos  40®,      a,  =  2  cos  160®,      «j  «  2  cos  280®. 

Wir  haben  nur  die  zwischen  0  und  1  liegende  Wurzel  ins  Auge  zu 
fassen.     Sie  lautet 

2  cos  280®  =  2  cos  80®  =  0,3472964  .  .  . 

c)  Die  Gleichung  4a;' +  9a;' +  18aj  +  17  =  0  mit  Hilfe  der 
Cayleyschen  Methode  aufzulösen^).  Wenn  man  darauf  halt  durch 
Einführung  passender  Zahlenfaktoren  gebrochene  Koef&sienten  zu  ver- 
meiden, so  findet  man  J  =^  —  27  •  1600, 

H 90(3a;»  +  10a;  -f-  3),      $  =-  —  270(lla;«  —  9a;*  —  63a?  —  67). 

Femer  erkennt  man  leicht,  daß  der  Ausdruck 

—  (IIa;»  — 9a;*  — 63a;— 67)  ±  4 (4a;«  +  9a;' +  18a;  +  17) 

1)  Salmon-Fiedler:  „Algebra"  (S.  241). 
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die  Werte  5(ir  +  3)'  und  •— (3a?  +  l)'  hat.  Die  vorgelegte  Gleichung 
ist  also  (§  534,  b)  auf  die  Form 

reduzierbar,  in  welcher  man  sie  unmittelbar  auflösen  kann.  Übrigens 
genügt  es  ohne  Q  zu  berechnen  zu  bemerken,  daß  —  3  und  —  ^  die 
Wurzeln  von  H  sind,  um  der  linken  Seite  der  Gleichung  die  Eorm 
X  (a?  +  3)'  +  (X  (3  Ä  +  1)*  geben  zu  können.  Durch  Identifikation  erhält 
man  die  Gleichungen  A  +  27fi  =  4,  27 1  +  (i  =  17,  aus  denen  sich  er- 
gibt  A  =>  5  f4. 

d)  Die  Gleichung  a?*  +  8a?»  —  12x*  +  104«— 20  —  0  aufzu- 
lösen*). Nach  Berechnung  der  Invarianten  J=  — 4- 12*54,  J'=27-32  189 
erhält  man  (§  534,  d)  als  Resolvente  ar*  -f-  ö^^a:  +  7  •  6'  =  0.  Man  sieht 
sofort,  daß  diese  Gleichung  die  Wurzel  —  6'  hat.     Andererseits  hat  man 

-ö'  =  6  .  48  (a?*  -  lOa?»  -  12a?*  —  4aj  -f  106) 

und  weiß,  daß  die  biquadratische  Funktion 

2  (a?*  —  10a;»  —  12a;*  —  4a;  +  106)  -f  (a;*  +  8a7»  —  12a;*  +  104a?  —  20) 

ein  vollständiges  Quadrat  sein  muß.  In  der  Tat  ist  sie  das  Dreifache  des 
Quadrats  von  a;*  —  2a?  —  8,  welches  die  Wurzeln  —  2  und  4  hat.  Man 
muß  also  die  linke  Seite  der  vorgelegten  Gleichung  auf  die  Form 
bringen   können 

X(x  +  2)*  +  f*(a?  +  2)*(a?  —  4)*  -f  i;(a;  -  4)*. 
Durch  Identifikation  erhält  man  X  =  —  3v,  ^  =  —  2v,  und  da 

ist,  so  wird  die  Gleichung 

[(a?  +  2)*  +  (a?  -  4)*][3(a?  +  2)*  -  (:r  -  4)*]  «  0, 
mithin  sind  ihre  Wurzeln  durch  die  linearen  Gleichungen 


±  (a?  +  2)]/-  l-aJ-4,       ±(a?+2)/3=-a;-4 

gegeben.     Sie  haben  also  die  Werte 

a, -1  +  3/^^,       «i  =  -5-3]/3, 

a, -1  — 3]/^=T,       «4 5-f3)/3. 

Die  Methode  von  Lagrange  (§  535,  c)  würde  uns  zu  der  Besolvente 

y»  -h  3  •  4y*  +  57 .  4V  -  134  •  4»  =.  0 

geführt   haben,   welche    die    Wurzel    8    besitzt.      Darauf  hätten   wir   die 
Gleichimg 

a?*  — 8a;  — 20«0 
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lösen  müssen,  deren  Wurzeln  a  "*■  10,  b  »  —  2  sind,  und  die  gegebene 
Gleichung  hätte  sich  also  gespalten  in  die  beiden  quadratisclien 

Ä*  —  2«  +  10  «  0,       Ä*  +  10«  —  2  «  0. 

e)  Man  tri£Pt  manchmal  Gleichungen  von  höherem  als  viertem  Grade 
an,  die  wegen  irgend  einer  Besonderheit  auf  die  der  ersten  vier  Grade 
reduzierbar  sind.  Wir  wollen  hier  insbesondere  nennen  die  reziproken 
Gleichungen,  deren  Grad  sich  wenigstens  um  die  Hälfte  erniedrigen  läßt. 
Das  sind  Gleichungen,  bei  denen  die  Wurzeln  paarweise  invers  zueinander 

sind,  die  also  ungeändert  bleiben,  wenn  man  a?  in  —  verwandelt      Ihre 

Koeffizienten  sind  also  von  der  Beschaffenheit,  daß  maü  hat 

J?l  «    ^    ^    <S    ^  . .  .  „  ^ 

mithin  a^  =  a^_^  für  i  =  J ,  2,  3,  .  .  .,  n  oder  a^  =»  —  ^n^i-  I^ß^^*  msai 
sich  die  Gleichung  bereits  befreit  von  den  möglicherweise  vorhandenen 
Wurzeln  1  und  —  1,  so  wird  sie  notwendig  die  Form  haben 

und  auf  den  Grad  v  reduzierbar  sein.  Setzt  man  in  der  Tat  a^  +  ic~'  =  S^, 
so  kann  man  sie  folgendermaßen  schreiben: 

Nun  sind  aber  die  J  Funktionen  von  a;  +  «"  *  =  y,  die  sich  leicht  be- 
rechnen lassen,  da  man  identisch  hat 


(^  +  ^)(*+i)=-*'''  +  ^  +  ^-'  +  ^ 


1  ' 


d.  h.  S^^i  =  yg^  —  Sp-i-     Wegen  So  =  2,  Si  =y  erhält  man  also  successiv 
Auf  diese  Weise  wird  die  gegebene  Gleichung 

hy"  +  \y"'^  +  ^y""*  +  ..  +  &,  =  o. 

Löst   man    sie    auf,    so   gibt  jeder   Wert   von   y   Veranlassung    zu    zwei 

Werten  von  x,  die  man  mit  Hilfe  der  Fonnel  x^\{3,±V¥^^  be- 
rechnet.  Man  bemerke  endlich,  daß  man  die  Berechnung  der  Funktionen  % 
mit  Hilfe  der  Identität  1^5^  ="  $p+^  +  lp_«  noch  beschleunigen  kann.  Es 
ist  zweckmäßig  die  Differenz  p  —  g  möglichst  klein  zu  nehmen  und  die 
Formeln  J,^  =  |^*  —  2,  |,,^i  —  Sj,S,+i  —  y  m  benutzen, 
f)  Reziprok  ist  z.  B.  die  bekannte  Gleichung  (§  484,  b) 

(16)  A«  -  3  X^  +  (e  -  ~)  1*  -  (7  -  2  ^)  A»  +  (e  -  ^)  A»  -  3  il  +  1  —  O , 

welche  die  Werte  des  Doppelverhältnisses  der  Wurzeln  einer  biquadratischen 
Gleichung  liefert,  falls  die  Invarianten  /,  J  und  infolgedessen  J^^~(I^  —  J^ 

bekannt  sind.     Setzt  man  X  4-  t*  ~  ^  ~l~  ^ '  sodaß 
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A»  +  ^  -  ««  +  2«  -  1,      A»  +  ^  =  ir»  +  3a:»  -  2 
ist,  80  reduziert  sich  die  vorgelegte  Gleichung  auf 

*'-^*  +  ^  =  o. 

Die  Formeln  für  die  trigonometrische  Auflösung  (§  530)  geben  uns 

(J8\  "2  3       _l 

sodaß 

ist.     Mithin  wird 

wenn  man  knra  mit  0^,  0,,  0,  die  Winkel  iO,  ^0  +  120®,  ^0  +  240<^ 
bezeichnet.     Inzwischen  hat  man  fdr  jeden  von  diesen  Winkeln  0 

"f"  T  "^  coB  8 ö  "*     8  —  cot»e ' 

woraus  sich  ergibt 

y^  J:Cotg        _  coa (6 ±  12O<0 

Also  hängen  die  Wurzeln  der  Gleichung  (16)  einzig  und  allein  von  den 

drei  Werten  yon  0  ab,  die  dadurch  definiert  sind,  daß  man  die  absolute 

I"  1 

Invariante  ^^  auf  die  Form    .  ,.^  brinet.     Sie  haben  die  Werte 

CO8  0,  COB0,  cos  00  COB0J  COSO,  008  0, 

COS0,  '  CO80,  '  CO80J   '  COB^  '  COB0,  '  COsO, 

Man  hat  mit  andern  Worten  (vgl.  §  417) 

(«i«8  +  aiajcos©!  +  («««1  +  «gajcosöj  +  (»1«,  +  ofjOfJcosöj  «  0. 

Die  .erhaltenen  Werte  sind  sfimtlich  reell,  wenn  man  0  als  reell  voraus- 
setzt. Dies  vnrd  klar  durch  die  Bemerkung,  daß  man  unter  dieser  Vor- 
aussetzung ii  >  0  hat.  Es  sind  daher  (§  513,  b),  wenn  man  die  Koeffi- 
zienten als  reell  annimmt,  die  Wurzeln  sämtlich  reell  oder  sämtlich 
imaginär,  und  in  dem  letzteren  Falle  gehören  sie,  weil  sie  konjugiert  sind, 
einem  Kreise  an,  sodaß  (§  417)  in  beiden  Fällen  ihre  Doppelverhältnisse 
reell  sind. 


Das  Theorem  von  &iifflnl. 

5S8*  Wir  wollen  jetzt,  um  die  algebraische  Auflösung  der 
Gleichungen  beliebigen  Grades  zu  yersuchen,  erforschen;  ob  man  dem 
allgemeinen  Ausdruck  der  Wurzel  als  Funktion  der  Koeffizienten 
irgend  eine  spezielle  Form  beilegen  muß.    Zu  diesem  Zweck  ist  es  Tor 
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allen  Dingen  nötig  sich  einige  Kenntnisse  über  die  Art  und  Weise 
anzueignen;  wie  man  die  expliciten  algebraischen  Funktionen  klassi- 
fiziert. Aus  gegebenen  Größen  und  allen  denjenigen  andern^  die  sich 
aus  ihnen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Additionen,  Subtraktionen, 
Multiplikationen,  Divisionen  und  Potenzijerungen  mit  ganzzahligen  Expo- 
nenten herleiten  lassen,  stelle  man  einen  sogenannten  Bationalitäts- 
bereioh  her.  Dieser  ist  so  beschaffen,  daß  jede  rationale  Funktion  der  in 
ihm  enthaltenen  Ghrößen  wieder  ein  dem  Bereich  angehöriges  Resultat 
gibt.  Um  aus  ihm  herauszugelangen,  dabei  aber  doch  immer  in  dem 
Bereich  der  algebraischen  Funktionen  zu  bleiben,  muß  man  eine 
Potenzierung  mit  rationalem,  nicht  ganzzahligem  Exponenten  aus- 
führen. Man  erhält  auf  diese  Weise  ein  Resultat,  welches  im  all- 
gemeinen  nicht   mehr   in   dem   gegebenen  Rationalitatsbereich   üegL 

Übrigens  ist  die  Erhebung  zur  Potenz  J-  mit  ganzzahligem  i»0  und 

ganzzahligem  q  gleichwertig  mit  der  rationalen  Operation,  die  in  der 
Erhebung  zur  q-ten  Potenz  besteht,  gefolgt  Ton  der  Ausziehung  der 
p-ten  Wurzel  als  einziger  irrationaler  Operation,  die  also  fähig  ist 
Irrationalitäten  hineinzubringen.  Zerlegt  man  überdies  p  in  ein 
Produkt  aßy  . . ,  von  gleichen  oder  ungleichen  Primzahlen,  so  spaltet 

sich  die  Operation  y     i^  die  Operationen  >/~,  y",  y    ,    .  .  . ,    die 

nicht  weiter  in  ähnliche  Operationen  zerlegbar  sind.  Mithin  ist  y  , 
wo  p  eine  Primzahl  bedeutet,  die  einfache  oder  die  Elementar- 
operation unter  denen,  die  IrrationaUtäten  hervorbringen  können. 

539.  Dies  Torausgeschickt  wollen  wir  zu  dem  gegebenen  Ratio- 
nalitätsbereich die  Resultate  hinzufügen,  die  sich  ergeben,  wenn  man 
auf  die  in  ihm  enthaltenen  Größen  eine  einfache  Wurzelausziehung 
anwendet.  Darauf  wollen  wir  auf  alle  Größen  des  erweiterten  Be- 
reiches rationale  Operationen  anwenden  und  deren  Resultate  wieder 
dem  Bereich  einverleiben.  Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zur  Her- 
stellung eines  neuen  Rationalitätsbereiches,  der  wie  der  ursprüngliche 
die  Eigenschaft  hat  alle  rationalen  Funktionen  der  ihn  bildenden 
Gh-ößen  zu  enthalten,  während  nur  eine  Wurzelausziehung  uns  ein 
Resultat  liefern  kann,  welches  außerhalb  des  Bereiches  li^^  Die- 
jenigen Funktionen,  welche  sich  nur  nach  der  angegebenen  Erweiterung 
des  Rationalitätsbereiches  als  rational  betrachten  lassen,  heißen  irra- 
tional von  erster  Ordnung.  In  ihnen  tritt  die  einfache  irrationale 
Operation  nur  auf  angewandt  auf  rationale  Funktionen.  In  analoger 
Weise  schreitet  man  nunmehr  zur  Erweiterung  und  Yeryollstandigung 
des  zweiten  Bereiches  und  erhält  dadurch  einen  dritten  Rationalitats- 
bereich, in  welchem  neue  irrationale  Funktionen  als  rational  erscheinen, 
die  man  irrational  Yon  zweiter  Ordnung  nennt.  In  ihnen  ist  die  ein- 
fache irrationale  Operation  nur  angewandt  auf  rationale  Funktionen 


§§  589—640  Das  Theorem  von  BufOni.  479 

oder  auf  irrationale  von  erster  Ordnung;  und  zwar  sicher  auf  diese 
letzteren.  Fahrt  man  so  fort^  so  gelangt  man  zu  den  expliziten  alge- 
braischen Funktionen  fi-ter  Ordnung,  in  deren  jeder  wenigstens  eine 
einfache  Wurzelausziehung  vorkommt,  die  auf  eine  Funktion  {fi  —  l)-ter 
Ordnung  angewandt  ist.  Die  Anzahl  v  dieser  Radikale  in  einer 
Funktion  u  von  der  Ordnung  (i  gibt  den  Grad  dieser  Funktion  an. 
Wohlverstanden  wird  v  als  reduziert  auf  den  kleinstmöglichen  Wert 
vorausgesetzt  in  dem  Sinne,  daß  wir,  wenn  irgend  eins  der  Radikale 
von  der  Ordnung  ft  sich  rational  mit  Hilfe  der  andern  ausdrücken 
ließe,  uns  diesen  Ausdruck  in  u  bereits  eingesetzt  denken.  Es  bleiben 
schließlich  in  u  nur  solche  Radikale  fi-ter  Ordnung  stehen,  die  auf 
dem  Wege  rationaler  Operationen  nicht  aufeinander  reduzierbar  sind. 
Wenn  man  also  in  dem  Ausdruck  von  u  eines  der  genaimten  Radikale 
isoliert,  so  kann  man  schreiben 

(17)  u^fiVv,  t;i,  r„  t;,,  ...), 

wo  p  eine  Primzahl,  f  das  Symbol  einer  rationalen  Funktion,  v  eine 
Funktion  (ji  —  l)-ter  Ordnung  ist,  während  die  Ordnungen  imd  die 
Qrade  der  Funktionen  t?!,  Vj,  v^,  ...  nicht  ft  bezw.  v  —  1  übertreflfen. 

640.  HüfiisatB  I.  Jede  algebraische  Funktion  f(-ter 
Ordnung  und  i/-ten  Grades  kann  immer  auf  die  Form  ge- 
bracht werden 

(18)     w  -  Wo +u,v^+u,{Viy +'"+ %^t(y^y'\ 

wo  p  eine  Primzahl  ist,  Uq,u^,u^,  . . .  algebraische  Funktionen 
sind,  deren  Ordnungen  und  Grade  nicht  größer  sind  als  [i 
bezw.  1/  — 1,  während  v  eine  Funktion  (ft  — l)-ter  Ordnung 
ist,  deren  p-te  Wurzel  nicht  rational  ausdrückbar  durch 
Uq,  ti|,  t«2,  . .  •  ist.  Man  kann  überdies  immer  annehmen  u^ » 1. 
Da  jede  rationale  Funktion  von  einer  oder  mehreren  Veränder- 
lichen sich  als  Quotient  von  zwei  ganzen  Funktionen  derselben  Ver- 
änderlichen ausdrücken  läßt,  so  können  wir  (17)  in  der  Form  schreiben 

^ ^  90  +  yi  KP  +  y» (y^)^  H — 

wo  die  g>^  und  die  tl;^  ganze  Funktionen  von  t;^,  t^,,  t?^,  ...  sind.  Setzt 
man  zur  Abkürzung 

g>{x)  •=  9)0  +  9i^  +  V%^^  +  •  •  •;    t{^)  =  to  +  ti^  +  ^2^*  +  •  •  •; 
so  kann  man  auch  schreiben 


(19)  w  = 


'fl>\rv)^\mYv)'iff{ai*Yv)  •  •  •  '^(o)''    'V«) 
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wo  (o  eine  p-te  imaginäre  Einheitswurzel  ist.    Bekanntlich  sind 

die  sämtlichen  j>-ten  Wurzeln  von  v.    Diffaus  folgt,  daß  die  Funktion 

die  in  den  Wurzeln  von  v  —  af  ganz  und  symmetrisch  ist,  eine  ganze 
rationale  Funktion  in  den  Koeffizienten   von   v  —  x^,   also  in  v  ist. 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  in  der  Funktion  w  nicht  mehr  f^ 
vorkommt.  Sie  ist  also  eine  ganze  Funktion  von  den  v^  und  von  v. 
Dagegen  ist  der  Zähler  des  Ausdruckes  (19)  nicht  symmetrisch  in 
den  Wurzeln  von  v  —  af.  Denkt  man  sich  aber  die  Multiplikation 
der  p  Polynome,  aus  denen  er  zusammengesetzt  ist,  ausgeführt,  so  ist 
klar,   daß   man   ihm  die  Form  einer  ganzen  Funktion   geben   kann, 

welche  nach  yv  geordnet  so  aussieht 

Hier  sind  iv^,  w^y  w^,  ...  ganze  Funktionen  der  t?^,  also  algebraische 
Funktionen,  die  denselben  Bedingungen  unterworfen  sind  wie  w  und 
wie  infolgedessen  auch  die  Quotienten  der  to^  durch  «;,  abgesehen  dayon, 
daß  diese  letzteren  in  den  v^  nicht  ganz,  sondern  nur  rational  sind. 
Nennen  wir  sie  ti^,  u^,  ti^,  . . .,  so  erhalten  wir  die  Formel 

in  welcher  wir  uns  immer  darauf  beschränken  können  die  p  ersten 
Glieder  zu  nehmen.     Da  nämlich 

ist,  so  kann  man  die  Glieder  u^iV^Y,  %^i(V^^^^f  •  •  -i  bezüglich 
mit  f4jj,  UiYvf  .  ,  .,  vereinigen.  Bei  alledem  bleibt  yv  immer  ra- 
tional nicht  ausdrückbar  durch  die  v^  und  daher  auch  durch  die  t«,.. 
Es  ist  endlich  immer  erlaubt  u^  «  1  anzunehmen,  wobei  man  natür- 
lich V  durch  eine  andere  Funktion  tv  ersetzen  muß,  die  denselben 
Bedingungen  wie  t?- unterworfen  ist  Es  sei  in  der  Tat  u^  eine  von 
Null  verschiedene  unter  den  Funktionen  u^,  u,,  ti^,  ...  Man  be- 
merke, daß  diese  Funktionen  nicht  alle  null  sein  können.  Sonst 
würde  sich  u  auf  Uq  reduzieren  und  hätte  nicht,  wie  wir  voraus- 
setzen, den  Grad  v.     Setzt  man  w  =  u/^,  so  können  die  Funktionen 

sich  nur  um  Faktoren,  die  den  u^  analog  sind,  von 

CN',  (^•^  ir^r, . . .,  c^)*-'"- 
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und  daher  von 

^,  (V^\  (Vif,  ...,  (V^'-' 

unterscheiden;  wenn  wir  von  der  Reihenfolge  absehen.  Im  besonderen 
hat  man  für  einen  passenden  Wert  von  k,  für  welchen  kr=^pq+  1  ist, 

und  es  ist  daher  yw  nicht  rational  ansdrückbar  durch  die  alten 
oder  die  neuen  Funktionen  u^,  weil  sonst  dasselbe  von  yv  gelten 
würde.    Denken  wir  uns  jetzt  die  Einführung  von  Yw  an  Stelle  von 

yv  in  dem  Ausdruck  (18)  vorgenommen,  so  ist  klar,  daß  sich  ein 
Ausdruck  von  derselben  Form  ergibt,  in  welchem  w  anstatt  v  er- 
scheint, aber   y^  ^^  Koeffizienten  die  Einheit  hat. 

641.  HilÜBsatB  n.^)  Es  sei  p  eine  Primzahl,  und  t?^,  t;^, 
^87  -*->  ^p-i  s^icii  Funktionen,  die  einem  bestimmten  Batio- 
nalitätsbereich  angehören,  t;  gehöre  demselben  Rationa- 
litätsbereich an,  während  ihm  die  jp-ten  Wurzeln  von  v  nicht 
angehören  mögen.     Wenn  dann  die  Gleichungen 

t?  —  ajP  =  0,     t?o  +  ^1^  +  «^2^*  +  •  •  •  +  Vp-.i^''"*  *=  0 
zusammen  bestehen,   so   hat   man   notwendig 

In  der  Tat,  wenn  v^,  Vj,  . . .,  t?^_i  nicht  alle  null  sind,  so  kann 
man  den  größten  gemeinsamen  Teiler  der  beiden  betrachteten  Polynome 
aufsuchen,  r  sei  sein  Grad,  der  offenbar  zwischen  1  imd  p  —  1  ein- 
schließlich li^.     Die  r  Wurzeln  der  Gleichung 

Wq  +  w^x  +  w^x^  +  •  •  •  +  iJf  =  0, 

die  man  durch  Nullsetzen  des  gefundenen  größten  gemeinsamen 
Teilers  erhält,  sind  auch  Wurzeln  von  v  —  aP,  Wenn  man  also  eine 
von  ihnen  mit  Xq  bezeichnet,  so  werden  die  andern  sein  (o^x^y  cd^Xq, 
eoi^x^,  .  .  .,  wobei  o  eine  imaginäre  p-te  Einheitswurzel  bezeichnet. 
Setzt  man  tf  für  a  +  i^  +  T'  +  - ' ' ;  so  ist  bekanntlich  das  Produkt 
der  Wurzeln 

Nun  bemerke  man,  daß  p  eine  Primzahl  und  daher  mit  r  teilerfremd 
ist,  und  daß  demnach  die  Reste,  welche  sich  bei  Division  von  p,  2p, 
.  .  .,  (r—  l)p  durch  r  ergeben,  auf  Grund  eines  bekannten  arith- 
metischen Satzes  abgesehen  von  der  Reihenfolge  1,  2,  3,  ...,r— 1 
sind.     Es  gibt   also   immer   ein  Vielfaches  von  p,  welches  durch  r 


1)  Er  rührt  von  Abel  her  (Oeuvres  compUtes,  t.  II,  p.  196). 
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dividiert  den  Rest  1  läßt.  Es  sei  dies  kpj  sodaß  man  hat  Tcp^^qr-^-l, 
Da  nun  (±  ti'o)'  "^  g^^Xq^"^  ist,  so  hat  man 

Die  linke  Seite  ist  eine  p-te  Wurzel  von  v.  Die  rechte  gehört  dem 
gegebenen  Bationalitätsbereich  an,  da  ihm  i/'  angehört  und  auch  Wq 
ihm  angehört,  weil  ja  die  Aufsuchung  des  größten  gemeinsamen 
Teilers  aus  rationalen  Operationen  besteht.  Es  würde  also  eine  Wurzel 
von  V  —  aP  dem  Rationalitatsbereich  angehören  gegen  die  Voraus- 
setzung. Man  darf  also  nicht  zulassen,  daß  die  Koeffizienten  der 
zweiten  Gleichung  nicht  alle  verschwinden. 

542.  Hilftoatz  m.  Die  algebraischen  Funktionen  der 
Koeffizienten,  welche  den  allgemeinen  Ausdruck  der  Wurzel 
einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung  bilden,  die  sich 
mit  Hilfe  von  Wurzelzeichen  auflösen  läßt,  sind  rational 
ausdrückbar  durch  die  Wurzeln  dieser  Gleichung. 

Auf  Grund  des  ersten  Hilfssatzes  kann  man  der  expliciten  alge- 
braischen Funktion,  die  der  allgemeinen  Gleichung 

genügt,  immer  die  Form  geben 

(20)     x^u^+ u^Vv+u^iv^y + •  •  • + Wp_i  {V^y^\ 

wo  Pf  V  und  die  ti^  die  mehrfach  angegebene  Bedeutung  haben.  Man 
setze  diesen  Ausdruck  in  die  vorgelegte  Gleichung  ein  und  beachte, 
daß  x^y  x^f  ...  dieselbe  Form  wie  x  haben.     Dann  erhält  man 

(21)  v,  +  v^\/^  +  v,{V^'  +  •  •  •  +  v^_,{V^-'  =  0, 

WO  Vqj  Vi,  ^2,  ...  rationale  Funktionen  von  den  u^  und  von  v  dar- 
stellen. Da  y  t?  nicht  rational  ausdrückbar  durch  die  u^  ist  und  daher 
auch  nicht  durch  die  v^,  so  folgt  aus  dem  zweiten  Hilfssatz,  daß 
Vq  =  0,  V,  «=  0,  Vj  =  0,  ...  sein  muß.     Daraus  geht  hervor,  daß   die 

Gleichung  (21)  auch  dann  besteht,  wenn  man  yv  durch  seine  ver- 
schiedenen Weihte  ersetzt,  und  daß  daher  die  betrachtete  Gleichung 
von  der  Funktion  (20)  auch  dann  noch  befriedigt  wird,  wenn  man  in 

derselben  der  Reihe  nach  o  y  v ,  a^  yv ,  .  . .  für  yv  setzt.  Man  er- 
hält auf  diese  Weise  die  p  Wurzeln 

«1  =  Wo  +  w,  ^  V  +  Wj  iVvf  H (-  t*p_i  (V^Y"^, 


(22) 


die  sämtlich  voneinander  verschieden  sind,  wie  man  leicht  durch  die 
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Bemerkung  erkennt;  daß  bei  Annahme  der  Gleichheit  zwischen  zweien 

von  ihnen  yv  einer  Gleichung  yon  der  Form  (21)  mit  nicht  ver- 
schwindenden Koeffizienten  genügen  müßte.  Dies  vorausgeschickt  liefert 
das  System  (22)  ^  wenn  man  sich  daran  erinnert^   daß  man  u^  immer 

gleich  der  Einheit  annehmen  darf;  sofort  den  Wert  von  f^  als 
Funktion  der  p  Wurzeln: 

Setzt  man  also  die  Einheitswurzeln  als  bekannt  voraus,  so  ist  ^1) 
eine  rationale  Funktion  der  Wurzeln  a^,  cc^,  . . ,,  a^.  Dasselbe  läßt 
sich  von  t^,  f^f  u^,  >  -  -  sagen,  da  man  aus  dem  System  (22)  gewinnt 

^  ^    (a, + «>''" '«, + «'"*«» +'-y' 

Wenn  wir  also  mit  y  irgend  eine  von  den  Funktionen  bezeichnen, 
die  in  der  Formel  (20)  auftreten,  so  können  wir  schreiben 

wobei  f  das  Symbol  einer  rationalen  Funktion  ist,  die  auf  alle  oder  auf 
einige  Wurzebi  der  betrachteten  Oleichimg  angewandt  ist.  Diese 
Funktion  von  n  Veränderlichen  sei  fähig  m  Werte  /Sj,  /8j,  . . .,  ß^ 
anzunehmen,  welche  Wurzeln  einer  Gleichung  m-ten  Grades  sind. 
Diese  muß  sich  befriedigen  lassen,  indem  man  setzt 

y  =  t7o  +  t?i f  w'  +  t?,  {Ywf  H h  t?j.i  (f^)*"S 

wo  die  v^  Funktionen  darstellen,  welche  eine  Ordnung  gleich  der- 
jenigen von  y  haben  können,  aber  sicher  von  niedrigerem  Grade  sind. 
Inzwischen  bemerke  man,  daß  die  Koeffizienten  der  Gleichung  in  y 
ganze  symmetrische  Funktionen  der  ß  und  daher  rational  in  den 
Koeffizienten  der  ursprünglichen  Gleichung  sind.     Daraus  folgt,  wenn 

man  wie  oben  schließt,  daß   Y^y  %}  '^u  '^u  •  •  •  rationale  Funktionen 

der  ß  und  daher  auch  der  a  sind,  y'^  ^^^^  <^i^  ^<  ™^'^  ^^^^  ihrer- 
seits mit  Hilfe  der  Formel  (18)  durch  Funktionen  niedrigeren  Grades 
ausdrückbar,  von  denen  man  analog  beweist,  daß  sie  rational  in  den 
a  sind.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt  man  schließlich 
zu  rationalen  Funktionen  der  Koeffizienten  der  ursprünglichen  Gleichung, 
welche  sicher  rational  und  sogar  symmetrisch  in  den  Wurzeln  dieser 
Gleichung  sind. 

543»  Um  sich  von  der  Bedeutung  des  soeben  bewiesenen  äußerst 
wichtigen  Satzes  volle  Rechenschaft;  zu  geben,  ist  es  nützlich  zu 
untersuchen,  was  bei  den  Gleichungen  passiert,  die  wir  bereits  durch 
Radikale  aufzulösen  wissen.  Man  beachte  z.  B.,  daß  das  in  der  Auf- 
lösungsformel    der   quadratischen   Gleichung    enthaltene   Radikal    die 

81* 
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Difibrenz  der  Wurzeln  darstellt.  Ebenso  drücken  sieh  die  beiden 
übereinandei^eschachtelten  Radikale^  die  in  der  Formel  von  Tartaglia 
auftreten,  rational  durch  die  Wurzeln  aus,  und  zwar  folgendetmaßen: 


In  dem  allgemeinen  Falle  wird  diese  Tatsache  gerade  durch  die  Me- 
thode Yon  Lagrange  in  volles  Licht  gesetzt. 


544.  Theorem  yon  Buffini^).  Es  ist  unmöglich  die  all- 
gemeinen Gleichungen  höheren  als  vierten  Orades  mit  Hilfe 
von  Wurzelzeichen  aufzulösen. 

Es  sei  in  der  Tat  Yü  eins  der  Radikale  erster  Ordnung,  die  in 
dem  allgemeinen  Ausdruck  der  Wurzel  auftreten.  Dasselbe  ist  rational 
ausdrückbar  durch  die  Wurzeln  und  muß  erhoben  zur  p-ten  Potenz 
die  Funktion  u  liefern,  die  rational  in  den  Koeffizienten  und   daher 

symmetrisch  in  den  Wurzeln  ist.  Also  ist  (§  478)  die  Funktion  yu^ 
welche  in  den  Wurzeln  nicht  symmetrisch  ist,  alternierend  und  man 

hat  überdies  p  =  2,  Operiert  man  rational  mit  yü  und  rationalen 
Funktionen  der  Koeffizienten,  so  erhält  man  eine  zweiwertige  Funktion  v, 
aus  welcher  man,  wenn  die  Operationen  nicht  zu  Ende  sind,  die 
q-te  Wurzel  ziehen  muß,  wobei  q  eine  Primzahl  ist.     Nun  ist  aber 

die  Funktion  yv^  welche  in  den  Koeffizienten  irrational  von  zweiter 
Ordnung  ist,  nichtsdestoweniger  rational  in  den  Wurzeln.  Erhoben 
zui-  g-ten  Potenz  muß  sie  eine  zweiwertige  Funktion  liefern,  wenn 
sie  auch  selbst  mehr  als  zwei  Werte  hat.  Dies  ist  nicht  möglich 
(§  479),  wenn  die  Anzahl  der  Veränderlichen  4  übertrifft.  Es  ist  also 
unmöglich  bei  der  allgemeinen  Gleichung  vom  Gfrade  n>4  eine  expli- 
cite  algebraische  Funktion  zu  konstruieren,  welche  der  Gleichung 
genügt. 

645.  Bemerkungen.  Das  Theorem  von  Buffini  und  die  Be- 
trachtungen, welche  ihm  vorangehen,  liefern  uns,  abgeseheu  davon, 
daß  sie  uns  der  Mühe  überheben  die  algebraische  Auflösung  der  all- 
gemeinen Gleichungen  5-ten,  6-ten,  . . .  Grades  durch  Radikale  zu  ver- 
suchen, die  Hilfsmittel  zur  Auffindung  der  Formeln  fOr  die  Auflösung 
der  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade.  Vor  allem  haben  wir  gesehen, 
daß  das  erste  Radikal,  welches  man  bei  der  Aufsuchung  der  Wurzeln 
antrifft,   wenn  man  die  Rechnungen   der  Reihe  nach  ausfährt,   eine 

1)  ,,Rifles8ioni  intorno  alla  solazione  delle  equazioni  alg.  generali*^  (Mo- 
dena,  1813). 
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Quadratvmrzel  ist,  die  man  aus  der  Diskriminante  zu  ziehen  hat. 
Das  zweite  Radikal  ist  kubisch.  Wir  wissen  nämlich,  daß  fQr  n^A 
rationale  Funktionen  existieren,  die  mehr  als  zweiwertig  sind  und  er- 
hoben zu  einer  Potenz  q  eine  zweiwertige  Funktion  liefern.  Es  ist 
aber  auch  bekannt  (§  479),  daß  ;  =»  3  sein  muß.  Wenn  wir  z.  B. 
die  allgemeine  kubische  Gleichung  auflösen  wollten,  müßten  wir  setzen 

wo  V  notwendig  die  Form  9?  +  ^  Y^  bat,  während  9  und  ^  in  den 
Koeffizienten  rational  sind.  Führt  man  diesen  Wert  in  die  vorgelegte 
Gleichung  ein  und  beachtet  den  zweiten  Hilfssatz,  so  erhält  man  die 
Relationen 

V  +  mV  «  ^(2ci»  -  9c,c^  +  27c,),     uv  -  i(Ci»  -  3c,), 

aus.  denen  sich,  wenn  man 

27  ^  =  4(ci«  -  3c,)8  -  (2ci»  -  9(JiCj  +  27 c,)* 

setzt,  die  Werte  von  v  und  von  u'v*  ergeben: 

i(2c.»  -  9c,c,  +  27c,)  ±  ^,Y^^32. 

Man  findet  auf  diese  Weise  die  allgemeine  Formel  wieder,  die  wir 
früher  auf  anderm  Wege  erhalten  haben. 


Sechstes  Buch. 
Differentialrechnung. 
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Fimktlonen  einer  Teranderllchen. 

546.  Unendliohkleinefl^  und  Unendliohgroßes.  Wie  man  die 
Benennung  Unendlichgroß  oder  Unendlich  fär  eine  Zahl  anwendet, 
die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  jede  Grenze  zu  überschreiten  strebt, 
so  heißt  jede  veränderliche  Zahl,  welche  den  Grenzwert  Null  hat,  ein 
Unendlichkleines  oder  eine  Infinitesimale^).  Der  Begriff  des 
Infinitesimalen  impliciert  also  wie  der  des  Unendlichen  (vgl.  §  254,  b) 
vor  allem  die  Voraussetzung  der  Variabilität.  So  ist  z.  B.  infinitesi- 
mal das  Volumen  eines  festen  Körpers,  welcher  schmilzt.  Dagegen 
ist  es  nicht  erlaubt,  das  Volumen  eines  unveränderlichen  Atoms  im 
Weltall  als  infinitesimal  zu  bezeichnen.  Und  in  der  Tat,  wenn  man 
den  Vergleich  eines  solchen  Volumens  mit  dem  des  ganzen  Weltalls, 
welches  man  als  unendlich  voraussetzt^  versuchen  würde,  so  wäre  man 
gezwungen,  die  Maßeinheit  als  über  alle  Grenzen  wachsend  anzu- 
nehmen;  und  jedem  Zustand  dieser  Einheit  würde  man  dann  eine 
Zahl  entsprechen  sehen,  die  immer  kleiner  wird  und  die  als  Maß  für 
das  betrachtete  Volumen  dient.  Nicht  dieses  Volumen  also,  sondern 
vielmehr  die  Zahl,  welche  zu  seiner  Messung  bestimmt  ist,  wäre  ver- 
änderlich und  infinitesimal.  Das  geht  aber  nicht,  weil  die  einer  Rech- 
nung unterworfenen  Zahlen  immer  so   aufzufassen  sind,  daß  sie  sich 


1)  Canchy,  Analyse  alg^riqae  (Paris,  1821).  Volle  40  Seiten  des  „Bulletin 
de  la  Classe  des  Sciences  de  TAcad^mie  de  ßelgique^'  (^^^l)  P*  ^^9)  sind  der 
Bekämpfung  dieser  „ganz  schlechten**  Definition  gewidmet.  Die  benutzten 
Argumente  sind  z.  T.  nur  im  stände,  die  tatsächliche  Unzulänglichkeit  gewisser 
Definitionen  (Wahrscheinlichkeit  u.  s.  w.)  zu  zeigen,  welche  zu  ihrer  Vervoll- 
ständigung gerade  verlangen,  daß  man  jede  schiefe  Auffassung  des  Unendlichen 
und  des  Infinitesimalen  abweist. 
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alle  auf  dieselbe  Maßeinheit  beziehen.  Wie  groß  diese  auch  sein  mag, 
das  betrachtete  Volumen  wird  immer  durch  eine  Zahl  gemessen  wer- 
den, die  vielleicht  sehr  klein,  aber  doch  unveränderlich  ist.  Zum 
klaren  Verständnis  der  Infinitesimalrechnung  ist  es  unbedingt  nötig, 
niemals  außer  acht  zu  lassen,  daß  die  infinitesimalen  Größen  wie  die 
unendlichen,  wesentlich  veränderlich  sind,  daß  man  sie  also  (wie  Newton 
selbst  lehrt)  zu  betrachten  hat  als  „quantitates  magnitudine  determi- 
natas,  sed  cogita  semper  diminuendas  sine  limite^V  abnehmend  natür- 
lich ihrem  absoluten  Betrage  nach. 

547.  Zwei  infinitesimale  Größen  heißen  von  derselben  0rdnu4g, 
wenn  ihr  Verhältnis  nach  einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwert 
konvergiert.  Wenn  dagegen  das  Verhältnis  einer  infinitesimalen 
Größe  ß  zu  einer  andern-  a  nach  Null  konvergiert  (in  welchem  Falle  ß 
gleich  dem  Produkt  von  «  mit  einer  infinitesimalen  Größe  ist),  so 
sagt  man,  ß  sei  von  höherer  Ordnung  als  a.  Im  entgegengesetzten 
Falle,  wenn  also  das  genannte  Verhältnis  seinem  absoluten  Betrage 
nach  unbegrenzt  wächst,  ist  ß  von  niedrigerer  Ordnung  als  a. 
Es  ist  nicht  immer  möglich  zu  entscheiden,  ob  zwei  infinitesimale 
Größen   von  derselben  Ordnung  sind  oder  nicht,  weil  ihr  Verhältnis 

nicht  immer  nach  einem  Grenzwert  konvergiert.     So  ist  /J  =  a  sin  — 

gleichzeitig  mit  a  infinitesimal,  man  kann  aber  nicht  sagen,  ob  ß 
ebenso  wie  a  nach  Null  konvergiert  oder  rascher  als  a.  Nichtsdesto- 
weniger kann  man,  so  oft  das  Verhältnis  von  ß  zu  a,  nach  seinem 
absoluten  Betrage  genommen,  zwischen  zwei  positiven  Grenzen  os- 
zilliert, wohl  si^en,  daß  ß  die  Ordnung  von  a  hat.  Hat  man  mehrere 
infinitesimale  Größen  miteinander  zu  vergleichen,  so  pflegt  man  eine, 
a,  beliebig  zu  wählen,  welche  man  die  Hauptinfinitesimale  nennt, 
und  die  Verhältnisse  der  andern  zu  a  und  zu  dessen  Potenzen  zu  be- 
trachten. Es  heißen  alsdann  infinitesimal  von  der  Ordnung  n  (>  0) 
alle  diejenigen,  welche  die  Ordnung  von  «**  haben.  Z.  B.  sind  log  (1  +  «), 
sino:,  iga  u.  s.  w.  infinitesimal  von  erster  Ordnung,  solange  a  die 
Hauptinfinitesimale  ist.  Ebenso  ist  1  —  cosa  von  zweiter  Ordnung, 
a  — sin«  von  dritter,  asin(sina)  —  sia*a  von  sechster,  tg(sina) 
—  sin(tgcf)  von  siebenter  u.  s.  w.^).  Übrigens  bemerke  man,  daß  man 
nicht    immer   die   Ordnung   einer  Lifinitesimalen  angeben  kann.     So 

sind  z.  B.,  wenn  a  eine  Infinitesimale  ist,  auch  e  "*  und  Ißog  cc  in- 
finitesimale Größen.  Während  aber  (§312,  a)  das  Verhältnis  der  ersten 
zu  a"  na^h  Null  konvergiert,  was  auch  n  sein  mag,  wird  das  entsprechende 
Verhältnis  bei  der  andern  Größe  unendlich,  sodaß  man  nicht  sagen 
kann,  wie  groß  die  Ordnung  der  ersten  und  wie  klein  die  Ordnung  der 

1)  Siehe  hierüber  zwei  Übungen  in  der  „Mathesis**,  1898,  p.  31;  1902,  p.  146. 
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zweiten  ist.    Die  infinitesimaleii  (Jrößen  ...,  l/loglog-^,  1/log-^,  ..., 

■/a,  sin«,  1  — cos«,  a  — sina,  •••,  e  ^,  ^"^  y  •••  befinden 
sich  in  einer  solchen  Reihenfolge,  daß  jede  infinitesimal  ist  in  bezug 
auf  alle  vorhergehenden.  Wenn  man  also  yon  rechts  nach  links 
geht,  so  konvergiert  die  Ordnnng  von  beliebig  großen  Werten  aas- 
gehend unter  beständigem  Abnehmen  nach  Null.  In  analoger  Weise 
werden  die  unendlichgroßen  Zahlen  klassifiziert. 

548.  Man  glaube  jedoch  nicht,  daß  jede  unendlichkleine  oder 
unendlichgroße  Zahl  notwendig  ihren  Platz  in  solchen  Vergleichs- 
skalen  finden  müsse.  So  z.  B.  kann  man  nicht  sagen,  welches  die 
Ordnung  n  von  ß  »  a/log  a  ist.  In  der  Tat  ist  einerseits  klar,  daß  n 
größer  sein  müßte  als  1,  und  andererseits  kann  dies  nicht  der  Fall 
sein,  weil  das  Verhältnis  von  ß  zu  a*^  f&r  beliebiges  n  >  1  dem  absoluten 
Betrage  nach  unbegrenzt  wächst.  In  einem  gewissen  Sinne  (§  169) 
könnte  man  si^en,  daß  in  der  Yergleichsskala,  die  aus  den  Potenzen 
von  a  besteht,  die  Infinitesimale  aßoga  rechts  von  a  liegt  und  die 
Ordnung  1  +  0  hat.  Ebenso  würde  man  vergeblich  die  Stelle  suchen, 
die  der  Infinitesimalen  ß  anzuweisen  ist,  welche  mit  a  durch  die  Re- 
lation ß  =  a^log  -ö  verbunden  ist.     Setzt  man  in  der  Tat  a^  ßt,  so 

erhält  man  a  »  l/tlogt^  ß  =  l/^*log^  und  erkennt,  daß  t  ins  Unend- 
liche wachsen  muß,  damit  a  und  ß  nach  Null  konvergieren.  Bemerkt 
man  daher,  daß  /J/a"  =  ^"*(log<)""*  ist,  so  sieht  man,  daß  dieses 
Verhältnis  unbegrenzt  wächst  für  n  ^  2  und  nach  Null  konvergiert 
f[lr  n  <  2.  Also  liegt  ß  sozusagen  links  von  a*,  d.  h.  es  konvertiert 
weniger  rasch  nach  Null  als  a\  aber  rascher  als  jedes  c^  fllr  n  <  2, 
und  man  könnte  dies  so  ausdrücken,  daß  man  si^,  ß  habe  die  Ord- 
nnng 2  —  0.     Wenn  es  überhaupt  Zahlen  n   und  n"  gibt  derart,  daß 

lim  ~  .  «  0,     lim  -^  =  ±00 

ist,  so  kann  man  in  diesen  Gleichungen  jede  Zahl  n  durch  eine 
kleinere  und  jede  Zahl  n''  durch  eine  größere  ersetzen,  und  es  ist 
daher  klar,  daß  die  Zahlen  n  eine  Menge  bilden,  welche  eine  obere 
Grenze  ^  hat  (§  172),  wie  die  Menge  der  Zahlen  n'  eine  untere 
Grenze  X^fi  hat.  Haben  nun  A  und  ^  einen  einzigen  Wert  n,  so 
kann  man  wohl  sagen,  daß  n  die  Ordnung  von  ß  ist,  so  oft  n  weder 
der  einen  noch  der  andern  Menge  angehört,  obwohl  der  Grenzwert 
von  ß/ä^  nicht  existiert.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  n  die 
größte  unter  den  Zahlen  n  oder  die  kleinste  unter  den  Zahlen  n'  ist. 
Alsdann  ist  die  Ordnung  von  ß  sicherlich  nicht  n.  Sie  könnte  aber 
im   ersten   Falle  durch   n  +  0,   im   zweiten   durch  n  —  O  dargestellt 
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werden.  Endlich  kann  es  auch  sein;  daB  nicht  k^  (i  ist,  und  dann 
fehlt  jedes  Mittel,  die  Ordnung  von  ß  durch  eine  Zahl  zu  messen. 
Es  genüge  hier  ein  Beispiel,  nämlich  das  der  Infinitesimalen 

für  welche  man  hat 

,.      fl       10        im  FaUe  n<l, 

«       1  ±  oo  im  Falle  «  >  2 . 

Man  bemerke,  daß  ß/a  nicht  nach  Null  konvergiert,  da  es  unendlich 
oft  den  Wert  1  annimmt,  wenn  a  die  Folge  1,  1,  i,  . . .  durchläuft. 
Daraus  folgt  ft  =  1.  Ebenso  wächst  /S/a'  nicht  ins  Unendliche,  da  es 
kleiner  als  e  bleibt,  wenn  a  die  Folge 


3—5 ::        8—» r        4—; 5  — 


log  2  log  8  logi  log  5 

durchläuft.  Also  ist  A  =  2 .  Für  jeden  andern  Wert  von  w,  der 
zwischen  1  und  2  liegt,  kann  das  Verhältnis  ß/c^  beliebig  groBe  und 
beliebig  kleine  Werte  annehmen,  sodaß  es  nicht  gelingt  eine  Zahl  zu 
finden,  die  uns  ein  Maß  für  die  Ordnung  der  infinitesimalen  Größe  ß 
liefern  konnte.  < 

549.  FundamentalaatB.  Sagt  man,  daß  zwei  infinitesimale 
Größen  sich  um  eine  Infinitesimale  von  höherer  Ordnung 
unterscheiden,  oder,  daß  ihr  Verhältnis  nach  der  Einheit 
konvergiert,  so  behauptet  man  damit  zwei  Tatsachen,  die  im  wesent- 
lichen äquivalent  sind,  da  jede  der  Gleichungen 

lim  2^=^  =  0,    lim^-l 

eine  Folge  der  andern  ist.  Dies  vorausgeschickt  ist  es  leicht,  folgen- 
des für  die  Differentialrechnung  fundamentale  Theorem  zu  beweisen: 
Der  Grenswert  des  Verhältnisses  von  swei  infinitesimalen  GröAen 
bleibt  nnge&ndert,  wenn  dieselben  um  Infinitesimalen  von  höherer 
Ordnung  variieren.  Will  man  nämlich  den  Gh'enzwert  von  ß/a  be- 
rechnen und  unterscheiden  sich  ß'  und  a  von  ß  und  a  bezüglich  um 
Infinitesimalen  von  höherer  Ordnung,  so  genügt  es,  den  Grenzwert 
von  ß'/a   zu  berechnen  und  zu  bemerken,  daß 

lim  ~  «  lim  -£-    -^  *  —  =-  lim  -^ 

a  p        a        cc  a 

ist. 

660.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  man  habe  eine  Gleichung 
zwischen  Infinitesimalen  a  =  /J,  von  welcher  man  in  der  Weise  Ge- 
brauch machen  soll,  daß  man  beide  Seiten  durch  eine  passende  Infini- 
tesimale y  dividiert,  um  dann  durch  Grenzübergang  die  Gleichung 
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a  »  2)  zwischen  unYeränderlichen  Großen  zu  erhalten.  Der  Nutzen  des 
bewiesenen  Theorems  besteht  darin^  daß  die  Gleichung  €c=^  ß,  welche 
oft  kompliziert  und  für  die  gewöhnlichen  Regeln  zur  Berechnung  der 
Grenzwerte  unzugänglich  ist^  sich  vereinfachen  läßt^  indem  man  auf 
beiden  Seiten  jeden  Bestandteil  unterdrückt^  der  sich  als  infinitesimal 
von  höherer  Ordnung  erweist  im  Vergleich  zu  dem  zurückbleibenden 
Teil.  Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  andere  Gleichung  zwischen 
Infinitesimalen  a  ==  ß\  die  im  allgemeinen  unexakt  ist.  Das  ist  aber 
ganz  gleich  in  Anbetracht  des  Gebrauchs,  den  man  von  ihr  zu  machen 
hat;  denn  wenn  man  beide  Seiten  durch  y  dividiert  (oder,  wenn  man 
will,  durch  irgend  eine  andere  Infinitesimale  y,  die  sich  von  y  um 
eine  Infinitesimale  von  höherer  Ordnung  unterscheidet),  so  wird  man 
schließlich  durch  Grenzübergang  immer  die  exakte  Gleichung  a  =  b 
finden.  Hierin  liegt  aber  wohlbemerkt  nicht  das  Wesen  der  Diffe- 
rentialrechnung, welche  vielmehr  auf  der  systematischen  Anwendung 
eines  gewissen  Symbols  beruht,  mit  dessen  Hilfe  man  dazu  gelangt 
a  priori  sicher  zu  sein,  daß  die  Gleichung  a  ^  ß'  ebenfalls  exakt 
ist.  Man  vernachlässigt  dann  also,  wenn  man  Infinitesimalen  a  und 
ß'  als  Ersatz  für  a  und  ß  sucht,  auf  beiden  Seiten,  ohne  dessen  ge- 
wahr zu  werden,  gleiche  infinitesimale  Größen,  und  es  gelingt  auf 
diese  Weise  die  Infinitesimalen  a  =  ay,  ß'  =  hy  ohne  weiteres  in  die 
Hand  zu  bekommen.  Dann  aber  hat  man  keinen  Grenzübergang 
mehr  nötig,  da  die  Gleichimg  a  ^  ß!  sich  unmittelbar  auf  a  »  &  re- 
duziert. Die  Berechnung  der  Grenzwerte  tritt  also  dank  dem  ge- 
nannten Symbol  zurück,  um  der  Differentialrechnung  Platz  zu  machen, 
die  sich  freilich  auf  den  Begriff  des  Grenzwertes  gründet. 

551.  Von  dem  zuletzt  angedeuteten  Gesichtspunkt  aus  kann  man 
wohl  sagen,  daß  die  Differentialrechnung  dem  Genius  Leibnizens  ver- 
dankt wird.  Wir  finden  übrigens  heute  diese  Wissenschaft  im  ganzen 
in  der  von  Leibniz  gedachten  Form  aufgerichtet,  mit  denselben  Be- 
nennungen und  denselben  Symbolen,  die  wir  nicht  so  sehr  einer  glück- 
lichen Wahl,  als  vielmehr  dem  Scharfsinn  des  Erfinders  danken.  Die 
Sorgfalt,  welche  dieser  auf  die  Wahl  der  Bezeichnungen  verwandte, 
ist  aus  der  Tatsache^)  zu  entnehmen,  daß  er  beim  Vergleichen  seiner 
Methode  mit  derjenigen  von  Newton  und  beim  Behaupten  ihrer  Über- 
legenheit meinte,  „die  Bezeichnungsweise  sei  der  in  die  Augen  fallende 
Teil  der  Erfindungskunst^^  Auch  in  letzter  Zeit  ist  die  Wichtigkeit 
der  Bezeichnungen  und  der  Nomenklatur  hervorgehoben  worden  in 
den  „Populär-wissenschaftlichen  Vorlesungen"  von  Ernst  Mach,  „der 
die  Sprache  und  ein  zweckmäßiges  System  von  Symbolen  und  tech- 
nischen Benennungen  nicht  nur  als  unerläßliche  Hilfsmittel  für  das 
Zusammenwirken  der  Forscher  und  für  die  Anhäufung  imd  Überliefe- 

i)  Mansion:  „Räsum^  du  Cours  d' Analyse^'  (p.  209). 
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nmg  der  nach  und  nach  erhaltenen  Resultate  von  Generation  zu  Ge- 
neration  betrachtet,  sondern  auch  und  vor  aUem  als  einziges  wirksames 
Mittel,  um  das  menschliche  Gedächtnis  und  die  Intelligenz  von  jeder 
unnötigen  Last  und  Mühe  frei  zu  halten  und  so  ihre  immer  wachsende 
Ausnutzung  für  die  wichtigeren  und  wesentlicheren  Funktionen  zu  ermög- 
lichen. Wer  sich  mit  mathematischen  Studien  beschäftigt,  der  findet  sich 
oft  Yon  dem  Eindruck  beherrscht,  daß  die  Symbole  und  die  Formeln 
es  gleichsam  auf  sich  nehmen  für  ihn  zu  arbeiten  oder  um  die  be- 
rühmten Worte  Eulers  zu  gebrauchen,  daß  sein  Schreibstift  an  Scharf- 
sinn seinen  Kopf  übertrifft.  Wie  seltsam  es  auch  scheinen  mag,  sagt 
Mach,  die  große  Macht  der  mathematischen  Wissenschaften  beruht 
hauptsächlich  auf  dem  Umstände,  daß  es  ihnen  geglückt  ist,  dem 
Geiste  jede  unnötige  Arbeit  zu  ersparen  und  die  Ökonomie  der  in- 
tellektuellen Kräfte  bis  zum  äußersten  zu  treiben.  Und  nach  dem- 
selben Ideale  streben  nach  ihm  auch  die  Naturwissenschaften,  beson- 
ders die  höher  entwickelten  Zweige"^). 

552.  Das  erste  Differential.  Aus  der  Definition  (§  281)  der 
Derivierten  einer  Fimktion  y  von  x  folgt  Sy  =^  ySx  +  q8x  für  jeden 
Wert  von  Xy  und  zwar  konvergiert  q  nach  Null,  wenn  man  dx  bei 
festgehaltenem  x  nach  Null  konvergieren  läßt.  Da  nun  die  Differenz 
zwischen  6y  imd  ydx  von  einer  höheren  Ordnung  als  8x  infinitesimal 
ist,  so  darf  man,  wenn  es  sich  um  Grenzwerte  von  Verhältnissen 
handelt,  nach  dem  Fundamentalsatz  Sy  durch  y8x  ersetzen.  Wir 
werden  uns  sehr  bald  von  dem  großen  Nutzen  dieser  Ersetzung  über- 
zeugen. Die  Größe  y'dx  werden  wir  nun  unter  der  Voraussetzung, 
daß  x  die  unabhängige  Veränderliche  ist,  mit  dy  bezeichnen  und  sie 
das  Differential  von  y  nennen.  Unter  dem  Differential  einer 
Funktion  versteht  man  also  das  Produkt  der  Derivierten 
der  Funktion  mit  dem  infinitesimalen  Inkrement,  welches 
der  unabhängigen  Veränderlichen  willkürlich  beigelegt  ist. 
Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  sofort  nachstehende  Folgerungen: 

a)  Das  Differential  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  ist  nichts 
anderes  als  das  willkürliche  Inkrement  6Xy  welches  für  jeden  Wert 
von  X  als  veränderlich  und  nach  Null  konvergierend  vorausgesetzt 
wird.  In  der  Tat,  wenn  y  ^  x  ist,  so  hat  man  y'  =«  1 ,  und  die  De- 
finition des  Differentials  (dy  =  ySx)  gibt  dx  =  ix. 

b)  Nunmehr  wird  die  Definitionsgleichung  dy  »  ydx,  und  man 
entnimmt  daraus 

Mit    dieser    neuen    Bezeichnung   wendet   man   die   Derivierte   in   der 

1)  Aus  einer  Rezension  von  6.  Vailati  (Bivista  sperimentale  di  Freniatria, 
1896). 
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öx'dx    H       %     'iP 


Fig.  27. 


Differentialrechnung  an.  Die  Derivierten  werden  sicli  uns  abo  ak 
Verhältnisse  und  nicht  mehr  als  Qrenzwerte  von  Verhältnissen 
zwischen  Infinitesimalen  darbieten. 

c)  Allgemeiner  stellt  das  Verhältnis  der  Differentiale 
zweier  Funktionen  die  Derivierte  der  ersten  in  bezug  auf 
die  zweite  dar^  diese  als  unabhängige  Veränderliche  be- 
trachtet. In  der  Tat  (§  284)^  wenn  y  » f{fi)  ist,  wo  u  eine  Funk- 
tion der  unabhängigen  Veränderlichen  x  bedeutet^  so  hat  man 

dy = y'dx « f{u)u'dx = rwrfw,  rw  =  5^- 

553.  Geometrische  Deutung.  Auf  der  durch  die  Gleichung 
y  =  f{x)  dargestellten  Kurre  betrachte  man  in  der  Nähe  eines  festen 

Punktes  M  mit  der  Abscisse  x  einen 
Punkt  M'j  dessen  Abscisse  x-\-  ix  sein 
möge.  8x  als  infinitesimal  vorauszu- 
setzen bedeutet  (§  546)  ^  daß  man  sieh 
M!  längs  der  Kurve  beweglich  und 
nach  M  hinrückend  denkt  Es  seien  H 
_  und  Q  die  Punkte,  in  welchen  die  Or- 
dinate von  M'  zwei  durch  M  gezogene 
Geraden  trifft,  von  denen  die  erste  pa- 
rallel zur  :z;- Achse,  die  zweite  tangential  zur  Kurve  gezogen  ist. 
Wenn  die  unabhängige  Vei^derliche  x  ist,  so  hat  man  offenbar  (§  293) 

MB^dx^Sxy    HQ^dy,    HM'^dy. 

dy  an  die  Stelle  von  Sy  setzen  heifit  also  QM'  vernachlässigen  oder 
M'  durch  Q  ersetzen  für  alle  Lagen  des  Punktes  M'  in  der  Um- 
gebung von  Jf,  es  heißt  folglich,  die  Kurve  in  der  Nähe  jedes 
Punktes  durch  die  Tangente  ersetzen.  Übrigens  gehört,  wel- 
ches auch  die  unabhängige  Veränderliche  sein  mag,  der  Punkt 
{x  +  dx,  y  +  dy)  immer  der  Tangente  an,  wie  {x  +  *^,  y  +  *y) 
immer  der  Kurve  angehört  Für  eine  gegebene  Lage  M'  des  zweiten 
Punktes  kann  der  erste  in  Q,  in  Q'  oder  in  irgend  eine  andere  Lage 
auf  der  Tangente  fallen,  je  nachdem  die  unabhängige  Veränderliche 
Xy  y  oder  eine  andere  ist. 

554,  Begeln  für  die  Difllsrentiation.  um  zu  differentiieren, 
d.  h.  um  das  Differential  einer  Funktion  von  x  zu  berechnen,  genügt 
es  auf  Grund  der  Definition  des  Differentials  die  Derivierte  der  Funk- 
tion zu  berechnen  und  sie  mit  dx  zu  multiplizieren.  Auf  diese  Weise 
erhält  man 

d{x^)==nx^''^dXf    de'=^e^dx,    dsmx^cosxdXf    rf cos a;  =  —  sin a;rfa:, 

ji  ^x        ,,  dx         j        ,  dx 

dlogx--,    dtgx^-^^,    daxcigx-j::^,, 
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j         •  dx 

gare  Sin a;  =  — =z    u.  s.  w., 

auch  wenn  x  nicht  die  unabiiängige  Veränderliche  ist.  Es  lassen  sich 
auch  die  bekannten  Regeln  für  die  Derivation  leicht  in  ebensoyiele 
Differentiationsregeln  übersetzen.  So  differentüert  man  z.  B.  die  Summe 
yon  zwei  oder  mehr  Funktionen^  indem  man  die  Differentiale  der 
Summanden  addiert.  Das  Produkt  von  zwei  Funktionen  wird  diffe- 
rentüert^ indem  man  jede  Funktion  mit  dem  Differential  der  andern 
multipliziert  und  die  Resultate  addiert,  u.  s.  w.     In  der  Tat  hat  man 

d(u  +  t?)  =  (w  +  vjdx  =  (u  +  v)dx  =»  udx  +  v'dx  =^  du  +  dv, 

duv  =  (uvjdx  =  uv'dx  +  vudx  =  udv  +  vdu, 

vu'  —  uv'  ,  vudx  —  uv'dx       vdu  —  udv 


d  —  SB  I  —  I  dx  =Ä i —  ax  = 

V       \v  /  t?' 


»*  t?* 


u.  8.  w. 


555.  Snooessive  Differentiale.  Bevor  wir  weitergehen  ist  es 
nötig,  daß  wir  uns  noch  naher  mit  der  Bedeutung  des  Differentials 
dx  der  unabhängigen  Veränderlichen  beschäftigen.  Bei  festgehaltenem 
x  ist  das  zugehörige  dx  eine  infinitesimale  Größe,  die  wir  uns  provi- 
sorisch als  abhängig  von  einer  gewissen  Infinitesimalen  a  denken 
wollen,  welche  als  Hauptinfinitesimale  angenommen  wird.  Wenn  man 
von  einem  Werte  x  zu  einem  andern  übei^eht,  so  ist  kein  Grund 
vorhanden,  warum  nicht  auch  das  (willkürliche)  Gesetz,  nach  welchem 
dx  von  a  abhängt,  variieren  soll,  dx  ist  also  eine  Funktion  sowohl 
von  X  als  von  ui 

(2)  dx  =  g)  (x,  «). 

Denken  wir  uns  die  Achse  der  x  als  in  sich  deformierbai-  und  nehmen 
wir  an,  daß  jeder  Punkt  x  in  x  +  dx  übergeht,  so  drückt  die  Glei- 
chung (2)  das  Gesetz  aus,  nach  welchem  bei  nach  Null  konvergieren- 
dem a  die  Punkte  der  deformierten  Achse  wieder  in  ihre  ursprüng- 
lichen Lagen  zurückkehren.  Der  willkürlichen  Funktion  (p  wird 
nur  die  Bedingung  auferlegt,  mit  a  nach  Null  zu  konvergieren,  was 
auch  X  sein  mag,  und  die  successiven  partiellen  Derivierten  (§  368) 
nach  X  zu  besitzen,  unter  diesen  Bedingungen  gestattet  dx,  insofern 
es  eine  Funktion  von  x  ist,  seinerseits  ein  Differential,  welches  man 
das  zweite  Differential  von  x  nennt  und  mit  d^x  bezeichnet: 

(3)  d^x  =  ddx  =  (pJi^f  cc)dx  =  ip(x,  a)  •  q>J(x,  a). 

Wir  wollen  hier  eine  Vereinbarung  machen,  die  für  das  Folgende  von 
hervorragender  Wichtigkeit  ist.  Wir  wollen  in  erster  Linie  annehmen, 
daß  sich  in  dem  Ausdruck  (2)  die  beiden  Eigenschaften,  welche  dx 
haben  muß,  voneinander  geschieden  finden,  dämlich  das  Eonvergieren 
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nach  Null  (gleichzeitig  mit  a)  und  die  Abhängigkeit  von  x.  Zu 
diesem  Zwecke  genügt  es  zu  setzen 

(4)  dx^axix), 

indem  man  für  den  Augenblick  x(j^)  ^^^  willkürliche  Funktion  sein 
läßt.  Auf  diese  Weise  wird  dx  das  Produkt  einer  Infinitesimalen^ 
die  unabhängig  von  x  ist,  mit  einer  Funktion  Yon  x,  die  unabhängig 
Ton  a  ist.  dx  ist  also  eine  Infinitesimale  erster  Ordnung,  die  wir 
Ton  jetzt  ab  immer  als  Hauptinfinitesimale  annehmen  werden.  Da- 
gegen ist 

d^x  «  dccx  =  ccdx  —  axdx  ==  <x^Xt 

eine  Infinitesimale  von  zweiter  Ordnung.  Differentiiert  man  weiter, 
so  findet  man  analog  nacheinander  das  dritte  Differential,  das 
vierte  u.  s.  f.: 

Das  n-te  Differential  yon  x,  d.  h.  das  Resultat  Ton  n  Differentiationen, 
die  man  successiv  ausgeführt  hat,  wird  mit  cf*x  bezeichnet  und  ist 
eine  infinitesimale  Größe  n-ter  Ordnung.  Wie  man  sieht,  werden  die 
Resultate  der  successiven  Differentiationen  rasch  kompliziert,  und  viele 
Vorzüge  der  Differentialrechnung  würden  verloren  gehen,  wenn  man 
die  Willkürlichkeit  der  Funktion  x{^)  aufrecht  erhalten  wollte.  Es 
ist  vielmehr  zweckmäßig  xi^)  "^  ^  ^^  setzen,  da  man  bei  dieser  An- 
nahme hat 

(5)  (?rc  =  0,    d^x^O,    d*x  =  0,  ... 

und  alle  Rechnungen  sich,  wie  sich  bald  zeigen  wird,  erheblich  ver- 
einfachen. Dies  ist  eine  fundamentale  Vereinbarung.  Sie  läßt  sich 
so  ausdrücken:  Das  erste  Differential  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen wird  als  unabhängig  von  dieser  Veränderlichen  vorans- 
gesetst.  Nunmehr  ist  es  leicht,  die  successiven  Differentiale  einer 
beliebigen  Funktion  zu  berechnen  und  zu  konstatieren,  daß  das  n-te 
Differential  immer  eine  Infinitesimale  von  n-ter  Ordnung 
ist: 

d^y  =  ddy  =  d(y'dx)  =  dy'  •  dx  =  y"dx  •  dx  =  y'dx^, 

• 

d«y  =  dcPy  ==  d{y''dx^)  «  rfy".  dx^  =  y'^'dx  •  dx^  =  y"dx^ 

u.  s.  w.  Allgemein  ist  d^y  «  y^**^dx^,  wenn  wir  übereinkommen,  rfr" 
für  (dxY  zu  schreiben.    Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Relation 

welche  die  Gleichung  (1)  einschließt  (für  n  =  1).  Also  ist  die  n-te 
Derivierte  einer  Funktion  nach  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen  gleich  dem    Quotienten   des   n-ten   Differentials  der 
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Funktion  darch  die  n-te  Potenz  des  Differentials  der  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Während  man  aber(§  552,  c)  für  «==1 
die  Einschränkung,  daß  die  Veränderliche  unabhängig  sein  soll,  faUen 
lassen  darf,  geht  dies  für  92  >  1  nicht  mehr,  weil  bei  den  successiven 
Differentiationen  von  dy  die  Bedingungen  (5)  benutzt  worden  sind, 
die  nicht  erfüllt  sind,  sobald  x  nicht  mehr  die  unabhängige  VeijLnder- 
liche  ist. 

556,  Jetzt  sind  wir  im  stände  zu  verstehen,  was  in  §  550  nur 
angedeutet  wurde.  Die  Gleichung  zwischen  Infinitesimalen  a  =  ß' 
(die  aus  a^  ß  durch  Vernachlässigung  infinitesimaler  Orößen  von 
höherer  Ordnung  entsteht)  ist  sicherlich  exakt,  so  oft  in  ihr  keine 
andern  Infinitesimalen  als  die  aus  Differentiationen  her- 
vorgehenden auftreten,  vorausgesetzt,  daß  diese  Gleichung  (wir 
denken  sie  uns  auf  ganze  Form  gebracht)  homogen  gemacht  ist,  daß 
also  in  ihr  nur  die  Glieder  gelassen  sind,  welche  infinitesimal  von 
der  Minimalordnung  n  sind.  In  der  Tat  müßte  man  jedenfalls,  um 
eine  exakte  Gleichung  zu  finden,  auf  beiden  Seiten  durch  daf  divi- 
dieren und  zur  Grenze  übergehen.  Man  beachte  aber,  daß  dieser 
Grenzübergang  überflüssig  geworden  ist,  da  die  Verhältnisse 
zwischen  Potenzen  von  Differentialen,  wenn  diese  Potenzen 
infinitesimal  von  derselben  Ordnung  sind,  gleich  ihren 
eignen  Grenzwerten  sind,  sodaß  die  zu  findende  exakte  Gleichung 
gerade  a/dsf*  =  ß'/dsf*  oder  a'  =  /}[  ist.  Hierin  liegt  das  ganze  Ge- 
heimnis der  Differentialrechnung.  Überdies  bietet  uns  die  Homoge- 
neität  der  definitiven  Relationen  zwischen  Differentialen  ein  Mittel 
zur  Eontrolle,  welches  in  der  Praxis  des  Kalküls  nützlich  ist.  Man 
begreift  jetzt,  welche  Wichtigkeit  die  Aufsuchung  der  differentiellen 
Infinitesimalen  hat,  die  sich  durch  Unterdrückung  von  infinitesimalen 
Bestandteilen  höherer  Ordnung  in  den  bei  der  Rechnung  sich  dar- 
bietenden Infinitesimalen  ergeben.  Für  jedes  a  gibt  es  zahllose  andere 
Infinitesimalen,  welche  sich  von  a  um  infinitesimale  Größen  einer 
höheren  Ordnung  unterscheiden;  aber  eine  einzige  unter  ihnen  ist  das 
Differential  einer  Funktion  u.  In  der  Tat,  wenn  für  eine  andere 
Funktion  v  die  Differenz  a  —  dv,  wie  a  —  du,  infinitesimal  von  einer 
höheren  Ordnung  werden  könnte,  so  würde  es  genügen  diese  Infini- 
tesimalen in 

rfw  =  rfv  +  («  —  dv)  —  (a  —  du) 

zu  unterdrücken,  um  die  Gleichung  du  »  dv  zu  finden,  welche  not- 
wendig exakt  ist.  Diese  beiden  differentiellen  Infinitesimalen  fallen 
also  in  ihrem  Werte  zusammen;  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  sie 
auch  dieselbe  Bedeutung  haben,  weil  man  hat  d(u  —  v)  =^0  und  daher 
ti  —  t7==const.  Es  unterscheidet  sich  also  v  nicht  wesentlich  von  u. 
In  der  praktischen  Rechnung   sucht  man  immer  a  auf  die  Form  der 
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infinitesimalen  Variation  einer  Funktion  u  za  bringen^  und  dann  ist 
(§  552)  die  einzige  differentielle  Infinitesimale^  welche  sich  an  die 
Stelle  Yon  a  setzen  läßt,  gerade  du.  Auf  diese  Weise  erreicht  die 
DifiFerentiabechnung  mit  Hilfe  der  Operation  d  eine  vollkommene  Prä- 
zision, insofern  sie  nur  in  einer  einzigen  Weise  die  Infinitesimalen, 
welche  bei  irgend  einer  Untersuchung  auftreten,  durch  ebensoTiele 
Infinitesimalen  zu  ersetzen  gestattet,  die  alle  durch  DüSerentiation  aus 
wohlbestimmten  Funktionen  hervorgehen.  Sie  sind  durch  die- 
selben Relationen  verbunden,  die  zwischen  den  Infinitesimalen 
bestehen,  deren  Stelle  sie  in  den  Rechnungen  einnehmen. 

557,  Wechsel  der  unabhängigen  Veränderlichen.  Die  Formel  (6) 
impliciert  flir  n  >  1  die  Voraussetzung,  daß  die  Veränderliche  x  un- 
abhängig ist.  Will  man  daher  (was  sich  oft  als  nötig  erweist)  eine 
neue  unabhängige  Veränderliche  einf&hren,  so  ist  es  vor  allem  nötig, 
jener  Formel  ihre  volle  Allgemeinheit  wiederzugeben,  und  dann  erst 
darf  man  zu  dem  Wechsel  der  Veränderlichen  schreiten.  Es  genügt 
für  unsem  Zweck  die  successiven  Derivationen  von  dy  zu  wiederholen, 
die  in  §  555  ausgeführt  worden  sind,  dabei  aber  nicht  die  Formeln  (5) 
zu  benutzen.     Auf  solche  Weise  erhalt  man 

d^y  =  d{j/dx)  ==  di/dx  +  y'ddx  =  ^'da^  +  j/'d*ic, 
femer 

d^y  -  y"'da^  +  %y"dx^x  +  y'rf'ar, 

d*y  ^  y'^dyf'  +  ^y'^dx^ä^x  +  3y"rf«a:«  +  ^y"dx^x  -f  y'df^x 
u.  s.  w.    Aus  der  ersten  Gleichung  entnimmt  man 

^'^  ^^dP^^dx*"  dx^ 

Ebenso  ist 

w  y  -d^^-'^y  dF*    y  d^^ 

dx^d'y  —  Sdxd^xd^y  +  Sdyd'aj*  —  dxdyd^x 

u.  s.  w.  Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man  rascher,  indem  man 
ein  oder  mehrere  Male  nacheinander  die  beiden  Seiten  von  (1)  diffe- 
rentiiert.     Man  findet  in  der  Tat 

^  dx  dx*  ' 

woraus  sich  (7)  ergibt.    Differentüert  man  (7),  so  kommt 
„f^    dxißxd^y  —  dyd^x)  —  Bd*x{dxd*y  —  dyd^x) 

woraus  (8)  hervorgeht,  u.  s.  w.  Es  wird  manchmal  vorkommen,  daß 
wir  j^  als  das  Symbol  der  Derivation  nach  x  betrachten.     Dem- 
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gemäß  wird  uns,  wenn  wir  diese  Operation  noch  einmal  anwenden. 
j-  j-  zur  Darstellung  der  zweimaligen  Derivation  nach  x  dienen, 
welches  auch  die  unabhängige  Veränderliche  sein  mag;  während 
j-^  dieselbe  Operation  nur  unter  der  Annahme  darstellt^  dafi  die  un- 
abhängige Veränderliche  x  ist.     In  der  Tat  hat  man  nach  (7) 

(9)  d    d  ^  d*        d^x  d 

^  ^  dx  dx"^  dx*      dx*  dx 

Ebenso  ist  nach  (8) 

ji_d_^^d^        ^  d^x   d*     .    /„  d^x*       d*x\  d 
dx  dx  dx       dx 


l       o  d^x   d*         /o  d^x*       d*x\  d 

;»       ^  dPdx^'^V'd^'^  dx^Jdx  "•  ®-  ^• 


558*  Übungen,  a)  Wünscht  man  in  einen  Ausdruck,  der  die  in 
bezug  auf  eine  Veränderliche  x  genommenen  Derivierten  von  y  enthält, 
die  auf  eine  andere  Veränderliche  t  bezüglichen  Derivierten  hineinzubringen, 
so  kann  man  aus  den  im  yorigen  Paragraphen  gefundenen  Formeln  so- 
fort die  für  ^,  y ',  . .  .  einzusetzenden  Ausdrücke  entnehmen,  wenn  x  als 
Funktion  von  t  gegeben  ist  und  denmach  die  Derivierten  dx/dt,  d^x/dfi^  . . . 
bekannt  sind.     In  der  Tat  hat  man 

dx    ,      dy       /dxY  „^^dxd^y       dy  d*x 

\dt)  ^    *"  \dt)    dt^       ^  dt   df  dt^'^  ^~di  [dt^J         dt  'dt  dt^ 

u.  s.  w.  Wenn  dagegen  die  neue  Veränderliche  t  als  Funktion  von  x  ge- 
geben ist  und  man  will,  daß  sie  die  unabhängige  sein  soll,  so  hat.  man 
immer 

^^^^  ^^di^-didi-Tt^ 

Ferner  kann  man,  um  y"  zu  berechnen,  von  der  Formel  (7)  Gebrauch 
machen,  nachdem  man  bemerkt  hat^  daß  wegen  d^e  =  0  sein  muß 
('da?  -f-  (ö^x  «  0  und  daher 

(11)  dx 

Hiemach  wird  die  Formel  (7) 

(12) 

Man  kann  aber  diese  Relation  leichter  aufstellen,  indem  man  die  beiden 
Seiten  von  (10)  nach  x  deriviert.  Deriviert  man  analog  die  Formel  (12), 
so  gelangt  man  sofort  zu  dem  Resultat 

y   ^^dt^^  +^d7^^*+d?^- 

Mit  größerer  Mühe  leitet  man  dasselbe  aus  Formel  (8)  ab,  nachdem  man 
zu  (11)  die  Formel 

(13)  d^x  =-  ^±-j^-  dfi 

Cet&ro,  Anftlysii.  32 


dt 

,     d^x 

Cdf 

(7) 

y"= 

d*y  ,j 
dt«' 

+ 

dy 
dt 

i'. 
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hinzugefügt  hat,  welche   man  erh&lt,  indem  man  äH  «  0  schreibt,  oder 
indem  man  die  zweite  Formel  (ll)  differentiiert,  u.  s.  w. 

b)  Nehmen  wir  an,  man  wolle  als  unabhängige  Veränderliche  die 
Funktion  y  selbst  annehmen,  und  es  seien  die  Derivierten  x\  x\  . .  .  von 
X  in  bezug  auf  y  zu  berechnen.     Die  Formeln   (ll),  (13)  u.  s.  w.  liefern 


'^.'" 


•C    ■"""        #  •  «E    ^^  """      _g»  •        <ti 


Diese  Formeln  lassen  sich  übrigens  von  der  zweiten  ab  rascher  erhalten,  indem 
man  die  erste  successiv  deriviert.  Man  kann  auch  von  den  Formeln  (7), 
(8)  u.  s.  w.  Gebrauch  machen,  indem  man  in  dieselben  die  Voraussetzung 
der  Unabhängigkeit  von  y  mittels  der  Gleichungen  d?y  =  0,  d'ys»0,  . . . 
einführt.     Man  gelangt  so  zu  den  Formeln 


/  1  //  X 


/'  n  ^tm  §      »ff 


X  '         "  X"        ^ 


fff        oX       ^^  X  X 


welche  sich  von  den  vorigen  nur  durch  die  Vertauschung  von  x  mit  y 
unterscheiden.  Es  ist  übrigens  evident,  daß  diese  Belationen  in  bezug  auf 
die  beiden  Veränderlichen  symmetrisch  sein  müssen,  und  in  der  Tat  kann 
man  ihnen  die  Form  geben 


xy  =  lj     XX    ^  +y  y       =0, 

af*  »  y»  =  ü,  .  .  . 

oder  äquivalente  Formen,  welche  sich  auch  direkt  durch  Derivation  aus 
der  ersten  Gleichung  xy  ^=*  1  ableiten  lassen.  Je  nachdem  man  bei  der 
Derivation  x  oder  y  als  unabhängige  Veränderliche  denkt,  erhält  man  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen 

Multipliziert  man  die  erste  mit  ^  oder  die  zweite  mit  y^^  so  findet  man 


Deriviert  man  dagegen  die  erste  nach  y  oder  die  zweite  nach  x,  so  er- 
hält man 

n.  8.  w. 

c)  Es  ist  leicht  zu  konstatieren,  daß  dxd^y  —  dyd^x  sich  durch  die 
ersten  und  zweiten  Derivierten  von  x  und  von  y  in  bezug  auf  eine  be- 
liebige Veränderliche  t  und  durch  das  erste  Differential  von  t  ausdrücken 
läßt.  Man  kann  daher,  um  die  Berechnung  jenes  Ausdrucks  in  den  ver- 
schiedenen speziellen  Fällen  zu  erleichtem,  immer  t  als  unabhängige  Ver- 
änderliche voraussetzen  und  a  priori  sicher  sein,  daß  das  Resultat  auch 
dann  noch  g^tig  bleiben  wird,  wenn  nicht  t  die  unabhängige  Veränder- 
liche ist.     In  der  Tat  hat  man 


§558 


Fanktionen  einer  Veränderlichen. 


499 


oder 


dx     d^x 


dy    d^y 


d* 
'dt 


dt 


Tt^* 


dx 
dt 

dy 
dt 


d*x 
dt* 

d*y 
dt* 


dfi 


..d.,-d,a..-(^f^?-g^).A 


Diese  Bemerkung  ist  allgemeiner  auf  jede  Determinante  n-ter  Ordnung 
anwendbar,  in  welcher  die  v-te  Vertikalreihe  aus  den  v-ten  Differentialen 
von  n  Funktionen  besteht.     Z.  B.  ist 


dx    d^x     d^x 


dy    d?y    d^y 


d$     fi%     d^B 


dx 
dt 

d*x 
dt* 

d*x 
dt* 

dy 

dt 

d*y 
dt* 

d*y 
dt* 

dz 
dt 

d*z 
dt* 

d*z 
dt* 

df. 


Zu  dxd^y  —  dyd?x  zurückkehrend  wollen  wir  annehmen,  daß  x  und  y 
die  rechtwinkligen  cartesischen  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene 
sind,  und  uns  die  Aufgabe  stellen,  den  betrachteten  Ausdruck  auf  Polar- 
koordinaten,  r  und  0,  zu  transformieren.  Unter  Benutzung  der  vorstehen- 
den Bemerkung  kann  man,  um  die  Rechnungen  zu  vereinfachen, 
6  als  unabhängige  Veränderliche  annehmen,  in  welchem  Falle  man  aus 
ar^^rcosd,  ^»rsind  erhält 

dx  —  oosö  ■  dr  --  rsin0  •  dö,     dy  =  sind  •  dr  +  rcosö  •  dö, 
(Po;  =  cos  ö  •  d'r  —  2  sin  Ö  •  drdO  —  r  cos  ö  •  dO\ 
cPy  -  sinO  •  (?r  +  2cosö  .  drdd  -  rsinö  •  dOK 

Daraus  ersieht  man,  daß 

dx    d?x  dr      dl^r  —  rdd^  cosö     sinö 

dy    d^y    ""    rdO     2drde  '    -sind     cosö 

ist  und  endlich 
dxdl^y  -  dyd^x  -  r«dö*  +  2dedr^  -  rddd^r  =  (r«  +  2/^  -  rr')de\ 

Obwohl  dieses  Resultat  unter  der  Annahme  (1*0  »  0  erhalten  worden  ist, 
ist  es  doch  von  der  Voraussetzung  völlig  frei,  daß  0  die  unabhängige  Ver- 

änderliche  sein  sollte,  vorausgesetzt,  daß  man  unter  r"  nicht  -^  sondern 


d   dr 


d*r        ,  d*e 


d)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  den  Ausdruck  des  Krümmungs- 
radius (§  348,  e) 

*=■ — 7/' — 


82* 
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zu  transformieren.  Diese  Formel  setzt  nicht  notwendig  voraus,  da£  die 
unabhängige  Veränderliche  x  ist,  vorausgesetzt,  daß  man  nicht  unterläßt 
y'  unter  der  allgemeinen  Form  (7)  zu  nehmen.  Auf  diese  Weise  findet 
man,  wenn  man  auch  die  Formel  (l)  anwendet, 

(15)  idx^  +  dyr)i     ^ 

^^^^  ^       dxd^y  —  dyd^x 

In  Polarkoordinaten  ist 

da?  +  dy^  =  (cos  ö  •  dr  —  r  sin  ö  •  dö)*  +  (sin  ö  •  dr  +  r  cos  ö  •  dö)* 

=  dr^  +  r^dO^ 

und  daher,  wenn  man  sich  an  (14)  erinnert  und  Zähler  und  Nenner  durch 
dO^  dividiert, 

^  ="  r«  +  2/»  ~  r/' ' 

Dieser  Formel  läßt  sich  femer  eine  einfachere  Form  geben ,  die  in  den 
Anwendungen  von  Nutzen  ist.  Man  gelangt  zu  ihr,  wenn  man  sich  die 
Kurve  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  r  =  l//'(ö)  gegeben  denkt 
und  q  als  Funktion  von  /*,  f^  f  auszudrucken  sucht    Es  ergibt  sich  sofort 

t--L       r'   I   r"       ^'  +  f"       r'*       rr"-    ^^  "  ^' 
mithin 

^    u  +  nr 

e)  Zu  andern  bemerkenswerten  Formen  für  ^  gelangt  man  unter  An- 
wendung der  Veränderlichen  5,  welche  der  Relation  ds?  =  da?  +  dy^  ge- 
nügt und,  wie  wir  im  folgenden  sehen  werden,  die  von  einem  festen 
Punkte  aus  gerechnete  Bogenlänge  darstellt.  Eliminiert  man  d?y  oder 
d^x  aus  (15)  mit  Hilfe  der  Relation 

dsd^s  =  dxd?x  +  äyd?y^ 

so  erhält  man  die  Formeln 

dyd$^ dxds* 

^  "       dsd^x  —  dxd*8  '     ^  """  dad^y  —  dyd*8  ' 

welche  sich  nach  (9)  auch  in  folgender  Weise  schreiben  lassen: 

d  dx l  dy        d  dy 1  dx 

da  ds  9   ds  '      da  da  '~  q   da 

Diese  Formeln,  welche  uns  im  folgenden  (§  591)  als  evident  erscheinen 
werden,  sind  besonders  bei  Fragen  der  Mechanik  nützlich.  Erhebt  man 
sie  ins  Quadrat  und  summiert  sie,  so  erhält  man 

Q*^  \ds  da)    '^  [da  da) 
oder  auf  Grund  der  Relation  (9) 

9* "~  \d«V  ■•"  \daV        WfiV  * 
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559.  Bemerkungen,  a)  Die  gewöhnliche  Differentialrechnung 
beruht^  wie  wir  in  §  555  gesehen  haben^  ganz  anf  der  Annahme  (4) 
mit  HinznfHgang  der  weiteren  x  (^)  =  1-  ^^^  unendlich  vielen  Formen, 
welche  die  Differentiabrechnung  den  unendlich  vielen  Funktionen  x(x) 
entsprechend  annehmen  konnte,  reduzieren  sich  aUe  auf  eine  einzige; 
denn  der  Übergang  von  einer  Funktion  %  zu  einer  andern  ist  gleich- 
bedeutend mit  einem  Wechsel  der  unabhängigen  Veränderlichen  in 
der  gewöhnlichen  Differentialrechnung,  um  uns  hiervon  zu  überzeugen, 
müssen  wir  vorausschicken,  daß  es  (wie  wir  am  Anfang  des  siebenten 
Buches  sehen  werden)  wegen  der  notwendigen  Stetigkeit  der  Funktion 
X  (x)  immer  eine  Funktion  t  von  x  gibt,  deren  Derivierte  gleich 
l/x{x)  ist.  In  derjenigen  Differentialrechnung,  welcher  die  Funktion 
X(pc)  zu  gründe  liegt,  sind  die  Differentiale  von  t 

dt  =  t'dx  =  -fr  •  axip)  -  «,    d«^  »=  d»^  =  •  •  •  =  0, 

d.  h.  die  Eigenschaften  (5)  sind  von  x  auf  t  übertragen,  und  die  gedachte 
Differentialrecloiung  untersdieidet  sich  nicht  von  der  gewöhnlichen, 
wenn  t  als  unabhängige  Veränderliche  zu  gründe  gelegt  wird.  Es  ist  also 
durchaus  natürlich,  gleich  zu  Anfang  der  unabhängigen  Veränderlichen 
die  Eigenschaft  zuzuschreiben,  daß  ihr  Differential  konstant  ist. 
Gegen  diese  Vereinbarung  erhebt  sich,  ohne  sich  freilich  ihren  Sinn 
klar  zu  machen,  schon  seit  lange  die  Schar  der  Metaphysiker.  Manche 
glauben,  man  habe  sich  bei  einem  konstanten  dx  zu  denken,  daß  für 
dx  ein  ganz  kleiner  Wert  festgesetzt  wird;  andere,  daß  man  von  x 
sprungweise  zu  x-\'dx,  x  +  2dx,  x  +  ^dXy  ...  übergeht;  andere  nur, 
daß  dx  von  einer  Differentiation  zu  der  folgenden  un geändert  bleibt; 
andere  endlich  geben  sich  den  Anschein^),  als  acceptierten  sie  diese 
absurden,  plumpen  und  albernen  Interpretationen  alle  zusammen. 
Demgegenüber  ist  zu  betonen,  daß  die  Behauptung,  dx  sei  konstant, 
nichts  weiter  bedeutet  als  folgendes:  dx  hängt  nicht  von  x  ab.  Läßt 
man  also  dx  nach  Null  konvergieren,  so  kann  man  sich  dies  so  denken, 
daß  die  als  starr  vorausgesetzte  :z;-Achse,  nachdem  sie  in  sich 
verschoben  worden  ist,  wieder  ihre  alte  Lage  anzunehmen  strebt. 

b)  Es  ist  jedoch  die  Möglichkeit  einer  Differentialrechnung  nicht 
aaszuschließen,  in  welcher  keiner  Veränderlichen  ein  konstantes  Diffe- 
rential zukommt.  Damit  dies  f&r  eine  Funktion  t  der  Fall  ist,  muß 
notwendig  t"dx^  +  fd^x «  0  sein  und  daher,  wenn  man  (3)  durch 
(2)  dividiert,  das  Verhältnis 

einzig  und  allein  von  x  abhängen.    Daraus  folgt  g>(x,  a)  =  x(^)^W; 

1)  „Nuove  considerazioni  siüla  metafisica  del  Galcolo  infinitesimale"  (Memorie 
della  B.  Accademia  delle  Scienze  dell'  Istitato  di  Bologna,  1895,  p.  309). 
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wo  t{'^)f  welches  mit  a  infinitesimal  ist,  immer  mit  a  bezeichnet 
werden  darf,  sodaß  man  auf  (4)  zurückgeführt  wird.  Wenn  man  auf 
diese  Voraussetzung  (die  für  den  Leibnizschen  Kalkül  charakteristisch 
ist)  yerzichtety  so  bleiben  die  Rechnungen  des  §  557  der  Form  nach 
bestehen.  Es  vollziehen  sich  aber  tiefgreifende  Änderungen  in  dem 
Verhalten  der  verschiedenen  Differentiale.  So  hat  z.  B.  für  dx^^aef'* 
das  M-te  Differential  von  x,  anstatt  von  n^ter  Ordnung  infinitesimal 
zu  sein,  die  Ordnung  2n  —  1,  und  nur  im  allgemeinen  ist  dTy  von 
der  Ordnung  n,  da  man  statt  (6)  für  n  >  1  hat 

ohne   das   Symbol  lim   beseitigen  zu    können.     Ebenso   ist  fär  dx 

X 

^ae  ^  j  wenn  man  übereinkommt,  daß  die  Infinitesimale  a  das  Zeichen 
von  X  bewahrt,  jedes  n-te  Differential  quasi  (§  548)  von  n-ter 
Ordnung  in  Bezug  auf  dx\  es  besteht  aber  nicht  mehr  die  Gleichung  (6), 
da  dists  Verhältnis  d^y/daf^  dem  absoluten  Betrage  nach  unendlich 
groß  ist,  und  man  hat  dagegen 

was  auch  n  sein  mag.  Eine  solche  Differentialrechnung  könnte  viel- 
leicht ihre  Vorteile  haben.  Es  ist  aber  sicher,  daß  ihr  diejenigen 
fehlen  würden,  welche  die  gebnluchliche  Differentialrechnung  in  der 
Einfachheit  und  der  Homogeneitöt  ihrer  Formeln,  sowie  in  der  ge- 
nauen Schätzung  der  Ordnung  der  Infinitesimalen  erreicht.  Vor  allem 
aber  fehlt  eins,  worin  man  (nach  dem  in  §  556  Gesagten)  den 
wahren  Existenzgrund  der  Differentialrechnung  erblicken  kann.  Es 
würden  nämlich  die  Verhaltnisse  zwischen  solchen  Potenzen  von  Diffe- 
rentialen, die  infinitesimal  von  derselben  Ordnung  sind,  nicht  mehr 
gleich  ihren  eignen  Grenzwerten  sein,  und  man  würde  daher 
in  dem  neuen  Kalkül  nicht  den  Kalkül  der  Grenzwerte  sozusagen  ab- 
sorbiert finden. 


FnnkUoiieii  von  mehreren  VeriiiderlioheiL 

560.    Partielle  Differentiation.     In  der  Funktion  ({x^  y,  0,  . . .) 
erteile   man   den  Veränderlichen,    die    als    unabhängig  vorausgesetzt 

werden,  willkürliche  Inkremente  dx,  dy, Betrachtet  als  Funktion 

(vgl.  §  367)  von  X  allein  oder  von  y  allein  u.  s.  w.  läßt  die  genannte 
Funktion  die  Differentiale 


dj-fj'ix,    d/^f;-8y,    d,f~f:. 
ZU,   welche   partielle  Differentiale  heißen.    Ihre  Summe  ist  das 
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totale  Differential  und  wird  mit  df  bezeichnet.  Wir  beginnen  mit 
der  Bemerkung,  daß  die  totalen  Differentiale  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen die  willkürlichen  Inkremente  dXy  dy,  da,  ...  selbst  sind. 
Setzt  man  in  der  Tat  f^x,  so  wird  fj^l,  /y'"=0,  /"/—O,  ..., 
folglich  dx^»  dx]  u.  s.  w.  Hiemach  werden  die  Definitionsgleichungen 
der  partiellen  Differentiale: 

''^  dx^     '9  ^  dy  ^     ''        dz^  '"' 

Jede  partielle  Deriyierte  ist  auf  diese  Weise  dargestellt  als  Quotient 
von  zwei  Infinitesimalen.  Wegen  der  Einfachheit  der  Schreibweise  ist 
68  zweckmäßig  in  den  Zahlern  die  Indices  x,  y,  z, . , .  zu  unterdrücken. 
Man  darf  dabei  keinerlei  Eonfusion  befürchten,  denn  jedes  df  bezieht 
sich  als  partielles  Differential  auf  die  im  Nenner  stehende  YeriLnder- 
liehe.  Da  indessen  immer  noch  eine  Verwechselung  jener  Differentiale 
mit  ihrer  Summe  df  möglich  wäre,  so  pflegt  man  bei  den  partiellen 
Differentiationen  das  Zeichen  d  anstatt  d  anzuwenden  und  zu  schreiben 

In  dieser  Form  werden  von  jetzt  ab  die  partiellen  Derivierten  in 
unsem  Rechnungen  auftreten. 

661.  Totale  Differentiation.  Nach  seiner  Definition  ist  das  totale 
Differential 

(16)  <^f'u^^  +  li<^y  +  T»^''  +  --' 

wenn  die  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y,  0,  . , .  sind.  Es  ist  aber 
von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  die  Relation  (16)  auch  dann 
besteht,  wenn  die  Veränderlichen  nicht  unabhängig  sind. 
Man  betrachte  in  der  Tat  die  Funktion  f(uy  v,  tp,  . . .),  in  welcher 
u,  V,  w,  ...  Funktionen  von  beliebig  vielen  andern  Verimderlichen 
o;,  y,  0,  . . .  sind,  die  voneinander  unabhängig  sein  sollen.  Es  ist 
klar,  daß  man  die  partiellen  Derivierten  von  f  nach  u,  v,  u;,  . . . 
immer  mit 


•  • . 


bezeichnen  kann,  da  bei  ihrer  Berechnung  u,  v,  w  als  unabhängige 
Veränderliche  zu  betrachten  sind.  Aber  nichts  berechtigt  uns  zu  be- 
haupten, daß  das  durch  (16)  definierte  totale  Differential  auch  durch 

(17)  df^^^du  +  ^Jv+ILdu>  +  ..- 

ausgedrückt  wird.  Wenn  man  die  Funktion  f  unter  der  Voraussetzung 
deriviert,  daß  nur  x  oder  y  variiert  u.  s.  w.,  so  hat  man  bei  Anwen- 
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düng  der  Regel  fQr  die  Derivation  der  zusammengesetzten  Funktionen 
(§  369)  offenbar 

df       dfdu  ,    dfdv    ,    df  dw    , 

dx      dudx      dv  dx      dw  dx  ' 

dy       du  cy       dv  dy       dw   dy  ' 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (16)  ein  und  beachtet,  daß 

dx  dy    ^       cz  ' 


dv  j      ,  dv    -I      ,  cv 
ex  dy 


dv  '^  ^  dx  +  '^  dy  +  V^  de  +  ' ' ' . 
X        *  dy    ^      dz  ' 


st,  80  erhält  man  genau  die  Formel  (17)^  die  als  fundamental  für  den 
Differentiationskalkül  zu  betrachten  ist.  Die  große  Tragweite  der  to- 
talen Differentiation  beruht  gerade  auf  dem  umstand,  daß  es,  um  sie 
anzuwenden,  gamicht  nötig  ist  zu  wissen,  welches  die  unabhängigen 
Veränderlichen  sind,  noch  auch,  wie  groß  ihre  Anzahl  ist.  Wenn 
im  besonderen  y,  0, . . .  Funktionen  von  x  wären,  so  würde  die  Funk- 
tion f(x,  y,  if,  . . .)  eine  Funktion  von  x  sein,  deren  Derivierte  man 
erhielte,  indem  man  (16)  durch  dx  deriviert: 

dx       dx~^  dy  dx~^  dz  dx~^    '  ' ' 
Diese  Bemerkung  ist  geeignet  die  Notwendigkeit  klarzulegen,  die  für 
die  Anwendung  des  Zeichens  d  anstatt  d  besteht;  denn  ^  ist  im  all- 
gemeinen nicht  gleich  J-- 

0  X  . 

562;  Geometrische  Interpretation.  Um  das  totale  Differential 
geometrisch  zu  deuten,  wenigstens  im  Falle  von  zwei  unablmngigen 
Veränderlichen,  betrachte  man  die  durch  die  Oleichung  e  =  f{xy  y) 
defiuierte  Funktion.  Diese  Gleichung  stellt  in  cartesischen  Koordinaten 
eine  Fläche  im  Räume  dar.  Ein  Bogen  MM'  dieser  Fläche  gehe, 
wenn  man  ihn  parallel  zur  j?- Achse  auf  die  Tangentialebene  der  Fläche 
im  Punkte  M  projiziert,  in  MQ  über.  Man  yervoUständige  die  Kon- 
struktion des  Parallelepipedons,  dessen  Basis  in  der  (a;y)-Ebene  das 
über  den  Seiten  dx  und  dy  (willkürlichen  Inkrementen  der  Koordi- 
naten von  M)  konstruierte  Parallelogramm  FÄF^S  ist,  während  die 
gegenüberliegende  Seitenfläche  in  der  Tangentialebene  sich  befindet. 
Da  diese  Seitenfläche  ein  Parallelogramm  MAQB  ist,  so  fällt  der 
Mittelpunkt  yon  MQ  mit  dem  Mittelpunkt  von  AB  zusammen,  und 
man  hat  daher  MP+QP^AÄ+BB.  Andererseits  ist,  wenn 
man  sich  an  das  in  §  553  Gesagte  erinnert. 
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MP  =  js,    AÄ^z  +  ^dXy    BE^z  +  p-dy, 

Also   hat   man    QP'^0+j-dx  +  K-'dy=^0  +  da.     Mit  anderen 

Worten,  dz  stellt  das  Inkrement  HQ  der  Ordinate  der  Tangential- 
ebene dar,  wie  dz  das  analoge  Inkrement  HM'  fQr  die  Fläche  dar- 
steUi  Ersetzt  man  daher  Sz  durch  dZy  so  kommt  dies  darauf  hinaus, 
in  der  Umgebung  jedes  Punktes  die  Fläche  durch  ihre  Tangential- 
ebene in  jenem  Punkte  zu  ersetzen. 

563.  Suooessive  Differentiationen.  Wenn  man  in  f{x,  y,  z,  , . .) 
nur  X  als  yeranderlich  annimmt,  so  sind  die  Betrachtungen,  die  wir 
über  die  successiven  Derivierten  der  Funktionen  einer  einzigen  unab- 
hängigen Veränderlichen  angestellt  haben,  anwendbar,  und  wir  können 
daher  den  successiven  partiellen  Deriyierten  von  f  nach  x  die  Form 
geben 

av    av    av 

dx*>  a«''   dx*'   ' ' '' 

falls  wir  übereinkommen  die  willkürlichen  Inkremente  dx,  dy,  dz,  . . . 
nicht  von  x,  y,  z,  . . .  abhängen  zu  lassen.  Wir  haben  gesehen 
(§  368),  daß  unter  gewissen  Bedingungen,  die  bei  den  gewöhnlichen 
Rechnungen  im  allgemeinen  erföUt  sind,  das  Resultat  von  n  partieUen 
Derivationen,  die  nacheinander  ausgeführt  werden  imd  bei  denen 
i-naal  nur  Xy  j-msl  nur  y  u.  s.  w.  als  veränderlich  vorausgesetzt 
wird  (i  +  j  +  •  •  •  =  w),  unabhängig  ist  von  der  Reihenfolge  der  Deri- 
vationen. Man  kann  also  annehmen,  daß  zunächst  die  i  Derivationen 
nach  X  ausgeführt  werden,  dann  die  j  Derivationen  nach  ;/  u.  s.  w. 
Das  Resultat  der  n  Derivationen  kommt  man  überein  in  folgender 
Weise  zu  bezeichnen: 

dx'dy^dz^..,' 

Z.  B.  sind  die  partiellen  Derivierten  von  z,  einer  Funktion  der  Ver- 
änderlichen X  und  y, 

dz^       d£      d^        d*z        d*z       d^z         d^z  d^e         d^z 

dsc^     dy^    dx^^     dxdy^     dy^^     dx^>     dx*dy^     dxdy^'     ay»'     '**• 

Die  ersten  fünf,  die  man  in  der  Flächentheorie  häufig  braucht,  pflegt 
man  kurz  mit  p,  g,  r,  5,  t  zu  bezeichnen.  Wir  wollen  nun  zu  den 
Differentiationen  übergehend  die  Gleichung  (16)  vornehmen  und 
sie  differentiieren,  indem  wir  dx,  dy,  dz,  ...  als  unabhängig  von 
X,  yy  ^}  ' ' '  voraussetzen.    Dann  ergibt  sich 
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Da  man  unabhängig  von  der  Funktion^  welche  der  Operation  d  unter- 
worfen wird,   diese  Operation  darstellen  kann,   indem   man  schreibt 

dx  *  dy      ^   ^   dz  ' 

so  sieht  man,  daß 

ist  oder  symbolisch 

Differentiiert  man  noch  einmal  und  fahrt  immer  in  derselben  Weise 
fort,  so  gelangt  man  offenbar  zu  der  symbolischen  Relation 

welche  im  FaUe  n  >  1  voraussetzt,  daß  x,  y,  Zy  . . .  die  unabhängigen 
Veränderlichen  sind.  Hat  man  dagegen  z.  B.  ;?  =  f{x,  y),  während 
X  und  y  Funktionen  von  andern  unabhängigen  Veränderlichen  sind, 
so  erhiüt  man  durch  successire  Differentiationen 

d'0  =Q-^.dx  +  l^.  dy)'f+  ^%dxd^x  +  ^^^dyd}^ 

564.  Formel  von  Taylor.  Die  Benutzung  des  Differentialsymbols 
ermöglicht  es,  die  Taylorsche  Formel  (§  330)  auf  eine  Gestalt  von 
bemerkenswerter  Einfachheit  zu  bringen,  die  in  gleicher  Weise  für 
Funktionen  von  einer  und  solche  von  mehreren  Veränderlichen  gilt: 

(18)  a/-„<i/-+id»/'+id«/-+id*/-+.... 

Wir  wollen  uns  zwecks  größerer  Klarheit  auf  den  Fall  einer  einzigen 
Veränderlichen  beschränken  und  bemerken,  daß  die  genannte  Formel 
sich  in  folgender  Weise  schreiben  läßt: 

(19)     df{x)  -  f{x)dx + \r\x)dx' + ir»(j»:c + •  •  • . 

Wenn  x  die  unabhängige  VeränderHche  ist,  so  hat  man  da;«d^, 
f^^\x)dcif^  —  cP*f{x)  und  findet  auf  diese  Weise  die  Formel  (18).  Da 
femer  die  Bedeutung  jedes  Gliedes  dieser  Formel  nicht  an  eine  spe- 
zielle Wahl  der  Veränderlichen  gebunden  ist,  so  gilt  dieselbe  offenbar, 
welches  auch  die  unabhängige  Veränderliche  sein  mag. 
Diese  Bemerkung  ist  notwendig,  weil  man  ja  nicht  behaupten  kann, 
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daß  das  n-te  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  (19)  —d^f  ist.      Man 
müßte  yielmehr 

^^  dx  =  dx  +  \  d^x  +  \  d^x  +  ^  d^x  +  •  •  • 

der  Reihe  nach  zur  zweiten^  dritten^  . . .  Potenz  erheben  und  schreiben 

5f  =  {dx  +  ^d^x  +  \d^x  +  "  .)r  +  W^^  +  d^d^^  +  •••)/*"  +  •••• 

Man    käme    dann    wieder    zu   (18)   zurück^    wenn   man   die   Glieder 
sammelt^  die  von  gleicher  Ordnung  infinitesimal  sind: 

fdx  =  df,     i  {f'd^x  +  rdx')  =  i  dY, 

\ {f'd^x  +  ^rdxd^x  +  rdx^)  «  ^ dY,    .  .  . 

566.  WeohBel  der  Veränderlichen.  Will  man  die  partiellen 
Derivierten  der  Funktion  f{x,  y^  Zy  . , .)  ausdrücken  unter  der  Vor- 
aussetzung, daß  andere  Veränderliche  Uj  Vy  Wy  .  . .  in  gleicher  Anzahl 
angenommen  werden,  so  hat  man  sofort,  wenn  man  zuerst  nur  ti, 
dann  nur  v  variieren  läßt  u.  s.  w., 

du™"  dxdu      dydu"^  dz  du 

^«^^j.^^  +  ^i!j 

dv       dxdv    *  dydv       dz  dv   * 

H.^K^A.Kh.A.KPj.A 

dw      dxdw"^  dydw      dzdw 


df    df 


Dieses  System  linearer  Gleichungen  liefert  die  Werte  von  ^,  ^ 
vorausgesetzt,  daß  die  Determinante 


, ..., 


•  •  • 


dx   dy  dz 

du   du  du 

dx   dy  dz 

dv    dv  dv 

dx   dy  dz 

dto  dw  dw 


die  man  die  Funktionaldeterminante  oder  die  Jacobische  Deter- 
minante der  Funktionen  x,  y,  Zy  . . .  in  Bezug  auf  Uy  v,  Wy  . . . 
nennt,    nicht   verschwindet^).     Man   schreibt   diese   Determinante  in 

folgender  Weise: 

j^g(a?,  y,  z,  . . .) 

d{u,  t>,  tl7,  .  .  .)' 


1}  Wir  werden  bald  sehen,  daß  diese  Bedingung  erfSllt  ist,  wenn  x^y^  z^. . , 
voneinander  unabhängig  sind. 
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Lost  man  nnnmelir  das  betrachtete  System  auf,  so  ergibt  sich 

und  ebenso 

df  ^  1  d{x,  f,  z,  ...)       df  _  1  d{x,  y,  A  ...) 

Um  dann  die  weiteren  Deriyierten  zu  berechnen,  braucht  man  nur  in 
analoger  Weise  mit  den  bereits  erhaltenen  zu  yerfahren. 

566.  Zu  dem  vorstehenden  Problem  wird  man  gef&hrt,  wenn 
eine  Gleichung  oder  irgend  ein  Ausdruck  gegeben  ist,  der  die  Deri- 
yierten yon  f  nach  x,  y,  0,  . . .  enthält,  und  man  will  ihn  derart 
transformieren,  daß  die  Deriyierten  nach  gewissen  neuen  Veränder- 
lichen darin  auftreten.     Man  muß  alsdann  ^.   J-.   ...   durch  |-, 

ox^    dy^  cu^ 

^,   ...   ausdrücken;   und   wenn  x,  y,  is,  . . .   als   Funktionen   yon 

u,  V,  w,  . , ,  gegeben  sind,  so  ist  das  angegebene  YerfEihren  im  all- 
gemeinen jedem  andern  yorzuziehen.  Es  kommt  manchmal  yor,  daß 
umgekehrt  u,  t;,  u;,  . . .  als  Funktionen  yon  Xy  y,  0,  . . ,  gegeben  sind. 
Dann  kann  man  unmittelbar  schreiben 

dl  ^  dfdu       dfdv^  ,    dfdw      ^  ^  ^ 
dx^^  dudx"^  dv  dx      dto  dx 

In   analoger   Weise   würde   man   -^ ,   -J-,  ...   erhalten.     Wie   diese 

Formeln   sich   auf  die   des    vorigen   Paragraphen    reduzieren    lassen, 
kann  man  leicht  sehen,  indem  man  f'=^x,  y^  ss,  ...  annimmt,  vor- 
ausgesetzt, daß  man  die  (im  nächsten  Kapitel  zu  prüfende)  Möglichkeit 
zuläßt,   auch  Xy  y,  0,  , . .   als  Funktionen  von  u,  v,  tc;,  . . .   zu   be 
trachten,  welche  erste  Derivierte  besitzen, 

^  _dxdu       dxdv    ,   dxdto   . 
"^  dudx~^  dv  dx"^  dwdx 

^^gygtf       dydv    ■   ^y  ^"^   i        . 
dudx      dv  dx"*   dwdx 

^  _dz  du      dzdv    .dzdw 
~~  dudx"^  dv  dx~^  dwdx 


Aus  diesen  Gleichungen  ist  zu  entnehmen 

du  _  1  d(y,  g,  ■  .  ■)       dv  __       1  d(y,e,  .  .  .)      a«?  ^  1  d(y,z,,  .  .) 
dx       <?  ^(t?,  «7,  .  .  .)'     dx  dd{u^w^..y     dx       3fd{u,v^..y 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (21)  ein,  so  findet  man  die  Formel  (20) 
wieder,  in  welcher  übrigens  auch  die  letzten  Formeln  enthalten  sind, 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  der  Reihe  nach  /* »  u,  t;,  tv,  •  -  • 
annimmt. 
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567.  Es  bietet  sich  noch  ein  andrer  Weg^  om  zu  der  Formel 
(20)  ZQ  gelangen.  Wir  wollen  ihn  hier  angeben  nur  nm  in  Evidenz 
zu  setzen^  daß  eine  partielle  Derivierte  nichts  anderes  als  ein 
Quotient  ist,  nämlich  der  Quotient  von  zwei  partiellen  Differentialen. 

So  kann  man  z.  B.  -J-  erhalten,  indem  man  die  Differentiale 

dx  ' 


'du        *    dv        ' 


du        *   dv        ' 


durcheinander  dividiert,  nachdem  man  sie  zu  partiellen  Differen- 
tialen gemacht  hat  durch  die  Annahmen  dj/  »  0,  dz  ^0^  ...  .  Man 
hat  also 


\dxdu       du/         '    \dxdv       dv/         '    \dxdw       dw)  ' 

Yorausgesetzt,  daß  zwischen  du^  dv,  dw,  ...  die  Relationen 


=  0, 


du  dv         '   dw  '  ' 

^J^  +  ^^^  +  ^^J^  +  •  •  —  0, 


du 


dv 


dw 


bestehen.     Durch  Elimination  von  du,  dv,  dw,  . . .  ergibt  sich 


dfdx 

dx  du 

df 
du 

du 

dz 
du 

dfdx 

dx  dv 

df 

dv  . 

dy 
dv 

dz 

dv 

dfdx 

dx  dw 

•          •          • 

df 
dw 

•          • 

dy 
dw 

• 

dz 
dw 

m               •              9 

=  0, 


df 


woraus  man  den  Ausdruck  (20)  fUr  ^  findet. 

(7  X 

568.  Derivierte  in  einer  gegebenen  Biohtung.  Um  einen  be- 
stimmten Fall  Yor  uns  zu  haben^  wollen  wir  annehmen;  man  habe 
eine  Funktion  f(x,  y,  z)  von  drei  unabhängigen  Veränderlichen,  d.  h. 
eine  Größe,  von  der  die  Werte  in  jedem  Punkte  des  Raumes  gegeben 
sind.  Die  natürlichste  Art  den  Begriff  der  Derivierten  auszudehnen, 
wenn  man  von  den  Funktionen  einer  einzigen  Veränderlichen  zu  denen 
von  mehreren  Veränderlichen  übergeht,  ist  folgende.  Man  betrachtet 
das  Inkrement,  welches  die  Funktion  beim  Übergange  von  einem 
Punkte  M  zu  einem  andern  M.'  erfährt,  und  sucht  den  Grenzwert 
des  Verhältnisses  dieses  Inkrements  zu  der  Größe  h  der  Strecke  MM! 
unter  der  Voraussetzung,  daß  bei  festgehaltenem  M  der  Punkt  M' 
nach  M  hinrückt,  und  dabei  soll  die  Bichtung  MM'  eine  gegebene, 
durch  die  Kosinus   a^  j3,  y  ihrer  Winkel  mit  den  Achsenrichtungen 
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definierte  sein.  Dieser  Grenzwert  heißt  die  Derivierte  der  Funktion 
in  der  betrachteten  Richtung.  Es  gibt  also  in  jedem  Punkte  üf  un- 
endlich viele  Deriyierte;  aber  sie  hängen  miteinander  in  einer  ein- 
fachen und  merkwürdigen  Weise  zusammen.  Die  Derivierte  in  der 
Richtung  (a,  ß,  y)  ist  nämlich 

^m  f{sc  +  ah,  y  +  ßh,  z  +  yh)-  f(x,y,z) 


AsO 


Dabei  sind  die  als  stetig  vorausgesetzten  ersten  partiellen  Derivierten 
von  f  f&r  den  Punkt  M  berechnet.  Man  denke  sich  nun  eine  infini- 
tesimale Strecke  dö,  die  mit  einem  Endpunkt  in  M  auf  die  in  der 
Richtung  (a,  ßy  y)  von  M  ausgehende  Gerade  gesetzt  ist.  Die  Deri- 
vierte in  der  genannten  Richtung  pfl^  man  dann  mit  ^  zu  be- 
zeichnen ^  sodaß 

da  ^^dx'^Pdy^^de 

ist.  Wir  wollen  eine  Richtung  fixieren^  deren  Richtungskosinus 
«Q,  Ä;  yo  proportional  zu  den  ersten  partiellen  Derivierten  von  f  sind, 
sodaß  man  hat 

dx       dy       dz 

ist.  Bezeichnet  6  den  Winkel  der  Richtung  (a,  ßy  y)  mit  {a^y  ß^,  y^), 
so  hat  man 

Tragen  wir  also  in  der  Richtung  (ctq,  j3q,  y^  eine  Strecke  gleich  Y^f 
auf,  so  mißt  die  Projektion  dieser  Strecke  auf  jede  andere 
Richtung  die  Derivierte  der  Funktion  in  dieser  Richtung. 
Daraus  folgt  insbesondere,  daß  die  Richtung  (otq,  /Jq,  y^  diejenige  ist, 
in  welcher  die  Funktion  am  raschesten  variiert.  In  den  unendlich 
vielen  senkrecht  auf  ihr  stehenden  Richtungen  hat  dag^en  die  Funktion 
die  Tendenz  konstant  zu  bleiben. 

669.  Differentialparameter.  Man  nennt  so  diejenigen  aus  den 
partiellen  Derivierten  einer  Funktion  gebildeten  Ausdrücke^  welche 
mit  Invariantencharakter  begabt  sind,  d.  h.  eine  von  der  Wahl 
der  Achsen  unabhängige  Bedeutung  haben.  Man  begreift,  daß  der- 
artige Ausdrücke  eine  große  Wichtigkeit  haben  müssen  in  der  Geo- 
metrie, der  Mechanik,  der  Physik,  kurz  überall  da,  wo  es  sich  um 
die  Untersuchung  von  Verhältnissen  handelt,  die  garnichts  mit  den 
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Achsen,  die  man  wählt,  zu  tun  haben  ^).  So  sind  die  ersten  partiellen 
Derivierten  yon  f  offenbar  gebunden  an  die  Achsen,  auf  die  man 
alles  bezieht,  und  ändern  sich  mit  ihnen;  ungeändert  bleibt  aber  die 
Summe  /If  ihrer  Quadrate,  die  aus  diesem  Grunde  ab  Differential- 
parameter Yon  erster  Ordnung  bezeichnet  wird.  In  der  Tat  haben 
wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,   daß  df  gleich   dem  Quadrat 

Yon  ö-^   ist,  und   zwar  in  der  Richtung  der  raschesten  Variation 

von  f.  Diese  Richtung  hängt  aber  augenscheinlich  nur  ab  von  den 
Werten  yon  f  und  nicht  von  den  Achsen,  die  man  zu  Grunde  gelegt 
hat.     Ebenfalls  inyariant  ist  der  Ausdruck 

der  als  Differentialparameter  yon  zweiter  Ordnung  bezeichnet 
wird.  In  der  Tat  ergibt  sich,  wenn  man  die  Deriyation  in  der 
Richtung  (er,  /3,  y)  wiederholt, 

Sucht  man  nun  den  Ort  derjenigen  yon  M  ausgehenden  Geraden, 
längs  welchen  die  zweite  Deriyierte  null  ist,  so  findet  man  den  qua- 
dratischen Eegel 

(22)  «.g;^^,av^....  +  2„^_g_  +  ..._o. 

Offenbar  hängt  dieser  Kegel  nicht  ab  yon  der  Wahl  der  Achsen. 
Es  ist  also  inyariant  die  Diskriminante  der  quadratischen  Form  (22), 
die  Hessesche  Determinante  yon  /*,  und  ebenso  erfreuen  sich  der  In- 
yarianteneigenschaft  die  Summen .  (§  89)  ihrer  Hauptminoren  erster 
oder  zweiter  Ordnung  und  insbesondere  d^f.  Die  Funktionen,  fOr 
welche  man  immer  jd^f^'O  hat  (Laplacesche  Gleichung),  heißen 
harmonische  Funktionen  (ygl.  §  401)  und  sind  yon  großer  Wichtig- 
keit in  den  Anwendungen.  Eine  harmonische  Funktion  ist  z.  B.  die 
Temperatur  in  einem  Körper,  der  sich  im  thermischen  Gleichgewichts- 
zustand befindet,  eine  harmonische  Funktion  ist  das  Potential  außer- 
halb des  yon  den  wirksamen  Massen  eingenommenen  Raumes  u.  s.  w. 

670«  Die  obigen  Betrachtungen  werfen  yiel  Licht  auf  die  Dis- 
kassion  der  Minima  und  Maxima  bei  Funktionen  yon  mehreren  Ver- 
änderlichen. Wenn  man  durch  M  eine  beliebige  Gerade  legt  und  nur 
die  Werte  betrachtet,  welche  eine  Funktion  f  längs  dieser  Geraden 
annimnit,  so  ist  klar,  daß  man  in  M  weder,  ein  Minimum  noch  ein 

1)  In  diese  Bichtang  fällt  der  „Calcolo  differenziale  assolato",  den  G.  Ricci 
von  der  üniversil&t  zu  Padna  erdacht  hat  (Bulletin  des  sciences  math.  et  astr., 
1892,  p-  186). 
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Maximnm  haben  wird,  wenn  nicht  ^  »  0  ist.     Da  diese   Gleichung 

in  den  unendlich  vielen  auf  (/Tq,  ß^,  y^)  senkrecht  stehenden  Rich- 
tungen erfüllt  ist;  so  sieht  man,  daß  durch  jeden  Punkt  Jlf  des 
Baumes  unendlich  yiele,  in  einer  Ebene  liegende  Geraden 
hindurchgehen,  längs  welchen  die  Funktion  in  M  ein  Mi- 
nimum oder  ein  Maximum  erfährt.  Eine  Ausnahme  können 
jedoch  zwei  gewisse  Geraden  machen,  die  Erzeugende  des  E^els  (22) 
sind;  denn  längs  dieser  Geraden  verschwindet  die  zweite  Deriyierte 
in  M.  Alles  dieses  setzt  voraus,  daß  die  ersten  partiellen  Derivierten 
nicht   alle   in   dem  betrachteten  Punkte   verschwinden.     Sonst   wäre 

nämlich  ^  =  0  in  jeder  Richtung,  und  es  ist  klar,  daß  dann  längs 

aller  von  einem  solchen  Punkte  ausgehenden  Geraden  die 
Funktion  in  ihm  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  erfährt, 
wobei  nur  die  eventuell  eine  Ausnahme  machen,  welche  als  Erzeugende 
auf  dem  Kegel  (22)  liegen.     Ist  dieser  Eegel  imaginär,  so  findet  die 

Ausnahme  nicht  statt,   und  ^-i   bewahrt   dann  fär   alle  Richtungen 

ein  unverändertes  Zeichen,  weil  es  eine  stetige  Funktion  ist  und  für 
reelle  Werte  von  cc,  ßy  y  nicht  verschwinden  kann.  Auf  diese  Weise 
wird  es  klar,  warum,  wenn  man  in  Jlf  in  jeder  Richtung  immer  ein 
Minimum  oder  immer  ein  Maximum  hat,  die  Funktion  tatsächlich  im 
Räume  in  M  ein  Minimum  oder  Maximum  hat.  Ist  dagegen  der 
Eegel  (22)  reell,  so  wird  weder  ein  Minimum  noch  ein  Maximum 
stattfinden,  da  längs  gewisser  Geraden  die  Funktion  in  M  ein  Mi- 
nimum wird,  längs  gewisser  anderer  Geraden  aber  ein  Maximum, 
während  der  Eegel  (22)  die  Scheidegrenze  zwischen  den  beiden  von 
diesen  Geraden  gebildeten  Regionen  darstellt.  In  dem  Spezialfälle 
der  harmonischen  Funktionen  können  die  drei  zweiten  partiellen 
Derivierten,  deren  Summe  ^^f  gleich  Null  ist,  nicht  alle  dasselbe 
Zeichen  haben,  und  der  Eegel  (22)  ist  daher  immer  reelL  Daraus 
folgt,  daß  die  harmonischen  Funktionen  keine  Minima  und  Maxima 
besitzen. 

671.  Übungen,  a)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  die 
Differentialparameter  einer  Funktion  f(x^  y)  der  Punkte  der  Ebene  in 
Polarkoordinaten  auszudrücken.     Man  hat  a;»rcos0,  y=^r sind  und 

«—  =  x—  cosö  +  x^smö,     — ö^  =  —  7.-smö  +  ö^cosö. 

dr       ex  dy  '     r   dO  dx  '   cy 

Also  ist 

(23)      7p-  =  Tp-  cos  ^ V '  sm  ö ,     K-^  =  ^  sm  ö  H -^^  cos  ö. 

^     ^      ex      er  r  ()6  oy       er  r   dO 

Übrigens  lassen  sich  diese  letzten  Formeln  direkt  aufstellen  (vgl.  §  566) 
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wie  die  ersten,  wenn  man  beachtet,  dafi  ans  den  Relationen  r*^a^-\-y\ 
9  =  arctg  ^  sich  folgern  Iftßt 

8r        »^_        ^        dS       ^^ ainO 

dr        y         ,    ^       36       a       cobO 
Quadriert  nnd  addiert  man  die  AusdrtLcke  (23),  so  kommt 


-f-  (fcO  +  (t  ^'^' 


dB) 

Wenden   wir  jetzt  die  Formeln  (23)  auf  ^  nnd  ^   anstatt   auf  /*,   so 
finden  wir 

dx*      dr\dr  r  dB         /  röBy^r  r  dB        /  • 

W^^^Wr'^^^'VdB'^^^y'^^-^ydB^^^ 
d.  h. 

^.-^.8m>ö~2(~.^--^smöcos»+(-g^  +  ~,5^)cos«ö. 

Also  ist 

"^  ^  ~  ar«  "*■  r  dr"^  r^dB^  ^  r  dr  \  dr)  "*"  r^W^' 

Im    Falle   yon  n  Veränderlichen   hat   man,    wenn   f  eine   Funktion   Yon 
r  =-  y  «*  +  y*  +  **  +  ••  •  allein  ist, 

a«""rdr'     dy"  r  dr'     ^'^rdr'       ''' 
ferner 

a«»  "  r  dr  "^  r  dr  \r  dr)  "'  ^'  ^• 
Mithin  ist 

Aus  der  letzten  Formel  geht  hervor,  daß,  wenn  man  eine  harmonische 

df 
Funktion  von  r  allein  haben  will,  f^"  -r-  konstant  sein  muB.     Es  muß 

demnach  abgesehen  yon  einer  Eonstanten  /  ■-  log  r  sein  im  Falle  n  =  2 
und  /•—  r*-"  im  Falle  n  ^  2. 

b)  Will  man  auch  die  Hessesche  Determinante  H«  5— 15--«  —  (o    q   i 
,        , -^  o  1.  i_  dx^dy*      \dxdy/ 

berechnen,  so  muß  man  noch  kennen 

0«tirO|  Ajuüyris.  88 
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oxcy      er  \?r  r  dB         ) 

,    1    d  [df  r.        ^  df   .    ^\          a 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

^~  2\dr^       r  dr  r«a0V'     **~r«ad        rar 


de 


80  findet  man 


dxdy 


—  9>sin20  —  ^cos20, 


und   auch   die   in  der  letzten  Übung  erhaltenen  Formeln  lassen  sich  in 
analoger  Weise  schreiben: 

1^,- YJV+9>co8  2fl  +  ^8in2fl,    |^,  =- y-^V-9>cos2ö  — -^sin  2Ö. 

# 

Also  ist  H  -  i(-^V)*  -  (9*  +  t*)  oder 

a  Y  A  /l  ^ 

ar  \r  »0/ 


JJ« 


ar^ 


ar  U  ae/     r  ar  "^  r» 


1  av 
a(>* 


c)  Wir  gehen  jetzt  dazu  über  allgemeiner  die  zweiten  Deriyierten 
von  f(x^  y)  in  Bezug  auf  irgend  ein  Paar  unabhängiger  Veränderlicher 
u,  t;  zu  berechnen.  Verfahrt  man  wie  in  §  565,  so  findet  man  in  erster 
Linie 

dx       S\dudv       dvdu)'      dy"  g\dvdu      dudvj' 


(24) 


femer  lassen,  sich  in  analoger  Weise  aus  den  Relationen 


du 


dfd^ 

dxdu* 


+ 


dfd^y 


r        d^f  (da\^      Q   ay  dxdy     d^f /dV\*  , 

•     ^dx^Kdu)  "^  ^dxdydudu'^dy*\du)  "^ dxdu*       '  dydu^ 

d*f       d^dx.dx         d^f  /dxdy  ,  a^afA      .  ^V^^^Vi  ^ _?!£.•  ^.ÜL 
^udv'^dx^dudv  "^    dxdy\dud^v  '^dvduf     "^ dy^dudv"^ dxdudv'^dy  cuct 


d 

av 
{dv* 

av 

dx 


av  fdx\^ 

dx' 


^/aÄ\«      ^  d*f  dxdy  .  d*f(dyY  .  g/"^'«? 
»W   "^     dxdydvdv'^dy*\dv)  '^dxdv* 


dy' 


+ 


arav 

aya«» 


1 ) 


d*f      d^f 
o  .^    ,  ö— i  ableiten.     Die  Determinante  des  Systems  ist  (§27,  a) 


S-3" 

dx  dx 
du  dv 

0' 


^dxdy^ 

du  du 

dxdy    .    dxdy 
dudv  "*"  dv  du 

dv  dv 


dy^dy 

dudv 


*•, 


tmd   di^    algebraischen  Komplemente  ihrer  Elemente  sind  die  homologen 
Elemente  der  Determinante 


8  67t 
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föy^                  dx  dy 
\dv)                    dv  dv 

gf)' 

^dy  dy      dxdy    ,    dxdy 
dudv      dudv  "*"  dv  du 

^dxdx 
^dudv 

(dy^                  dxdy 
\du)                   du  du 

/dxy 

\du) 

multipliziert 

mit  &,     Darans  folgt 

dx^ 


(dy^rd^i  _(dfd^,df  a^\-| 
*  \dvj  Lau«     \dx  du^  "^  dy  a WJ 

.  (»y_Yrd!r  _  (dfd^  ,  df  aMl 
■^  \duj  La««     \dxdv*  "^  dy  aWJ 

c.dydy  ray  _  /a/  j^     a^  a'y\-| 
aw  a»  Laua©     va«  a«at?  "^  ay  a«at7/J 


U.  8.  W. 


WO  för  K—  und  k^  die  Werte  (24)  einzusetzen  sind.  Aber  rascher  und 
direkter  kommt  man  zum  Ziele,  indem  man  (wie  in  der  ersten  Übimg) 
die  Formeln  (24)  auf  die  Funktionen  g-£  und  ^  anstatt  auf  f  anwendet. 
Auf  diese  Weise  erhält  man 


av 

dx* 


3  dv  du\s  dv  'du       3  du 

^  dy^ndy    df       1  dy 
udv  \3  dv 


3  a 


du     3  a« 


oder 


dy 

d 


x*^ 3*l\dv/  du*     ^dudv  dudv'^Xdu)  dv*] 
j-  ±  r^  A  /  J_  ^\  _  ^  iL  /JL  i^l  K 

"^  ^  La«  du  \3  dv)      du  dv  \3  dv)j  du 

j_  i.  r^  A  /l  M  -_  ^  A  /JL  Ml  M. 
■^  ^  Lau  a«  \3  du)     dv  du  \3  du)j  dv ' 


and  ähnlich 


av        1  rida\^d*f       ^dxdx   d*f 


dy*~  3^\y»v)  du*    .dudv  dudv  :^\du)  dv*\ 

■*■  5r  La«  au  V^  dv)      du  dv  \3  dv)\  du 

i.  \dx  d_  ndj^  _dx  d_ /!_  a«\ -]  dl 
■^  5^  Lau  dv  \3  du)      dv  du  \3  du)\  dv  ' 

d)  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage  auch  die  Differentialparameter  von  fy 
den  ersten  und  den  zweiten,  berechnen  zu  können,  in  denen,  wie  wir 
sehen  werden,  die  Funktionen 

/aaJ\«      /ay\«      ,       /aa?\»      /ay\«      ^      dxdx      dydy 

^'*W"*"\aS/'   ^^\di) '^\di)  '   ^^dud^^dudv 

auftreten,   welche   sich  bei  der  Transformation  von  ds^  «=  dx^  +  dy*  in 

83* 
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(25)  ds^  =  adu^  +  2  cdudv  +  hdv^ 

darbieten.     Zun&chst  findet  man  ans  den  Formeln  (24)  dnrch  Quadrieren 
und  Addieren  sofort 

Femer   ergibt    sich    aus   den   letzten   Formeln   der   vorigen    Übung   durch 
Addition 

"^  <?  l\du  3       dv  g)  du  "^  \dv  g      du  g)  dv\ 


oder 


^  '^  glduKgdu     g  dv)"^  dv\g  dv      g  du)j' 


die  wichtige  Formel  von  Lam^.  Zu  dieser  Formel  gelangt  man  auch, 
wenn  man  den  in  §  566  angegebenen  Weg  einschlägt     Man  findet  sofort 

Andererseits  hat  man  wegen 

dxdu      dxdv^  dxdu      dxdv_ 

•^^  dudx"^  dv  dx'     ^"^  dudy"^  dv  dy' 

^'^  dudx'^  dv  dx'     ^'~dudy'^dvdy' 
folgendes: 

du_j^dy^      dv^      ___  Jf^dy^      ^  ««  _  JL  ^      ^  =«  i.  ?f 

dx^gdV    a«""       g  du'    dy  ^       g  dv'     dy       g  du' 

mithin 

"^^^  ■"  <?• '    didi'^dy  dy  ■"     g^'   ^^''g^' 

>#«  _i./AA    A^\     >#«      JL/A£.    A^\ 
<?\ati<?     a«^/'   ^^".yla«^     at*<?; 

u.  s.  w.  Konstruiert  man  die  Kurven  u  und  v  (§413),  so  lassen  sich 
die  Werte  von  a^  b^  c  in  jedem  Punkte  M  direkt  aus  geometrischen  Be- 
trachtungen ableiten.     In  der  Tat  sieht  man  aus  (25),  daB  ya  -  du  und 

y~b  •  dv  das  ds  auf  den  Kurven  v  ^  Const.  bezw.  u  »  Consi  darstellen. 
Wenn  er  und  ß  die  Neigungen  sind,  welche  diese  Kurven  in  M  gegen  die 
ac- Achse  haben,  so  ist  also 

1    dx        .  1   dy  o        l   dx        .    ^        1   dy 

C0Sa=»-7=ö— ,       Sina=-r=K^,       C08p«~rro— ,       Sm  ö  »=»  -;=  ^  , 

und  der  Winkel  cd  beider  Kurven  ist  gegeben  durch 


COS  09  «=•  cos  (j5  —  «) 


c 


YTib' 
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sodaß  man,  da  offenbar  ^'  —  ab  —  c'  ist,  auch  hat  sino  «    . «    Setzt 

man  z,  B.  im  Falle  der  Polarkoordinaten  Mi,^^r^  v  <=  0^  so  sieht  man 
direkt  an  der  Figur,  daß  a=«l,  6=»r*,  c^O  ist,  und  die  Formel  von 
Lame  reduziert  sich  sofort  auf  die  in  der  ersten  Übung  erhaltene  Formel. 
Für  jedes  zweifache  Orthogonalsystem  von  Euryen  nimmt  die  Lam^che 
Formel  folgende  äußerst  einfache  Gestalt  an: 


ImpUoite  Fnnkttonen. 

672.  Wenn  man  sich  in  der  Relation  f{x,  y)^0  y  als  Funktion 
von  X  denkt;  so  kann  man  unter  Anwendung  der  Regel  für  die  Deri- 
ration  der  zusammengesetzten  Funktionen  (§  369)  unmittelbar  die 
Gleichung  schreiben 

ans  welcher  man,  falls  ö^  ^  0  ist,  den  Wert  von  y'  ableitet.    Aber 

wenn  man  dies  macht,  so  setzt  man  dabei  stillschweigend  die 
lixistenz  yon  y  voraus,  wahrend  uns  doch  nichts  berechtigt 
a  priori  zu  behaupten,  daß  y  existiert  oder  daß  überhaupt  y  als 
Funktion  von  x  betrachtet  werden  kann.  Trotzdem  sind  diese 
Behauptungen  zulassig.  Es  sei  in  der  Tat  (Xq,  y^  irgend  ein  Paar 
solcher  Werte  yon  x  und  y,  die  der  Gleichung  /*»  0  genügen,  und 
wir  wollen  annehmen,  daß  fj  und  f  stetig  sind,  wenn  x  und  y  inner- 
halb der  Intervalle  (o;©  —  Ä,  Xq  +  h)  bezw.  {y^  ^Jcy  y^  +  Je)  variieren. 
Außerdem  wollen  wir  annehmen,  h  und  k  seien  hinreichend  klein  ge- 
wählt, damit  f^'  immer  das  Zeichen  von  f^'  {Xq,  y^)  ^  0  bewahre.  Das 
ist  wegen  der  Stetigkeit  von  f^'  möglich.  Es  ist  femer  klar,  daß  auf 
Grund  unserer  Voraussetzungen  das  Verhältnis  von  f^'  zu  fj  seinem 
Betrage  nach  nicht  beliebig  klein  werden  kann,  und  es  gibt  daher 
eine  positive  Zahl  a  derart,  daß,  wenn  x  und  y  in  ihren  zugehörigen 
Intervallen  variieren,  beständig  \f^'\>  cc\fj\  ist.  Wenn  Ä,  welches 
man  so  klein  wählen  kann  als  man  will,  kleiner  als  ha  ist,  so  hat  man 

Ai^;i<*«i/;'i<*i/;'|. 

Daraus  folgt,  daß  in  der  Gleichung 

n^o  +  5 ,  yo  ±  *)  -  ifJ (^0  +  »5 ,  yo  ±  Oh)  ±  hf; ix,  +  ei,y^±  eh), 

auf  welche  sich  unter  Berücksichtigung  von  f{xQ,  y^)  -»  0  die  Taylor- 
sche  Foimel  reduziert^  der  absolute  Betrag  des  ersten  Bestandteils  der 
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/ 


\ 


Pig.  »8. 


rechten  Seite  kleiner  ist  als  der  absolute  Betrag  des  zweiten  Bestand- 
teils^ und  zwar  für  jedes  zwischen  —h  und  h  enthaltene  |.  Also  ist 
das  Zeichen  von  f{xQ  +  S,  yo ± *)  dasjenige  von  ±  Jcf^  (a^oH- ö J,  y^±B'k\ 

und  da  das  Zeichen  von  fj  sieh  nidit 

^.-'^'  '^''  .^      ändert,  so  erkennt  man  folgendes:  Bei 

''\  festgehaltenem  |  ist  f{x^  +  6,  y)  eine 
/  Funktion  von  y  allein,  deren  Werte  för 
'^  y  =  yo  — *  «^id  y  —  y^  +  Ä;  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.  Nun  ist  die 
genannte  Funktion  aber  stetig,  weU 
sie  die  Derivierte  f^  hat.  Sie  ist  also 
null  (§  275)  für  einen  gewissen  Wert 
Vo  +  ^  von  y,  der  dem  Intervall  (y^  —  fc, 
yo  -f  h)  angehört,  und  sie  kann  nicht 
mehr  ab  einmal  verschwinden,  weil  das 
Zeichen  ihrer  Derivierten  ungeändert  bleibt  und  die  Funktion  daher  (§  300) 
in  dem  genannten  Intervall  entweder  immer  wächst  oder  immer  abnimmt. 
Es  ist  also  wahr,  daß  es  bei  beliebiger  Fixierung  eines  Wertes  x^^x^-^-l 
einen  Wert  yo  +  ^  ^^^  tf  ^^<1  hur  einen  gibt,  derart,  daß  die  Relation 
f(x,  y) » 0  besteht.  Innerhalb  der  angegebenen  Ghrenzen  definiert 
also  diese  Relation  eine  Funktion  y  von  x,  und  zwar  offenbar  eine 
stetige  Fimktion;  denn  wenn  man  in  f(xQ  -f  |,  yo  +  «l)  —  0,  d.  L  in 

ifJi^.  +  Oh  yo  +  On)  +  <(^o  +  n,  Vo  +  öl?)  -  0 

I  nach  Null  konvergieren  läßt,  so  sieht  man,  da  fj  endlich  und 
fp  ^  ^  ^'^  ^^  wich,  fi  nach  Null  konvergiert.  Die  Funktion  besitzt 
überdies  eine  Derivierte,  da  man  mit  nach  NuU  konvergierendem  ij  hat 

i:^  iL : lim  /^(^+^^yo+^^)  _  _  f»(^o'  y>) 

um  j  um^^^^^j^y^^^^j-      ^(^^y^)- 

Wir  haben  somit  von  dem  Punkte  {x^y  y^)  ausgehend  unendlich  viele 
andere  der  Gleichung  /* »  0  genügende  Punkte  im  Innern  des  durch 
die  Ecken  {Xq-^H,  y^  ±  k)  definierten  Rechtecks  aufgefunden,  und 
diese  Punkte  befinden  sich  alle  unter  denselben  Bedingungen  wie 
(^o>  yo)f  ^^^^  cler  letzte  Schluß  auf  jeden  solchen  Punkt  anwendbar 
ist.  Die  Formel  (26)  ist  also  bewiesen.  Man  bemerke  schließlich, 
daß  wegen  der  Stetigkeit  von  fj  und  f^'  und  wegen  fp^O  auch  y 
eine  stetige  Funktion  ist. 

573.    Allgemeiner  gilt  folgendes:   Wenn  die. Relation 

(27)  nx,y,sf,  ...,ti)»0 

von  den  Werten  Xq,  y^,,  0q,  . . .,  Wq  der  Veränderlichen  erfüllt  wird, 
wenn  femer  in  der  Umgebung  dieser  Werte  die  ersten  partiellen  De- 
rivierten von  f  existieren  und  stetig  sind^  wenn  endlich  für  die  be- 
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trachteten  Werte  fJ^O  ist,  so  kann  man  behaupten,  daß  u  eine 
Funktion  der  Veränderlichen  x,  y,  0,  ...  ist,  die  stetige  erste  partielle 
Deriyierte  besitzt.  Man  erhalt  dieselben,  indem  man  die  Relation  (27) 
partiell  deriviert,  also  in  folgender  Weise: 


dB  '^  dud»^^*  ' 


Der  Beweis  ist  genau  so  zu  führen  wie  in  dem  bereits  betrachteten 
Spezialfall. 

574.   Weitere  Differentiationen  liefern  die  Werte  der  successiyen 
Deriyierten.     Z.  B.  braucht  man   im  Falle   der  Relation  f(x,  y)  »  0 

nur  ^  dx  +  ^  dy  =  0  zu  differentiieren,  um  y"  zu  berechnen.    Man 

erhält  nämlich 


if»^^'  +  2g^^^^y  +  i7«^»'+^^»"^' 


^dxdy  +  ^,dy^+^ 

woraus  man  nach  Einsetzung  des  durch  (26)  gegebenen  Wertes  von 
y^  sofort  findet 


^  \dy)  "dx^Kdy)       ^ dxdydx  dy'^  dy^Xdx) 


3y 


dydx  dy  ^  dy^ 


oder 


.// 


(!)■ 


Q        EL       2L 


dx 
dy 


dx 

dx^ 
d*f 


dy 


dxdy 

av 

dydx      dy* 


u.  8.  w.  Wir  wollen  noch  die  Aufgabe  erledigen,  die  partiellen  Deri- 
yierten Pf  g,  r,  s,  t  der  Funktion  0  zu  berechnen,  welche  implicite 
durch  die  Relation  f(x,  y,  j^)  -»  0  definiert  ist.  Die  beiden  ersten  er- 
geben sich  aus  den  Gleichungen 


(28) 


dx^  dz^ 


"'     dy^  dz^      ^* 


welche  man  durch  partielle  Deriyation  yon  /* »  0  nach  x  und  nach  y 
erhält  Deriyiert  man  jetzt  die  erste  Gleichpng  nach  x,  die  zweibd 
nach  y,  so  findet  man  die  Relationen 


dx 


dxdz 


av  .  o  ^v  ^  . 


dz 
d^f 


dz 


dz 


■*    ^  dz  ^ 


ans  denen  sich  folgende  Werte  fOf  rund  fOr  t  ergeben: 
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^ 

0 

df 

dx 

df 

dt 

m 

df 

dx 

d'f 

dx* 

d*f 

dxds 

df 

d> 

d*f 

dzdx 

d*f 

dt* 

t 


m 


0 

iL 

iL 

dt 


df 

av 

dy* 
d*f 


iL 

dt 

d*f 
dyda 


dzdy     a«' 


DeriTiert  man  die  erste  der  Gleichimgen  (28)  nadi  y  oder  die  zweite 

nach  X,  so  kommt 

dl         dl 
dx         dt 

d*f         d*f 


m 


0 


K 

dB 


dydx 


dydz 

av 


dzdx       dz* 


Man  bemerke  hier,  daß  die  obigen  drei  Determinanten  sich  aus  der 
einen  Determinante 

di        df       dl 

dx        dy       de 

d*f     d^f     d^f 


D 


0       ^ 


dx 

K 
dy 

dl 

dz 


dx* 

d*f 
dydx 


dxdy 

d*l 
dy* 

dzdx    dzdy 


dxdz 

d*f 
JyWz 

dV 

dz* 


ableiten  lassen,  indem  man  die  algebraischen  Komplemente  der  Ele- 
—    -—  g   l  ,  ö-^  nimmt.    Daraus  folgt  auf  Grund  bekannter 


mente 


dy* 


Eigenschaften  der  Determinanten  (§  38) 


rt-a^ 


D 


(1-0* 


(29) 


576.  Noch  allgemeiner  gilt  folgendes:   Sind  die  m  Relationen 

fi^,  y,  ^,    "7  W;  ^,  W,  ...)  =  o, 
^{x,  y,  jer,  . . . ,  u,  v,  w,  . . .)  —  0, 

H^f  If}  ^y    ' '}  «>  t;,  w,  . . .)  -=  0| 


gegeben  und  werden  sie  durch  x  =  Xq,  tf  ^tfo,  -  •  -)  u  =  Uf^,  v^  v^ 


o> 


erfüllt,  so  kann  man  die  m  Veränderlichen  u,  v,  u?,  . . .  als  fWktionen 
Ton  den  n  Veränderlichen  x,  y,  0,  , , .  betrachten,  und  diese  Funktionen 
besitzen  erste  partielle  Deriyierte.  Vorausgesetzt  ist  aber  dabei, 
daß  die  ersten  partiellen  Deriyierten  yon  /*,  9?,  ^,  . . .  stetig 
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sind^  und  daß  (überdies  für  die  betrachteten  Werte  die  Jacobi- 
sche Determinante 

^  diyk,  V,  w,  .  .  .) 

Ton  Null  verschieden  ist.  Für  m »  1  gelangt  man  wieder  zu 
dem  Theorem  des  §  573.  Um  das  allgemeine  Theorem  zu  beweisen, 
wird  es  also  genügen  zu  zeigen,  daß  das  Theorem  für  m  Relationen 
gilt,  wenn  es  im  Falle  von  m  —  1  Relationen  richtig  ist.    Da  nun 

im  Punkte  {x^^  Vo;  -  -  * ;  ^o;  *  -  0  vorausgesetzt  wird  ^  ^  0,  so  kann 

man  sicher  sein,  daß  wenicstens  eine  der  Derivierten  ö^  ,  ^-^ ,    ö^  ,  •  •  • 

^  ^  0 .  Alsdann  können  wir  unter  Beachtung  der  gemachten  Voraus- 
setzungen und  unter  Benutzung  des  Theorems  in  §  573  behaupten, 
daß  u  eine  Funktion  von  x,  y,  , ,  ,j  v,  w,  . . .  ist,  welche  stetige 
erste  partielle  Deriyierte  hat.  Denken  wir  uns  den  Ausdruck  von  u 
in  die  übrigen  Gleichungen  (29)  eingesetzt,  so  finden  wir 

9>i{^,  y,  ^,  •••;  ^7  w,  ...)  =  o, 
(30)  {   *i(a?,  y,  0,  .. .,  r,  w,  . . .)  =  0, 


Dies  ist  ein  System  von  w  —  1  Gleichungen,  welches  die  w  —  1  Ver- 
änderlichen t^,  f<;,  . . .  an  die  n  übrigen  bindet.  Die  ersten  partiellen 
Derivierten  von  q)^,  ^^,  ...  existieren  und  sind  stetig,  da  man  hat 

dx  ""  a»      du  dx^      dy  ™  ay      du  dy     '    ' 
Wir  werden  sehr  bald  sehen,  daß  die  neue  Jacobische  Determinante 

^       a(t?,  tr,  .  .  .) 

wie  ^  von  Null  verschieden  ist.  Also  definiert  das  System  (30)  v, 
fVf  ...  als  Funktionen  von  x,  y,  z,  . . .,  und  diese  Funktionen  haben 
erste  partielle  Derivierte.  Das  Gleiche  läßt  sich  aber  auch  von  u 
sagen,  wenn  man  sich  in  den  Ausdruck  von  u,  der  aus  der  ersten 
Gleichung  (29)  entspringt,  t;,  t(7,  . . .  als  Funktionen  von  x,  y,  e,  , . . 
eingesetzt  denld;.  Man  erhält  auf  diese  Weise  ein  System  von  Funk- 
tionen u,  V,  fv,  . . ,,  die  für  a;  -»  a?o,  y  —  y^,  ät  ■=  0^,  . . .  die  Werte 
Uq,  ^0,  1^0,  . . .  annehmen  und  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  erste 
partielle  Derivierte  zulassen.    Es  reduziert  sich  somit  alles  darauf,  zu 

beweisen,  daß  i^^i  ^  0  ist  Wir  wollen  uns  nun  denken,  daß  in  d  die 
Elemente  der  ersten  Vertikalreihe,  multipliziert  mit  x— ,  zu  den  ent- 
sprechenden der  zweiten  addiert  werden,  femer  dieselben  Elemente, 
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du 


aber  multipliziert  mit  -^,  zu  denen  der  dritten  Vertikalreihe  u.  s.  f. 
Die  Elemente  der  neuen  Determinante  sind  dann  folgende: 


^4-^^  =  0 

dv  *  du  dv         ' 


du' 

dfp 
du' 

d;^ 
du' 


dl 

dvo  ~^  du  dv) 


i^f  du       .. 

+  ^  p;;r  =*  ^7  •  •  • 

dfPt 


dv      du  dv 

djf   .   dijf  du 
dv       du  dv 


dv 
dv 


dq>    ,   d^  du^ 
dw  "*"  dudw 


dw' 

dtp    .  di>  du  _  dipi 
dw       du  du)        dw  ' 


Mithin  ist  9^9.^.  und  da  ^    endlich   ist   und   9  als   von  Null 

*  du'  du 

verschieden  vorausgesetzt  wird,  so  ist  auch  <?j  ^  0 . 

576.  Nachdem  wir  so  die  Existenz  der  ersten  partiellen  Deri vierten 
bei  den  durch  das  System  (29)  definierten  Funktionen  konstatiert 
haben  y  können  wir  diese  Derivierten  sehr  leicht  berechnen.  Wir 
brauchen  nur  die  Gleichungen  (29)  nach  jeder  der  als  unabhängig 
vorausgesetzten  Veränderlichen  Xy  y,  0,  , . .  partiell  zu  derivieren.  So 
findet  man  z.  B.,  wenn  man  nach  x  deriviert,  folgendes  System  von 
linearen  Gleichungen: 

dx'^ dudx"^ dv  dx'^^dx'^'"^^' 

dx'^  dudx"^  dv  dx'^  dwdx"^         7  ^ 
d;^      d^du      d^^dv^.d^dw  _^ 

dx "^ du dx'^ dv  dx'^ dwdx'^  ^' 


dessen  Determinante  gerade  9^0  ist.     Daraus  ergibt  sich  nach  der 
Gramerschen  Regel 

du  1  d(f,q>,  ...)       dv  t  dif.tp,  ...) 

dx 


9  d(x^v, . ..)'     dx 


9  d{u^Xy  ...)' 


677.  Übungen,  a)  Den  Winkel  ca  zweier  ebener  Kurven  9  »  0, 
t^  s»  0  zu  berechnen,  die  sich  in  einem  Punkte  (Xj  y)  schneiden.  Nach 
der  Formel  (26)  sind  die  Neigungskoeffizienten  der  Tangenten  der  beiden 
Kurven 


tga  =  — 


sodaß  man  hat 


d(p 
dx 
dq> 
dy 


tg^=-- 


dx 

dy 


sin«  «  — 


1      d^ 
1      dip 


cosa 


'^^  —  y^ä^'    "^'^r- 


1      djp^ 

|/j>  ^y  '• 

1      djp 
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folglich  (vgl.  §  571,  d) 

Bin  00  «=  sin  (ß  —  a)  -=  :  >.)      V  • 

Man  bemerke,  daß  die  Berührung  zwischen  den  beiden  Kurven  angezeigt 
wird  durch  das  Verschwinden  der  Jacobischen  Determinante  der  Funktionen 
g>  und  ^. 

b)  Wird  eine  ebene  Kurve  dargestellt  durch  eine  Gleichung 

fi^j  y,  **,  Vy  ...)  =  o, 

während  tf,  t^,  ...  durch  n  Gleichungen 

9>(«,  ^1  **,  «^,  •.•)=»  0,     t(;(fl?,  y,  w,  t?,  ...)  =  0,     ... 

implicite  als  Funktionen  der  Koordinaten  x  und  y  definiert  sind,  und 
will  man  in  irgend  einem  Punkte  die  Tangente  konstruieren,  so  ist  es 
nicht  nötig  ti,  v,  .  .  .  aus  den  n  -{•  1  Gleichungen  zu  eliminieren,  um  da- 
durch zunftchst  die  Gleichung  der  Kurve  in  x  und  y  zu  erhalten.  Man 
kann  vielmehr  die  Sache  so  ansehen,  daß  die  genannten  Gleichungen 
y,  u,  t?,  ...  als  Funktionen  der  eiaen  Yerftnderlichen  x  definieren,  und^ 
braucht  dann  nur  zu  derivieren  und  aus  den  so  erhaltenen  Gleichungen 

dx  ■*"  dy  dx  "^  du  dx  "^  dvdx^  "' 

dff   ,   dfp  dy  .   dtp  du  .   d^>  dv    .  ^ 

dx^  dy  dx^  dudx^  dv  dx^  "' 

dx"^  dy  dx^  dudx^  dv  dx"^  "' 


die  Derivierten  von  ti,  t;,  ...  zu  eliminieren.  Einer  der  größten  Vorzüge 
der  Differentialrechnung  besteht  gerade  in  der  Vermeidung  von  praktisch 
unmöglichen  Eliminationen.  Sie  f&hrt  mit  EEilfe  der  Derivation  oder  der 
Differentiation  zu  Systemen  linearer  Gleichungen,  die  man  immer  auf- 
lösen kann.     So  gelangt  man  im  vorliegenden  Falle  zu  der  Formel 

8  y,  y,  ^, . . .) 
dy  d(x^u, »,...) 


dx  gy,y,^,  ...)  ' 

welche  offenbar  eine  Verallgemeinerung  von  (26)  ist. 

c)  In  ähnlicher  Weise  sei  eine  Fläche  gegeben  durch  zwei  Gleichungen. 
Man  hat  sich  also  zu  denken,  daß  die  Relation  zwischen  den  Koordinaten 
ihrer  Punkte  durch  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen 

9> («>  Pj  ^\  «*)  -  0,      np{x,  y,  ^,  t*)  —  0 

hervorgehen  würde.  Wir  wollen  annehmen,  man  wünsche  p,  $,  r,  5,  ^, 
d.  h.  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Derivierten  von  jer,  welches  eine 
Funktion  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  ist,  zu  berechnen. 
Deriviert  man  die  beiden  Gleichungen  das  eine  Mal  nach  x^  das  andre 
Mal  nach  y,  so  erhält  man  die  Systeme 
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§§  677—678 


8y       d<p  de    .   dff  du  _  ^ 

dx"^  dz  dx      dudx 

dx    *   dz  dx*   du  dx 


dtp   .  dtp  dz    .   d<pdu_^ 
dy  '^  dz  dy"^  dudy'^^ 

dy  '^dzdy'^dudy"^ 


aus  welchen  man  durch  Elimination  der  Derivierten  von  u  ableitet 

d  (<P,  ^)  d  (q>y  ^) 


d  (X,  u) 


d  (y,  ^)  ^ 


g 


d(y,  u) 


d  (y,  ^) 
d(z,u) 


Die  andern  Derivierten  kann  man  durch  direkte  Derivation  aus  p  und  q 
gewinnen  oder  auch  durch  Auflösung  der  Gleichungen,  welche  sich  aus 
den  obigen  Systemen  durch  partielle  Derivation  ergeben.  Wenn  ins- 
besondere die  Gleichung  der  Fläche  z  ^  f{x^  y,  u)  ist,  wfthrend  u  im- 
plicite  als  Funktion  von  x  imd  von  y  durch  die  Gleichung  q>  (x,  y,  u)  s»  o 
gegeben  ist,  so  hat  man  sofort 


mithin 


''^^  dx"^  dudx'     dx^  dudx"^' 

dfp       ^  ?q?      j?^  £5?       ^y,  y) 
^df_dl  dx  ^dxdu      dudx  ^  d{x,u) 


Daraus  folgt 


dx      du  d<p 
du 


dtp 

ä5 


dtp 

du 


wo  man  für 
chungen 

dx  ~^  dudx         ' 
sich  ergeben. 


a^  _  aV  8V   du      dV  (^Yi  K  d*u 

^  dx"  dx^'^  ^  dxdu  dx  "^  du^  \dx)  "^  du 

du       .  d^u 


dx 


^     und  r.  • 
dx  dx* 


die  Werte  einzusetzen  hat,  die  aus  den   Glei- 


d*tp  d*tp  du  ,   d^  /^V  I   ^  ^ 

a««  "^   aa?au  a«  "^  au«  va»/  "*"  au  a«" 


0    u.  s.  w. 


578.  Wenn  m  Funktionen  y^,  y,,  . . .,  y^  der  n  Veränderlichen 
x^y  x^f  . . .;  o;^  gegeben  sind,  so  ist  es  von  Wichtigkeit  ein  Kenn- 
zeichen zu  haben;  ob  dieselben  voneinander  unabhängig  sind^  d.  L 
ob  keine  von  ihften  eine  Funktion  der  andern  ist.  Hierzu  genügt  es 
die  Jacobische  Matrix  des  Systems  zu  untersuchen,  d.  h.  die  Matrix 


dy, 

dx^ 

dy, 

dx^ 

3«« 

9y. 

dyt 

dx^ 

dy^ 

dx^ 

3y. 

dym 

^ym 

ay«, 

..«y« 

dx^     dXf     dx^ 


dx. 


deren  Elemente  als  stetige  Funktionen  vorausgesetzt  werden.     Ist  |t 
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der  Bang  der  Jacobischen  Matrix^  so  enthält  das  betrachtete 
System  (i  unabhängige  Funktionen;  und  die  m  —  ft  andern  sind 
Funktionen  jener  ft  ersten.  Wir  wollen  dieses  wichtige  Theorem  jetzt 
beweisen. 

a)  Man  darf  zulassen^  daß  die  Determinante 

Ton  Null  verschieden  ist;  denn  die  Jacobische  Matrix  soll  nach  der 
Annahme  mindestens  eine  Determinante  fi-ter  Ordnung  enthalten ^  die 
nicht  verschwindet.  Denkt  man  sich  gerade  diejenigen  Funktionen  y 
und  Veränderlichen  x,  welche  in  der  genannten  Determinante  vor- 
kommen ^  mit  den  Indices  1,  2,  . . .,  ii  numeriert ,  so  kommt  man  zu 
dem  Fall;  wo  <?  eine  solche  Determinante  ist.    Es  seien  nun 

Vi  ~  #1  (^l;    ^7    •   •   •  ;    ^n)  f      Vi^^fi  \^19   ^%7    '   '  '  }    ^n)  7       •  •  • 

die  Ausdrücke  der  betrachteten  Funktionen.    Man  setze 

Vi\^t9  ^t7  •  •  •>  ^ii>  yi7  yi7  •  •  •;  Vm)  ~  fi\^i7  ^t9  •  •  •;  ^«)  ~ y< 

und  betrachte  das  System 

(31)  9>i  =  0^    9>«=-0;    •    •;    ?P«  =  0- 

Dieses  System  ist  nach  dem  in  §  575  Gesagten  geeignet  die  Ver- 
änderlichen 

(32)  ^u  ^7  -9  ^(17    y^+i>  y/4+j>  •••>  y« 

als  implicite  Funktionen  der  übrigbleibenden 

(33)  yi,  y^y  . .  .,  y^,      ^ii-\-i7  ^/«+2;  •  •  •;  ^n 

zu  definieren.  Dazu  ist  nämlich  nur  notig;  daß  die  Funktional- 
determinante 

o  \x^ ,  x^y . . . ,  x^^  y^i + 1 »  yfi •{■%'*  •  •  • '  y^) 

nicht  null  ist;  und  das  trifft  tatsächlich  zU;  weil  wegen 

dxj      dx/    dy^  '     dyj      ^ 

die  genannte  Determinante  sich  offenbar  auf  (— 1)"*'^<?  reduziert. 
Ist  also  &|  der  Wert  von  y^  im  Punkte  (a^,  a^,  . . . ;  a^,  in  dessen 
Umgebung  wir  die  Existenz  (und  die  Stetigkeit)  der  ersten  partiellen 
Derivierten  der  f  zulassen ,  so  können  wir  behaupten;  daß  das 
System  (31)  die  OroBen  (32)  als  implicite  Funktionen  der  übrigen 
Veränderlichen  in  der  Umgebung  des  Punktes  (ft^,  6,;  . . .,  b^,  %^u 
<K^tf  •  •  •;  O  d^fii^i^-  Mit  andern  WorteU;  für  jedes  System  von 
Werten;  die  den  Großen  (33)  beliebig  beigelegt  sind;  vorausgesetzt; 
daB  diese  Werte  bezüglich  in  einer  gewissen  Nahe  von  &i;  &2;  *  *  *;  ^z«; 
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578—579 


^^1}  %-\.if  ''*)  ^n  lieg^i^y  hat  man  wohlbestimmte  Werte  der 
Grrößen  (32).  Wenn  man  sich  daher  denkt^  daß  den  ^  ersten  Ver- 
änderlichen X  gerade  diese  Werte  beigelegt  werden^  während  die  n  — ft 
übrigen  x  die  ihnen  bereits  anfangs  yerliehenen  Werte  annehmen,  so 
sieht  man;  daß  Vi;  J/g^  • .  •>  y^  die  yorgeschriebenen  Werte  erhalten, 
die  innerhalb  gewisser  Grenzen  beliebig  gewählt  sind.  Es  ist  also 
wahr,  daß  die  ft  ersten  Funktionen  y  voneinander  unabhängig  sind, 
b)  Es  muß  jetzt  noch  gezeigt  werden,  daß  die  m  —  fi  übrigen 
Funktionen  y  Funktionen  der  ft  ersten  sind.  Aus  dem  Obigen  geht 
nur  henror,  daß  jede  von  ihnen  eine  Funktion  der  Gh'oßen  (33)  ist 
Es  wird  demnach  ffir  uns  genügen  zu  zeigen,  daß,  wenn  f  und  j 
größer  sind  als  ^,  die  Funktion  yj  unabhängig  yon  x^  ist.  Wenn 
wir  aber  die  Gleichungen  (31)  nach  x^  deriyieren,  indem  wir  fort- 
fahren die  Großen  (32)  als  Funktionen  der  Größen  (33)  zu  betrachten, 
so  ergibt  sich 


^fi  Sxi  dft  gg,  . 

dxi  dxf  '    dx^  dxi  ' 

^fi  dx^  df^  dx^  , 

dx^  dXi  '    dx^  dxi 


+ 


+ 


dx^  dxf  ■•■  Sxf 
dx    dxi       dXf 


=  0, 
=  0, 


^Jfi  dx,    .    ^^  dx, 
dxi  dXi    '    dx^  dxi "" 

^fj  dx,    .    ^fj  dx^    , 


'   dx^  dXi    ■"  dXi 


dx,  dxi       dx^  dx^  '  '   dx    dxi    '    dx^ 

mithin  durch  Elimination  der  Deriyierten  der  x 


0, 

dXi 


0, 


«4    £A 

dx,     dx^ 


dx.. 


£4 

dXi 


dx,     dx^            dx      dXf 

dfi     df}            df,      a/} 

dy, 

dx,     dx^           dx^    dXf 

dX{ 

nd  endlich  ^  =-  0. 

VX^ 

=-0, 


d.h.  ^P^-0 

dXi 

579.  Folgerung.  Damit  n  Funktionen  u,  t;,  u;,  . . .  yon  n 
Veränderlichen  Xj  y,  fs,  ...  yoneinander  unabhängig  seien, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  man  hat 


d  {u,  V,W,  .  .  .)  ^  Q 


Auch  hier  wird  wie  früher  yorausgesetzt,  daß  die  Funktionen  stetige 
erste  Deriyierte  besitzen. 
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580*  Wir  wollen  schließlich  Boch  eine  bemerkenswerte  Eigen- 
schaft der  FnnktionaldeterminiuiLten  angeben,  die  sich  als  eine  Verall- 
gemeinerong  der  Regel  ffir  die  Deriyation  der  Funktionen  von  Funk- 
tionen (§  284)  ansehen  laßt.  Nehmen  wir  an^  daß  die  y  von  den  x 
durch  Yermittelung  anderer  Funktionen  u  derselben  x  abhängen.    Da 

man  hat 

dy^      dy^du,   ,  dyjdu,-  ,   dyj  du^ 

~~  +  OTT  OTT  T r 


dx^      du^  dxi       du^  dx^  '  du^  dx^ ' 

so  sieht  man  sofort,  daß  die  Multiplikation  der  Determinanten 

gerade  die  Funktionaldeterminante  der  y  in  Bezug  auf  die  x  liefert. 
Es  ist  mit  andern  Worten 

/34\      g(yiiyi*  --'t  yJ  „  ^(yiiy«i  -■.  yj  .  ^^^^,u^, ...,  u^ 

Insbesondere  hat  man 

C35^  ^(^» flgti  •••»  gj .  8(yi»yti  "1  yw)  ^  ^ 

^     ^  2(yi,y,,  ...,  yj' a(iCi,a^,  ...,  äJ 

681,  Übungen«  a)  Die  Formel  (34)  schließt  andere  ein,  die  wir 
&üher  erhalten  haben.  Will  man  z.  B.  in  einer  Funktion  f  einen  Wechsel 
der  Yerttnderlichen  Tomehmen,  so  kann  man  sofort  schreiben 

d(f,y,e,  ..Q^gy,  y,  g,  ...)    d(x,y,e,  ...) 
^(i»,r,to, ...)      d{Xyy^Zy  ...) '  ^(u,«,w, .. .)' 

und  da  sich  der  erste  Faktor  rechts  auf  ^  reduziert,  so  findet  man  die 
Formel  (20)  wieder: 

d(f,  y,  e,  .,.) 

df        g(tt,  c,  w,  . ..) 

dx  °*  d{x,  y,  t,  ...)  ' 

d(u^  ü,  IT,  ...) 

Analog  findet  man  sofort 

9(fy  91  <^»  '•  •) 

3(«,y)'"3(«iyi',  •••)""  a(g,y, g,  ...) 

^(«,  t>,  117,..  .) 

und  im  besondem 

g(g>  ■•■) 

(36)  1^)  .  ,/(^--)    ^    n.  s.  w 

^(u,t;,  tr,  ...) 

b)  Um  die  Nützlichkeit  der  obigen  Formeln  zu  zeigen,  wollen  wir 
uns  auf  den  Fall  von  drei  Veränderlichen  Xj  y^  0  beschränken,  die  ex - 
plicite  als  Funktionen  von  u,  i;,  tr  gegeben  sind,  und  uns  die  Aufgabe 
stellen  die  Deriyierten  von  m,  t;,  to  nach  o;,  y,  ir  zu  berechnen,  ohne  vor- 
her  die  Ausdrücke  von  u,  t;,  w  als  Funktionen  von  a;,  y,  z  auf- 
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f  681 


zu  Suchen.     Wir  denken  uns  die  beiden  Tripel  als  bestehend  aus  unab- 
hängigen Veränderlichen,  sodafi 


d  (u,  «,  w)  "^ 


ist.     Die  Formel  (20)  liefert  unmittelbar 

du  ^  1   d(y,e)      du        1   d(z,x) 
dx      g  d{v,wy    dy^  g  d{v,wy 


(37) 


dx^  g  d{w,uy 


und  die  Aufgabe  ist  also  gelöst.  Man  bemerke,  daß  es  nicht  nötig  ist 
diese  Derivierten  zu  kennen,  um  die  Funktionaldeterminante  von  u,  v,  tr 
in  Bezug  auf  x^  y^  z  und  ihre  Minoren  zweiter  Ordnung  zu  berechnen; 
denn  auf  Grund  von  (35)  und  (36)  oder  auch  nach  (37)  hat  man 

d(u,v,w)      £      d(v,w)       i^dx      d{v,w)      ]_  dy 

d{x,y,z)'^g'    d{y,z)'^gdu'    d{z,  x)'^  g  du'    *■■• 

Handelt  es  sich  um  die  Berechnung  der  totalen  Differentiale  von  u,  v,  tr, 
so  beginnt  man  damit,  die  totale  Differentiation  auf  x^  y^  z  anzuwenden. 
Darauf  liefern  die  Relationen 

d  X  d  X  dx 

dx  ^  -^  du  +  w-  dv  +  ^r-  dWj 


(38) 


dy 


dz 


du 
dy 

du 

dz 


dv 

dy 

dv 


^w  +  ^  d»  +  ^  dw^ 


dw 

d_y 

dw 


^    du  + -^r- dv  +  ^- dw 
du         *  dv         '   dw 


die  Werte 


gLd{v,w)         '  d(v,w)    ^   '   d{v,w)      J 


U.  8.  W. 


a(ü,ir)^^  '  d(v, 

Aus  ihnen  kann  man  aufs  neue  die  Formeln  (37)  ableiten. 

c)  Bei  gewissen  Anwendungen  braucht  man  die  Formeln  (38),  um 
die  Sunune  dx*  +  dy*  -|-  dz*  zu  berechnen,  die  sich  sofort  in  einen  Aus- 
druck  von  der  Form 

adu*  +  hdv*  +  cdw*  +  2fdvdw  +  2gdwdu  +  2hdudv 

verwandelt,  wo  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist 


a 


(dxy 
\du)^ 


2  P  • 


^  \dur     ^      ^\dvl'  '    '       ^  dv  dw' 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß,  wenn  die  sechs  Funktionen  (lyh^Cff^g^h 
bekannt  sind,  auch  die  Funktionaldeterminante  S  bekannt  ist.  Man  hat 
nämlich 


(39) 


3* 


a 
h 

9 


h 
b 

f 


9 

f 
c 


und  analog  lassen  sich  die  Summen 

^  (duy       sn  /M* 

^  \dx) '   ^  \dx) ' 


^^  dx dx' 
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ansdrüeken,  deren  Werte  durch  die  Minoren  bc  —  /"*,  ca  —  g^^  . .  ., 
gh  —  af^  ...,  dividiert  durch  <?*  gegeben  sind.  Besonders  bemerkens- 
wert ist  der  Fall,  wo  f^  g^h  identisch  null  sind.     Alsdann  hat  man  nach 

den  letzten  Bemerkungen  Ju  »  —  u.  s.  w.,  und  man  kann  außerdem  be- 
weisen, daß 

>«  t    d    S        >«         l    d    ff        .m  1    d    ff 

ff  du  a  ^  ff  dv  b  ^  ff  dto  e 

ist.  Daraus  folgt  (vgl.  §  571yd),  um  die  Operation  J^  angewandt  auf 
eine  beliebige  Funktion  auszudrücken, 

oder 

(«)'-7=s[Ä(y?-Ä)+^(y?-Ä)+Ä(]/?Ä)]- 

Dies  ist  die  Lamesche  Formel  für  den  Baum. 

d)  Wenn  x^  y^  $  noch  von  einer  andern  Veränderlichen  t  abhängen, 
die  von  u^  v^  w  unabhängig  ist,  so  hängt  im  allgemeinen  auch  ff  von  i 
ab,  und  man  kann  in  die  Lage  kommen  die  DeriYierte  ff^  nach  t  be- 
rechnen zu  müssen.  Bezeichnet  man  durch  einen  Strich  jede  in  Bezug  auf 
i  genonmiene  Derivierte,  so  liefert  die  Begel  für  die  Deriyation  der  Deter- 
minanten (§  373) 

^  d  (t*,  v^w)~^  d  (u,  I?,  tr)  "•"  ^  (u,  v,  tr)  * 
Dividiert  man  durch  ff^  so  erhält  man  die  Formel 

(41)  (log^)'-|J  +  ^  +  |^. 

welche  in  der  Hydrodynamik  gebraucht  wird.  Wir  werden  hier  von  ihr 
Gebrauch  machen,  um  die  Lamesche  Formel  anders^)  zu  beweisen.  Man 
denke  sich  x^  y,  n  als  Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
£9  ^9  ?9  ^  ^^^  ^®  Derivierten  x\  ^,  s^  (nach  {)  gleich  bekannten  Funk- 
tionen von  fl?,  ^,  0.     Offenbar  hängen  auch  u,  t;,  t(7,  als  Funktionen  von 

^9  Vt  ^9  ^^^  £9  ^9  £^  ^^^  ^0^  ^  ^'  ^^^  Derivierten  nach  t  sind  mit 
x\  y\  z   durch  die  Relationen 

,        ,dx  ,     ,dx  ,      fdx 
du  *      dv    *       dw^ 

verbunden.  Wählt  man  x\  y\  fl  gleich  den  drei  ersten  partiellen  Deri- 
vierten einer  Funktion  q>{Xj  y,  0)^  so  hat  man 

dtp        ,dx  ,    ydy    ,     ,de  /  1   r  '  1       ' 

du  du      '^  du   *      du  '  «  i'     » 

Daraus  ergibt  sich,  wenn  man  mit  Aq,  d^,  . .  . ,  ^q  die  durch  ff  dividierten 


1)  Beltrami:  „Memorie  dell*  Acc.  di  Bologna^^  serie  8*,  t.  I,  p.  467. 
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algebraischen  Komplemente  von  a,  &,  .  . . ,  h  in  der  Determinante  (39) 
bezeichnet, 

Dies  vorausgeschickt  wende  man  die  Formel  (41)  auf  die  erste  und  die 
dritte  Determinante  in  der  Gleichung 

an,  nachdem  man  bemerkt  hat,  daß  jene  Formel  auf  die  Determinante  S 
nicht  mehr  anwendbar  ist,  weil  Uy  v^  w  nicht  mehr  unabhängig  Ton  t 
sind.     Man  erhftlt  dann 

dx'  ,  ay'  ,  a/     f.     *v  ,  au  ,  dv-    a» 
a5-  +  ä-y +ä7  =  (^^«^)+a;r  +  ä7  +  ä^ 


d.h. 


Insbesondere  hat  man  für  f==^g=^h^O 

<?  =  y^ä&c,  aQ^YhcJäy  hQ^Yca/h,  c^-^yähfc,   f^=^g^^\=^Q 
und  findet  so  die  Formel  (40)  wieder. 


Anwendungeii  auf  die  ebenen  Kurven. 

DUferentUd  des  Bogeiw. 

582.  Die  strenge  Definition  der  Länge  eines  Eiiryenbogens  gibt 
zu  äußerst  schwierigen  Fr^en^)  Veranlassung,  die  wir  hier  vermeiden 
wollen.  Wir  nehmen  eben  an^  daß  man  den  intuitiven  Begriff  der 
Bogenlänge  besitzt^  wenigstens  bei  den  wenigen  ebenen  Kurven,  die 
in  den  Anwendungen  betrachtet  werden.  Bei  diesen  Kurven,  die  alle 
geometrisch  darstellbar  sind,  ist  auch  folgende  Annahme  erlaubt: 
Jeder  Bogen  MM'  ist  so  beschaffen,  daß,  wenn  ein  Endpunkt  M* 
nach  dem  festgehaltenen  Endpunkt  M  hinrückt,  der  Bogen  schließlich 
nach  einer  und  derselben  Seite  hin  in  seiner  ganzen  Ausdehnung 
konvex  ist.  Seine  Länge  wird  also  zwischen  derjenigen  der  Sehne 
MM'  und  der  Summe  der  Abschnitte  der  Tangenten  in  M  und  M\ 


1)   Siehe   z.B.    den   „CourB   d* Analyse"   von  Jordan   (2*»«  6d.,  1"  voL, 
pp.  90—107). 
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gemessen  Yon  daa  Berühningspunkten  bis  zum  gemeinsaiiien  Schnitt- 
punkt  Q,  enthalten  sein.  Wird  die  Derivierte  y  als  stetig  voraus- 
gesetzt,  so  strebt  die  Gerade  QM',  ebenso  wie  MM\  dem  Zusammen- 
fallen mit  QM  zvLj  und  es  sind  daher  die  Winkel  QMM'  und  QM'M 
gleichzeitig  mit  MM  infinitesimal.  Daraus  folgt^  daß  die  Verhält- 
nisse von  QM  und  yon  QM'  zu  ihren  Projektionen  auf  MM'  nach 
der  Einheit  konvergieren^  und  daß  daher  (§  549)  die  genaimten 
Längen  sich  von  ihren  Projektionen  um  höhere  Infinitesimalen  unter- 
scheiden. Auch  QJIf  +  QM'  unterscheidet  sich  also  Yon  MM'  um 
eine  höhere  Infinitesimale,  und  das  Gleiche  läßt  sich  a  fortiori  von 
dem  Bogen  MM'  sagen.    Folglich  ist 

y     Bogen  MM'       ^ 
"°^  Sehne  MM'  ^  ^• 

683.  Es  bezeichne  8  die  Länge  eines  Eurvenbogens,  der  einen 
Endpunkt  in  einem  festen  Punkte  hat,  welcher  auf  der  Kurve  be- 
liebig gewählt  ist  Der  andere  Endpunkt  befinde  sich  in  M,  Offen- 
bar yariiert  s  gleichzeitig  mit  den  Koordinaten  x  und  y  des  Punktes  M. 
Wenn  dieser  Punkt  nach  M'  gelangt,  dessen  Koordinaten  x  +  8x 
und  y  +  iy  sind,  so  geht  der  Bogen  s  über  in  5  -f  dSy  sodaß  8s  die 
Länge  des  Bogens  MM'  darstellt.  Es  sei  l  die  Länge  der  Sehne 
MM',  welche  sich  von  Ös  und  folglich  (§  552)  auch  von  ds  um  eine 
höhere  Infinitesimale  unterscheidet.  Setzt  man  in  der  Relation 
p »  8x*  +  dy*  an  Stelle  von  l,  dx,  iy  bezüglich  ds,  dx,  dy,  so 
vernachlässigt  man  dabei  sowohl  rechts  als  links  Infinitesimalen  von 
einer  höheren  Ordnung.    Da  aber  in  der  Gleichung,  die  man  erhält, 

(1)  ds^  =  dx^  +  dy^ 

keine  Infinitesimalen  mehr  auftreten,  die  nicht  Differentiale  sind,  so 
kann  man  (§  556)  sicher  sein,  daß  die  Gleichung  exakt  ist.  Diese 
wichtige  Formel  dient  zur  Berechnung  von  s.  Sie  sagt  uns,  daß, 
wenn   man  8   als  Funktion  von  x  betrachtet,   die   Derivierte   dieser 

Funktion  yi+y^  ist,  und  wir  werden  im  siebenten  Buche  lernen, 
wie  man  eine  Funktion  bestimmt,  wenn  man  ihre  Derivierte  kennt. 
Ist  rc  die  unabhängige  Veränderliche,  so  stellt  ds  (§  553)  die  Länge 
desjenigen  Abschnitts  der  Tangente  in  M  dar,  welcher  zwischen 
M  und  der  Ordinate  von  M'  liegt,  und  man  half  nicht  ds  =  Bogen 
MM',  außer  wenn  8  die  unabhängige  Veränderliche  ist.  In  allen  Fällen 
stellt  ds  die  Länge  desjenigen  Abschnitts  der  Tangente  dar,  welcher 
von  dem  Berührungspunkt  (x,  y)  bis  zu  dem  Punkte  (x  +  dx,  y  +  dy) 
reicht 

584.  Transformiert  man  (1)  auf  Polarkoordinaten,  so  erhält 
man  (§  558,  d) 

(2)  ds*  -  dr*  +  r^de\ 

84» 
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Plg.  29. 


Man  gelangt  aber  zu  dieser  Formel^  wie  zu  der  ersten^  auch  durch 
direkte  geometrische  Betrachtungen.  Auf  dem  Radiusvektor  OM' 
trage  man   OM''  ^  OM=^r  ab,   und  P  sei  die  Projektion  von  M 

auf  0M\  Dann  hat  man  Z*  =  Jf  P«  +  PM  '\ 
und  in  dieser  Gleichung  kann  man  l  durch 
ds  ersetzen.  MP  —  rsind0  kann  man 
zunächst  durch  rdd  und  weiter  durch  rdB 
ersetzen.  Endlich  kann  man  TM^  indem 
man  die  Infinitesimale  zweiter  Ordnung 
PM"  =»  r  (1  —  cos  d0)  yemachlässigt,  durch 
M"]ir  »  dr  und  dann  durch  dr  ersetzen. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  die  Relation  (2), 
die  notwendig  exakt  ist,  da  sie  nur  zwischen 
differentiellen  Infinitesimalen  besteht.  Man 
kann  auch  ausgehen  von  der  Relation 

i«  =  r«  +  (r  +  Sry  —  2r  (r  +  dr)  cos  dO 

und  a  priori  sicher'  sein,  daß  auf  der 
rechten  Seite  die  nicht  infinitesimalen  so- 
wie die  Ton  erster  Ordnung  infinitesimalen 
Glieder  fortfallen  müssen,  und  daß  ds^  durch  den  Inbegriff  der  in- 
finitesimalen Glieder  zweiter  Ordnung  allein  exakt  dargestellt  werden 
wird,  sobald  in  ihnen  nur  differentielle  Infinitesimalen  zurückbleiben. 
Und  in  der  Tat  reduziert  sich  der  obige  Ausdruck  auf 

P«=dr*  +  4r(r  +  <Jr)sin«^. 

»Q  1 

Wenn  man  hier  l  durch  ds^  dr  durch  dr,  sin-^-  durch  y^^  ersetzt 

und  rdrdO^  yemachlässigt,  so  findet  man  die  Formel  (2)  wieder. 
Man  benutzt  dieselbe,  um  s  zu  berechnen,  indem  man  bemerkt^ 
daß  s,  betrachtet  als  Punktion  von  ö,  die  Derivierte  yH^^+r'^  hat. 

585.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  die  Differenz  zwischen 
einem  infinitesimalen  Bogen  und  der  zugehörigen  Sehne 
im  allgemeinen  infinitesimal  von  dritter  Ordnung  ist  in  Bezug 
auf  den  Bogen  selbst.  In  der  Tat  hat  man  (§  564)  nach  der  Taylor- 
scheu  Formel 

(3)     Sx^dx  +  \d^x  +  ^d^x  +  '"y    8y-dy  +  ^d^y  +  ^d^y -{-'", 

welches  auch  die  unabhängige  Veränderliche  sein  mag.  Wenn  sie  s 
ist,  so  hat  man  (§  558,  e) 

dx"  +  dy^  -  ds^     d^x"  +  d'y^^^ 
und  erhält  durch  zweimalige  Differentiation  der  ersten  Gleichung 


dxd^x  +  dyd^y  =  0,  dxcPx  +  dyd^y  =  — 


ds' 
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Mithin  wird 

VemacUässigt    man  nun    höhere  Infinitesimalen    und    schreibt    ins- 
besondere in  der  Gleichung 

2ds  statt  ds  + 1,  so  findet  man 

oder  in  präciser  Form 

,.      Boffen  MM'  —  Sehne  MM* 
lim  —^ 7r^-r—^.-T.7r-n 


(Bogen  MMy  24  p« 

Um  dieses  Resultat  in  einem  speziellen  Fall  zu  verifizieren^  betrachte 
man  auf  einem  Kreise  vom  Radius  p  eiaen  Bogen  MM'  ^2Qa» 
Die  Länge  der  Sehne  ist  Jlf  Jlf' =»  2p8ina,  und  die  linke  Seite  der 
letzten  Gleichung  wird 

1 .      a  —  Bin  a  1 

lim 


0  =  0 


4p"a»  24p« 


In  Bezug  aaf  die  behandelte  Frage  kann  man  also  sagen ,  daß  die 
Kurve  sich  in  der  Umgebung  von  M  verhält  wie  ihr  oskulierender 
Kreis  (§  348,  e). 


Tangente  und  Normale. 

586.  Auf  einer  Kurve,  die  in  rechtwinkligen  cartesischen  Koor- 
dinaten durch  die  Gleichung  Y=f(X)  dai^estellt  wird,  wähle  man 
einen  Punkt  M,  dessen  Koordinaten  z  und  y  sein  mögen.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen  Geraden,  die  durch  M  hindurchgeht,  ist 
F— y  =  m(X  — a;),  imd   man  hat  bekanntlich  (§293)   m  =•  y    für 

die   Tangente    und    folglich   m  = r    ftir    die    Normale.      Die 

Gleichungen  der  Tangente  und  der  Normale  sind  also 

(4)  Y-y^t/(X-x),      Y-y^-^{X-x), 

WO  y'  für  f{x)  steht,  d.  h.  den  Wert  von  f\^  im  Punkte  M  dar- 
stellt. In  der  Differentialrechnung  bietet  sich  uns  die  Tangente 
unter  einem  noch  einfiEu^heren  Gesichtspunkt  dar,  nämlich  (§  553)  als 
die  Verbindungsgerade  des  Punktes  {x^  y)  und  des  Punktes  (x  +  dx, 
y  +  dy).  Diese  Bemerkung  führt  dazu,  die  Gleichungen  der  Tan- 
gente und  der  Normale  unmittelbar  unter  der  Form  zu  schreiben 

(5)  ^-'^'      {X-x)dx  +  iY-y)dy  =  0, 
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von  welcher  man  sofort  zu  (4)  gelangt,  indem  man  ydx  f&r  A^ 
schreibt  und  den  gemeinsamen  Faktor  dx  imterdrückt.  Als  vorteil- 
haft erweist  sich  die  Form  (5)  besonders  in  dem  Falle,  wo  die  Karre 
durch  die  Gleichungen  X=^q)(t),  Y^if(t)  dargestellt  wird.  Wenn 
femer  die  Kurve  durch  die  Gleichung  f{Xj  7)  =  0  gegeben  ist,  so  hat 
man  in  jedem  Punkte  {x,  y) 

und  die  Gleichungen  (5)  werden  dann 

(6)  (Z-..)|^  +  (r-y)|J-0,     ^»^- 

dx  dy 

Auch  zu  diesen  kann  man  direkt  gelangen.  In  der  Tat  ist  die 
Richtung,  längs  welcher  die  Funktion  /*(X,  Y)  den  Wert,  den  sie  im 
Punkte  {Xy  y)  hat,  d.  h.  also  den  Wert  0,  zu  bewahren  strebt,  die 
Richtung  der  Tangente,  und  es  sind  daher  (§  568)  die  Richtungs- 
kosinus der  Normale  proportional  zu  den  ersten  partieUen  Deri- 
vierten  von  f,  berechnet  in  dem  genannten  Punkte,  wobei  voraus- 
gesetzt wird,  daß  dieselben  nicht  beide  verschwinden.  Übrigens  laßt 
sich  die  erste  Gleichung  (6)  auch  betrachten  als  diejenige,  auf  welche 
sich  die  Gleichung  der  Kurve  selbst  reduziert,  wenn  man  fOr  Punkte 
(X,  Y),  die  zu  (x,  y)  unendlich  benachbart  sind,  die  Infinitesimalen 
von  höherer  Ordnung  vernachlässigt  und  beachtet,  daß  in 

f{X,  T)^nx,y)  +  iX-x)l^  +  i7-y)l^  +  ... 

f(x,  y)  ^0  ist.  Wir  haben  in  der  Tat  bereits  die  Bemerkung  ge- 
macht (§  553),  daß  unter  den  angegebenen  Umständen  die  Kurve  in 
der  Umgebung  des  Berührungspunktes  durch  die  Tangente  ersetzt 
wird.  In  den  Anwendungen  ist  es  zweckmäßig  die  Formen  (4),  (5),  (6) 
der  Gleichungen  der  Tangente  und  der  Normale  gegenwärtig  zu 
haben,  um  sie  je  nach  der  Zweckmäßigkeit  anzuwenden. 

587.  Es  ist  auch  nützlich  die  Gleichung  der  Tangente  einer 
algebraischen  Kurve  in  homogener  Form  zu  schreiben  zu 
wissen.  Es  sei  f(X,  Y)  =«  0  die  Gleichung  der  Kurve  in  rationaler 
ganzer  Form.  Bekanntlich  läßt  man,  um  sie  homogen  zu  machen, 
die  Glieder  vom  höchsten  Grade  n  ungeändert,  während  diejenigen 
von  den  Graden  w  —  1,  n  —  2,  ...  bezüglich  mit  Z,  Z^y  . . .  multi- 
pliziert werden.  Auf  diese  Weise  gelingt  es  die  Gleichung  auf  die 
homogene  Form  /*(X,  F,  J^  =  0  zu  bringen,  und  man  braucht  dann 
nur  Z »  1  zu  setzen,  um  die  ursprüngliche  Form  wiederzufinden. 
Für    einen    Punkt    (rr,  y,  ir),    der    auf   der    Kurve    liegt,    hat    man 


§§  687—588  Tangente  and  Normale.  535 

f{Xf  y,  0)  =  0,  und  auf  Grund  des  Eulerschen  Theorems  (§  372)  ist 
identisch 

Nun  haben  wir  gesehen^  daß  die  Gleichung  der  Tangente  in  nicht 
homogenen  cartesischen  Koordinaten 

lautet,  wo  (^j  und  (g-^j  das  bezeichnen  sollen,  was  aus  -J-  und 
g—  wird,  wenn  man  darin  jer  =»  1  setzt.     Man  hat  aber 

und  die  letzte  Gleichung  wird  daher 

^(lÖ.+^O.+CfOr»- 

Macht  man  sie  homogen,  so  erhält  man  endlich 

x|^  +  rl^  +  z|^  =  0. 

ox  cy  OS 

588.  Die  Gleichungen  der  Tangente  und  der  Normale  gebraucht 
man,  wenn  diese  Geraden  bei  Fragen  der  analytischen  Geometrie 
Yorkommen.  Handelt  es  sich  aber  nur  darum,  die  Tangente  oder  die 
Normale  in  einem  gegebenen  Eurvenpunkte  zu  konstruieren,  so 
genügt  es  einen  zweiten  Punkt  zu  finden,  um  durch  seine  Verbindung 
mit  dem  gegebenen  Punkte  die  gewünschte  Gerade  zu  erhalten.  Im 
Hinblick  darauf  werden  die  Längen  gewisser  Strecken,  der  sogenannten 
Subtangente  und  Subnormale,  berechnet.  Wenn  P  die  Projektion 
von  M  auf  die  Abscissenachse  ist,  wenn  femer  T  und  N  die  Punkte 
sind,  in  denen  die  Tangente  und  die  Normale  in  M  die  genannte 
Achse  treffen,  so  nennt  man  die  Strecke  TP  die  Subtangente  und 
die  Strecke  PN  die  Subnormale.  Aus  der  Figur  ergibt  sich  un- 
mittelbar 

TP  =  y cotijp  -|r,      PN^ytgq)  =  yy'. 

Macht  Ton  Polarkoordinaten  Gebrauch,  so  ist  es  zur  Bestimmung  der 
Tangente  vorteilhaft  den  Winkel  cd  zu  kennen,  den  dieselbe  mit  dem 
Radiusvektor  bildet.  In  dem  Dreieck  MPM'y  das  wir  bereits  in 
§  584  betrachtet  haben,  hat  man 

tgo  -  lim tg  0 Jf' Jf  «  lim  ^^  =  lim  -^tt^  =  lim  ^  =  4- 
Errichtet  man  im   Pol   die   Senkrechte    auf   dem   Radiusvektor,    so 
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trifft  sie  in  T  die  Tangente,  in  N  die  Normale^  nnd  man  nennt 
Polarsubtangente  die  Strecke  OTy  Polarsnbnormale  die  Strecke 
ON.    Offenbar  ist 

OT  =  rtga}  =  ^,      02?'=rcotci  =  r. 

Wenn  man  von  der  Lange  der  Normale  in  M  spricht,  so  meint  man 
damit  die  Länge  desjenigen  Abschnitts  der  Normale,  der  vom  M  bis 
zur  Abscissenachse  oder  bis  zu  der  im  Pol  auf  dem  RadiusTektor 
errichteten  Senkrechten  reicht,  je  nachdem  man  cartesische  oder 
Polarkoordinaten   benutzt.     Die  erwähnten   Längen   werden   offenbar 

gemessen  durch  

»yi  +  y'*    und     yr«  +  /«. 

589«   Übnngen.     a)  Bei  der  Parabel  zweiter  Ordnung  ist  die  Kon- 
struktion   der   Normale    (vgl.  §  294,  a)    äußerst    einfach.      Nimmt    man 

nftmlich  als  Achse  der  x  die 
Achse  der  Emre,  so  findet  man, 
daß  die  Subnormale  kon- 
stant ist,  und  dies  ist  eine 
charakteristische  Eigenschaft  der 
Parabel,  da  aus  yy=^a  folgt 
^y*  «=  a»  +  Const  und  (wenn 
man  den  Anfangspunkt  auf  der 
Kurve  wählt)  y*  =»  2ax. 

b)   Welche  Kurve  hat  eine 
konstante  Subtangente?  Es 


ry-a 


muß  sein  -^ 


a,  d.  h.  die  De- 


man 


rivierte  von  logy  muß  beständig 
also,    daß    zwei    Funktionen    mit 


Tl^a 


gleichen  Derivierten  sich   nur   um   eine   Konstante   unterscheiden   können, 

so  hat  man 

log  y  —  ~-  +  Oonst 

Die  Konstante  kann  man 
gleich  loga  machen,  indem 
man  den  Anfangspirnkt  in 
geeigneter  Weise  auf  der 
X-Achse  verschiebt,  und  man 
gelangt  so  zu  der  Gleichung 
einer  lagarUhmiscken  Kurvez 


ae 


X 

a 


c)  Eine  der  interessantesten  Kurven  (die  wir  schon  in  §  527,  f  be- 
trachtet haben)  ist  die,  welche  durch  die  Gleichung  y»  ach-^  oder  (§  408) 


§  689 


Tangente  and  Nonnale. 


537 


durch 


-t( 


X 

^  +  e 


X 

a 


) 


dargestellt  wird.  Sie  heißt  Ketteiüime^  weil,  wie  man  in  der  Mechanik 
beweist,  ein  biegsamer  und  unausdehnbarer  Faden,  der  schwer  und  ho- 
mogen ist,  gerade  die  Gestalt 
eines  Bogens  solch  einer  Kurve  y 

annimmt,  wenn  man  ihn  an 
seinen  beiden  Enden  aufhängt. 
Außerdem  gibt  diese  Eunre, 
mit  dem  Scheitel  A  nach  oben, 
das  Profil  der  Gewölbe  ohne 
Beibung.     Man  hat 


8h  ^ 

a 


y^sn— =-tg9, 
sodaß  q>  die  hyperbolische  Am- 


X 


Direktrix 
Flg.  3S. 


plitude  von  —  darstellt  (§  409). 

ch 


Difl-aus  folgt 


X 

a 


sec9 


mithin  ycos9)»a.     Also  ist  die  Projektion   der  Ordinate  auf  die 
Normale  konstant.     Überdies  leitet  man  aus 


de 
dx 


cos  9 


a 


ff 


ay 


ab  ds  ^=  ady\  mithin  ^»»atg^?,  wenn  man  die  Bogen  vom  Scheitel  A 
aus  rechnet.  Man  rektifiziert  also  den  Bogen  AM^  indem  man 
die  Ordinate  auf  die  Tangente  projiziert. 

d)  Man  beweist  femer  in  der  Mechanik,  daß  man  die  Dichtigkeit 
Ton  einem  Ende  des  Fadens  zum  andern  derart  variieren  lassen  kann, 
daß  derselbe  auf  seiner  ganzen  Länge  dem  Zerreißen  einen  gleichen 
Widerstand  entgegensetzt.  Aber  in  diesem  Falle  ist  die  Gestalt,  welche 
der  Faden  annimmt,  die  einer  andern  Kurve,  welche  nuui  der  Sachlage 
entsprechend  als  KeUenImie  gleichen   Widerstandes  bezeichnet.     Sie  wird 


X 


durch  die  Gleichung  y  »  —  a  log  cos  —  dargestellt.     Diese  Kurve  besteht 

aus  unendlich  vielen  Zweigen,  die  man  erhält,  indem  man  den  zwischen  den 
Asymptoten^)  X''^  -i^^na  enthaltenen  Zweig,  der  die  Abscissenachse  im 
Anfangsptmkt  berührt,  und  sich  dort  annähernd  verhält  wie  die  Parabel 
j;>aa2ay,  parallel  zu  der  genannten  Achse  nach  beiden  Seiten  wieder- 
holt um  2ita  verschiebt.  Dieser  zentrale  Zweig  gibt,  mit  dem  Scheitel 
nach  oben,  das  Profil  der  Gewölbe  ohne  Überlastung. 

e)  Sehr  merkwflrdig  ist  die  logarUhmische  Spirale  y  d.  h.  die  Kurve, 
welche   die   von   einem   Punkte   ausgehenden   Geraden   unter   konstantem 


1)  Von  den  Asymptoten,  die  bereits  aus  der  analytischen  Geomeirie  be- 
kannt sind,  werden  wir  ausfClhrlicher  in  §  596  handeln. 


538 


VI,  2.    Anwendungen  auf  die  ebenen  Kurven. 


§589 


Winkel  trifft.     Wenn  o>  konstant  ist,  und  man  setzt  m»coti»,  so  ist 

aus    tgoo  »  -r  zu  entnehmen  —  »"  m,    mithin    logr  =  m0  -f  loga    und 

endlich  r  ^^  ae^^.  Das  ist  die  (uns  aus  dem 
in  §  412  Gresagten  bereits  bekannte)   Glei^ung 

der   logarithmischen  Spirale.      Die   Polarsubnor- 

r*  r 

male   ist   r  =  wr,    die    Subtangente    — ^  ==  —  • 

Polarsubtangente  und  PolarsubnormaJe  sind  also 
proportional  zu  dem  Radiusvektor.  Weiter  hat 
man 

de  '' 


V 


r»  +  r* 


yi  +  m» 


m 


/.5 


coso» 


MT, 


Fig.  SS. 


Während  M  die  Kurve  durchlftuft,  findet  der 
Spiralenbogen,  gerechnet  vom  Pol  bis  zum  Punkte 
3r,  in  jedem  Augenblick  seine  Rektifikation  in 
MT.  Aus  dieser  Eigenschaft  folgt  unmittelbar 
eine  andere,  wegen  welcher  die  logarithmische 
Spirale  in  der  Praxis  benutzt  wix9:  Wenn  die  Spirale  ohne  zu 
gleiten  auf  einer  Geraden  rollt,  so  beschreibt  ihr  Pol  eine 
Gerade.  Endlich  bietet  sich  uns  hier  Gelegenheit  zu  der  Bemerkung, 
daß  das  Verhältnis  eines  infinitesimalen  Bogens  zu  seiner  Sehne  (vgl.  §  582) 
unter  Umständen  nicht  nach  1  konvergiert.  In  der  Tat,  wenn  M  längs 
einer  logarithmischen  Spirale  dem  Pol  0  dieser  Kurve  zustrebt,  so  bleibt 
das  Verhältnis  der  Sehne  OJf  zu  dem  Bogen  OM  unaufhörlich  gleich 
cosQ).     Man  beachte  jedoch,  daß  die  Tangente  in  0  nicht  existiert. 

f)  Will  man  eine  Kurve  mit  konstanter  Polarsubnormale  haben, 
so  muß  man  setzen  /■->  a.  Daraus  folgt  bei  passender  Orientierung  der 
Polarachse:  r  =  aO.  Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve  heißt 
archimediscfie  Spirale.     Während  0  ins  Unendliche  wächst,  geht  m  von  O 

bis  — ,  da  tgeo  »»  0  ist,  und  die  Kurve  geht  daher  vom  Pol  aus  tangential 

zur  Polarachse,  um  dann  immer  mehr  und 
mehr  normal  zu  ihren  Radienvektoren  zu 
werden.  Offenbar  liegen  die  Punkte  JV,  die 
Endpunkte  der  Polarsubnormalen,  auf  einem 
Kreise  vom  Radius  a,  der  seinen  Mittelpunkt 
"  im  Pol  hat.  Von  jedem  Punkte  dieses 
Kreises  aus  lassen  sich  unendlich  viele  Nor- 
malen zur  Kurve  ziehen,  deren  Inzidenzpunkte 
auf  einer  Geraden  liegen,  welche  den  Pol 
enthält.  Aber  diese  Eigenschaft  ist  weit 
entfernt  fOr  die  archimedische  Spirale  cha- 
rakteristisch zu  sein.  So  z.  B.  erfreuen  sich 
dieser  Eigenschaft  auch  die  durch  die  Gleichung 

ö=-  — +  Ä;log-^ 

dargestellten  Kurven,  zu  welchen,  für  ^»0,  die  archimedische  Spirale 
gehört.     Eine  andere  Eigenschaft  dieser  Kurve  läßt  sich  direkt  aus  der 
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Gleichung  r  =>  aO  ableiten,  wenn  man  einen  zu  dem  Kreise  vom  Radius  a 
konzentrischen  Kreis  konstruiert,  dessen  Radius  beliebig,  aber  größer  als 
a  ist,  und  dann  von  den  Punkten  Q  und  Q\  in  denen  die  Radienvektoren 
OM  und  OM'  die  Peripherie  des  genannten 
Kreises  treffen,  die  Tangenten  QP  und  Q'P' 
an  den  andern  Ejreis  zieht.  Man  bemerke 
in  der  Tat,  daß  wegen  der  offenbaren  Kon- 
gruenz der  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
OPQ  und  OP'Q"  der  Winkel  POP'  gleich 
QO^^  d.h.  gleich  86  ist,  die  Länge  des 
Bogens  PP^  also  aid  =  Sr.  Fixiert  man 
nim  in  A  den  Anfangspunkt  der  Bogen 
auf  dem  inneren  Kreise,  so  hat  man 

Bogen  PP^  =-  Bogen  AP'—  Bogen  AP, 
ir  =  OM'-  OM^  QM-Q'M*, 

und  daraus  folgt,  wenn  man  noch  PQ  =  P'Qf  hinzufügt. 

Bogen  AP-\'PQ  +  QM=^  Bogen  AP'  +  P'ß'  +  qW, 

d.  h.  der  Iftngs  der  Kurve  bewegliche  Punkt  M  kann  mit  dem  festen 
Pimkt  A  durch  einen  biegsamen  und  unausdehnbaren  Faden  APQM  ver- 
bunden werden,  der  best&ndig  gespannt,  aber  gezwungen  ist  sich  an  den 
Kreis  anzulegen  und  diurch  Q  hindurchzugehen.  Auf  dieser  Bemerkung 
beruht  ein  ziemlich  einfacher  Apparat^),  der  zum  Zeichnen  der  archime- 
dischen Spirale  dienen  kann.  Derselben  Eigenschaft  {ßr  =^  aÖO)  ist  der 
Gebrauch  zu  danken,  den  man  in  der  Praxis  von  unserer  Spirale  macht, 
als  Profil  eines  Exzenters,  der  geeignet  ist  eine  gleichförmige  Bewegung 
hervorzubringen. 

g)  Eine  andere  Kurve  ist  charakterisiert  durch  die  Eigenschaft;  eine 
konstante  Polarsubtangente  zu  haben.  Sie  heißt  hyperbolische  Spirale 
und  wird  dargestellt  durch  die  Gleichung  rO  =>  a.  Für  unendlich  kleines  0 
ist  r  unendlich  groß,  und  die  Kurve  erstreckt  sich  daher  ins  unendliche; 
aber  dies  geschieht  asymptotisch  zu 
einer  Geraden,  welche  von  der  Polar- 
achse den  Abstand  a  hat,  da 


limrsind 

0aO 


a 


ist.  Wenn  dagegen  0  ins  unendliche 
wächst,  so  konvergiert  r  nach  Null, 
indem  es  beständig  abnimmt,  d.  h.  die 
Kurve  wickelt  sich  unbegrenzt  um  den 
Pol  herum,  ohne  ihn  jemals  zu  er- 
reichen. Die  Punkte  T,  die  Endpunkte 
der  Subtangenten,  liegen  offenbar  auf 
einem  Kreise  vom  Radius  a  mit  dem  Mittelpunkt  im  Pol.     Von  jedem 


Fig.  86. 


1)  Glifford:   „Der  gesunde  Menschenverstand  in   den  exakten  Wissen- 
schaften^^ 
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Punkte  dieses  Kreises  lassen  sich  an  die  Kurve  unendlich  viele  Tangenten 
ziehen,  und  die  Berührungspunkte  liegen  auf  einer  Geraden,  die  den  Pol 
enthält.  Hierdurch  wird  die  völlige  Unbestimmtheit  der  Tangente  im  Pol 
anschaulich. 

h)  Die  letzte  Eigenschaft   der  hyperbolischen   Spirale   kommt    audi 
andern  Kurven  zu,  insbesondere  der  Kochleaidej   einer  Kurve,   die  durch 

die  Gleichung  r  ^  a  —^  dargestellt  wird.     In  der  Tat  ist 

r  .  ^        1        .  ,     Bin  f o  —  6)       sind        r 

cot «  «■  —  ' 


o^+Ä         ^        AI.    Bin(e>  — g)_ainO 
cote-y,    ^'^'S^ ^ 


Andererseits   hat    man    in    dem    Dreieck    OMS,    dessen    Scheitel    S    der 

Schnittpunkt  der  Tangente  in  M  mit  der 
zur  Polarachse  in  Bezug  auf  den  Radius- 
vektor symmetrischen  Greraden  ist, 


08 


rem  CO 


«  a 


Fig.  ZI. 


sin  (©  —  6) 

d.  h.  S  gehört  dem  Kreise  vom  Radius  a  an. 
der  seinen  Mittelpunkt  im  Pol  hat.  Also 
laufen  die  Tangenten  in  den  unendlich  vielen 
Punkten,  die  einem  und  demselben  Radiusvektor 
angehören,  in  einem  Punkte  8  des  genannten 
Kreises  zusammen,  gerade  so  wie  wir  es  bei 
der  hyperbolischen  Spirale  haben.  Nur  ist  im 
Falle  der  Kochleoide  der  Punkt  8  symmetrisch 
zu  dem  Scheitel  Ä  in  Bezug  auf  den  Radius- 
vektor, während  bei  der  andern  Kurve  8  der  Senkrechten  angehört,  die 
im  Pol  auf  dem  Radiusvektor  errichtet  ist. 

i)  Die  durch  die  Gleichung  r  =  -^—^  dargestellte  Kurve  heißt    Qua- 

drairix.      Sie   besteht   aus    einer   unendlichen    Zahl   von    Zweigen,    unter 

^  denen  einer,  der  zwischen  den  Asymptoten 

X  =  ±7ca  enthalten  ist,  eine  gewisse  Ähn- 
lichkeit hat  mit  einem  Zweig  von  einer 
Kettenlinie  gleichen  Widerstandes.  Die  Kurve 
ist  besonders  bemerkenswert  wegen  der  An- 
wendung, welche  die  Alten^)  bei  dem  Problem 
der  Quadratur  des  Kreises  von  ihr  ge- 
macht haben.  Die  Normale  in  irgend  einem 
Punkte  läBt  sich  auf  Grund  der  Bemerkung 
konstruieren,  daß  die  Projektion  der 
Polarnormale  auf  diePolarachse  kon- 
stant ist.  In  der  Tat  ergibt  sich  ans 
rsinO  =^  a6  durch  Derivation 

r  cos  ö  -f  r'  sin  ö  «  o. 

Fig.  38.  Aus   der   Gleichimg  in  cartesischen  Koor- 


p/>-  OA  -  a 


1)   Siehe    die    „Vorlesungen    über    ausgewählte    Fragen    der    Elementar- 
geometrie'* von  F.  Klein. 
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(üß  \  X 

y^^XQOi  —  j  leitet  man,    indem  man  ftür  o;  cot —    seine    Ent- 

Wickelung  ^  ~~  o — h  *  * '  setzt,  ab,  daß  sich  die  Kurve  in  der  Umgebung 

des  Scheitels  verhält  wie  die  Parabel  o;^  »  3  ay, 

j)  Wenn  man  bei  allen  Badienvektoren  einer  Kurve  eine  konstante 
Länge  hinzufügt  oder  abzieht,  so  erh&lt  man  eine  zweite  Kurve,  welche 
eine  Konchoide  der  ersten  heißt.  Da  die  Funktion  /  ungeftndert  bleibt, 
wenn  man  zu  r  eine  Konstante  addiert,  so  sieht  man  sofort,  daß  die 
Normalen  aller  Konchoiden  einer  Kurve  in  Punkten,  die  auf 
einem  und  demselben  Radiusvektor  liegen,  in  einem  Punkte 
der  Senkrechten  zusammenlaufen,  welche  im  Pol  auf  dem  Ba- 
diusvektor  errichtet  ist.  Hierin  hat  man  ein  Mittel,  um  die  Nor- 
malen einer  Kurve  zu  kon- 
struieren, wenn  man  die  Nor- 
maJen  irgend  einer  von  ihren 
Konchoiden  kennt  Es  ist  in- 
teressant zu  bemerken,  daß 
die  Konchoiden  einer  archi- 
medischen Spirale  in  Bezug 
auf  den  Pol  lauter  kongruente 
Spiralen  sind  und  die  un- 
endlich vielen  Lagen  darstellen, 
welche  die  ursprüngliche  Spi- 
rale bei  Drehung  um  den  Pol 
anninunl  Bemerkenswert  ist 
die  eigentlich  so  genannte 
Konchoide^  d.  h.  die  Kon- 
choide der  Geraden.  Sie  hat  zwei  verschiedene  Formen,  je  nachdem  der 
zu  addierende  oder  zu  subtrahierende  Abschnitt  kleiner  oder  größer  ist  als 
der  Abstand  des  Pols  von  der  Geraden.  Diese  Kurve  wurde,  wie  die 
Quadratriz  und  andere  Kurven,  erdacht,  um  die  Winkel  in  drei  gleiche 
Teile  zu  teilen^). 

k)  Noch  wichtiger  ist  die  Konchoide  des  Ejreises  in  Bezug  auf  einen 
seiner  Punkte:  r  »  a cos  0 -f  5.  Sie  heißt  Schnecke  und  hat  ^rei  ver- 
schiedene Formen,  je  nachdem  die  Länge  "b  (die  man  immer  als  positiv 
voraussetzen  kann)  kleiner  als  a  ist  oder  zwischen  a  und  2  a  enüialten 
oder  größer  als  2a  ist.  Für  &  »  a  hat  man  eine  spezielle  Schnecke,  die 
sogenannte  Karämde^  welche  sozusagen  die  Scheidegrenze  bildet  zwischen 
dem  Typus  von  Schnecken,  die  den  Pol  enthalten  und  eine  innere  Schleife 
haben  (&  <  a),  und  den  andern  (&  >  a),  welche  den  Pol  nicht  enthalten. 
Um  übrigens  zu  ermitteln,  ob  die  Kurve  durch  den  Pol  hindurchgeht  und 
welches  die  Geraden  sind,  die  sie  in  diesem  Punkte  berührt,  braucht  man 

nur  r  »  0  zu  setzen.     Dann  findet  man  cos  0  » ,  eine  Gleichung,  die 


^ 

p        ' 

0           1 

A 

Fig.  39. 


1)  Klein:  „Yorlesungen  u.  s.  w.^V  Über  eine  sehr  große  Zahl  von  Kurven 
findet  man  Orientierung  in  dem  Buche  von  Loria:  „Spezielle  algebraische 
und  transcendente  Kurven"  (Leipzig,  Teubner). 
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^'a(Kar^ 
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für  6  nur  im  Falle  h  ^a  reelle  Werte  liefert.     Will  man  wissen,  ob  die 
Kurve    die    Polaracbse    in    andern  Punkten  trifft,    so   muß  man   ö  = «« 
^  setzen  und  die  Längen 

r  =  (-l)"a  +  l> 

im  positiven  oder  im  negativen 
Sinn  auf  der  Polarachae  ab- 
tragen, je  nachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist.  Man  er- 
hält auf  diese  Weise  zwei 
Punkte,  die  in  den  Abstanden 
a  +  h  und  a  —  b  Tom  Pol 
liegen,  und  man  sieht,  daß 
fttr  &  >  a  die  Kurve  den  Pol 
in  allen  Richtungen  umgibt. 
Weiter  unten  werden  wir  sehen, 
daß  nur  für  5  ^  2  a  die  Kurve 
überall  konvex  ist.  um  die 
Normale  in  einem  beliebigen 

Punkte    M    zu   konstruieren    genügt   es   M   mit    demjenigen    Punkte 

zu   verbinden,   der   auf  dem  Kreise  dem  Schnittpunkt   mit  dem 

Radiusvektor  diametral  gegenüberliegt. 

1)  Wenn  man  einer  Kurve  r  =  f(0)  eine  andere  entsprechen   läßt, 

die  durch  die  Gleichung 

definiert  ist,  so  braucht  man  nur  zu  bemerken,  daß  -r  =  jr  ist,  um  sich 

zu  überzeugen,  daß  die  Tangenten  in  solchen  Punkten  der  beiden 
Kurven,  welche  demselben  Wert  von  0  entsprechen,  sich  auf 
der  Senkrechten  treffen,  die  im  Pol  auf  dem  Radiusvektor  er- 
richtet ist.     Unter  den  Kurven,  die  der  (jeraden  r  =  t- ^-s  entsprechen, 

findet  sich  insbesondere  der  Kegelschnitt  r  =      ,  ^ — 5 ,  und  man  erh&lt 

auf  diese*  Weise  eine  Konstruktion  der  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  die 
im  Grunde  mit  der  folgenden  bekannten  Eigenschaft  gleichwertig  ist: 
Wenn  sich  zwei  Geraden  rechtwinklig  in  einem  der  beiden 
Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  schneiden,  so  trifft  jede  von 
ihnen  die  Direktrix,  welche  zu  dem  betrachteten  Brennpunkt 
gehört,  im  Pole  der  andern  Geraden. 

m)  Man  bezeichnet  als  Simmpirailen^)  die  Kurven,  welche  durch  die 
Gleichung  f^  =^  a^sinmO  dargestellt  werden.     Da  man  hat 


f«- 1/ 


a^'cosfnö,      tg»  = -r  =  tgmö. 


1)  Wegen  der  Eigenschaften  dieser  und  anderer  analoger  Kurven  siehe  das 
zitierte  Werk  von  Loria,  sowie  meine  „Vorlesungen  über  natürliche  Geo- 
metrie", S.  54. 
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so  sieht  man,  daß  q>  proportional  zu  6  variiert.  Es  gilt  also  folgendes: 
Wenn  der  Radiusvektor  sich  gleichförmig  um  den  Pol  dreht, 
so  dreht  sich  die  Tangente  gleichförmig  um  den  Berührungs- 
punkt. Aus  diesem  Grande  heißen  die  Sinusspiralen  auch  Kurven 
proportionaler  Inflexion.  Es  gehören  zu  ihnen  einige  bekannte 
Kurven,  wie  die  Parabel  (mit  dem  Brennpunkt  im  Pol)  für  w  =  —  ^ 
und  die  gleichseitige  Hyperbel  (mit 
dem  Mittelpunkt  im  Pol)  für  w»  =  —  2. 
Für  m  «» -^  findet  man  die  Kardioide  wieder, 
und  für  m  =  2  erhält  man  eine  andere  be- 
merkenswerte Kurve,  die  sogenannte  Lemnis- 
kcUe,     Sie   geht,   wie  jede   andere   einem   y  ../^^ 

positiven  Wert  von  m  entsprechende  Sinus- 
spirale durch  den  Pol  und  liegt  ganz  im 
Endlichen.  Dagegen  erstrecken  sich  die- 
jenigen  Sinnsspiralen,  welche  negativen 
Werten  von  m  entsprechen,  ins  Unendliche  und  gehen  nicht  durch  den  Pol. 

690.  Der  Fondamentalsatz  der  Differentialrechnuiig  (§  549)  läßt 
sich  auch  in  geometrischer  Form  nutzbar  machen.  Wenn  es  sich 
z.  B.  darum  handelt^  an  eine  Kurve  in  einem  Punkte  M  die  Tangente 
zn  ziehen,  so  kann  man  den  Punkt  M\  der  auf  der  Kurve  unendlich 
benachbart  zu  M  ist,  durch  einen  Punkt  M''  ersetzen,  der  unendlich 
benachbart  zu  M'  ist,  vorausgesetzt,  daß  die  Entfernung  M'M"  im 

Vergleich  zu  MM'  unendlich  klein  ist,  daß  man  also  hat  Um  ^j,,  »  0. 

Laßt  man  in  der  Tat  die  Existenz  der  Tangente  zu,  der  MM'  zu- 
strebt, so  muß  auch  MM"  dieselbe  Gerade  als  Orenzlage  haben,  da 
in  dem  Dreieck  MM'M'\  wie  beschaflFen  auch  der  Winkel  bei  M" 
sein  mag, 

lim  sin  M!MM"  =  lim  ^^  sin  MM"M'  =  0 

ist.     Wir  wollen  gleich  einige  Beispiele')  hierzu  behandeln. 

a)  Wenn  ein  Ejreis  auf  einer  Geraden  rollt,  ohne  zu  gleiten,  so  be- 
schreibt jeder  Punkt  seiner  Peripherie  eine  Kurve,  welche  CyMoide  heißt. 
Es  seien  JV  und  N'  die  Punkte,  in  denen  der  Kreis,  betrachtet  in  zwei 
unendlich  benachbarten  Lagen,  die  Gerade  berührt.  M  und  M'  seien  die 
zugehörigen  Lagen  des  die  Cykloide  beschreibenden  Punktes,  um  den 
Übergang  von  M  nach  M'  zu  bewerkstelligen,  kann  man  sich  offenbar 
denken,  daß  der  Kreis  zunächst  um  seinen  Mittelpunkt  derart  sich  dreht, 
daß  der  Punkt  M  nach  L  gebracht  wird,  wobei  er  sich  von  dem  Punkt  N 
(der  Geraden)  um  einen  Bogen  ML  gleich  NN'  entfernt.  Darauf  wird 
der  Kreis  parallel  zu  der  Geraden  verschoben  und  dadurch  in  seine  neue 


1)  Der  Leser  findet  ausgedehntere  Anwendungen  dieses  Prinzips  in  den 
alten,  aber  immer  noch  interessanten  „£l^ments  de  Calcul  infinitesimal^*  von 
Duhamel  (i  1,  livre  I). 
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Lage  gebracht,  wobei  der  Punkt  Jlf,  der  sich  bereits  in  L  befindet,  nach 
M'  gelangt,   indem    er   die   Strecke    LM' «-» NN'  beschreibt.      Nunmehr 

kann  man  auf  dieser  Strecke  M' 
durch  einen  Punkt  M"  ersetzen 
derart,  daß  LM"  »  LM  ist 
Man  yemachlftssigt  dabei  die 
Differenz 

LM'-  LM" 

=  Bogen  LM  —  Sehne  LMy 

welche  anendlich  klein  von 
dritter  Ordnung  ist  Die  Nor- 
male der  Cjkloide  im  Punkte  Jf 
kann  man  jetzt  betrachten  als 
^'  die  Grenzlage  der  Senkrechten, 

die  in  L  auf  MM"  errichtet  ist.  Wenn  die  durch  L  und  M  zu  der 
festen  Geraden  gezogenen  Parallelen  den  Kreis  in  P  and  Q  schneiden, 
so  muß,  da  das  Dreieck  LMM"  gleichschenklig  ist,  die  genannte  Senk- 
rechte den  Bogen  MNP  halbieren.  Folglich  halbiert  die  Normale  in 
M  den  Bogen  MNQ  und  geht  also  darch  N  hindurch.  Diese  Eigen- 
schaft wird  später  (§  595,  n)  durch  die  Rechnung  bestfttigt  werden. 

b)  Wir  wollen  die  Kurve  betrachten,  welche  von  dem  Scheitel  M 
eines  konstanten  Winkels  beschrieben  wird,  dessen  Schenkel  sich  in  der 
Ebene  tangential  zu  zwei  gegebenen  Kurven  bewegen.  P  und  Q  seien  die 
Berührungspunkte  f&r  eine  gegebene  Lage  des  Winkels,.  F'  and  Q'  die 
analogen  Punkte,  wenn  der  Scheitel  sich  in  der  Lage  M'  befindet,  die  za 

M  unendlich  benachbart  ist.  M"  sei  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Parallelen,  die 
durch  P  und  Q  zu  den  Schenkeln  des 
Winkels  in  seiner  zweiten  Lage  gezogen 
sind.  Man  bemerke,  daß  die  Abstände  des 
Punktes  M"  von  diesen  Schenkeln  im  all- 
gemeinen anendlich  klein  von  zweiter  Ord- 
nung sind,  da  jeder  solche  Abstand  gleich 
ist  dem  Abstand  eines  zum  Berührungspunkt 
unendlich  benachbarten  Kurvenpunktes  von 
der  Tangente.  Daraus  ist  leicht  zu  folgern, 
daß  aach  M'M"  unendlich  klein  von  einer 
höheren  Ordnung  ist,  und  daß  daher  die 
gesuchte  Tangente  die  Grenzlage  der  Ge- 
raden MM"  ist.  Aber  wegen  der  Gleich- 
heit der  Winkel  M  und  M"  gehört  der  Ponkt 
M"  dem  festen  Kreise  MFQ  an,  and  MM" 
strebt  also  danach,  diesen  Kreis  in  M  zu  berühren.  Mithin  wird  die 
Normale  des  Ortes  der  Scheitel  im  Punkte  M  erhalten,  indem  man  M 
mit  dem  Schnittpunkt  der  Normalen  der  gegebenen  Kurven  in 
P  und  Q  verbindet 

c)  Als  Fußpunktkurve  einer  Kurve  in  Bezug  auf  einen  Punkt  O 
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bezeichnet  man  den  Ort  der  FuBpunkte  der  von  0  aus  auf  die  Tangenten 
der  Kurve  gefällten  Lote.  Wenn  M  ein  Punkt  dieser  Kurve  ist  und  P 
die  Projektion  von  0  auf  die  Tangente  in  My  so  erhält  man  die  Nor* 
male  der  FuBpunktkurve  in  P,  indem  man  P  mit  dem  Mittelpunkt 
von  OM  verbindet.  Diese  Konstruktion  läßt  sich  sofort  aus  der 
vorigen  herleiten  durch  die  Bemerkung,  daß  im  vorliegenden  Falle  der 
Winkel  ein  rechter  ist  und  eine  der  beiden  Kurven  sich  auf  einen  Punkt 
reduziert.  Auf  diese  Weise  findet  man  z.  B.  die  früher  (§  589,  k)  bereits 
erhaltene  Konstruktion  fär  die  Normalen  einer  Schnecke  wieder.  Man  be- 
stätigt nämlich  leicht,  daß  die  Kurve  r==acos0-f-^  sich  auch  als  die 
Foßpimktkurve  eines  Ejreises  vom  Badius  h  in  Bezug  auf  einen  Punkt  be- 
trachten läßt,  der  in  der  Entfernung  a  vom  Mittelpunkt  liegt.  Hat  man 
insbesondere  zwei  sich  berührende  Kreise,  deren  einer  den  andern  um- 
schließt imd  einen  doppelt  so  großen  Badius  hat,  so  ist  die  Fußpunkt- 
knrve  des  äußern  Kreises  in  Bezug  auf  den  Berührungspunkt  eine  Kon- 
choide  des  innem  Kreises,  und  zwar  ist  sie  eine  Kardioide. 

d)  Zum  Schluß  wollen  wir  eine  Ellipse  betrachten.  M  und  M' 
seien  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  auf  dieser  Kurve,  F  und  F'  die 
Brennpunkte.  Femer  sei  P  die  Projektion  von  M  auf  M'F  imd  P'  die 
von  M'  auf  MF\  Abgesehen  von  Infinitesimalen  zweiter  Ordnung  kann 
man  schreiben 

3f'P  =  M'F  -  MF,      MF'  «  MF'  —  M'F', 

M'P-MF'=-  {M'F  +  M'F')  -  {MF  +  MF')  =  0. 

Folglich  ist  M'P^'  MP',     Weiter  erhält  man,   wenn   man  durch  MM' 

dividiert,    cos  M M'F  =  cos  M' MF'    und    endlich    durch    Grenzübergang 

TMF  =^  TMF',  d.h.  die  Tangente  ist  gleich  geneigt  gegen  die 
beiden  Badienvektoren,  die  von  den  Brennpunkten  ausgehen.  Dies 
ist  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Ellipse;  denn  aus  der  letzten 
Gleichung  erhält  man,  indem  man  den  umgekehrten  Weg  verfolgt,  die 
exakte  Gleichung  dMF  +  dMF'^  0  und  endUch  MF  +  MF' '^  Const. 
In  analoger  Weise  führt  man  den  Beweis  im  Falle  der  Hyperbel,  und 
noch  einfacher  gestaltet  er  sich  bei  der  Parabel. 


591.  Definitionen.  Ale  Kontigenzwinkel  wird  das  Differential 
bezeichnet^  durch  welches  der  Winkel  zwischen  den  Tangenten  einer 
Kurve  in  zwei  unendlichi  benachbarten  Punkten  ersetzbar  (vgl.  §  556) 
ist.  Sein  Verhältnis  zu  dem  Differential  des  Bogens  heißt  die 
Krümmung  der  Kurve  ia  dem  betrachteten  Punkte.  Offenbar  ist, 
wenn  fp  die  Neigung  der  Tangente  gegen  eine  feste  Qerade  bedeutet, 
dq)  der  Eontingenzwinkel,  und  die  Krümmung  wird  also  gemessen 
dnreh  die  Derivierte  von  (p  nach  dem  Bogen  s.     Um  die  hier  ge- 
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gebene  Definition  der  Krümmung  zu  rechtfertigen^  bemerke  man 
folgendes:  Wenn  man  außer  dem  Punkte  M  auf  der  Emre  einen 
Punkt  M'  wählt^  der  nahe  genug  an  M  liegt  (ygj.  §  582)^  damit  der 
Bogen  MM'  überall  nach  derselben  Seite  hin  konvex  ist^  so  ist  es 
durchaus  natürlich  zu  sagen,  dieser  Bogen  sei  für  einen  gegebenen 
Wert  Ss  seiner  Länge  um  so  mehr  gekrümmt,  je  großer  der  Winkel 
Sq>  seiner  äußersten  Tangenten  ist.     Es  ist  infolgedessen  natürlich, 

als  Maß   der  Erümmnng   des   genannten  Bogen«  das  Yerlialtnis  ^ 

anzunehmen,    welches   gerade   nach  -~  konvergiert,   wenn   man   bei 

festgehaltenem  M  den  Punkt  M'  auf  der  Kurve  nach  M  hinrücken 
läßt.  Dies  vorausgeschickt  sei  nun  die  feste  Gerade  die  Abscissen- 
achse.    Dann  sind  die  Richtungskosinus  der  Tangente 

dx  dy 

57  =  cos9,    ^  =  8mi)p, 

und  aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  durch  Derivation 

d*x  .        dw         d*y  dq> 

—  ^-sm^--^      ^^,  =  cos9>^^, 

mithin  (§  558,  d) 

r«v  1  dxd^y  —  dyd*x  dtp 

^^  ~Q  ds»  de' 

Im  Falle  eines  Kreises  vom  Radius  q  sagt  uns  diese  Formel,  daß  die 

Krümmung  in  allen  Punl^cn  beständig  durch   —   ausgedrückt    wird^ 

und  man  kann  daher  folgendes  behaupten:  Die  Krümmung  einer 
beliebigen  ebenen  Kurve  wird  in  jedem  Punkte  gemessen 
durch  die  Krümmung  ihres  oskulierenden  Kreises  (§  348,  e). 
Demgemäß  heißen  Radius  und  Zentrum  des  oskulierenden  Kreises 
auch  Krümmungsradius  und  Krümmungszentrum. 

592.  Die  Definition  der  Krümmung  läßt  sich  auch  in  anderer 
Weise  rechtfertigen,  indem  man  zunächst  als  Maß  für  die  Krümmung 
eines  Kreises  den  reziproken  Wert  der  Maßzahl  des  Radius  annimmt. 
Das  kann  man  offenbar  tun  auf  Grund  der  Bemerkung,  daß  die 
kleinen  Kreise  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  mehr  gekrümmt 
sind  als  die  großen,  um  nunmehr  die  Krünmiung  einer  beliebigen 
Kurve  in  dem  Punkte  M  zu  messen,  betrachte  man  alle  Kreise, 
welche  die  Kurve  in  M  berühren  und  zusammen  mit  ihr  alle  nach 
derselben  Seite  hin  konkav  sind.  Offenbar  kaim  man,  und  zwar 
wieder  auf  Grund  des  intuitiven  Begriffs,  den  man  von  der  Krümmung 
hat,  sagen,  daß  die  gegebene  Kurre  stärker  gekrümmt  ist  als  die 
äußeren  Ej*eise  imd  schwächer  gekrümmt  als  die  inneren.  Man 
wird  auf  diese  Weise  zu  der  Behauptung  geführt,  daß  die  Kurve 
ebenso  stark  gekrümmt  ist,  wie  ihr  oskulierender  Kreis.    Vorher  muß 
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man  aber  beweisen  ^  daß  dieser  gerade  die  Scheidegrenze  zwischen  den 
inneren  nnd  den  äußeren  Kreisen  bildet.  In  der  Tat  hat  man  nnn^ 
wenn  r  der  Radius  eines  Tangentialkreises  der  Kurre  in  M  ist  und 
h  der  Abstand  des  Punktes  M'  yon  diesem  Kreise^ 

(2r  +  Ä)  Ä  =  {ix  +  r  sin  9)*  +  {ßy  —  r  cos  9)*  —  r^, 

mithin  bei  Yemachlässigung  der  Infinitesimalen  Ton  höherer  als 
dritter  Ordnung 

2rÄ  =  Z»  -  2r^^^-^^  +  •  •  • 

dB  ' 

oder,  wenn  man  sich  an  das  in  §  585  Gesagte  erinnert, 

,  d«*       dxd'y  —  dyd*x       dxd^y  —  dyd^x 

¥r  ^Ts  (Ms  • 

Wählt  man  s  als  unabhängige  Veränderliche,  so  wird 

ds^  1 

dxd^y  —  dycPx  =  — ,      dxcPy  —  dyd^x  =  d^d  —  - 

Also  ist 

Im   allgemeinen   ist  h  infinitesimal  von  zweiter  Ordnung,  und  zwar 
positiv  oder  negativ  in  der  Umgebung  von  Jf,  je  nachdem  r  <^q 
oder  r  >  9  ist,   d.  h.   die  Punkte  M'   in   genügender  Nähe   von  M 
liegen  alle  außerhalb  oder  alle  innerhalb  des  Kreises,  je  nach- 
dem dieser  innerhalb  oder  außerhalb  des  oskulierenden  Kreises  liegt. 
Für  r  ==  (>  dagegen  wird  der  Abstand  A  infinitesimal  von  höherer  als 
züveiter  Ordnung  und  hat  das  Zeichen  von  dg.     Daraus  folgt,  wenn 
die  Derivierte  von  q  nach  5  in  Jf  als  stetig  und  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt   wird,   und   wenn   man   sich  die  Kurve   im   Sinne   der 
wachsenden   Bogen   durchlaufen   denkt,   daß   die  Punkte  M'  in   ge- 
nügender Nähe  von  Jf  vor  Jf  im  Innern 
und  nach  jSf  außerhalb  des  oskulierenden 
Kjreises  liegen,   falls  die  Krümmung  ab- 
nimmt. Dagegen  liegen,  falls  die  Krümmung 
mit  8  zunimmt,   die  Punkte  M'  vor  M. 
innerhalb  und  nachher  außerhalb.    Im  all- 
gemeinen   also   durchsetzt    der    osku- 
lierende    Kreis    die    Kurve    in    dem 
Punkte,   in  welchem  er  sie  berührt.  ^  Pig.44. 

Jedoch    kann    es    vorkommen,    daß    dies 

nicht  der  Fall  ist,  in  Punkten,  für  welche  dQ  verschwindet,  für 
welche  daher  h  mindestens  von  vierter  Ordnung  infinitesimal  wird. 
Auf  alle  PäUe  ist  aber  der  oskulierende  Kreis  einer  Kurve  in 
einem  Punkte  M  charakterisiert  durch  die  Eigenschaft,  daß 
die    zu    M  unendlich    benachbarten   Kurvenpunkte   M'    von 

35  ♦ 
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ihm  Abstände  haben,  die  infinitesimal  von  höherer  als 
zweiter  Ordnung  sind. 

593.  Ist  H  der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  M  und  M'j  so 
läßt  sich  leicht  zeigen;  daß  das  Erümmungszentrum  in  M  die  Grenz- 
läge  des  Punktes  H  ist,  wenn  man  bei  festgehaltenem  M  den 
Punkt  M'  nach  M  hinrücken  läßt.  Bezeichnet  man  in  der  Tat  mit 
n  die  Länge  der  Strecke  MHy  so  ist  der  Abstand  des  Punktes  M 
von  der  Normale  in  M'  offenbar  gleich  n sind 9)  und  läßt  sich  an- 
dererseits ausdrücken  als  Summe  der  Projektionen  von  8x  und  dy 
auf  die  Tangente  in  M'y  sodaß  man  hat 

n  sin  dy  =  cos  (y  +  8(p)  •  dir  +  sin  (9  +  dtp)  •  8y, 

Nennt  man  also  q  den  Grenzwert  von  n,  so  ist 

Q  dg)  =  cos  (p  '  dx  -\-  sin  q>  •  dy  ^  dSj 

d.  h.  Q  ist  gerade  der  Krümmungsradius.  Man  kann  demnach  be- 
haupten, daß  die  Normalen  in  Punkten,  die  zu  M  unendlich 
benachbart  sind,  in  infinitesimalen  Entfernungen  am  Erüm- 
mungszentrum in  M  vorbeigehen.  Es  ist  femer  leicht  diese 
Entfernungen  auszurechnen.  Man  braucht  nur  zu  bemerken,  daß  ab- 
gesehen von  höheren  Infinitesimalen 

/  ^      t     '  e  \      .  •>  dxdx-\'dy'dy       ds    ,     d^s 

n  «  (cosep  .  dx  +  smy  •  dy)ootiip  = 57^—  -j^  +  Yd\p 

und  endlich  n=^  q  +  ^dq  ist,  wenn  man  (p  als  unabhängige  Ver- 
änderliche annimmt. 

694,  Die  Formel  (7)  schließt  alle  andern  Formeln  ein,  welche 
zur  Berechnung  der  Erümmung  dienen  und  übertrifft  sie  oft  durch 
Einfachheit  und  Leichtigkeit  der  Rechnung.     Setzt  man 

9?  =  arctg  y      oder     9?  =  Ö  -f-  arctg  -7 , 

je  nachdem  man  yon  cartesischen  oder  Ton  Polarkoordinaten  Gebrauch 
macht,  so  ergibt  sich  durch  Derivation 

dtp  y"  ^^  =  1  J. ''*'~''*'" 


dx       l  +  y"       de  '     T*  +  r^  ' 

und  da  ds  =  )/ 1  -f  y'*  •  da;  =  )/r*  +  r^  •  dO  ist,  so  findet  man  die 
Formeln  wieder 

Wenn  die  Eurve  durch  die  Gleichung  f(Xy  y)  =  0  gegeben  ist,  so 
genügt  es  auf  ein  früheres  Resultat  (§  574)  zurückzugreifen,  um  den 
ersten  der  Ausdrücke  (8)  in 


§591 


(9) 


ErSmnnmg. 

0 

df 

dx 

df 
'Ty 

1        1 

df 
dx 

d*f 

dx* 

d*f 

dxdy 

\    » / 

df 

d*f 

d*f 

dy 

dydx 

dy* 
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zu  verwandeln.  Auch  dieser  Ausdruck  läßt  sich  aber  aus  (7)  her- 
leiten. Behandelt  man  9?  als  eine  Funktion  von  x  und  y,  welche 
ihrerseits  Funktionen  von  8  sind;  so  hat  man 


mithin 


dfp 
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dw  dx   ,   dq>  dy  dw   ,     . 

1      a   .         a 

—  =  0—  smg?  —  ö—  cos  9?. 


'dy' 


dx 


dy 


Andererseits  weiß  man  (§  686),  daß  die  Richtungskosinus  der  Nor- 
male folgende  sind: 


(10) 
Also  ist 

oder 

(11) 


—  S1119J  = 


df 


Y^fd 


X 


,      COB  q>  = 


1      df 

Y^dfdy 


- 1  =.  A/_?_  iA  j.  A /  1    if\ 

9       d'o\yjfdxJ'^dy\yjfdyJ 


"1      Q«    Q  ^ 


,  a/  a 

-r  öTz 


9       yjf      dx  dx  y~jf       dy  dy  y~jf 


Dies  ist  eine  wichtige  Formel  von  Bonnet.    Eine  leichte  Rechnung 
gibt 

df_d__J_        df  d       1 

dx  dx  Y^f     ^y  ^y  y~Äf 
L_r^ /iA' .  9JILK ^J:  j. ?v (df\"\ 

(.fA\jdx^\di)  "^  "^  dxdy  dxdy '^  dy^Kdy]  y 


und  da 


(^rA  \dx^  "^  ^yv  Lla  J  +  (ay)  J 


ist,  so  findet  man  endlich  die  Formel 


Ji 1    rav/aA'    p  ay 


dy  dx  dy       dy 


Adx)  \' 


welche  von  (9)  nicht  verschieden  ist.  Was  die  Formel  (11)  betriflft, 
so  ist  sie  deshalb  wichtig,  weil  sie  den  Invariantencharakter  der 
Krümmung  in  Evidenz  setzt.  In  der  Tat  ist  uns  dieser  Charakter 
bereits  bekannt  (§  569)  bei  dem  ersten  Gliede  auf  der  rechten  Seite, 
und  es  wird  also  für  uns  genügen  zu  zeigen,  daß  die  andern  Glieder 
zusammen  eine  geometrische  Bedeutung  haben,  die  von  den  Achsen 
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unabhängig  ist.     Bezeichnet  man  nun  aber  die  Funktion  -v^=  kurz 

mit  g  und  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  M  der  gegebenen 
Kurve  /*«  0  die  Kurve,  längs  welcher  die  Punktion  g  konstant  bleibt, 
so  läßt  sich  leicht  der  Winkel  cd  berechnen,  den  die  beiden  Kurven 
in  M  bilden.  Schreibt  man  nämlich  die  Formeln  (10)  für  die  zweit« 
Kurve  auf,  so  findet  man  sofort  (vgl.  §  577,  a) 

1         (df  dg  ,    df  dg\ 
cos  (ö  =     , ( 2^  Q-    +  ä"^  x^l  • 

695.  Übungen,  a)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  die  Krünunungs- 
centra  derjenigen  Kurven  zu  konstruieren,  die  in  der  Praxis  am  häufigsten 
benutzt  werden.  Wir  wollen  mit  der  einfachsten  von  allen,  nächst  dem 
Ereise,  beginnen,  nämlich  mit  der  logarithmischen  Spirale  (r  =  ae^^), 
die  sich  tlbrigens  für  w  =  0  auf  einen  Kreis  reduziert.  Da  /  =  wr, 
r'=  mr  ^=  m^r  ist,  so  hat  man  r'*=  rr\  und  die  zweite  der  Formeln  (8) 

zeigt  uns,  daß  q  gleich  y^^  +  r'*  =  w  wird.  Noch  rascher  gelangt  man 
zu  diesem  Besultat  mit  Hilfe  der  Formel  (7),  wenn  man  bemerkt,  daß 
aus  9  =  ö  +  09  folgt  dq>  =^  dB,  Man  findet  also  wegen  ds  =  ndd  sofort 
^  =  n,  d.h.  bei  der  logarithmischen  Spirale  ist  der  Krümmungs- 
radius gleich  der  Polarnormale.  Mithin  ist  (vgl.  §  589,  e)  das 
Krümmungszentrum  N,  Diese  Eigenschaft  erscheint  als  evident,  wenn 
man  unter  Erinnerung  an  das  in  §  593  Gesagte  bemerkt,  daß  der  den 
Normalen  in  M  und  M'  gemeinsame  Punkt  H  dem  Kreise  OMM'  an- 
gehört, da  OMH=^  OM'H  ist.  Wenn  M'  nach  M  hinrückt,  so  strebt 
der  Kreis  danach  die  Kurve  in  Jlf  zu  berühren,  mithin  hat  H  die  Tendenz 
mit  N  zusammenzufallen,  dem  Punkte,  der  M  auf  dem  Grenzkreise  dia- 
metral gegenüberliegt.  Früher  haben  wir  gesehen,  dafi  die  Polartangente, 
d.  h.  MT^  die  Länge  des  Bogens  OM  darstellt,  und  jetzt  wollen  wir  die 
Belation  q  >==  ms  beachten,  die  sich  sozusagen  an  dem  Dreieck  NMT  ab- 
lesen läßt.  Bei  jeder  ebenen  Kurve  kann  man  in  analoger  Weise  die 
Belation  zwischen  s  und  q  betrachten.  Sie  heißt  die  natürliche  Gleichung 
der  Kurve ^)  und  reicht  aus,  lun  deren  Gestalt  zu  bestimmen. 


b)  Bei  der  logarithmischen  Kurve   (y^ae^J  hat 


man 


,'=^=tg,,   r-"^ 


Mithin  gibt  die  erste  der  Formeln  (8) 


1_  a  _     ^      I 

Q  '~~    j*  _^_<i  ~  *""  ■"•  i       "~~"  ~*  "r" 


y  cos'' 9       8m9>-co8'qp       smqp       COB  9 

Es  seien  T  und  "N  die  Punkte,  in  welchen  die  Tangente  und  die  Nor- 
male die  Asymptote  treffen.  Wenn  die  in  T  auf  der  Asymptote  er- 
richtete Senkrechte  in  B.  die  Normale  schneidet,  so  ist  der  Krümmungs- 
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radius   so    lang   wie   die    Strecke    NH^   und    man    kann    daher   das 
Erümmnngszentrum  C  konstruieren,  indem  man  HC  =  NM  macht. 

c)  Bei  der  auf  ihre  Asymptoten  bezogenen  gleichseitigen  Hyperbel 
hat  man 


mithin  MTO  =  0.     Ferner  ist 


y  =  - 


X' 


X 


.// 


y  = 


^,  i+t/'-i+i 


X 


X 


t ) 


Q== 


2  a' 


Also  yariiert  der  Krümmungsradius  proportional  zu  dem  Kubus 

desDurchmessers.  Um 

das    Krünmiimgszentrum  y 

zu  konstruieren,  bemerke 

man,  daß  man  hat 


Q 


2a* 
r 


2xy 
sm26  ^ 


PolgHch  ist  MO  =  MQ, 
d.  h.  das  Krümmungs- 
zentrum ist  in  Bezug 

auf  M  symmetrisch  zu  Q.  Zu  demselben  Besultat  gelangt  man  mit 
Hilfe  von  (7),  da  man  wegen  tp  =  7t  —  6  hat  dtp  =  —  d Ö,  mithin 
^  as  —  n.  Wir  wollen  hier  bemerken,  daß,  wenn  man  zwei  andere 
Funkte  M'  und  üf  auf  der  Kurve  nimmt,  die  geradlinige  Strecke,  die 
vom  Mittelpunkt  des  Kreises  MM'M"  nach  dem  Orthozentrum  des  Drei- 
ecks MM'M"  führt,  von  dem  Schwerpunkt  dieses  Dreiecks  im  Verhältnis 
von  1  zu  2  geteilt  wird,  und  daß  andererseits  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hyperbel  das  Orthozentrum  der  Kurve  an- 
gehört. Bücken  nun  M'  und  M"  nach  M  hin,  so  streben  der  Schwer- 
punkt und  der  Mittelpunkt  des  umbeschriebenen  Kreises  den  Lagen  M 
bezw.  C  zu,  und  es  ist  also  klar,  daß  das  Orthozentrum  dem  Schnitt- 
punkt K  der  Normale  mit  dem  andern  Hyperbelzweig  zustrebt,  und  daß 
man  hat  MH^2q.  Mit  andern  Worten:  Der  Durchmesser  des 
oskulierenden  Kreises  in  einem  beliebigen  Punkte  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  ist  gleich  dem  Abschnitt,  den  die  Kurve 
selbst  auf  der  Normale  bestimmt. 

d)  Die  Kardioide  ist  zim&chst  bemerkenswert  wegen  der  Leichtigkeit, 
mit  der  sie  sich  rektifizieren  läßt.  Aus  r  =  a(l  +  cosd)  leitet  man  der 
Eeihe  nach  ab 

/«  —  asinö,     —  =  ]/  r*  -f  r^  =  2  a  cos  y ,     5  =  4a  sin  y, 

wenn  man  den  Scheitel  Ä  zum  Anfangspunkt  der  Bogen  macht.  Wenn 
der  Radiusvektor  OM  m  L  den  Kreis  trifft,  der  durch  A  hindurchgeht 
und  seinen  Mittelpunkt  im  Pol  hat,  so  sieht  man,  daß  der  Bogen  AM 
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so  lang  ist  wie  die  gerade  Strecke  AL.     Daraus  folgt  insbesondere^ 
daß  die  Länge  der  ganzen  Kardioide  gleich  8  a  ist     Außerdem  hat  man 


r"--acose,    /«-r/'-a>(l  +  co8e)-Yn*,    ^« 


«•  +  t«' 


s 


Also  teilt  das  Krümmungszentrum,  welches  zu  M  gehört,  die 
Polarnormale  im  Verhältnis  von  2  zu  1.  Zu  dieser  Eigenschaft 
gelangt  man  rascher  mit  Hilfe  von  (7),  nachdem  einmal  die  Eonstniktion 

der  Normale  bekannt  ist.  Man 
beschreibe  in  der  Tat  den  Kreis 
vom  Durchmesser  a,  dessen 
Konchoide  (§  589,  k)  in  Bezug 
auf  einen  seiner  Punkte  0 
die  betrachtete  Kurve  ist 
H  sei  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  P  derjenige  von  seinen 
Punkten,  welcher  auf  dem  Ra- 
diusvektor OM  liegt,  und  Q 
der  dem  Punkt  P  diametral 
gegenüberliegende  Punkt.  Be- 
kanntlich ist  MQ  die  Nor- 
male der  Kardioide  in  IT. 
Aus  *  dem  umstand,   daß  das 

Dreieck  MFQ  wie  OHP  gleichschenkHg  ist,  folgt  PMQ  «4^0. 
Also  ist  die  Neigung  der  Normale  gegen  die  Polarachse  ^0,  sodaß 
dtp^^^dO  ist,  folglich  Q=^^n,  Es  sei  N  der  andere  Punkt  unseres 
Kreises,  der  auf  MQ  liegt.  Da  das  Dreieck  MPQ  gleichschenklig  ist,  so 
halbiert  offenbar  N  als  Projektion  von  P  auf  MQ  die  Strecke  MQ,  Der 
zu  P  in  Bezug  auf  N  symmetrische  Punkt  heiße  M',  Die  Gerade  HM' 
trifft  MQ  im  Krümmungszentrum.  In  der  Tat  ist  der  so  konstruierte 
Punkt  G  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  PQM'y  und  man  hat  daher 

MG^MN+iNQ=^iMN='^MQ. 

Endlich  bemerke  man,  daß  die  natürliche  Gleichung  der  Kardioide 
5* -f  99*«  Const.  ist.  Wenn  man  die  Bogen  vom  Pol  aus  rechnet,  so 
findet  man,  daß  die  Länge  des  Bogens  OM  folgende  ist: 

e 


Fig.  46. 


8 


=  4a(l-sin|) 


Andererseits  ist  die  Länge  der  Sehne  OM  folgende: 


r  =  a  (1  -f  cos  ö)  =  s  — 


8a 


Zu  dieser  Relation  kann  man  auch  auf  geometrischem  Wege  gelangen  mit 
Hilfe  der  Bemerkung,  daß  nach  der  Gleichung  der  Kardioide  das  von  A 
auf  OM  geföllte  Lot  durch  den  zu  L  in  Bezug  auf  M  symmetrischen 
Punkt   hindurchgeht.      Hiemach   ist   AL^  '^  4ta-  2ML    oder   (4  0 — s)* 
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=  8a(2a  — r)  n.  s.  w.  Daraus  folgt,  daß,  wenn  M  nach  0  hinrückt, 
die  Differenz  zwischen  dem  Bogen  und  der  Sehne  nicht  infinitesimal  von 
dritter  Ordnung  ist  (vgl.  §  585),  sondern  von  zweiter.  Das  liegt  an 
dem  Umstand,  daß  die  Krümmung  in  0  unendlich  ist. 

e)  Aus  der  Gleichung  der  Sinus  Spiralen  r^»a'^sinn»0  leitet 
man  ah  f""^r'=  «""coswö,  femer  (w  —  l)r**" */•  +  /**- *r'  =  — mr^, 
d.h.  (m-.l)r»  +  r/'=-wir»  und  endlich  r^  -  rr'  ^  m(r^  +  r'^. 
Also  hat  man 

^       (l  +  w)(r«  +  r'»)  1  +  wi     ""i  +  m' 

ein  nach  (7)  evidentes  Resultat,  da  g?  =  ö  +  m  =  (1  +  w)  ö  ist.  Es 
folgt  daraus,  daß  der  Krümmungsradius  proportional  zu  der 
Polarnormale  ist.  Für  m  =  —  2  und  für  w  =  4-  findet  man  die  ohen 
angegehenen  Konstruktionen  des  Krümmungszentrums  der  gleichseitigen 
Hyperhel  und  der  Kardioide  wieder.  Für  m  »  2  erhält  man  die  analoge 
Konstruktion  für  die  Lemniskate.  Für  m  »  •—  ^  findet  man,  daß  hei 
der  Parahel  die  im  Brennpunkt  auf  den  Kadiusvektor  errichtete  Senk- 
rechte den  KrÜnmiungsradius  halhiert,  u.  s.  w.  Setzt  man  endlich  m  »=  0, 
so  konomt  man  wieder  auf  die  hei  der  logarithmischen  Spirale  gefundene  Kon- 
struktion. Man  pflegt  aus  diesem  Grunde,  obwohl  andererseits  die  Gleichung 
r^*»a"* sinwö  fürw=»0  illusorisch  wird,  auch  die  logarithmische  Spirale 
als  eine  Sinusspirale  zu  betrachten,  die  dem  Werte  0  des  Index  m  ent- 
spricht. Sie  büdet  gewissermaßen  die  Grenze  zwischen  der  Klasse  der  im 
Endlichen  gelegenen  Sinusspiralen  (§  589,  m)  und  der  Klasse  derjenigen 
Sinusspiralen,  die  sich  ins  unendliche  erstrecken. 

f)  Die  beiden  Klassen  von  Sinusspiralen  lassen  sich  auseinander  durch 
Inversion  ableiten.  Man  nennt  so  diejenige  geometrische  Transformation, 
welche  jedem  Punkt  der  Ebene  seinen  reziproken  in  Bezug  auf  einen 
festen  Kreis  entsprechen  läßt.  Wenn  r  =  f(0)  die  Gleichung  einer  be- 
liebigen Kurve  ist,  so  ist  r  =  o,^/f(ß)  die  Gleichung  ihrer  inversen  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  vom  Radius  a  mit  dem  Mittelpunkt  im  Pol.  So 
bieten  uns  die  archimedische  Spirale  und  die  hyperbolische  Spirale,  die 
Kochleoide  und  die  Quadratrix,  die  gleichseitige  Hyperbel  und  die  Lemnis- 
kate, die  Parabel  und  die  Kardioide  und  allgemeiner  zwei  Sinusspiralen 
mit  entgegengesetzt  gleichen  Indices  Beispiele  für  Paare  von  inversen 
Kurven.  Es  ist  also  nützlich  zu  wissen,  wie  man  die  Krümmungszentra 
einer  Kurve  konstruiert,  wenn  man  die  einer  zu  ihr  inversen  Kurve  kon- 
struieren kann.  Wir  überlassen  es  dem  Leser  zu  zeigen,  daß  in  zwei 
Punkten,  die  sich  auf  zwei  inversen  Kurven  entsprechen,  die  Tangenten 
in  Bezug  auf  den  Radiusvektor  antiparallel  sind  und  die  Krümmungs- 
zentra in  gerader  Linie  mit  dem  Inversionszentrum  liegen. 

g)  Astraide    heißt   die   in    rechtwinkligen    cartesischen    Koordinaten 

i        A         i 
durch  die  Gleichung  x    -{•  y    =*a     dargestellte   Kurve.      Sie   ist  symme- 
trisch in  Bezug   auf  beide  Achsen  und  besteht  aus  vier  gleichen  Bogen, 
die  in  ihren  Endpunkten  die  Achsen  zu  Tangenten  haben.     AB  sei  einer 

dieser  Quadranten,  und  man  lege  in  seinen  Mittelpunkt  (^»y»a/2|/2) 
den  Anfangspunkt  der  Bogen.     Offenbar  ist 
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»---(#,  vT+7'-(f)*.  .-!(«.■)*- 4«. 

Daraus  folgt  insbesondere,   daß  die  Lftnge  der  ganzen  Kurve   gleich  6a 
ist.     Femer  hat  man 


// 


Zx\xy)  ' 


3  (axyy 


Eine  leichte  Rechnung  zeigt  dann,  daß  A s*  +  ql^  =^  ^ a^  die  natürliche 
Gleichung  der  Astroide  ist.  Man  gelangt  aber  leichter  znr  Aufdeckung 
der  Eigenschafben  dieser  Kurve,   wenn  man  sie   als   einen  geometrischen 

Ort  betrachtet,  der  in  folgender 
C^  Weise  definiert  ist.  Man  beschreibe 
um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  a  und  projiziere 
jeden  Punkt  N  dieses  Kreises  zu- 
nächst auf  die  beiden  Achsen, 
nach  P  und  Q,  sodann  auf  PQ, 
nach  M.  Der  Ort  von  M  ist 
eine  Astroide.  Wenn  man  nftmlich 
mit  0  den  Winkel  NOÄ  bezeichnet, 
so  hat  man   MF  —  a  sin^  0, 

MQ^acos^e. 

Die  Koordinaten  von  M  sind  daher 

X  =  MQ  •  cos  ö  =  a  cos*  6 , 

Fig.  47.  y  =  MP  •  sin  0  =  a  sin'  0 

und  genügen,  wie  man  sieht,  der  Gleichung  x  +  y  ^  a  .  Dies  voraus- 
geschickt hat  man 

dx^  —  SasmO  cos'd  (10,     d^  »  3  a  cos  0  sin'  0d0,     ds  >»  3a  sin  0  cos  0d0. 

Also  ist  zunächst  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Achse  der  x 
gleich  7t  —  0j  d.  h.  die  Tangente  in  M  ist  die  Gerade  PQ  selbst.  Daraus 
ergibt  sich  sofort,  daß  det  durch  die  Achsen  auf  der  Tangente  be- 
stimmte Abschnitt  beständig  gleich  a  ist.  Femer  hat  man,  wenn 
man  den  Anfangspunkt  der  Bogen  in  den  Mittelpunkt  des  Bogens  AB 
legt,  5==  —  fa  cos  20  und  daher 

Bogen  MÄ  =  f  a(l  —  cos  20)  «  |asin»0  «  |  JfP. 

Also  lassen  sich  die  Bogen  MA  und  MB  sofort  auf  der  Tangente  rekti- 
fizieren, indem  man  die  Strecken  MP  und  MQ  um  die  Hälfte  verlängert 
Endlich  ist  der  Krümmungsradius,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

ds        8       .    oü 

und  man  erkennt  aufs    neue,    daß    4  5'  +  ^'  =  fa'   ist.      Bemeikt  man 
ferner,  daß  MN  ^  a  sin0  cos0  ist,  so  erhält  man  q  »  3MN.     Also  ist 
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der  Krümmungsradius  das  Dreifache  von  itf^.  Bezeichnet  man 
mit  N'  den  andern  Schnittpunkt  der  Normale  mit  dem  Kreise,  so  kann 
man  auch  sagen,  daß  das  Krümmungszentrum  in  Bezug  auf  M 
symmetrisch  zu  N'  liegt. 

h)  Längs  eines  Kegelschnitts  variiert  die  Krümmung  wie  der 
Kubus  des  Abstandes  zwischen  Mittelpunkt  und  Tangente. 
Wählt  man,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  haben,  eine  Ellipse,  bezogen 
auf  ihre  Achsen,  so  kann  man  aus  der  Gleichung  ll^x^  +  a*y*  «  a*6*  der 
Reihe  nach  ableiten 

Führt  man  den  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  Tangente  ein 

und  wählt  das  Zeichen  von  q  passend,  so  wird 

Andere  Formen  von  q  erhält  man,  indem  man  versucht  anstatt  h  die 
Länge  l  des  zvl  OM  konjugierten  Halbdurchmessers  hineinzubringen  oder 
die  Länge  n  des  Normalenabschnitts  MN^  der  zwischen  Incidenzpunkt  und 
Fokalachse  enthalten  ist.  Man  braucht  nur  zu  beachten,  daß  Ih^  ah^ 
nh  =  l>^  ist,  um  zu  finden 

wo  wie  üblich  b^/a  =  p  gesetzt  ist.  Zu  der  letzten  Formel  gelangt  man 
in  bequemer  Weise  bei  Benutzung  von  Polarkoordinaten.  Die  Gleichung 
des  Kegelschnitts,  bezogen  auf  einen  Brennpunkt  F  als  Pol  und  die 
Fokalachse  als  Polarachse,  lautet  nämlich  r  =  j?/(l  —  Je  cos  ö),  imd  eine 
bekannte  Formel  (§  558,  d),  in  welcher  man 


1  —  Ä;  cos  0 


/^'«-sinö,     r=-cos9,     f+f^^ 


p        '     '        p  '     '         p  ,     .    '  .         p 

zu  setzen  hat,  liefert  uns  sofort 

(r»  — 2ftr»co8  6  +  Ä;»r')* 
9 p 

Inzwischen  bemerke  man,  daß  in  dem  Dreieck  FMF\  in  welchem  MN 
den  Winkel  M  halbiert, 

FN      FM 


2ka        2a  ' 


FN^kr,    n»=r«-2Ä;r*cosö  +  Ä;V 


ist  (wenn  man  sich  daran  erinnert,  daß  MF+  MF'-=  2a,  NF+  NF'^2ha), 
Man  kommt  auf  diese  Weise  wieder  zu  der  oben  erhaltenen  Formel. 

i)    Wir  wollen  nunmehr  die  letzte  Form  von  q    geometrisch   inter- 
pretieren und  das  Krümmungszentrum  in  einem  Punkt  eines  Kegelschnitts 
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zu  konstruieren  versuchen.     Zunächst  bemerken  wir,  daß  man  durch  Pro- 
jektion von  FNM  auf  FM  findet 

ncost(;=ar  —  Ä;rco8Ö»=»jp, 

d.  h.  die  Projektion  der  Nor- 
male auf  den  Radiusvektor 
ist  konstant  und  gleich  p. 
Dies  vorausgeschickt  hat  man 

|8  «A 


cos'^ 

Man  errichte  also  in  N  auf 
der  Normale  ein  Lot  bis  zum 
Schnittpunkt  P  mit  einem 
Radiusvektor;  darauf  er- 
richte man  in  P  ein  Lot  auf 
dem  Radiusvektor:  dieses 
trifft  die  Normale  in  dem  ge- 
suchten Erümmungszentrum. 
Man  gelangt  zu  demselben  Resultat, 
indem  man  einige  Bemerkungen  infinitesimalgeometrischer  Art  (§  590,  d) 
zu  Hilfe  nimmt,  nach  welchen,  wenn  man  Jlf^«=r,  MF'^^r  setzt  und 
mit  0  und  ff  die  Winkel  des  Dreiecks  MFF'  in  F  und  F'  bezeichnet, 

rdd  =  —  rdO'^  cos  t(;  •  ds 

ist.  Da  man  die  Neigung  der  Normale  gegen  die  Eokalachse  durch  0  -f  ^ 
oder  durch  das  Supplement  von  d'-f  tf;  ausdrücken  kann,  so  hat  man 
offenbar  für  den  Eontingenzwinkel 

dq>^de  +  oft/;,        —  dg)  =»  dff+  dt/;* 


Daraus  folgt,  wenn  man  subtrahiert  und  durch  ds  dividiert, 

2  ^  dO       de^ 
Q        ds        ds 


(-^  +  f)cos^. 


Andererseits  werden  die  Brennpunkte  durch  die  Normale  und  die  Tan- 
gente harmonisch  getrennt,  ihre  Projektionen  auf  die  Normale  teüen 
folglich  die  Strecke  n  harmonisch,  sodaß 

n        r  cos  1^   '   r'  cos  fp'^  q  cos*  ^ 

ist  oder  q  cos'  tp  =  n  u.  s.  w.  Mit  Hilfe  ganz  einfacher  geometrischer  Be- 
trachtungen läßt  sich  femer  die  oben  angegebene  Konstruktion  in  eine 
andere,  ebenso  nützliche  verwandeln,  die  man  Mannheim^)  verdankt 
Das  von  G  auf  FF'  gefällte  Lot  möge  PF'  in  Q  treffen  und  ©,  (?' 
seien  die  Schnittpunkte  der  durch  Q  gezogenen  Parallelen  zu  FF'  mit 
MF  und  MF'.     Da  die  Winkel  CPG  und  CQG  rechte  sind,  so  liegen 

die  Punkte  C,  P,  Q^  G  auf  einem  Kreise,  imd  es  ist  daher  CQQ=^CPQ' 


1)  „Cours  de  G^om^trie  descriptive^^  p.  176. 
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In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß  CO^Q  ^  GPQ  ist,  und  da  man  offen- 
bar hat  CFQ  =  CPQ,  so  ist  COQ  =  C&Q,  d.  h.  das  Dreieck  CGff  ist 
gleichschenklig,  mithin  halbiert  Q  die  Strecke  QQ\,    Daraus  ergibt  sich, 


Fi«.  49. 


Flg.  60. 


daß  die  Gerade  MQ  durch  den  Mittelpunkt  von  FF\  d.  h.  den  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts,  hindurchgeht.  Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu 
folgender  zweiten  Konstruktion:  Man  errichte  in  N  ein  Lot  auf  der 
Normale  bis  zum  Schnittpunkt  Q  mit  dem  Durchmesser;  darauf 
falle  man  von  Q  aus  ein  Lot  auf  die  Fokalachse:  dieses  trifft 
die  Normale  in  dem  Krümmungszentrum. 

j)  Die  erste  Konstruktion  des  Krümmungszentrums  eines  Kegel- 
schnitts ermöglicht  es  uns  folgendes  Problem  zu  lösen:  In  einem  Punkte 
der  von  einem  gegebenen  Punkt  aus  gebildeten  Fußpunktkurye 
einer  beliebigen  Kurve  das  Krümmungszentrum  zu  konstruieren, 
wenn  man  das  zugehörige  Krümmungszentrum  der  Kurve  selbst 
kennt  Dem  Punkte  M  der  gegebenen  Kurve  entspreche  auf  der  Fuß- 
pnnktkurve  der  Punkt  P,  d.  h.  P  sei 
die  Projektion  eines  festen  Punktes  0 
auf  die  Tangente  der  Kurve  in  M. 
Die  Projektion  des  Krümmungszentmms 
dieser  Kurve  auf  OM  sei  Q,  Man 
projiziere  femer  Q  auf  die  Normale 
MO  und  verbinde  den  so  erhaltenen 
Punkt  ^mit  0.  Das  Krümmungs- 
zentrum der  Fußpunktkurve  in  P 
liegt  im  Schnittpunkt  K  von  ON 
mit  der  Normale  der  Fußpunkt- 
kurve in  P.  In  der  Tat  laßt  sich, 
wenn  man  die  unendlich  kleinen  Größen 
von  höherer  als  zweiter  Ordnung  ver- 
nachlSlssigt,  die  gegebene  Kurve  in  der 
Umgebung  von  Jlf  durch  den  oskulierenden  Kreis  ersetzen  (§592)  oder  durch 
irgend  eine  andere  Kurve,  die  in  M  dasselbe  Krümmungszentrum  C  hat. 
An  die  Stelle  der  von  0  aus  gebildeten  Fußpunktkurve  der  gegebenen  Kurve 
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wird  dabei  offenbar  in  der  Umgebung  von  P  die  Fußpunktkurve  der 
neuen  Kurve  treten,  ohne  daß  die  Lage  des  KrümmungszentrumB  K  sieb 
ändert.  Nun  ist  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt,  daß  die  Fuß- 
punktkurre  eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  einen  Brennpunkt  der  über 
der  großen  Achse  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  ist.  Also  können 
wir  behaupten,  daß  K  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  ist,  der  einen 
Brennpunkt  in  0  hat,  durch  M  hindurchgeht  und  in  C  das  zugehörige 
Krümmungszentrum  hat.  Aus  der  Konstraktion  ist  aber  ganz  klar  er- 
sichtlich, daß  dieser  Kegelschnitt  gerade  der  ist,  der  die  Fokalachse  ON 
hat.  Also  gehört  K  der  Geraden  ON  an.  Es  ist  eine  gute  Übung  für 
den  Leser  diese  Konstraktion  anzuwenden  auf  die  Lenmiskate,  betrachtet 
als  Fußpunktkurve  einer  gleichseitigen  Hyperbel  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt, und  auf  die  Kardioide,  die  Fußpunktkurve  eines  Kreises  in  Bezug 
auf  einen  seiner  Punkte.  Er  wird  auf  solche  Weise  mit  Hilfe  ganz  ein- 
facher geometrischer  Betrachtungen  die  oben  bereits  angegebenen  speziellen 
Konstruktionen  wiederfinden. 

k)  Wendet  man  auf  die  Parabel  die  erste  Konstraktion  des  Krümmiings- 
zentrums  eines  Kegelschnitts  an,  so  erkennt  man  leicht  aus  der  Gleichheit 
der  betreffenden  Winkel,  daß  die  Dreiecke  MFNj  PFN  gleichschenklig 
sind,  und  leitet  daraus  ab,  daß  MP  durch  F  halbiert  wird.     Man  kommt 

auf  diese  Weise  zu  der  bereits  gefundenen 
Konstruktion,  auf  Grund  deren  man  sagen 
kann,  daß  die  Parabel  eine  Sinus- 
spirale ist  mit  dem  Brennpunkt  als 
Pol.  Wenn  aber  anstatt  des  Brenn- 
punktes die  Direktrix  gegeben  ist,  so 
muß  man  die  genannte  Konstruktion 
durch  eine  andere  ersetzen,  die  wir 
jetzt  durch  ganz  einfache  Überlegungen 
aus  ihr  ableiten  werden.  Man  projiziere 
Jf  in  Cr  auf  die  Direktrix,  and  es  sei 
8  der  Schnittpunkt  der  Normale  mit 
der  Direktrix.  Die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke MFL^  MGS  sind  kongruent,  da 
die  Winkel  bei  M  einander  gleich  sind 
und  überdies  nach  einer  wohlbekannten  Eigenschaft  der  Parabel  MF^=MG 
ist.  Es  sind  somit  die  Hypotenusen  ML^  MS  einander  gleich.  Daraus 
folgt,  daß  der  Krümmungsradius  doppelt  so  groß  ist  wie  der 
vom  Incidenzpunkt  aus  gerechnete  Abschnitt,  den  die  Direktrix 
auf  der  Normale  abschneidet.  Nun  nennt  man  Eibancoursche  Kurve» 
alle  diejenigen,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  proportional  ist  zu  der 
cartesischen  Normale.  Man  kann  also  sagen,  daß  die  Parabel  eine 
Bibaucoursche  Kurve  ist. 

1)  Auch  die  Kettenlinie  ist  eine  Bibaucoursche  Kurve.  In  der  Tat 
haben  wir  bewiesen  (§  589,  c),  daß  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MPN 
die  Projektion  MQ  von  MP  =  y  auf  die  Hypotenuse  MN  =»  n  gleich  a 
ist,  sodaß  man  hat  y^^an,  und  aus  der  Gleichung  der  Kurve  folgt 
dann 
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Also  ist  das  Erümmungszentrum  in  Bezug  auf  M  symmetrisch 
zu  N,  Wir  haben  früher  auch  gesehen,  daß  der  Bogen  s^  gerechnet 
vom  Scheitel  A^  gleich  FQ  ist.  Daraus  folgt,  daß  man  in  dem  Dreieck 
MPN  hat  8^-^MQ'  QN,     Da  nun  «  =  MQ  +  QN  ist,  so  sieht  man, 

daß   die  natürliche  Gleichung  der  Kettenlinie  folgende  ist:   q  ^  a  -\- 


m)  Bei  der  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes 


_ 
a 


3/ 

—  a  log  cos  — 


hat  man 


y 


yr+7*  = 


// 


X 
008  — 

a 


a  cos*  — 
a 


X 

cos  — 
a 


d.h.  ^cos9>  =  a.  Also  ist  die  Projektion  des  Krümmungsradius 
auf  die  Symmetrieachse  der  Kurve  beständig  gleich  a.  Weniger 
leicht  ist  die  Berechnung  von  s,  die  wir  im  folgenden  Buch  werden  aus- 
führen können.  Alsdann  werden  wir  imstande  sein  zu  erkennen,  daß  die 
natürliche  Gleichung  der  KettenUnie  gleichen  Widerstandes  folgende  ist: 


|-(e-  +  e"-). 


n)   Eine    andere   wichtige    Bibaucoursche   Kurve    ist   die    Cykloide 
(§  590,  a).     Unter  Bezugnahme  auf  die  Figur  bemerken  wir,  daß  (nach 


Flg.  53. 

der  Definition)  ON —Bogen  MN  =^  aO  ist,  und  daß   daher  die  Koordi- 
naten von  M 


X 


OJV- J>iV=a(e-sine),       y  =  Pn+HM^a{l  —  cosO) 


sind.     Daraus  folgt 

dx  =  a(l  —  cosö)d9,       dy  —  a  sin  Odd^ 
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mithin   dyjdx  «  cot  --  •     Andererseits  ist  MLN  =  \ MQN  =  ^  fl.     Also 

ist  ML  die  Tangente  und  infolgedessen  MN  die  Normale  der  Kurve 
in  üf.  Quadriert  und  addiert  man  die  Ausdrücke  für  dx^  dy^  so  erhält 
man  ds^  und  daraus  successiv 


ds  =  2a  sin  Y^ö,     5  «=»  4a(l 


cos 


e 


)  ^  8a  sin«— , 


wenn  man  übereinkonmit  die  Bogen  von  0  aus  zu  rechnen.  Die  Länge 
eines  vollständigen  Cykloidenbogens,  d.  h.  eines  bei  einem  voll- 
ständigen Umlauf  des  Kreises  erzeugten  Bogens,  erhält  man,  wenn  man 
0  »  27r  setzt.  Die  genannte  Länge  ist  also  8a,  d.  h.  viermal  so  groß 
wie  der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises.  Da  femer  ab- 
gesehen  vom  Vorzeichen    der  Kontingenzwinkel  gleich  \dO   ist,    so    hat 

man  sofort  ^=»4asin— ,  d.h.  ^  =  2n.  Also  ist  das  Krümmungs- 
zentrum in  Bezug  auf  M  symmetrisch  zu  N,  Dies  ist  eine  Eigen- 
schaft, die  nach  dem  in  §§  593  und  690,  a  Gesagten  fast  evident^)  ist. 
Verlegt  man   endlich  den  Anfangspunkt  der  Bogen  nach  dem  Scheitel  A 

(dem  Mittelpunkt  eines  vollständigen  Bogens),  so  hat  man  5  »  4a  cos  — 

und  sieht  sofort,  daß  die  natürliche  Gleichung  der  Gjkloide  folgende  ist: 
5*  -f.  ^*  «=  Consi 

o)  Allgemeiner  nennt  man  Bollkurven  diejenigen  Kurven,  welche 
von  einem  Punkte  einer  Kurve  beschrieben  werden,  die  auf  einer  andern, 
in  der  Ebene  festen  Kurve  ohne  zu  gleiten  rollt.  Bei  allen  Bollkurven 
hat  man  die  Eigenschaft,  die  wir  bei  der  Cykloide  bemerkt  haben,  daß 

nämlich  die  Normale  durch  den  augen- 
blicklichen Berührungspunkt  der  be- 
weglichen Kurve  mit  der  festen  Kurve 
hindurchgeht.  Wenn  die  feste  Kurve  eine 
Gerade,  die  bewegHohe  Kurve  dagegen  ein 
Kreis  ist,  so  haben  wir  die  Cykloide.  In 
dem  umgekehrten  Falle,  wo  eine  Gerade  ohne 
zu  gleiten  auf  einem  Kreise  rollt,  beschreibt 
jeder  von  ihren  Punkten  eine  Kurve,  die  man 
Kreisevolvente  nennt.  Wenn  0  der  Winkel 
ist,  um  welchen  die  Gerade  sich  im  um- 
gekehrten Sinne  des  Uhrzeigers  gedreht  hat 
seit  dem  Augenblick,  wo  der  bewegliche  Punkt 
sich  in  Ä  befand,  so  sind  die  Koordinaten 
von  Jtf,  falls  man  die  Achse  der  x  längs  OA  richtet, 

X  ^  a (cos  ö  +  ö  sin  6) ,       ^  =»  a  (sin  ö  —  ö cos  ö). 

Man  hat  hiemach 

da;  =  aöcosödö,      dy  ==  aOsiaOdOj      ;r^  =  tgfl, 

ds  ^  aOdO y      q  =^  —  ^  ad. 


1)  Duhamel:  „filtoents  de  Calcul"  (t.  I,  p.  177). 
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Also  bleibt  die  Enrve  beständig  normal  zu  der  beweglichen  Geraden  und 
hat  ihr  Erümmnngszentmm  in  dem  Berührungspunkt  der  Geraden  mit  dem 
festen  Kreise.  Die  Länge  des  Bogens  AM  ist  s^^^aO^  nnd  daher  die 
natürliche  Gleichung  der  Kreisevolvente  q^  ==  2a8,  Aus  ihr  können  wir 
folgendes  entnehmen:  Wenn  die  Verbindungsgerade  von  M  mit  dem 
Punkte  C\  der  auf  dem  Ejreise  dem  Punkte  0  diametral  gegenüberliegt, 
diesen  E^reis  in  L  schneidet,  so  bestimmt  die  Gerade  GL  auf  der  Tangente 
von  M  aus  gerechnet  einen  Abschnitt  gleich  s. 

p)  Wenn  die  feste  und  die  bewegliche  Kurve  Kreise  sind,  so  hat 
man  die  Hypocylüoiden  und  die  Epicyldoidm^  je  nachdem  ein  Kreis  inner- 
halb oder  außerhalb  des  andern  liegt.  Wir  wollen  uns  hier  mit  der 
Untersuchung  dieser  speziellen  Bollkurven  begnügen,  die  in  der  Theorie 
der  Mechanismen  von  Wichtigkeit  sind.  Um  einen  bestimmten  Fall  vor 
uns  zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  daß  ein  Kreis  vom  Radius  ma  auf 
einem  andern  Kreise  vom  Eadius  a 
äußerlich  roUt  ohne  zu  gleiten.  Die 
Resultate,  zu  denen  wir  gelangen, 
werden  dann  sowohl  auf  die  Epicy- 
kloiden  als  auch  auf  die  Hypo- 
cykloiden  anwendbar  sein,  je  nach- 
dem m  als  positiv  oder  als  negativ 
vorausgesetzt  wird.  Wir  wollen  uns 
denken,  der  bewegliche  Punkt  M 
befinde  sich  zunächst  in  A^  also 
auf  dem  festen  Kreise,  der  seinen 
Mittelpunkt  in  0  hat,  und  wollen 
die  Abscissenachse  längs  OA  richten. 
Der  Kreis  vom  Radius  ma  mit  dem 
Mittelpunkt  in  Q  soll  nun  im  um- 
gekehrten Sinne  des  Uhrzeigers  rollen, 
und  wir  betrachten  ihn  in  irgend  einer  neuen  Lage,  nachdem  die  Zentrale 
der  beiden  Kreise  eine  Drehung  mB  um  0  ausgeführt  hat.  N  sei  der 
Berührungspunkt  der  beiden  Kreise.  Wir  beachten,  daß  nach  der  De- 
finition die  Bogen  AN  und  MN  gleich  sind,  mithin  der  Winkel  NQM 
notwendig  gleich  6  ist.  Daraus  ergibt  sich,  daß  die  Koordinaten  von  M 
folgende  sind: 

a?  =  a  { (1  +  w)  cos  mO  —  m  cos  (0  -f  mO)  } , 


Fig.  6& 


Folglich  ist 


und  endlich 


y  =■  a  {  (1  +  w)  sin  mO  —  m  sin  (ö  +  mO)  } . 


da?  =»  2  m  (1  -f  w)  a  sin  y  cos  fy  -f  md\  dö, 
dy  =»  2  m  (1  -f  m)  a  sin  Y  sin  ( Y  +  mO\  dO 


j|  =  tg(Y  +  tne),      j|-2m(l  +  m)asinY- 
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Die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Achse  der  x  ist  also  9>  —  -ä~  +  *m0. 

Verbindet  man  nun  Jlf  mit  dem  Punkte  2/,  der  auf  dem  beweglichen 
Kreise  dem  Punkte  N  diametral  gegenüberliegt,  so  ist  die  Neigung  Yon 
ML  gegen  Ox  gerade  gleich  der  Summe  der  Winkel  QLM=  ^0  und 
AON'^  mO.  Also  ist  ML  die  Tangente  und  infolgedessen  MN  die 
Normale.  Femer  muB,  wenn  man  die  Bogen  vom  Punkte  ^(0  =  0) 
aus  rechnet,  offenbar  sein 

(0\  0 

1  —  cos  -r-j  =*"  8i»(l  +  m)a  sin*-^-, 

und  es  ist  daher  die  Lftnge  eines  vollständigen  Bogens  8m(l +m)a. 
Wenn  man  dagegen  s  yom  Mittelpunkt  (0»9r)  eines  vollständigen  Bogens 
rechnet,  so  hat  man 

s  =  —  4  m  (1  +  m)  a  cos  Y  ? 
und  da  andererseits 

—  ^  ^       ^9  _  4w(l+m)       .     6^ 

ist,  so  sieht  man,  daß  s^'\-{l  +  2my  (f^^Gonst  die  natürliche  Gleichung 
der  Epicykloiden  und  der  Hypocykloiden  ist.  um  das  Krümmungszentrum 
zu  konslxuieren,  bemerke  man,  daß  der  Normalenabschnitt  MN  die  Länge 

n  ~  2masin-T-  hat.     Der  andere  Abschnitt  MN\  der  auf  der  Normale 

durch  den  festen  Kreis  bestimmt  wird,  hat  die  Länge  n\  die  man  be- 
rechnet, indem  man  die  Proportion  («'—  n)/n  =  a/tna  beachtet,  aus  der 
man  entnimmt  mn  =^  (1  -f-  fn)n.     Dies  vorausgeschickt  hat  man 


2(1 +  m)         -         2         1.1 


+ 

Also  ist  C  harmonisch  konjugiert  zu  üf  in  Bezug  auf  NN%  d.  h.  das 
Krümmungszentrum  in  jedem  Punkte  M  gehört  der  Polare  von 
M  in  Bezug  auf  den  festen  Kreis  an.  Diese  Eigenschaft  verwandelt 
sich  sofort  in  eine  andere,  wenn  man  die  folgenden  Bemerkungen  macht. 
Der  Radius  ON'  ist  offenbar  parallel  zu  QM.  Nun  fällt  aber,  wenn  man 
das  harmonische  Quadrupel  MNOIT  von  0  aus  auf  die  Gerade  QM  pro- 
jiziert, die  Projektion  von  N'  ins  unendliche,  und  es  muß  folglich  die- 
jenige von  N^  also  Q,  die  Projektion  von  MC  halbieren,  d.  h.  C  projiziert 
sich  in  den  Punkt,  der  in  Bezug  auf  Q  zu  M  symmetrisch  liegt.  Mit 
andern  Worten:  Das  Krümmungszentrum  in  jedem  Punkte  M  be- 
findet sich  auf  demjenigen  Durchmesser  des  festen  Kreises,  der 
durch  den  dem  Punkte  M  diametral  gegenüberliegenden  Punkt 
des  beweglichen  Kreises  hindurchgeht. 

q)  In  dem  besonderen  Falle  w  =  0  erhält  man  (vorausgesetzt,  daß 
ma  konstant  bleibt,  wozu  man  sich  denken  muß,  daß  a  unbegrenzt  zu- 
nimmt, während  m  nach  Null  konvergiert)  die  Cykloide  (^  =>  2n).  Da- 
gegen findet  man  für  m  »  oo  (d.  h.  wenn  man  m  ins  Unendliche  wachsen 
läßt,  sodaß  md  einen  Wert  d  bewahrt)  die  Eigenschaften  der  Kreis - 
evolvente  (^  =  n)  wieder: 
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Fig.  56. 


^  =  2alim»nsiiiY  =  a^,      5=[^8alimm(l  +  m)8in*—  =  y«^*. 

Übrigens  ist  es  klar,  daß  in  diesem  Falle  wegen  des  Zosammenrückens 
der  Punkte  N  und  N*  auch  C  mit  ihnen  zusammenrücken  muß.  Für 
«•  =  — ^  erhalt  man  ^  =  00,  und  die  Hypocykloide  ist  daher  eine  Ge- 
rade, wie  man  auch  erkennt,  wenn  man  die 
Konstruktion  der  Normale  oder  die  des 
Erümmungszentnims  ausfahrt.  Mit  andern 
Worten,  wenn  ein  Ereis  auf  einem 
doppelt  so  großen  Kreise  innerlich 
rollt  ohne  zu  gleiten,  so  bewegt  sich 
jeder  Ton  seinen  Punkten  längs  eines 
Durchmessers  des  festen  Kreises.  Diese 
Eigenschaft,  welche  unmittelbar  aus  der  Figur 
zu  entnehmen  ist,  kommt  bei  gewissen  Zahn- 
radgetrieben zur  Anwendung.  Auch  die  Kar- 
dioide  ist  eine  Epicykloide,  wie  man  sofort 
erkennt,  wenn  man  in  den  allgemeinen  Formeln 
m  »  1  setzt.  Dies  geht  übrigens  auch  aus 
Figur  46  hervor.  Beachtet  man  in  der  Tat, 
daß  der  Winkel  PEN  doppelt  so  groß  ist 
wie  PQN  und  infolgedessen  gleich  d,  so  sieht 
man,  daß  HN  parallel  zu  OJIf  ist,  mithin  durch  den  Mittelpimkt  K  von 
MM'  hindurchgeht,  weil  es  FM'  halbiert.  Daraus  folgt,  daß  der  über 
MM'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  in  N  den  festen  Kreis  berührt. 
Andererseits  zeigt  die  offenbare  Gleichheit  der  Winkel  OHN  und  MKNj 
daß  auch  die  Bogen  ON  und  MN  auf  den  beiden  Kreisen  gleich  sind. 
Also  laßt  sich  die  Kardioide  betrachten  als  erzeugt  von  einem 
Punkte  eines  Kreises,  der  ohne 
zu  gleiten  auf  einem  gleich 
großen  Kreise  rollt.  Wendet  man 
die  allgemeine  Konstruktion  des  Krüm- 
mungszentrums an,  so  kommt  man  zu 
der  früher  bereits  gefundenen  spe- 
ziellen Konstruktion.  Endlich  erhält 
man  für  m  »»  — -  -|-  die  Astroide. 
Die  Figur  zeigt  sofort,  daß  der  über 
der  Hälfte  LN  des  Radius  ON  als 
Durchmesser  beschriebene  Kreis  durch 
den  Punkt  M  der  Astroide  hindurch- 
geht. Da  der  Wiokel  MKN  offenbar 
-viermal  so  groß  ist  wie  AON^  so  ist 
der  Bogen  MN  des  inneren  Kreises 
immer  gleich  dem  Bogen  AN  des  äußeren  Kreises.  Also  kann  man  die 
Astroide  betrachten  als  erzeugt  von  einem  Punkte  eines  Kreises, 
der  innerlich  auf  einem  viermal  so  großen  Kreise  rollt  ohne  zu 
gleiten.  Die  allgemeine  Konstruktion  des  Krümmungszentrums  führt  zu 
der  oben  bereits  erhaltenen  Konstruktion,  da  nach  der  bekannten  Relation, 

86* 
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die  zwischen  den  durch  die  Transversale  OC  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
MKN  bestimmten  Abschnitten  bestehen  muß, 

ist 

r)  Die  erste  Form  der  Konstruktion  des  Krömmungszentnuns  der 
Epicykloiden  oder  Hypocykloiden  legt  es  nahe  diejenigen  Kurven  zu 
studieren,  welche  durch  folgende  Eigenschaft  definiert  sind:  In  jedem 
Punkte  M  ist  der  Krümmungsradius  proportional  zu  dem  Nor- 
malenabschnitt, der  zwischen  M  und  der  Polare  von  M  in  Bezug 
auf  einen  festen  Kreis  liegt.  Wir  möchten  die  Untersuchung  dieser 
Kurven  dem  Leser  zur  Übung  vorschlagen.  AoBer  den  oben  genannten 
haben  diese  Eigenschaft  unendlich  viele  andere  Kurven,  insbesondere  alle 
Kegelschnitte.      Bei   diesen  ist  der  feste  Kreis  der  Mongesche  Kreis, 

d.  h.  der  mit  dem  Kegelschnitt  konzentrische  Kreis  vom  Badius  Y  a^-\-  b^- 
Wenn  in  dem  allgemeinen  Falle  der  feste  Kreis  sich  auf  einen  Punkt 
reduziert,  so  findet  man  die  Sinusspiralen  wieder.  Wenn  dagegen  der 
Kreis  eine  Oerade  wird,  so  hat  man  die  Bibaucourschen  Kurven. 
Die  Familie  der  Kegelschnitte  enthält  also  eine  Sinusspirale,  mit  dem  Pol 
im  Mittelpunkt,  und  eine  Bibaucoursche  Kurve.  Die  erste  erh&lt  man, 
wenn  man  setzt  a*  +  6*  =  0.  Sie  ist  also  die  gleichseitige  Hyperbel. 
Zu  der  zweiten  gelangt  man,  indem  man  a^  -f-  h^  unendlich  zunehmen 
läßt  oder  sich  denkt,  daß  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  fortruckt.  Sie 
ist  also  die  Parabel. 
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696,  Wir  wollen  uns  zwei  Punkte  denken ,  die  zwei  Kurven 
durchlaufen  und  dabei  dem  Zusammenfallen  zustreben,  während  die 
sie  verbindende  Gerade  iuB  Unendliche  fortrückt  oder  sich  unauf- 
hörlich um  einen  festen  Punkt  dreht.  Wenn  so  etwas  eintritt  (wobei 
nicht  ausgeschlossen  wird,  daß  es  möglicherweise  nicht  der  Fall  ist, 
wenn  irgend  ein  besonderes  Entsprechen  zwischen  den  beiden  Punkten 
besteht),  so  sagt  man,  die  beiden  Kurven  seien  zueinander  asymp- 
totisch. Wir  wollen  uns  z.  B.  denken,  ein  Punkt  M  entferne  sich 
ins  Unendliche  längs  einer  Kurve  y=^f{x),  sodaß  also  seine  Ent- 
fernung vom  Anfangspunkt  jede  Grenze  zu  überschreiten  strebt  und 
daher  wenigstens  eine  seiner  cartesischen  Koordinaten  ins  Unendliclxe 
wächst.  Wenn  dies  nur  bei  einer  der  beiden  Koordinaten  der  Fall 
ist,  so  werden  wir  immer  voraussetzen  dürfen,  daß  es  die  rr-Koordi- 
nate  ist,  indem  wir  erforderlichen  Falles  x  und  y  vertauschen.  Dies 
vorausgeschickt  betrachte  man  auf  einer  andern  Kurve  y  "==  g{x)  für 
jede  Lage  von  M  den  Punkt,  der  dieselbe  Abscisse  wie  M  hat  Es 
werde  femer  vorausgesetzt,  daß  für  unendlich  zunehmendes  (positives 
oder  negatives)  x  die  Differenz  f{x)—g{x)  nach  Null   konvergiert. 
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AlRdann  darf  man  behaupten,  da£  die  beiden  Euiren  zueinander  asymp- 
totisch sind,  und  das  Gleiche  läßt  sich  von  den  Eorren  sagen,  ^e  in 
Polarkoordinaten  durch  die  Gleichungen  r  =  f{fi)  und  r  ^^^  g{0)  dar- 
gestellt werden.  Da  außerdem  auch  die  Differenz  f{x)  —  g\x)  nach 
Null  konvergiert  (§  308,  c),  wenn  sie  nicht  unaufhörlich  oszilliert,  so 
sieht  man,  daß  die  beiden  Kurven,  nicht  bloß  einen  gemeinsamen 
Punkt  zu  haben,  sondern  im  allgemeinen  auch  sich  zu  berühren 
streben;  aber  dieses  Faktum  muß  mit  größerer  Sorgfalt  untersucht 
werden. 

597.  Die  Koordinaten  des  Punktes  Jf,  der  sich  längs  einer  ge- 
gebenen Kurve  ins  Unendliche  entfernt,  seien  x  und  y.  Wenn  es  ge- 
lingt, die  Konstanten  m  und  h  derart  zu  bestimmen,  daß  y  —  mx  —  h 
die  Null  als  Grenzwert  hat,  falls  x  (positiv  oder  negativ)  unendlich 
wird,  so  kann  man  sagen,  daß  die  Gerade  7»  mX  +  %  eine  Asymp- 
tote der  gegebenen  Kurve  ist.  Mit  der  Aufsuchung  dieser  gerad- 
linigen Asymptoten  wollen  wir  uns  eingehender  beschäftigen.  Aus  der 
Gleichung 

lim  (y  —  mx  ~  ä)  «  0 

ergibt  sich  sofort,   daß  y  —  mx  oder  x\^  —  m\  nach  dem  endlichen 

Grenzwert  h  konvergiert;  und  da  der  erste  Faktor  seinem  absoluten 
Betrage  nach  unbegrenzt  zunimmt,  so  muß  der  zweite  Faktor  not- 
wendig nach  Null  konvergieren.     Also  ist 

lim  -^  =  m,     lim  (y  —  mx)  —  A. 

In  der  successiven  Anwendung  dieser  beiden  Gleichungen  (die  geo- 
metrisch evident  sind)  besteht  die  Regel  fOr  die  Aufsuchung  der 
Asymptoten,  wenn  man  von  cartesischen  Koordinaten  Gebrauch  macht. 
In  Polarkoordinaten  kann  die  Asymptote  bestimmt  werden  durch  ihre 
Neigung  a  gegen  die  Polarachse  und  den  Abstand  ^  vom  Pol.  Zu- 
nächst bemerke  man,  daß,  wenn  —  ==  f{&)  die  Gleichung  der  Kurve 

ist,  f{9)  nach  Null  konvergiert,  wenn  Jf  ins  Unendliche  fortrückt. 
Falls  also  die  genannte  Funktion  stetig  ist,  sind  die  Winkel,  welche 
die  Polarachse  mit  den  Asymptoten  bildet,  die  Wurzeln  der  Gleichung 
^(ö)  » 0.  Um  die  Bestimmung  der  Asymptote,  die  zu  einer  ge- 
gebenen Wurzel  a  gehört,  zu  vollenden,  genügt  es  zu  bemerken, 
daß  der  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Asymptote  nach  Null  kon- 
vergieren muß,  und  daß  folglich  auf  Grund  der  Definition  von  f{a) 
sein  muß 


/ 
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698«  Wir  wollen  jetzt  unter  der  Yoraussetzungy  daß  M  ins  Un- 
endliche fortrückt,  folgendes  beweisen:  Wenn  die  Tangente  in  Jlf 
einer  Grenzlage  zustrebt,  ist  diese  notwendig  eine  Asymp- 
tote. Wegen  dieser  Eigenschaft  pflegt  man  in  der  analytischen  Geo- 
metrie die  Asymptoten  zu  betrachten  als  die  Tangenten  in  den  Schnitt- 
punkten der  unendlich  fernen  Geraden  und  der  Eurye.  Vergleicht 
man  in  der  Tat  die  Gleichung  der  Tangente  F=-  Xy'+  (y  —  xy)  mit 
der  ihrer  Ghrenzlage  Y  =  m^X -\- hy^y  so  sieht  man,  daß  die  Zolassimg 
der  Existenz  dieser  Grenzlage  gleichbedeutend  ist  mit  der  Zulassung 
der  Existenz  der  Grenzwerte  von  if  und  von  y  —  xy  fttr  unendliches  x, 

sodaB 

lim^«mi,      lim (y  —  a?y  )  =- Äi 

ist.  Inzwischen  hat  man  unter  Anwendung  des  Theorems  von  L'Hospital 

w  =  lim|--y'«Wi, 
femer 

—  —  m 
h  =»  lim  (y  —  mx)  =  lim  — ;-t —  =  lim  (y  —  xy^  =  h^ . 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  mit  ebenso  groBer  Leichtigkeit 
unter  Anwendung  von  Polarkoordinaten.  In  der  Tat  ist  der  Abstand 
zwischen  Tangente  und  Pol,  wenn  man  ihn  wie  im  vorigen  Paragraphen 
berechnet,  —  r  sin  co  und  kann  für  unendlich  zunehmendes  r  nicht 
nach  einem  (Grenzwert  q^  konvergieren,  ohne  daß  m  nach  einem  Viel- 
fachen  von  sr  konvergiert.  Daraus  ergibt  sich  folgendes:  Wenn  die 
Gerade,  welche  die  Grenzlage  der  Tangente  sein  soll,  gegen  die  Polar- 
achse die  Neigung  ec^  hat,  d.  h.  wenn  0  +  m  einem  Grenzwert  cc^ 
zustrebt,  so  existiert  auch  cc  »  lim  0  »  a^  —  nsr,  und  es  ist  außerdem 

q  =«  lim  ^^  «  —  lim-T  =  —  limrtgo  =  —  limrsinw  =  Ji- 

599.    Übungen,      a)    Die    Kurve    y  = ist    offenbar    asymp- 

totisch  zu  beiden  Achsen.  Während  sich  aber  die  Achse  der  y  als  Grenz- 
lage der  Tangente  in  M  betrachten  läßt  für  den  Fall,  daß  die  Ordinate  y 
unbegrenzt  wftchst,  kann  man  so  etwas  von  der  Achse  der  x  nicht  sagen, 
da  y  —  xy  nach  keinem  Grenzwert  konvergiert,  wenn  x  ins  Unendliche 
wftchst.  Mit  andern  Worten,  die  Tangente  hört  nicht  auf  zu  oszillieren, 
wie  man  auch  aus  der  Bemerkung  erkennt,  daß  die  Tangenten  in  den  un- 
endlich vielen  Schnittpunkten  der  Kurve  mit  der  o;- Achse  alle  auf  der 
y- Achse  in  den  Punkten  y  =  ±  1  zusammenlaufen.  Es  ist  also  unter 
ümstftnden  eine  Asymptote  nicht  die  Grenzlage  der  Tangente, 
d.  h.  es  gilt  nicht  die  ümkehrung  des  Satzes,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen bewiesen  haben. 

b)   Bei  dem  vorigen   Beispiel  hat  die  Tangente,   obwohl  sie  keine 


§  599 
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Grenzlage  hat,  doch  die  Tendenz  parallel  zu  der  Asymptote  zu  werden. 
Anders  ist  es  bei  der  Kurve 

die  wir  früher  bereits  betrachtet  haben  (§  294,  f).  Hier  oszilliert  die 
Tangente  auch  hinsichtlich  ihrer  Richtung  unaufhörlich  derart,  daß  sie 
unendlich  oft  senkrecht  zu  der  Asymptote  wird.  Bei  der  Kurve  xy=^[x] 
dagegen  hat  man  f&r  unendliches  x  zunächst  lim  y  ^=^  1^  femer  lim  y=^  0, 
lim(y  —  xy)  =  2 lim ([aj]/ir)  =  2,  d.  h.  die  Tangente  strebt  einer 
Grenzlage  (|^ «  2)  zu,  aber  diese  fällt  nicht  mit  der  Asymptote 
(jf  =>  1)  zusammen.  Das  widerspriciit  nicht  dem  im  vorigen  Paragraphen 
bewiesenen  Theorem;  denn  beim  Beweise  dieses  Theorems  haben  wir,  in- 
dem vnr  das  Theorem  von  L'Hospital  in  Anspruch  nahmen,  stillschweigend 
vorausgesetzt,  daß  die  Derivierte  von  y  einzig  sei,  während  in  dem  von 
uns  hier  betrachteten  Falle  die  linksseitige  Derivierte  in  allen  Punkten 
mit  ganzzahliger  Abscisse  fehlt.  Dieses  Beispiel  ist  geeignet  zu  zeigen, 
wie  man  bei  der  Anwendung  eines  Theorems  auf  der  Hut  sein  und  darauf 
achten  muß,  ob  auch  die  einschränkenden  Bedingungen  des  Satzes  er- 
füllt sind. 

c)  um  die  Asymptoten  der  durch  die 
Gleichungen  x  cos  0-=  a ,  y  =  &  (tg  ö  —  ö) 
dargestellten  Kurve  (des  Profils  eines  ab- 
wickelbaren Helikoids)  zu  finden  oder  besser 
die    Asymptoten    desjenigen    Zweiges    der 

Kurve,   der   den    zwischen 

liegenden  Werten  von  6  entspricht,  ist  zu- 
nächst zu  bemerken,  daß  man,  um  eine 
Koordinate   zu    unendlichem   Wachsen    zu 

bringen,   0  nach  ±  —  konvergieren  lassen 

muß.    unter  diesen  Bedingungen  hat  man 

^«lim|-  =  -lim(sinö-ecose)  =  ±-,  ^^^ 

limi^n: — a;|="Olim ^ ' —  —  -  olimö  =«  x -r-jro. 

Die  gesuchten  Asymptoten  sind  also  die  durch  die  Gleichungen  —  q:  -|-  =  ^ 
dargestellten  Geraden. 

d)  Bei  der  Aufsuchung  der  Asymptoten  muß  man  nicht  unterlassen, 
X  nach  —  oo  wie  nach  -{-  oo  variieren  zu  lassen,  da  in  beiden  Fällen 
verschiedene  Asymptoten  herauskommen  können.     So  hat  man  z.  B.  bei 


und    — 

2  2 


der  Kurve   y  ^  x 


X  —X 

e   — e 

X    i      ^■x  ' 

e  +e 


m  =  um 


wenn  x  nach  ±  oo  hingeht, 

— « 


e'-e-' 


e'  +  e 


h  ™  lim  (tf  Zf:  x)  =  ^1  lim 
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und   die  Kurve   ist   daher   asymptotisch    zu   den  Winkelhalbierenden   der 
Achsen.     Ein  einfacheres  Beispiel  liefert  uns  die  Eunre  y  =  arctg  x.     Die 


Fig.  59. 

Betrachtung  der  beiden  Fälle  ist  auch  notwendig,  um  zu  wissen,  ob  die 
Kurve  sich  der  Asymptote  nur  in  einem  Sinne  oder  in  beiden  unbegrenzt 
nähert 

'^        e)  Die  Kurve  y  =  x/\l  +  e'J  hat  im  Anfangspunkt  zwei  Tangenten, 

da  man  (§  282,  c)  links  vom  Anfangspunkt  p'=  1,  rechts  dagegen  y^^O 
hat.  Wenn  x  nach  ±  oo  hin  variiert,  so  nimmt  auch  y  seinem  absoluten 
Betrage  nach  beständig  zu.  Aber  die  beiden  unendlichen  Zweige,  die  man 
auf  diese  Weise  erhält,  sind  asymptotisch  zu  einer  und  derselben  Qeraden, 

da  man  hat  lim  6*  «=  1,  limoj^e*  —  1  j  =  1  und  folglich 


Fig.  60. 


m 
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j-y»     Ä-lim(y-yfl;)=i-lim 


X 


1^ 
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für  a;  =  ±  oo.     Also  ist  die  Gleichung  der  Asymptote  o?  —  2y  =  -J.     Zu 
diesem  Besultat  gelangt  man  auch,  indem  man  y  in  eine  Beihe  entwickelt: 

X        11 

^  "  2  4   "^  48«*  "'  * 

f)  Die  Beihenentwickelungen  sind  sehr  nützlich,  wenn  man  das  Ver- 
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halten  der  Kurven  in  den  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Zweigen  nnter- 

snchen  will.  Ist  z.  B.  die  Kurve  y  =*  xe^  gegeben,  so  genügt  es  zu  be- 
merken, daß  man  hat  y  =  Ä  +  l  +  s — !"•••>  um  zu  erkennen,  daß  die 

A  OS 

Kurve  asymptotisch  zu  der  Geraden  ^  »  ä?  -f  1  ist.  Da  femer  y  auch 
dann  ins  Unendliche  wächst,  wenn  x  abnehmend  nach  Null  konvergiert, 
während  es  den  Grenzwert  Null  hat,  wenn  x  zunehmend  nach  Null  konvergiert, 
so  sieht  man,  daß  die  Kurve  aus  zwei  Zweigen  besteht,  die  beide  asymp- 
totisch zu  jener  Geraden  sind,  aber  so,  daß  nur  einer  von  ihnen  auch 

zur  y- Achse  asymptotisch  ist,  während   der  andere  im  Anfangspunkt  auf- 

1 

hört.  In  ähnlicher  Weise  sieht  man  bei  der  Kurve  y  =  x^e*  sofort,  daß 
sie  die  y-Achse  als  einzige  geradlinige  Asymptote  zuläßt  (nur  für  den 
Zweig  rechts),  dafür  aber  die  parabolische  Asymptote  y'^x^+x^^ 
besitzt,  die  innerhalb  des  linken  und  außerhalb  des  rechten  Zweiges  sich 

ausdehnt.     Es  ist  femer  merkwürdig  die  Kurve  y  =^  x^/\l  +  e^J^  da.  sie 

große  Ähnlichkeit  mit  einer  Parabel  hat  und  im  Unendlichen  genau  wie 
die  Parabel  y=^^(2a^  —  x)  sich  zu  verhalten  strebt.  Unterwirft  man 
diese  einer  Translation  in  der  Ebene  derart,  daß  der  Scheitel  nach  dem 
Anfangspunkt  gelangt,  so  durchsetzen  die  beiden  Kurven  einander  in 
diesem  Punkte,  wo  sie  sich  gleichzeitig  berühren-,  denn  man  hat  rechts 
vom  Anfangspunkt  y  <  ^o?*  und  links  y  >  ^x^. 

g)  Wendet  man  auf  die  hyberbolische  Spirale  die  am  Schlüsse  von 
§  597  angegebenen  Formeln  an,  so  erhält  man 

und  findet  so  die  zur  Polarachse  parallele  Asymptote  wieder,  auf  die  wir 
früher  (§  589,  g)  hingewiesen  haben.  Ebenso  hat  man  bei  der  Quadratriz 
(§  589,  i) 

-  /^v       sin  $       M/i\\       ö  coB  0  —  sin  0  /      ^  n« 

In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß  die  Sinusspiralen  (§  589,  m)  nur  für 
fn  <C  —  1  Asymptoten  im  Endlichen  besitzen,  und  in  diesem  Falle  gehen 
die  Asymptoten  alle  vom  Pol  aus  und  bilden  mit  der  Polarachse  die  Winkel 

h)  Bei  dem  durch  die  Gleichung  r  =='j}/(l  —  Äcosö)    dargestellten 
Kegelschnitt  hat  man 

fiß)*^ Z »     /^W^TtSi»^'     cosa  =  -jr-,     g=      "^^ 


Nur  im  Falle  der  Hyperbel,  d.  h.  für  ä  >  1,  ist  «  reell;  aber  die  unend- 
lich vielen  Winkel,  deren  Kosinus  -?-  ist,  bestimmen  nur  zwei  Richtungen, 
die   antiparallel  in  Bezug  auf  die  Fokalachse  sind.     In  diesem  Falle  ist 
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p  ^ ,   Ä*— l=-j   und  daher   ff  =  ±  &   und   auch  g  =»  j^  Jfca  sin  a. 

Also  gehen  die  beiden  Asymptoten  durch  den  Mittelpunkt  hindurch  und 
sind  um  h  vom  Pol,  d.  h.  Yon  den  Brennpunkten,  entfernt. 

i)  So  oft  man  beim  Diskutieren  von  Kurven,  die  in  Polarkoordinaten 
gegeben  sind,  findet,  daß  r  einem  Grenzwert  a  zustrebt,  wenn  0  (positiv 
oder  negativ)  unendlich  wird,  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Kurve 
einen  asymptotischen  Kreis  zul&ßt,  dessen  Radius  gleich  a  ist  und 
dessen  Mittelpunkt  im  Pol  liegt.  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  das 
Konvergieren  von  r  nach  a  fdr  gewöhnlich  so  stattfindet  (§  308,  c),  daß 

gleichzeitig  r'  der  Null  zustrebt,   mithin  co  dem  Wert  -g-?  ^'  ^-   ^^^  ^® 

Kurve  die  Tendenz  hat,  den  Kreis  zu  berühren.  Insbesondere  ist  im  Falle 
a  »  0  der  Pol  ein  asymptotischer  Punkt.  Dieser  Fall  tritt  ein  bei 
verschiedenen  früher  betrachteten  Kurven  (§  589,  e,  g,  h),  wie  bei  der  lo- 
garithmischen Spirale,  der  hyperbolischen  Spirale,  der  Kochleoide.  Es  ge- 
nügt die  Konchoiden  (§  589,  j)  dieser  Kurven  in  Bezug  auf  den  Pol  zu 
nehmen,  um  andere  Kurven  zu  erhalten,  die  asymptotische  Kreise  besitzen. 
Besonders  bemerkenswert  sind  die  Konchoiden  der  logarithmischen  Spirale, 
welche  für  eine  gegebene  Spirale  alle  untereinander  ähnlich  sind.  Richtet 
man  in  der  Tat  die  Polarachse  vom  Pol  der  Spirale  nach  dem  Schnitt- 
punkt derselben  mit  dem  asymptotischen  Kreis  einer  ihrer  Konchoiden,  so 
ist  die  Gleichung  der  Konchoide  notwendig  r -=  a(6'^*  ±  1),  wo  nur  a, 
der  Radius  des  Kreises,  beliebig  ist.  Der  Zweig,  welcher  dem  Zeidien  -f 
entspricht,  liegt  ganz  außerhalb  des  Kreises,  und  wickelt  sich  unbegrenzt 
um  ihn  herum.  Der  andre  Zweig  dringt  in  den  Kreis  ein,  geht  durch 
den  Pol  hindurch,  wo  er  sich  verhält  wie  eine  archimedische  Spirale 
(r  =»  mad),  und  indem  er  sich  dann  mit  unendlich  vielen  Windungen  von 
ihm  entfernt,  nähert  er  sich  unbegrenzt  der  Peripherie  des  Ejreises. 

600.  Wir  wollen  uns  jetzt  genauer  mit  den  Asymptoten  der  al- 
gebraischen Kurven  beschäftigen,  und  zwar  zunächst  diejenigen  auf- 
sucheu;  welche  zur  y- Achse  parallel  sind.  Zu  dem  Zwecke  wollen 
wir  die  Gleichung  der  Kurve,  die  wir  uns  auf  ganze  rationale  Form 
gebracht  denken,  nach  y  ordnen: 

ri>{x)  +  jr- Vi(^)  +  jr- v«(ä:)  +  •  •  •  +  tn{^)  -  0. 

Für  unendliches  y  muß  x  nach  einem  Grenzwert  l  konvergieren,  um 
dessen  Berechnung  es  sich  gerade  handelt,  und  es  streben  daher 
die  stetigen  Funktionen  '^{x)^  i^ii^),  ...  den  endlichen  (Jrenzwerten 
^(l),  ^i(Q;  •  •  •  zn.  Daraus  folgt,  wenn  man  die  Gleichung  durch  y* 
dividiert  und  dann  y  unendlich  werden  läßt,  ^({)  »  0.  Dies  ist  die 
Gleichung,  welche  die  Werte  von  l  liefert,  deren  jedem  eine  Asymp- 
tote X  =»  i  entspricht.  Wir  ordnen  nunmehr  unter  Beiseitelassong 
der  Asymptoten,  welche  zur  y-Achse  parallel  sind,  die  Gleichung  der 
Kurve  nach  homogenen  Gruppen.  Setzt  man  y  « tx,  so  kann  man 
schreiben: 

(12)  a;XO  +  ^"'(Piit)  +  a:"- Va(0  +  •  •  •  +  9n(f)  -  0. 
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Nun  hat  man  m  =»  lim  t,  and  m  ist  endlich.  Wenn  man  also  die 
obige  Gleichung  durch  af*  diridiert,  so  erhält  man  für  unendliches  x 
das  Resultat  q>(in)  »  0.  Man  braucht  diese  Gleichung  nur  aufisu- 
losen,  um  die  Richtungen  der  Asymptoten  zu  bestimmen.  Wir  wollen 
zunächst    annehmen^    m    sei    eine    ein&che    Wurzel    von    (p,    sodaB 

q)'(fn)  ^  0  ist;  und  h  zu  berechnen  suchen.  Dividiert  man  die 
Gleichung  (12)  durch  af  "*^,  so  hat  man 

(13)  -c^CO  +  yiW  +  ^  +  '-'-O; 

ferner  erhält  man  für  unendliches  x,  wenn  man  zuvor  bemerkt ,  daß 

lim  x{t  —  m)^  lim  (y  —  mx)  =  h 
ist;  und  daran  denkt;  daß  q>{in)  =  0  ist; 

lim xtp(t)  =»  lim a;(^  —  m)  •  lim  ^^  «=  hg>\m) 

auf  Grund  der  Definition  von  (fXfn),     Also  wird  die  Gleichung  (13) 

hq>\fn)  4-  q>i(ni)  =  0    und  liefert     7*  =  —  ^ip^. . 

Ist  m  eine  vielfache  Wurzel  von  gp;  so  hat  man  q>Xm)  =»  0;  und  wenn 
nicht  q>i  {m)  »  0  ist;  so  kann  man  sageU;  daß  die  Asymptote  unend- 
lich fem  ist.  Aber  auch;  wenn  (Pi(ni)  "»  0  ist;  wird  die  letzte  Formel 
illusorisch;  und  man  muß  auf  die  Formel  (12)  zurückgreifen.  Divi- 
diert man  dieselbe  durch  x"~*;  so  erhalt  man 

(14)  »»9,(0  +  x<p,(t)  +  ,,,(0  +  ?^  +  . . .  -  0. 
Nun  ist 

mithin  wird  fOr  unendliches  x  die  Gleichung  (14) 

(15)  ^h\'Xm)  +  h<p^Xm)  +  (p^(m)  -  0 

und  liefert  zwei  Werte  für  h,  die  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
parallelen  Asymptoten  entsprechen.  Wenn  femer  m  eine  dreifache 
Wurzel  von  (p  ist;  so  liegt  im  allgemeinen  eine  der  zugehörigen 
Asymptoten  nicht  im  Endüchen;  es  sind  zwei  von  ihnen  unendlich 
fem;  wenn  auch  ^i{in)  »  0  ist;  und  wenn  endlich  alle  Koeffizienten 
der  Gleichung  (15)  gleich  Null  sind;  so  muß  man  wieder  die 
Gleichung  (12)  vornehmen;  sie  durch  x"~'  dividieren  und  dann  zur 
Gh-enze  für  unendliches  x  übergehen;  wodurch  man  erhält 

u.  s.  f. 

601.   Mit  Hilfe  homogener  Koordinaten  läßt  sich  die  Aufsuchung 
der  Ajsymptoten  der  algebraischen  Kurven  in  einfacherer  Weise  durch 
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fQhreii;  wenn  man  von  dem  in  §  598  bewiesenen  Theorem  Gebrauch 
macht.  Zunächst  bemerke  man^  daß  sich  das  Resultat  q>  (m)  =  0  in 
folgender  Weise  aussprechen  läßt:  Wenn  man  in  der  Gleichung  einer 
Kurve  n-ter  Ordnung  alle  Glieder  von  niedrigerem  als  n-tem  Grade 
unterdrückt,  so  stellt  die  dadurch  erhaltene  Gleichung  das  System  der 
Parallelen  dar,  die  durch  den  Anfangspunkt  zu  den  n  Asymptoten 
gezogen  sind  und  reell  oder  imaginär,  verschieden  oder  zusammen- 
fallend sein  können.    Dies  wird  sozusagen  evident,  wenn  man  setzt 

*(a;,y,*)-a!"9.(f)+i»af-*9.i(f)  +  «V-V,(f)  +  ---, 

um  die  Gleichung  der  Kurve  homogen  zu  machen,  und  dann  bemerkt^ 
daß  das  Hinschreiben  der  Gleichung  ^  =  0  soviel  bedeutet  als  in 
0  =  0  zu  setzen  jer  «=  0,  d.  h.  die  n  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  zu  betrachten.  Nunmehr  schreibe  man  die 
Gleichung  der  Tangente  (§  587) 

und  um  auszudrücken,  daß  der  Berührungspunkt  im  Unendlichen 
liegt,  setze  man  in  den  Koeffizienten  j?  =  0.  Man  erhalt  auf  diese 
Weise  eine  Gleichung,  die  in  x  und  y  homogen  ist.  Darauf  eliminiere 
man  y/x  aus  dieser  Gleichung  und  derjenigen,  welche  aus  ^  =  0  für 
jer  =  0  entsteht.  Man  gelangt  dann  zu  der  Gesamtgleichung  der 
Asymptoten.     Im  Grunde  ist  diese  Methode  nicht  verschieden  von  der 

früheren.    In  der  Tat  hat  man,  für  ;er  «  0,  *  =  ic»^)  (-|-),  d.  h.  *==0, 

wenn  man  für  y/x  einen  Wert  m  annimmt,  der  der  Gleichung  9)  =  0 
genügt.    Außerdem  ist 

^dx^^dy       ^'     dy       ^     ^  U/'     dz       ^     9^1  \x} 
und  folglich 

Mithin  wird  die  Gleichung  (16)  in  nichthomogenen  Koordinaten 


r«mX- 


9>'(m) 


602,  Übungen,  a)  Wenn  die  Kurve  a?'  +  y*  =  3  axy  gegeben  ist, 
die  man  das  Föliwin  Cartesii  nennt,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der 
NeigungskoefQzienten  der  Asymptoten  die  Gleichung  1  +  m*  =»  0,  welche 
als  einzige  reelle  Wurzel  w  =  —  1  zuläßt;  femer  ist 

9>  (wi)        8  m* 
Also  hat  die  Kurve  nur  eine  reelle  Asymptote,  welche  durch  die  Gleichung 
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X  -{-  y  +  a  =^  0  dargestellt  wird.  Für  die  Anwendungen  braucht  man 
nicht  die  in  §  600  erhaltenen  Formeln  im  Kopfe  zu  haben,  sondern  nur 
das  Verfahren,  welches  zur  Gewinnung  dieser  Formeln  angewandt  wurde. 
So  kann  man  im  Falle  des  Folium,  nachdem  man  bemerkt  hat,  daß  x  +  y 
der  einzige  reelle  Faktor  Ton  x^+y^y  der  Summe  der  Glieder  höchsten 
Grades,  ist,  unmittelbar  die  Gleichung  der  Asymptote  hinschreiben: 

,  /       3axy      \ 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  indem  man  y  in  eine  Beihe  entwickelt: 

b)  Etwas  allgemeiner  betrachte  man  die  Gleichung 

(x  +  y)(x^-  2kxy  +  y«)  «  2 (1  +  1c)axy, 

welche  für  Ä;  =»  4*  ^^  Folium  darstellt  und  ftir  Ä;  ==^  0  eine  andere  wich- 
tige Kurve,  die  sogenannte  LogocyJdika,  Solange  A;'<  1  ist,  gibt  es  nur 
eine  reelle  Asymptote,  deren  Gleichung 

''  +  y-'\x'^2kxy  +  yV^^^^  ^ 

ist,  sodaß  die  betrachteten  Kuryen  alle  asymptotisch  zu  eiaer  und  der- 
selben Geraden  sind.  Dagegen  besitzen  diejenigen,  für  welche  ^^>  1  ist, 
noch  zwei  andere  reelle  Asymptoten,  die  zu  den  Geraden 

ic*  —  2  kxy  +  y*  =  (y  —  mx)  {y  —  mx)  =*  0 

parallel  sind,  wobei  m  «  Ä  ±  yif  —  1  ist.  Die  Gleichung  einer  Asymp- 
tote ist 

(%{l-\-'k)axy    \  2 (1  +  fe) ma ma 

iP  +  y)(y-f^'o^Vy^mr  (14-w)(w-m')~*w-l' 
sodaß  man  zur  Darstellung  der  beiden  Asymptoten  findet 

y  -  **  +  Y a  ±  («  +  ji^)  1/&^^Ö[ . 

Diese  Asymptoten  treffen  sich  in  dem  Punkte  x  =  y  =^  ^  \a/(k  —  l) 
unter  einem  Winkel,  dessen  Kosinus  1/k  ist.  Nur  fOr  A;  =  2  gehen  die 
drei  Asymptoten  durch  einen  Pimkt  hindurch  und  sind  alsdann  parallel  zu 
den  Seiten  eines  gleichseitigen  Dreiecks. 

c)  Um  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  man  die  homogenen  Koordinaten 
anwendet,  betrachten  wir  wieder  das  Folium  und  setzen 

um  das  im  vorigen  Paragraphen  Gesagte  anzuwenden.    Für  e=^0  hat  man 

und  die  Gesamtgleichung  der  Asymptoten  ergibt  sich  also  durch  Elimi- 
nation des  Verhältnisses  y/x  aus  den  Gleichungen 

fl;«  +  y»«  0,      Xx^+  Yy^"  axy  =  0 
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oder  (wenn  man  x  und  ^  für  die  laufenden  Koordinaten  schreibt)  durch 
Elimination  von  m  aus  1  +  wi*  =»  0  und  x  +  m*y  =»  ma.  Führt  man  diese 
Elimination  aus,  so  erh&lt  man  x^+  y^+  a^^  3a^y,  und  diese  Gleichung 
zerlegt  sich  in  die  drei  folgenden 

aj  +  y  +  a="0,    x  +  my  +  w'a  =  0,    x  +  (o^y  +  «a  ==  0, 

wo  CD  eine  imaginäre  kubische  Einheitswurzel  darstellt.  Das  Folium  hat  so- 
mit außer  der  reellen  Asymptote  x  -{-  y  +  a  ^  0  zwei  imaginäre  Asymp- 
toten, die  sich  in  dem  Punkte  (a,  d)  schneiden.  Die  erhaltene  Gleichung 
kann  man  auch  unmittelbar  aufstellen,  wenn  man  sich  yon  der  Bemerkung 
leiten  läßt,  daß  die  Gesamtgleichung  der  Asymptoten  einer  Knrre  n-ter 
Ordnung  sich  aus  der  Gleichung  der  Kurve  selbst  ergeben  muß,  indem 
man  die  Koeffizienten  der  Glieder  von  niedrigerem  als  (n  —  l)-tem  Grade 
derart  ändert,  daß  die  Gleichung  sich  in  n  lineare  Gleichungen  spaltet. 
Im  Falle  des  Folium  fOhrt  diese  Bemerkung  sofort  zum  Ziele,  weil  es, 
wie  wir  wissen  (§  473),  genügt  a'  zu  aj'  +  y*—  ^axy  zu  addieren,  um 
den  Wert  der  Zirkulante  (x^  y,  a)  zu  erhalten,  die  in  drei  lineare  Fak- 
toren zerlegbar  ist. 

d)  Es  sei  jetzt  noch 

^(^>y>*^)  =  ax^+  hy^+  cz^+  ^fye  +  2gex  +  2hxy. 
Die  Gleichung  der  Tangente  ist 

{ax  +  hy  +  gz)X+  {hx  +  hy  +  fe)Y+  (gx  +  fy  +  cz)Z^O, 
Setzt  man  z  ^  0  und  Z  =  1 ,  so  erhält  man  also 

(aX  +  hY  +  g)x  +  {hX  +  bT+f)y^O 
und  hat  nun  y/x  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

ax*+  hy^+  2hxy^0 

zu  eliminieren.     Man  erhält  dabei,  wenn  man  X  und  Y  durch  x  und  y 

ersetzt, 

aQix  +  by  +  fy  +  b(ax  +  hy  +  gy-'2h(ax  +  hy  +  g){hx  +  by  +  f)^0 

oder 

a  h  ax  +  hy  +  g 

h  b  jix  +  hy  +  f      =0. 

ax  +  hy  +  g    hx  +  by  +  f    0 

Subtrahiert  man  von  der  letzten  Yertikabreihe  die  mit  x  multiplizierte 
erste  und  die  mit  y  multiplizierte  zweite  imd  verfährt  dann  in  analoger 
Weise  mit  den  Horizontalreihen,  so  findet  man 

a     h    g 

h     b     f  «0. 

g    f    c—  0 

Man  erhält  also  die  Gesamtgleichung  der  Asymptoten   des  Kegelschnitts 

ax^+  by^+c+  2fy  +  2gx  +  2hxy=^0, 
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indem  man  auf  der  reckten  Seite  0  durch  die  Diskriminante  2),  geteilt 
durch  ab  —  A^  ersetzt  Zu  diesem  Resultate  gelangt  man  sehr  viel 
rascher  mit  £[ilfe  der  Bemerkung,  die  wir  beim  vorigen  Übungsbeispiel 
gemacht  haben,  indem  man  also  c  durch  eine  Zahl  c  ersetzt  derart,  daß 
die  Oleichimg  sich  in  zwei  lineare  Gleichungen  zerlegt.  Dazu  ist  erforder- 
lich, daß  die  neue  Diskriminante 


a    h    g 

a    h    g 

a    %    0 

h    h    f 

=- 

h    b    f 

+ 

h    b     0 

9    f    c 

9    f     0 

9    f    <^' 

C'—  c 


^D  +  {ab-h^(c^c) 


gleich  Null  ist,  daß  man  also  hat    C'^^  c  — 


D 


ab  —  h* 


SlngnlarltätexL 

603.  Wendepunkte.  Gewisse  Besonderheiten,  die  sich  in  Punkten 
einer  Kurre  darbieten  können  nnd  die  ihrer  Gestalt  anhaften,  geben 
Veranlassung  dazu,  diese  Punkte  als  singulare  Punkte  zu  be- 
zeichnen. So  bietet  sich  z.  B.  in  den  Punkten,  wo  y'»  0  ist,  die  Be- 
sonderheit, daß  die  Ordinate  im  allgemeinen  ein  Minimum  oder  ein 
Maximum  wird,  und  doch  sind  diese  Punkte  keine  singulären  Punkte, 
da  man  nur  die  Richtung  der  Achsen  zu  ändern  braucht,  um  die  be- 
obachtete Besonderheit  anderswohin  zu  verlegen.  Das  gilt  aber  nicht 
Yon  den  Punkten,  in  welchen  y''»  0  ist:  sie  heißen  Wendepunkte 
oder  Inflexionspunkte  und  sind  singulare  Punkte,  weil  in  ihnen  die 
Krümmung  null  ist,  d.  h.  eine  Eigenschaft  vorhanden  ist,  die  keine 
Änderung  der  Achsen  zu  zerstören  imstande  ist  Es  ist  übrigens 
leicht  zu  konstatieren,  daß  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  M 
die  Kurve  ein  außergewöhnliches  Verhalten  in  Bezug  auf  die  Tangente 
in  M  hat.  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  nach  M  und  läßt  die  Achsen 
mit  der  Tangente  und  der  Normale  zusammenfallen,  so  hat  man, 
nach  der  Definition  von  y"  als  der  Derivierten  von  y',  lim  (j//x)  =  0, 
mithin  auf  Grund  des  Theorems  von  L'Hospital  lim(y/a;')  ~  0.  Die 
Entfernung  der  Tangente  in  M  von  den  zu  M  unendlich  benachbarten 
Karvenpunkten  ist  also  infinitesimal  von  höherer  als  zweiter 
Ordnung,  sodaß  man  sagen  könnte,  die  Kurve  berühre  in  den  Wende- 
punkten ihre  Tangente  inniger.  Um  femer  die  Bezeichnung  „Wende- 
punkte'' zu  rechtfertigen,  muß  man  bemerken,  daß  y",  wenn  es  ver- 
schwindet, im  allgemeinen  sein  Zeichen  wechselt,  und  daß  daher 
(§  348,  d),  wenn  man  die  Kurve  durchläuft,  beim  überschreiten  eines 
Wendepunktes  die  Konvexität  derselben  sich  in  Konkavität  verwandelt 
oder  umgekehrt.  Man  hat  also  eine  wirkliche  und  eigentliche  Wendung 
(Inflexion)  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes,  d.  h.  die  Kurve  durch- 
setzt die  Tangente.     Dies  ist  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  y''  in  der 
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Umgebung  von  M  ein  bestimmtes  Zeichen  bewahrt;  in  welchem  Falle 
der  Wert  Null  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  Yon  y"  darstellt. 
Daraus  folgt,  daß  (§  313)  die  Abscissen  der  Punkte,  in  welchen  die 
Kurye  ihre  Tangente  durchsetzt,  die  einfachen  Wurzeln  von  y"  sind 
oder  die  vielfachen  Wurzeln  von  ungerader  Ordnung.  Dies  erklärt 
sich  in  einfacher  Weise  durch  die  Bemerkung,  daß  jene  Werte  von  x 
gerade  diejenigen  sind,  welche  die  Funktion  y'  zu  einem  Minimum 
oder  Maximum  machen,  d.  h.  die  Abscissen  derjenigen  Punkte,  in 
deren  Umgebung  es  passiert,  daß  die  Tangente  aufhört  in  dem  einen 
Sinne  fortzuschreiten  und  im  entgegengesetzten  sich  zu  yerschieben 
anfängt,  was  noch  klarer  aus  der  Formel  (7)  heryorgehi 

604.  Um  die  Wendepunkte  der  Kurve  y  =  f{x)  zu  bestimmen, 
muß  man  die  Gleichung  f\x)  »  0  auflösen  oder  irgend  eine  andere 
mit  ihr  äquivalente  (§  594),  die  also  ausdrücken  muß,  daß  die  Krümmung 
null  ist  Wenn  z.  B.  die  Kurve  durch  ein  Paar  von  Gleichungen 
x^  ^ (t),  y  =^if{t)  gegeben  ist,  so  ist  es  zweckmäßig  statt  y"»=  0 
zu  schreiben  dxtPy  —  dyd^x  =  0.  Mit  andern  Worten,  die  Wende- 
punkte entsprechen  den  Werten  von  t,  die  v\t)^"(t)^  il;'(t)4p"(t) 
zum  Verschwinden  bringen.  Ist  dagegen  die  Kurve  in  Polarkoordi- 
naten gegeben,  so  ist  die  Gleichung,  welche  man  anzuwenden  hat^ 
r*+ 2/*— rr"=  0,  die  (notwendig  vielfachen)  Wurzebi  von  r  aus- 
geschlossen; oder  man  schreibt,  wenn  die  Gleichung  der  Kurve  unter 
der  Form  l/r  =  /'(Ö)  gegeben  ist,  f+f'^Q,  Wenn  man  femer 
unter  Anwendung  cartesischer  Koordinaten  die  Kurve  als  dargestellt 
durch  die  Gleichung  f{Xy  y)  =  0  betrachtet,  so  ist  die  Gleichung, 
welche  die  Wendepimkte  liefert,  folgende: 

aV       aV       df 


(17) 


ex*     dxdy     dx 

av      av     df 


dxdy      dy*      dy 


df         df 


0 


==0, 


dx        dy 

vorausgesetzt,  daß  man  die  Punkte  ausschließt,  in  welchen  auch 
z://*«  0  ist.  Der  Gleichung  (17)  kann  man  im  Falle  der  algebraischen 
Kurven  eine  bemerkenswerte  Form  geben,  wenn  die  Gleichung  der 
Kurve  bereits  homogen  gemacht  ist.  Es  sei  n  der  Grad  der  Gleichung, 
xmd  man  subtrahiere  in  der  obenstehenden  Determinante  von  der  mit 
n  — - 1  multiplizierten  letzten  Yertikalreihe  die  mit  x  multiplizierte 
erste  und  die  mit  y  multiplizierte  zweite;  darauf  mache  man  dasselbe 
mit  den  Horizont^eihen.  Die  beiden  ersten  Elemente  der  letzten 
Yertikalreihe  oder  der  letzten  Horizontalreihe  verwandeln  sich  (§371)  in 

u    u^f    (  ^v ,   _?v\      ay 
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und  das  letzte  Element  in 


d*f 

dyde 


was 


sich  auf  e^~  reduziert.     Die  betrachtete  Oleichung  wird  somit 


av      av      av 


ay 

dydx 

av 


dxdy 

av 
ay» 

av 


a^rao;    a^a^as^ 


dxdz 

av 
aya^f 

av 
aip« 


0. 


Man  bestimmt  also  die  Wendepunkte  der  algebraischen 
Kurve  /*=-  0,  indem  man  die  Hessesche  Form  H  der  homogen 
gemachten  Funktion  f  gleich  Null  setzt  (vgl.  §§  378,  569). 
Die  Kurve  J?=0  heißt  die  Hessesche  Kurve  der  Kurve  /*=0. 
Die  Wendepunkte  einer  algebraischen  Kurve  sind  also  Punkte,  in 
welchen  sie  ihre  Hessesche  Kurve  schneidet;  und  da  diese  die  Ordnung 
3  (n  —  2)  hat,  so  hat  man  auf  einer  Kurve  von  der  Ordnung  n  im 
allgemeinen  3  n  (n  —  2)  Wendepunkte.  Ein  Kegelschnitt  z.  B.  hat 
keine  Wendeptmikte,  eine  Kurve  dritter  Ordnung  hat  deren  neim 
(unter  ihnen  immer  sechs  imaginäre),  u.  s.  w.  Man  bemerke  unter 
Bezugnahme  auf  die  Formel  (9),  daß  jeder  gemeinsame  Punkt  der 
beiden  Kurven  /*  =  0  und  H=»0  ein  Wendepunkt  der  ersten  Kurve 
ist,  sobald  nicht  z//*=0  ist,  sobald  also  nicht  die  ersten  Derivierten 
von  f  gleichzeitig  verschwinden.  Die  Bedingung  ^f »  0  (zusammen 
mit  /* «  0)  definiert  für  sich  allein  andere  singulare  Punkte,  die  eben- 
falls der  Gleichung  (17)  genügen  und  daher  auf  der  Hesseschen  Kurve 
liegen.  Von  diesen  Punkten  werden  wir  in  kurzem  (§  606)  handeln; 
schon  jetzt  aber  beachte  man,  daß  ihre  Anwesenheit  die  Zahl  der 
Wendepunkte,  3n(n  — 2),  herabdrtickt. 

605.    Übungen,      a)   Bei   der    Quadratrix  (y  =  o:  cot  |)    reduziert 
sich,  da  y"==  —^ — ~  ist,    die    Gleichung   der  Wendepunkte    auf  y  ^^  a^ 


a*8in* 


X 


in 


vorausgesetzt,  daß  x^O  ist.    Der  zentrale  Zweig  hat  also  keinen  Wende 
punkt,  aber  die  Tangente  im  Scheitel  schneidet   alle  andern  Zweige 
den  zugehörigen  Wendepunkten.     Die  Normalen  der  Kurve  in  allen  diesen 
Punkten  gehen  durch  den  Anfangspimkt  hindurch. 


.— « 


b)  Die  Gestalt  der  durch  die  Gleichung  y  «=■  a?  — —   dargestellten 


c'+c' 


Cet4rOy  Analjriii. 
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Kurve  (§  599,  d)  läßt  sofort  die  Existenz  zweier  in  Bezug  auf  die  y-Achse 
synunetriBcher  Wendepunkte  yermuten;  und  in  der  Tat  reduziert  sich  die 
Gleichung  y"^^  0  auf  y  »  1,  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  die  ge- 
gebene Kurve  in  ihren  beiden  Wendepunkten  trifft. 


c)  Bei  der  Kurve  y  =»  a:^ 


e'-l 


.'  +  1 


ist  die  Gleichung  der  Wendepunkte 


zu  kompliziert,  um  daraus  Nutzen  ziehen  zu  können.     Es  ist  aber  leicht, 
sich  von  der  allgemeinen  Gestalt  der  Kurve  Rechenschaft  zu  geben,  indem 

man  bemerkt,  daß  dieselbe  durch 
den  Anfangspunkt  tangential  zur 
rr- Achse  hindurchgeht  (vgl.  §  294,  b) 
und  sich  asymptotisch  zu  der  Ge- 
raden y  »  -^o;  ins  unendliche  er- 
streckt. Außerdem  sagt  uns  die 
Entwickelung 

X  1 


2 


8a; 


Fig.  61. 


daß  die  Kurve  asymptotisch  zu  der 
Hyperbel  a?*  —  2iry  =  ^  ist,  und 
dadurch  wird  ihre  angenäherte  Kon- 
struktion erleichtert  Es  gelingt  auf 
diese  Weise  vorauszusehen,  daß  die 
Kurve  an  drei  Stellen,  zu  denen  der 
Anfangspunkt  0  gehört,  eineWendung 
macht.  Nichtsdestoweniger  muß  be- 
merkt werden,  daß  0  kein  Wende- 
punkt ist,  und  man  hat  auf  diese 
Weise  ein  Beispiel  für  eine  Kurve,  die  ihre  Tangente  in  einem 
Punkte  durchsetzt,  der  kein  Wendepunkt  ist.  In  der  Tat  wissen 
wir  (§  314,  i),  daß  ^'j  betrachtet  als  rechtsseitige  oder  linksseitige  Deri- 
vierte  von  y',  den  Wert  2  oder  den  Wert  —  2  hat.  Es  genügt  Übrigens 
zu  bemerken,  daß  lim  (^/o;)')  —  ±  1  ist,  um  sich  zu  vergewissem,  daß 
im  Punkte  0  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Wendepunkte  fehlt,  da  der 
Abstand  zwischen  der  Tangente  in  0  und  den  zu  0  unendlich  benach- 
barten Kurvenpunkten  nicht  unendlich  klein  von  höherer  als  zweiter 
Ordnung  ist,  sondern  vielmehr  von  zweiter  Ordnung,  wie  in  den  ge- 
wöhnlichen Punkten. 

d)  Um  sich  zu  überzeugen,  wie  nützlich  es  ist,  ein  sicheres  analy- 
tisches Ejiterium  (^''»  O)  zur  Aufsuchung  der  Wendepunkte  zu  haben, 
genügt  es  die  Kurve  y  »  6*  -|-  sino?  zu  konstruieren,  indem  man  sinx  zu 
den  Ordinaten  der  logarithmischen  Kurve  y «  e*  hinzufELgt  Eine  rohe 
Zeichnung  dieser  Kurve  würde  zu  der  Meinung  führen,  daß  die  Kurve 
auch  für  a;  >  0  unendlich  oft  sich  wendet;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall, 
da  die  Funktion  y"^  ^  —  sino;  keine  positiven  Wurzeln  zuläßt,  weil  man 
für  x  >  0  hat   e*  >  1  ^  sin  x.     Dagegen    gibt    es    für   «<  0    unendlich 
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viele  Wendepunkte.  Ihre  Abscissen  sind  die  der  Schnittpunkte  der  loga- 
rithmischen Kurve  mit  der  Sinuskurve  ^  =  sin  o?. 

e)  Wenn  eine  beliebige  Schnecke  (r  ==^  a  cos  0  +  5)  gegeben  ist,  so 
findet  man  leicht 

r«  +  2r «  -  rr'^  2a*  +  &*  +  3  ad  cos ö. 

Damit  nun  diese  Funktion  von  0  für  reelle  Werte  von  6  null  werde,  ist 
nötig,  daß  2  a' +5'  nicht  3a&  übertrifft,  daß  also  h  in  das  Intervall 
{a^  2  a)  fallt;  aber  die  untere  Grenze  ist  ausgeschlossen,  da  für  &  «=>  a 
sich  ö  =  «  ergibt,  eine  Doppelwurzel  von  r.  Also  sind  (vgl.  §  589,  k) 
die  einzigen  Schnecken,  welche  Wendepunkte  haben,  diejenigen,  bei  denen 
h  größer  als  a,  aber  nicht  größer  als  2  a  ist. 

f)  Unter  den  Konchoiden  (§  589,  j)  einer  Geraden  betrachte  man  die- 
jenige, welche  den  Pol  enthält.  Aus  ihrer  Gleichung  (r  —  a)  cos  0  »  a 
leitet  man,  um  ihre  Wendepunkte  zu  bestimmen,  die  Gleichung  ab 
cos'ö  +  3cos*ö  —  2  =  0,    aus    welcher    sich   für   cosö    die  Werte   —  1, 

—  1  +  ys,  —  1  — 1/3  ergeben.  Den  ersten  braucht  man  nicht  zu  beachten, 
da  er  r  (und  gleichzeitig  /)  zum  Verschwinden  bringt;  der  letzte  ent- 
spricht keinem  reellen  Wert  von  0;  es  bleibt  nur  der  zweite  übrig,   der 

r  =»  —  (3  "t-  }/3)  gibt:  das  ist  der  Radius  eines  Kreises,  mit  dem  Mittel- 
punkt im  Pol,  der  die  Kurve  in  den  beiden  Wendepunkten  berührt  Es 
ist  leicht  zu  zeigen,  daß  die  Wendepunkte  aller  Konchoiden  einer  und  der- 
selben Geraden  in  Bezug  auf  denselben  Pol  auf  die  semikubische  Parabel 
Ä*  =»  4  ay^  fallen. 

g)  Zum  Schluß  wollen  wir  uns  fragen,  ob  die  Konchoiden  einer 
logariÜimischen  Spirale  (§  599,  i)  Wendepunkte  haben  können,  obwohl  es 
a  priori  den  Anschein  hat,  als  könne  dies  nicht  der  Fall  sein.  Aus 
r  =  a(e^*±  l)  leitet  man  ab 

r«  +  2  r  *  -  rr'^  (1  +  m»)  r«  ip  2  m^ar  +  2  m^a^ 

und  erkennt,  daß  im  Falle  m'  <  8  dieses  Trinom  für  reelle  Werte  von  r 
nicht  verschwinden  kann.  Daraus  folgt,  daß  die  gesuchten  Spiralen  nur 
diejenigen  sind,  welche  ihre  Radienvektoren  unter  einem  hinreichend  kleinen 
Winkel  treffen,  nämlich  einem  solchen,  dessen  Sinus  nicht  größer  ist 
als  1/3.  Bei  jeder  von  ihnen  haben  sämtliche  Konchoiden  zwei  Wende- 
punkte, die  Werten  von  r  entsprechen,  welche  immer  zwischen  a  und  2  a 
enthalten  sind.  Die  Bogen  der  unendlich  vielen  Konchoiden  einer  und 
derselben  Spirale,  die  ihre  Endpunkte  in  den  Wendepunkten  haben,  werden 

vom  Pol  aus  unter  konstantem  Winkel  gesehen,  der  für  m  »=  2^^  null 
und  für  sehr  großes  m  äußerst  klein  ist. 

606«  Vielfache  Ponkte.  Bekanntlich  (§  572)  macht  man  zur 
Bestimmung  der  Tangente  in  einem  Punkte  der  Kurve  f{x,y)^0 
Gebrauch  von  der  Gleichung 

(1«)  r.  +  ^t  =  '' 

welche    den    Wert    von   y'    liefert    unter    der    Voraussetzung;    daß 

87* 
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--  und  o  -  stetiff  sind  und  daß  man  außerdem  hat  J^^O.  Wenn  in 
ex  dy  ^  cy 

einem  Punkte  M  aber  y-^O  ist;  so  kann  man  nicht  mehr  behaupten, 

daß;  in  der  Umgebimg  von  M^  y  eine  Funktion  von  x  ist;  d.  h.  daß 
jedem  Werte  von  x  ein  Wert  von  y  und  nur  einer  entspricht;  das 
bleibt  aber  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  wahr  in  der  Um- 
gebung von  My  d.  h.  in  Punkten  JT,  die  zu  M  unendlich  benachbart 
sind;  existiert  die  Derivierte  y  und  hat  den  ans  (18)  zu  entnehmenden 

Wert.     Wenn  M'  nach  M  hinrückt,  so  strebt  ^  -  dem  Verschwinden 

'  oy 

ZU;  während  sich  x-    einem  Grenzwert   nähert;    der   im    allgemeinen 

von  Null  verschieden  ist;  sodaß  also  y  unendlich  wird.  Daraus 
folgt;  daß  in  M  die  Tangente  parallel  zur  j^- Achse  ist;   und   darin 

liegt  keine  Singularität.     Wenn    dagegen   auch  ^    nach   Null    kon- 

vergierte;  so  könnte  man  ohne  weitere  Untersuchung  nichts  über  den 
Grenzwert  von  y'  aussagen.  Die  Gleichung  (18)  wird  dann  bei  dem 
Grenzübergang  illusorisch;  und  um  dies  zu  vermeiden;  nimmt  man 
zu  einer  neuen  Differentiation  seine  Zuflucht: 

Wir  wollen  zulassen;  daß  beim  Hinrücken  des  Punktes  M'  nach  M 
sich  y  einem  endlichen  Grenzwert  nähert;  und  denselben  zu  bestimmen 
suchen.  Dabei  bemerken  wir,  daß  maU;  faUs  j/  unendlich  werden 
sollte,  nur  anstatt  dyjdx  den  (nach  Null  konvergierenden)  Quotienten 
dx/dy  zu  betrachten  brauchte;  um  sich  zu  überzeugen;  daß  die  Re- 
sultate;  welche   wir   erhalten   werden;   gültig   bleiben.     Wir   wollen 

nunmehr  beweisen,  daß  y"^  nicht  nach  einem   von  Null  verschie- 

'  '    oy 

denen  Grenzwert  konvergieren  kann.  Dazu  benutzen  wir  das  Theorem 
von  L^Hoapital  und  schreiben 

lim  y  =  lim  -^~  =  lim  (  y+  j^ 

dy  \        dx cy 

Da  die  Funktion 

d  df  _  c^f   ,    .av 

-r  y 


dx  dy       dxdy      ^  dy^ 
nach  Voraussetzung  endlich  bleibt;  so  hat  man  limy"7r^  =  0.     Also 
wird  die  Gleichung  (19)   beim  Übergang   zur   Grenze: 

(20)  1^,  +  2y'^t~  +  y^%  =  0; 

^     ^  Cx^         ^  cxcy      ^    dy*         ^ 

wobei  den  zweiten  Derivierten  von  f  die  Werte  beizulegen  sind;  die 
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sie  in  M  annehmen,  während  y  den  Grenzwert  von  y  bei  nach  M 
hinrückendem  M'  darstellt.  Man  hat  demnach  in  M  fQr  y  zwei 
Werte,  d.  h.  die  Kurve  läßt  in  dem  genannten  Punkte  zwei  Tangenten 
zu,  die  reell  and  verschieden  oder  zusammenfallend  oder  imaginär 
sein  können^  was  von  dem  Vorzeichen  von 

I    av     av    ! 


(21) 


cx^      dxdy 

av     ay 


i   dxdy      dy* 

abhängt.    Im  ersten  Falle  heißt  der  Punkt  M  ein  Doppelpunkt,  im 
zweiten  ein  Rückkehrpunkt  oder  eine  Spitze,  und  im  dritten  Falle 


i 
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I 
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Fig.  68. 

ist  er  ein  isolierter  Punkt,  da  in  der  Umgebung  von  M  kein 
andrer  reeller  Kurvenpunkt  existieren  kann.  In  der  Tat,  wenn  die 
Determinante  (21)  positiv  ist,  so  weiß  man  (§  379),  daß  die  Funktion/' 
in  Jf  ein  Minimum  oder  Maximum  hat;  und  da  in  diesem  Punkte 
ihr  Wert  null  ist,  so  ist  damit  gesagt,  daß  in  seiner  Umgebung 
die  Funktion  immer  positiv  oder  immer  negativ  ist.  Wenn  dagegen 
die  Determinante  (21)  negativ  ist,  so  zerlegt  sich  der  Winkelraum 
um  Jf  in  zwei  Regionen  (vgl.  §  570),  in  deren  einer  in  der  Nähe 
von  M  man  hat  /*>0,  während  in  der  andern  /'<0  ist;  und  diese 
Regionen  werden  voneinander  getrennt  durch  die  Geraden,  in  deren 
Richtung  f  den  Wert  Null  zu  bewahren  strebt.  Es  sind  dies  gerade 
die  beiden  Tangenten  der  Kurve  /*  =  0  im  Punkte  M,  In  Wirklichkeit 
ist  die  vorstehende  Diskussion  wenig  streng.  Um  sie  in  exakter 
Weise  dorchziif&hren,  müßte  man  sich  von  analogen  Betrachtungen 
leiten  lassen^),  wie  sie  in  §  572  entwickelt  worden  sind. 

607«    Wir  sehen  also,  um  zusammenzufassen,  daß  man  zur  Äuf- 
suchong  der  letzthin  beschriebenen   Singularitäten    längs    einer   ge- 

1)  D'Arcais:  „Corso  di  Calcolo  infinitesimale",  vol.  I,  pp.  509—616. 
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gebenen  Kurve  /* »  0  die  ersten  Derivierton  yon  f  gleich  Null  setzen, 
alle  Lösimgen  o; » a,  y  ^h  des  so  gebildeten  Systems  bestimmen 
muß  und  nur  diejenigen  behalten^  welche  auch  der  Gleichung  der 
Eurye  genügen.     Setzt  man  in  den  zweiten  Derivierten  fSr  x  und  y 

die  Werte  a^  &  ein  und  bringen  sie  ^-j  nicht  zum  Verschwinden,  so 
hat  man  einen  Doppelpunkt^  eine  Spitze  oder  einen  isolierten  Punkt, 
je  nachdem  die  Funktion  (21)  oder  ^— ^  -g-j  —  L  {  j  einen  nega- 
tiven,  verschwindenden  oder  positiven  Wert  annimmt  Wenn  ferner 
^  =  0,  aber  i^l-  ^  0  ist,  so  läßt  die  Gleichung  (20)  eine  einzige 

endliche  Wurzel  zu,  und  man  hat  einen  Doppelpunkt,  wo  eine  Tan- 
gente    zur    y- Achse    parallel    ist.      Wenn    im    Punkte    (a,   &)    auch 

w   '—  =  0,  aber  w-^  <  0  ist,  so  kann  man  sagen,   daß  die  Wurzehi 

der  Gleichung  (20)  beide  unendlich  sind,  und  man  hat  daher  eine 
Spitze,  bei  der  die  Tangente  parallel  zur  j^- Achse  ist.  Endlich  kann 
der  Fall  eintreten,  daß  die  zweiten  Derivierten  im  Punkte  (a,  6)  alle 
null  sind.  Da  alsdann  die  Gleichung  (20)  illusorisch  wird,  so  muß 
man  zu  der  folgenden  seine  Zuflucht  nehmen: 

Sie  liefert  im  allgemeinen  drei  Werte  für  y,  sodaß  man  einen  drei- 
fachen Punkt  findet.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt 
man  zum  Begriffe  eines  vielfachen  Punktes  von  m-ter  Ordnung 
oder  eines  m- fachen  Punktes.  Ein  solcher  Punkt  ist  geometrisch 
dadurch  charakterisiert,  daß  er  m  Zweigen  der  Kurve  angehört,  die 
reell  oder  imaginär  sind,  und  analytisch  durch  den  Umstand,  daß  in 
ihm  alle  partiellen  Derivierten  von  niedrigerer  Ordnung  als  der  m-ten 
null  sind,  während  wenigstens  eine  unter  denen  von  m-ter  Ordnung 
von  Null  verschieden  ist.  Macht  man  die  Gleichung  der  Kurve  ho- 
mogen, so  kann  man  noch  einfacher  sagen,  daß  der  m- fache  Punkt 
durch  das  Verschwinden  aller  partiellen  Derivierten  von  (m  —  l)-ter 
Ordnung  charakterisiert  ist.  Wir  wollen  zum  Schluß  bemerken,  daß 
die  vielfachen  Punkte  einer  Kurve  wie  die  Wendepunkte  der 
Hesseschen  Kurve  angehören,  und  man  kann  überdies  beweisen, 
daß  sie  auch  für  die  Hessesche  Kurve  vielfache  Punkte  sind. 

608«  Spitsen.  Unter  den  Doppelpunkten  haben  besondere  Wich- 
tigkeit die  Spitzen,  weil  in  der  Umgebung  solcher  Punkte  wie  in 
der  Umgebung  der  Wendepunkte  die  Kurve  in  Bezug  auf  die  Tan* 
gente  ein  ezceptionelles  Verhalten  hat.  In  der  Tat,  macht  man  den 
zu  betrachtenden  Punkt  zum  Anfangspunkt  und  wählt  man  als  Achsen 
die  Tangente  und  die  Normale  der  Kurve,   so   ist  klar,  daß  mit  x 
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und  y  gleichzeitig  f  und  seine  ersten   und   zweiten  Deriyierten  mit 

Ausnahme  von  x— V  verschwinden  müssen,  da  die  Gleichung  (20)  als 

Doppelwunsel  y'=^0  liefern   muß.     Da  femer  im  allgemeinen   auch 

^— j  im  Anfangspunkt  einen   von  Null   verschiedenen  Wert   hat,   so 

reduziert  sich  die  Gleichung  der  Kurve  auf  die  Form  y*  »  kx^,  wenn 
man  die  Infinitesimalen  von  höherer  als  dritter  Ordnung  vemach- 
lässigi  Also  verhält  sich  die  Kurve  in  der  Umgebung  des  Anfangs- 
punktes wie  eine  semikubische  Parabel  und  hat  demnach  die  Tendenz, 
sich  nur  auf  einer  Seite  der  Normale  in  zwei  durch  die  Tangente 
Toneinander  getrennten  Zweigen  zu  entwickeln.  Dies  ist  der  all- 
gemeine Fall,  und  man  pflegt  alsdann  zu  sagen,  die  Spitze  sei  von 
erster  Art,  während  man  den  Namen  Spitze  zweiter  Art  für  den 
Ausnahmefdl  vorbehält,  wo  die  Zweige  nicht  durch  die  Tangente  ge- 
trennt werden.     Dieser  Fall  kann  nur  dann  eintreten,  wenn  in  dem 

betrachteten  Punkte  auch  x-^  =»  0  ist.     In  dem  allgemeinen  Falle  ist 

lim  (jf/x^)  =  <x>,  und  man  sieht  also,  daß  die  Kurve  sich  von  der 
Tangente  stärker  entfernt.  Daraus  leitet  man  ab,  daß  in  Spitzen 
die  Krümmung  im  allgemeinen  unendlich  ist.  Mit  andern 
Worten,  der  Krümmungsradius  verschwindet;  und  da  beim  Yer- 
Bchwinden  im  aUgemeinen  ein  Zeichenwechsel  eintritt,  so  wird  auf 
eine  andere  Weise  klar,  daß  nur  ausnahmsweise  der  Fall  einer  Spitze 
zweiter  Art  sich  bieten  kann. 

609.  Es  erscheint  jetzt  zweckmäßig  für  einen  Augenblick  zu  der 
Aufsuchung  der  Wendepunkte  einer  ebenen  Kurve  zurückzukehren, 
die  in  Polarkoordinaten  dargestellt  ist.  In  §  604  haben  wir  die- 
jenigen Werte  von  0  ausgeschlossen,  welche  mit  r*  +  2/*— rr"  zu- 
gleich r  zum  Verschwinden  bringen,  weil  sie  auch  /  zu  Null  machen, 
folglich  auch  r'  +  /',  sodaß  man  nicht  zu  sagen  vermag,  was  mit 
der  Krümmung  passiert.  Es  ist  sogar  im  allgemeinen  leicht  zu  kon- 
statieren, daß  dieselbe,  anstatt  nach  Null  zu  konvergieren,  über  jede 
Grenze  wächst,  sodaß  man  anstatt  eines  Wendepunktes  eine  Spitze  hat. 
Um  also  zu  wissen,  ob  der  Pol  ein  Wendepunkt  ist,  muß  man  den 
voUständigen  Ausdruck  der  Krümmung  gleich  NuU  setzen  und  nicht 
bloß  den  Zähler,  oder  man  muß  den  Verlauf  der  Kurve  in  der  Um- 
gebung des  Pols  direkt  diskutieren.  Wir  wollen  annehmen,  daß  r 
f ür  0  «  a  verschwindet,  und  in  der  Nähe  des  Pols  einen  Punkt  auf 
der  Kurve  betrachten,  dessen  Koordinaten  in  Bezug  auf  Tangente  und 
Normale  im  Pol  ar  =  r  cos  (ß  —  a),  y  =«  r  sin  (6  —  a)  sind.  Offenbar 
hat  man  für  nach  cc  konvergierendes  d 

Q  =  lim  ^  =  lim  a  -   AQ f  "•  TT  lini  5 =  -^  r 

^  2y  2sm(0  —  a)         2  6  — «        2 
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auf  Grund  der  Definition  der  Derivierten  r\  welche  für  d  «=  a  be- 
rechnet ^  gedacht  wird.  Übrigens  reduziert  sich  auch  die  zweite 
Formel  (8)  für  r  =  0  und  r'^0  auf  q^\r\  Wenn  also  die  Funktion 
r  fdr  0  «»  a  gleichzeitig  mit  r  verschwindet;  so  hat  man  (>  =  0.  Um 
einen  Wendepunkt  zu  habeU;  würde  nötig  sein  r  =  cx>. 

610«    Übungen,     a)  Bei  dem  Folium  Cartesii,   welches  durch  die 
Gleichung   rr' -f  y' =  3aa;y    dargestellt   wird,   iflt  der  Anfangspunkt   ein 

Doppelpunkt,  da  die  Funktionen  -o"  ö"   =  ^*  "**  ^y>  Y  F"  ~  ^^  ""  ®*   ^ 

a;  =»  0,  y  =  0  gleichzeitig  verschwinden  (ebenso  für  a?  =  a,  y  =  o,  welche 
Werte  aber  der  Gleichung  der  Kurve  nicht  genügen).      Femer  hat  man 


y  =»  2  y.  Mithin  läßt  die  Gleichung  (20), 


£  av      o      JL  J^ ^  ^ 

3  dx"^  ^^'  ^  dxdy  ^'  9  cy 

welche  hier  lautet  0  +  y'-f  0-y'^  =  0,  eine  verschwindende  und  eine  un- 
endliche Wurzel  zu,  sodaß  die  Kurve  im  Anfangspunkt  beide  Achsen  be- 
rührt   Man  braucht  übrigens 
gamicht   auf  das    allgemeine 

Verfahren  zurückzugreifen. 
Läßt  man  n&mlich  zu,  daß 
y  für  nach  Null  konvergie- 
rendes X  einen  endlichen  Grenz- 
wert hat,  so  genügt  es,  der 
Gleichung  der  Kurve  die  Form 

^  +  ^  (I)  =  3ö-|  =^^  geben, 
um  sich  zu  überzeugen,  daß 
der  genannte  Grenzwert  not- 
wendig null  ist.  Also  berührt 
die  Kurve  im  Anfangspunkt  die 
o;- Achse  und  (aus  Symmetrie- 
gründen)  auch  die  ^- Achse. 
Wünscht  man,  um  die  Kurre 
zu  konstruieren,  ihren  Verlauf 
>'ig-  63.  in  der  Umgebung  des  Anfangs- 

punktes zu  kennen,  so  braucht 
man  nur  x  nach  Null  konvergieren  zu  lassen  derart,  daß  y/x  der  Null  zustrebt, 
und  in  der  Gleichung  die  Infinitesimalen  von  höherer  als  dritter  €h*dnung  zu 
vernachlässigen.  Man  sieht  dann,  daß  der  die  a>Achse  berührende  Zweig 
sich  verhält  wie  die  Parabel  x^  =^Bay  und  infolgedessen  der  andre  wie 
die  Parabel  y^  ^  Sax.  Zu  ähnlichen  Konsequenzen  führt  die  Untersuchung 
der  Logocyklika  und  der  allgemeineren  Kurven,  die  in  §  602  betrachtet 
worden  sind. 

b)  Die  Kurve  s^  =*  (x^  —  y^)  y  hat  im  Anfangspunkt  einen  dreifachen 
Punkt,  was  man  mit  Hilfe  der  in  §  607  auseinandergesetzten  Methode 
konstatieren  oder  noch  einfacher  imd  rascher  dadui'ch  erkennen  kann,  daß 

man    die    Gleichung    der   Kurve    in    der   Form    a:  ==  -^  —  (— )     schreibt. 

Konvergiert  jetzt  nämlich  x  nach  Null,  so  erhält  man  y'—  y'*  =  0,  mit- 
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hin  hat  y  im  Anfangspunkte  die  Werte  0,  1,  —  1.  Will  man  die  Kurve 
konstruieren,  so  ist  es  nützlich,  als  unabhängige  Veränderliche  das  Ver- 
hältnis t  =  y/x  anzunehmen  und  die  ge- 
gebene Gleichung  durch  das  Paar  von 
Gleichungen  ä  =  ^  —  /^,  y  =  *^  —  <*  zu  er- 
setzen. In  der  Figur  sind  die  Grenzen  der 
Interyalle  bezeichnet,  in  welchen  t  variiert, 
wenn  ein  Punkt  aus  dem  unendlichen 
herkommend  die  Kurve  durchlauft,  imi 
wieder  ins  Unendliche  zurückzukehren,  nach- 
dem er  dreimal  (^  =*  —  1,  0,  1)  den  An- 
fangspunkt passiert  hai 

c)  Bei  der  Kurve  r^  -f.  y*  =  5  ax^y^ 
gelangt  man  zu  einem  vierfachen  Punkt, 
der  aus  der  Vereinigung  zweier  Spitzen  im  Anfangspunkt  entsteht.  All- 
gemeiner stellt  die  Gleichung  a;*'*'*"^  +  y*""^*  — (2n+ l)oÄ?"y*  eine  Kurve 
von  diesem  Typus  dar  oder  aber  vom  Typus 
des  Folium,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  ist.  Das  hängt  mit  der  ver- 
schiedenen Lage  der  einzigen  reellen  Asymp- 
tote  ic  -f  y  =  (—  l)''a    zusammen. 

d)  Beispiele  von  Spitzen  hatten  wir  be- 
reits bei  vielen  der  früher  behandelten  Kurven 
(Kardioide,  Kreisevolvente,  Astroide,  Cykloide 
u.  8.  w.),  und  der  Leser  kann  zu  seiner  Übung 
verifizieren,  daß  die  genannten  Kurven  sich 
in  der  Umgebung  solcher  Punkte  verhalten 
wie  eine  semikubische  Parabel  in  der  Umgebung 
ihrer  Spitze,  imd  er  kann  konstatieren,  daß 
in  ihnen  der  Krümmungsradius  immer  null 
ist.  So  hat  man  z.  B.  bei  dem  Vertikalprofil 
(§  599,  c)  des  abwickelbaren  Helikoids,  wenn  man  den  Anfangspunkt  nach 
der  Spitze  verlegt,  lim(ir/Ö*)  =  ^a,  lim(y/ö')  =  ^&,  sodaß  die  Gleichung 
9  a*y*  =  8  6*ic'  für  infinitesimales  Ö  richtig  zu 
sein  strebt.     Dagegen  trifPt  man  auf  der  Kurve 

(y  —  X*)  =0?^  eine  Spitze  zweiter  Art  an.  Da- 
mit y  reell  sei,  ist  offenbar  ein  positives  x  nötig. 

Schreibt  man  y  =  a;*(l  ±  j/a?),  so  sieht  man 
sofort,  daß  die  Kurve  aus  zwei  Zweigen  besteht, 
die  die  «-Achse  im  Anfangspunkt  berühren.  Aber 
die  beiden  Zweige  verhalten  sich  in  Bezug  auf 
die  Tangente  wie  in  einem  gewöhnlichen  Punkt, 
da  man  hat  lim  (jß/x^)  ==  1 ,  woraus  folgt,  daß 
die  Krümmung  im  Anfangspunkt  durch  die  Zahl  2 
gemessen  wird.  Wir  wollen  noch  hinzufügen, 
daß  der  eine  der  beiden  Zweige  sich  in  parabo- 
lischer Form  ins  Unendliche  erstreckt,  während 
der   andre    nach  einer  Inflexion  im  Punkte  mit  _    ^^ 

J? lg.  OD. 
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der  Abscisse  (8/15)*  die  größte  Ordinate  für  «  -=  (4/^)*  annimmt  und 
dann  ebenfalls  parabolisch  ins  Unendliche  absteigt,  im  Punkte  ^  <=  1 
die  Abscissenachse  schneidend. 

e)  Ein  bemerkenswertes  Beispiel  einer  Kurve  mit  Wendepunkten  und 
Spitzen  haben  wir  in  dem  Ztoeihom  (dem  cocked  hat  der  Engländer): 


y  =* 


a'  —  X* 


2a±Yä*  —  x* 


um  die  in  §  607  angegebene  Methode  anzuwenden,  müßte  man  die 
Gleichung  auf  ganze  rationale  Form  bringen.  Es  ist  hier  aber  zweck- 
mäßig sie  so  zu  lassen,  wie  sie  ist,  und  zu  bemerken,  daß  man  zwei 
Zweige  erhält,  je  nachdem  man  im  Nenner  das  Zeichen  -f  oder  das 
Zeichen  —  nimmt.  Vielfache  Punkte  sind  offenbar  diejenigen  Punkte,  in 
welchen  die  beiden  Bestimmungen  von  y  zusammenfallen.  £[ierzu  ist  not- 
wendig, daß  man  hat  x^  =*  a\  folglich  ^  ==  0.  um  y  in  diesen  Punkten 
(±  ^9  0)  zu  berechnen,  kann  man  unter  Vermeidung  der  Deriyation  be- 
merken, daß  auf  Grund  der  Definition  der  DeriTierten 

2^'=  Um  :-^^±2a]\m  -^,  =  q:  1, 

d.  h.  /=  —  1    für  a;  =  a  und  /=  1   für  a5  —  —  a,  ist.      Da    in  jedem 

Punkt  die  Tangente  eine  einzige 
ist,  so  hat  man  zwei  Spitzen. 
Die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
laufen  in  einem  Scheitel  (0,  d) 
der  Kurve  zusanunen.  Auch  die 
Krünmiung  in  diesem  Scheitel  A 
läßt  sich  durch  ein  analoges 
Verfahren  berechnen: 


f 

y 

J>" 

^    ^"^ 

«         o 

a                        oe 

1 

+  lim'' 

x  =  0 

lim^'V 

x  =  0     *' 

1 

—  Va«  — «» 

3 

a 

x« 

Sa 
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Also  ist  ^  — -l^a,  sodaß  man,  wenn  der  andre  Scheitel  (0,  \a)  mit  Ä 
bezeichnet  wird,  sieht,  daß  die  Kurve  in  A  den  über  AAl  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreis  oskuUert.     Was  die  Wendepunkte  betrifft,  so 

findet  man,  wenn  man  y"=  0  setzt,  3  y^  —  a?*  ±  2a  =  0,  eine  Gleichung, 

die  (vorausgesetzt,  daß  man  das  Zeichen  —  nimmt)  nur  för  x^^-^^aY^ 
erfällt  ist;  mithin  wird  y^^\a.  Die  Wendepunkte  befinden  8i<^  also 
auf  der  Tangente  im  Scheitel  Ä» 

f)  Wenn  man  das  in  §  607  auseinandergesetzte  Verfahren  auf  die 
Gesamtgleichung  zweier  Kurven  (9  =»  0,  t|;  =  0)  anwendet,  so  findet  man 
außer  den  vielfachen  Punkten  der  beiden  Kiurven  auch  ihre  Schnittpunkte. 

Setzt  man  in  der  Tat  /*=  qpa/;,  so  ist  klar,  daß  ^  und  ^  wie  f  ver- 
schwinden, so  oft  9)  und  «^  beide  gleich  Null  werden;  und  da  überdies 
in  diesem  Falle 
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^V 

dtp 

dtp 

€X^ 

dxdy 

dx 

dy 

dV 

av 

dfp 

dtp 

dxdy 
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ist,  so  sieht  man,  daß  'die  den  beiden  Kurven  gemeinsamen  Punkte  als 
wirkliche  Doppelpunkte  erscheinen.  Wenn  insbesondere  die  rechte  Seite 
verschwindet,  wie  es  der  Fall  ist  (§  577,  a),  wenn  die  beiden  Kurven 
einander  berühren,  so  verschwindet  auch  die  linke  Seite,  und  es  bieten 
sich  also  die  BerOhrungspunkte  der  beiden  Kurven  als  Spitzen  dar,  ob- 
wohl die  Kurven  sich  auf  beide  Seiten  der  Normale  erstrecken. 

611.  Die  bis  jetzt  untersuchten  Singularitäten  sind  die  einzigen^ 
welche  auf  algebraischen  Kurven  vorkommen,  wenn  man  dieselben  als 
erzeugt  von  Punkten  betrachtet.  Wenn  man  femer  von  Tangential- 
koprdinaten  Gebrauch  macht  und  anstatt  der  Punkte  die  Tangenten 
der  Kurve  betrachtet;  so  kann  man  in  vollkommen  dualistischer  Weise 
die  ganze  obige  Diskussion  wiederholen.  Anstatt  der  Doppelpunkte, 
der  dreifachen  Punkte  u.  s.  w.  ergeben  sich  dann  die  Doppeltangenten, 
die  dreifachen  Tangenten  u.  s.  w.  Man  erhält  aber  keine  andern 
wesentlich  neuen  Singularitäten.  Allerdings  findet  man  die  Rückkehr- 
tangenten und  die  Wendetangenten;  aber  die  ersteren  sind  nichts 
weiter  als  die  Tangenten  in  den  Wendepunkten  und  die  letzteren  die 
Tangenten  in  den  Rückkehrpunkten.  Aus  diesem  Gbiinde  entsprechen 
die  2jahl  v  der  Spitzen  und  die  Zahl  (i  der  Wendepunkte  einander 
dualistisch,  in  derselben  Weise  wie  der  Zahl  v'  der  Doppelpunkte  die 
Zahl  (i'  der  Doppeltangenten  entspricht  und  der  Ordnung  n  die 
Klasse  m.  Eine  andere  sehr  wichtige  Zahl,  die  sich  selbst  ent- 
spricht, ist  das  Geschlecht  der  Kurve  und  wird  gewöhnlich  mit  p 
bezeichnet.  Man  beweist^),  daß  diese  Zahl  bei  einer  Kurve  ohne  viel- 
üche  Punkte  gleich  ^(n  —  l)(n  —  2)  sein  würde.  Es  ist  auch  be- 
kannt, daß  unter  denselben  Bedingungen  die  Klasse  m  gleich  n(n  —  1) 
werden  würde  und  die  Zahl  ft  der  Wendepunkte  (§  604)  gleich 
3n(n  — -  2).  Es  läßt  sich  aber  zeigen,  daß  infolge  des  Vorhandenseins 
von  V  Doppelpunkten  und  v  Spitzen  die  vorstehenden  Zahlen  sich 
bezüglich  um  v  +  v,  3v  +  2v',  8v-|-6i/'  erniedrigen.  Man  findet 
also  wegen  der  Dualität,  wenn  man  von  ^(m  — l)(m  — 2),  m(m— 1), 
3m(w  — 2)  bezüglich  ii  +  fi,  3f4-f  2f*',  8[i  +  6(i  subtrahiert,  die 
Zahlen  p,  n,  v.  Die  Formeln,  zu  welchen  man  auf  solche  Weise 
gelangt,  heißen  die  Plückerschen  Formeln.  Aus  ihnen  läßt  sich 
leicht  ableiten,  daß  für  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n,  der  Klasse  m, 
dem  Geschlecht  p  die  Zahlen  der  Singularitäten 


1)  Der  Leser  kann  die  Theorie  der  ebenen  algebraischen  Kurven 
in  t.  I  des  ,,Coars  d* Analyse**  von  Jordan  studieren. 
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1/  =  2(n  +  P  -  1)  —  w,    v'=  |-(n  -  1) (n  -  6)  +  m  —  3jp, 
ft  =  2  (w  +  2>  —  1)  —  n,     /i'=  ^  (m  —  1)  (m  —  6)  +  w  —Sp 

sind,  solange  es  nicht  andre  kompliziertere  Singalaritaten  gibt.  Be- 
sonders bemerkenswert  sind  die  Kurven  vom  Geschlecht  Null, 
die  alle  die  (ftir  sie  charakteristische)  Eigenschaft  haben,  unicarsal 
zu  sein,  womit  gemeint  ist,  daß  die  Koordinaten  o:,  y  ihrer  Punkte 
rational  als  Funktionen  einer  dritten  Veränderlichen  ausdrückbar  sind. 
Zu  diesen  Kurven  gehören  z.  B.  die  Kegelschnitte  und  die  ersten  drei 
im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Kurven. 

612«  Andre  Singularitäten  können  nur  bei  den  transcendenten  Kurven 
stattfinden. 

a)  Zunächst  Überzeugt  man  sich  leicht,  daß  auf  solchen  Kurven  un- 
endlich viele   singulare   Punkte  vorhanden   sein  können.     Das  haben   wir 


Flg   6d. 

bereits  konstatiert  bei  der  Quadratrix  (unendlich  viele  Wendepunkt«),  bei 
der  Cjkloide  (unendlich  viele  Spitzen)  u.  s.  w.  Jetzt  kann  man  hinzufügen, 
daß  die  Kurve  ^' «»  ossin'o;,  die  eine  Spitze  im  Anfisuigspunkt  und  zwei 
Wendepunkte  außerhalb  der  j^- Achse  hat,  außerdem  auf  dieser  Achse  un- 
endlich viele  isolierte  Punkte  besitzt  und  unendlich  viele  Doppelpunkte, 
die  zugleich  Wendepunkte  sind. 

b)  Unendlich  viele  Inflexionspunkte,   und  zwar  in    einem   endlichen 

Intervall,  bietet  auch  die  Kurve  y  =^  xsin —   dar,    die   eine   zur  x- Achse 

parallele  Asymptote  (y  »  l)  hat  Da  hier  s^y'=^  —  y  ist,  so  tritt  die 
Inflexion  inuner  auf  der  2;- Achse  ein.  Außer  den  unendlich  vielen  Rück- 
kehrtangenten  (die  in  zwei  Punkten  der  y- Achse  zusammenlaufen)  läßt  die 
Kurve  als  singulare  Tangenten  die  Winkelhalbierenden  der  Achsen  zu,  von 
denen  sie  in  der  Tat  in  unendlich  vielen  Punkten  berührt  wird.  Diese 
Kurve  ist  femer  wegen  der  folgenden  Eigenschaft  bemerkenswert:  Von 
jedem  Punkte  der  ^- Achse,  der  dem  Intervall  (-^1,  l)  angehört,  lassen 
sich  unendlich  viele  Tangenten  an  sie  ziehen,  deren  Berührungspimkte  auf 
einer  durch  den  Anfangspunkt  hindurchgehenden  Greraden  liegen.    Analoge 

Eigenschaften  findet  man  bei  der  Kurve  ^»o^sin* — ,  die  zur  x- Achse 
asymptotisch  ist. 

c)  Endpunkte    sind   solche   Punkte,    in    denen    ein    Kurvenzweig 
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plötzlich  aufhört.     Das  ist  z.  B.  der  Fall  im  Anfangspunkte  für  einen  der 
Zweige  der  Kurve  y  —  e   ' ,  die  überdies  für  a;  =»  1  /2  einen  Wendepunkt 


Fig.  69. 

hat  und  zu  der  Geraden  ^  =»  1  asymptotisch  ist.     Die  Kurve 

y«(c'-l)/(e'  +  l) 

besteht  ebenfalls  aus  zwei  Zweigen,  welche  auf  der  y-Achse  in  den  Punkten 
y  =»  :i:  1  aufhören,  auf  der  Oeraden  y  ^=^  2x  Inflexionen  haben  und  beide 
zur  o;- Achse  asymptotisch  sind.  Auch  die  Kurve  y  ^=»  xlogx  bietet  ein 
sehr  einfaches  Beispiel  eines  Endpunktes,  und  zwar  im  Anfangspunkte, 
wo  sie  die  j/- Achse  berührt.     Andre  Beispiele  liefern  uns  die  Kurven 

deren  jede  einen  Zweig  hat,  der  im  Anfangspunkt  aufhört.  Dies  kommt 
daher,  daß  es  auf  der  ersten  Kurve  für  o;  <  0  keine  reellen  Punkte  gibt 
uBd  auf  der  zweiten  für  x  <Cy»  Die  erste  scheint  sich  in  Bezug  auf  die 
Tangente  im  AnÜEingspunkt  zu  verhalten  wie  in  einem  Wendepunkt,  da 
(vgl.  §  548) 

lim  -^  =  0,     fttr  «  >  2  aber    lim  -^  =  00 

X  X 

ist,  und  die  zweite  wie  in  einem  Bückkehrpunkt,  da 

lim^j  -=00,     fßr  w  <  2  aber  lim^  «  0 

ist.  Beide  Kurven  besitzen  einen  andern  Zweig,  der  wie  der  erste  Zweig 
bei  der  ersten  Kurve  zu  der  Geraden  a? «  1  asymptotisch  ist,  bei  der 
zweiten  zu  der  Geraden  o?  —  y  »  1.  Diese  Zweige  erstrecken  sich  dann 
wieder  ins  Unendliche,  indem  sie  ihre  Konvexität  immer  der  o;- Achse  zu- 
kehren, von  der  sie  eine  Minimaldistanz  gleich  2e  haben. 

d)  Wenn  zwei  Zweige  einer  Kurve  sich  in  einem  Punkte  M  treffen 
und  dort  aufhören,  so  ist  Jlf  ein  springender  Punkt.  In  M  berührt 
die  Kurve  zwei  Geraden,  wie  in  einem  Doppelpunkt,  aber  jeder  Zweig 
existiert  wie  bei  einer  Spitze  nur  auf  einer  Seite  der  zugehörigen  Normale. 
Einen  springenden  Punkt  haben  wir  bereits  angetroffen  (§  599,  e)  bei  der 
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§§  612—613 


Kurve    y  =  ic/(l  +  e*),   und  ein  anderes  sehr   einfaches  Beispiel   haben 

1 

wir  (§  282,  b)  fElr  a;  =  0  bei  der  Kurve  y  «  a?arctg  — 

e)  Wenn  femer  nur  einer  der  beiden  Zweige 
in  dem  gemeinsamen  Punkte  aufhört,  so  ist  der- 
selbe ein  Yereinigungspunkt^)  oder  die  Kurve 
bietet  daselbst  einem  Punkte,  der  sie  in  be- 
stimmtem Sinne  durchläuft,  sozusagen  einen 
Scheideweg,  um  Beispiele  dafOr  za  haben, 
C  genügt  es  in  der  Gleichung  einer  Kurve  mit 
Doppelpunkt,  z.  B.    in    ic*  -f  y'  =-  Saxy,    zu 

y  entweder  e  *  oder  xlogx  oder  [o?]  zu  y 
hinzuzufügen.  Es  gelingt  auf  diese  Weise 
einen  der  vier  Zweige,  die  von  dem  Doppel- 
punkt ausgehen,  zu  unterdrücken  oder  anders- 
wohin zu  verlegen.  Offenbar  erlaubt  dasselbe 
Verfahren  zwei,  drei  oder  vier  Zweige  zu 
unterdrücken  und  kann  also  dazu  dienen,  Kurven 
zu  konstruieren,  die  mit  springenden  Punkten, 
Fig.  70  Endpunkten  oder  isolierten  Punkten  behaftet  sind. 


BertthniiiffeiL 

613.  Ordnung  der  Berührung.  Wir  betrachten  in  der  Um- 
gebung eines  gewöhnlichen  Punktes  M^  der  zwei  Kurven  ge- 
meinsam ist^  zwei  Punkte  P  und  Q^  den  einen  auf  der  einen,  den 
andern  auf  der  andern  Kurve.  Wir  wollen  uns  denken^  daß  P  und 
Q  gleichzeitig  nach  M  hinrücken  und,  um  einen  bestimmten  Fall 
vor  uns  zu  haben,  annehmen  (obwohl  das  nicht  nötig  ist),  daß  die 
Gerade  PQ  einer  Grenzlage  zustrebt,  in  welcher  ihre  Winkel  a  und 
ß  mit  den  beiden  Kurven,  d.  h.  mit  ihren  Tangenten  in  M^  von  Null 
(und  von  n)  verschieden  sind.  Es  ist  zunächst  leicht  zu  erkennen, 
daß  die  Bogen  MP  und  MQ  infinitesimal  von  derselben  Ordnung 
sind.     In  der  Tat  hat  der  Grenzwert  ihres  Verhältnisses  den  Wert 

1-      IfP        ,.      sinJtfOP       Binö 
lim  ^jrjrri  =  lim -^—~  —  -t— ^ , 

^  sin  MPQ 

der  auf  Grand  unserer  Annahmen  endlich  und  von  Null  verschieden 
ist.  Nimmt  man  nun  MP  oder  MQ  als  Hauptinfinitesimale  an  und 
nennt  a  den  Winkel,  den  die  beiden  Kurven  in  M  bilden,  so  hat  man 


1)  Über  diese  Singularitäten,  die  vor  25  Jahren  von  dem  belgiBchen  Physiker 
Plateau  angegeben  worden  sind,  siehe  einen  Artikel  von  Mansion  in  der  „tfa- 
thesis''  (1888,  p.  198). 
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lün  ^1  =  lim  ?i^^  =  "4^ 

und  ersieht  daraus,  daß  die  Entfernung  PQ  infinitesimal  von  erster 
Ordnung  oder  von  einer  höheren  Ordnung  ist,  je  nachdem  sino  von 
Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist,  d.  h.  je  nachdem  sich  die 
beiden  Eurven  in  M  schneiden  oder  berühren.  Der  Umstand  also, 
daB  PQ  Yon  einer  höheren  als  der  ersten  Ordnung  infinitesimal 
wird,  ist  charakteristisch  für  die  Berührung  der  Kurven.  Es  ist 
also  natürlich  als  Index  der  mehr  oder  weniger  innigen  Berührung, 
die  zwischen  den  betrachteten  Kurven  stattfinden  kann,  die  Ordnung 
der  Infinitesimalen  PQ  anzunehmen.  Demgemäß  werden  wir  sagen, 
daß  die  Berührung  von  der  Ordnung  n  ist,  wenn  PQ  infini- 
tesimal von  der  Ordnung  n+  1  ist.  Bevor  man  diese  Definition 
annimmt,  muß  gezeigt  werden,  daß  die  Zahl  n  für  die  unendlich 
vielen  möglichen  Arten,  wie  man  das  nach  M  hinstrebende  Punkte- 
paar P,  Q  wählen  kann,  immer  dieselbe  ist.  Es  werde  angenommen, 
daß  man  den  Punkt  Q,  während  er  nach  M  hinrückt,  nicht  mit  P, 
sondern  mit  einem  andern  Punkte  P'  verbindet,  der  ebenfalls  nach 
M  hinrückt  derart,  daß  P'Q  eineivOrenzlage  zustrebt,  die  von  den 
Kurventangenten  in  M  verschieden  ist.  Wenn  P  und  P'  längs  einer 
der  beiden  Kurven  nach  M  hinrücken,  so  hat  bekanntlich  (§  348,  c) 
PP'  die  Tendenz,  mit  der  Tangente  dieser  Kurve  in  M  zusammen- 
znfEtllen.    Es  ist  daher 

Also  ist  P'Q  infinitesimal  von  derselben  Ordnung  wie  PQ. 

614.  Es  ist  leicht,  die  analytischen  Bedingungen  der  n-fachen 
Berührung  für  zwei  Kurven  zu  finden,  die  in  cartesischen  Koordi- 
naten durch  die  Gleichungen  T='(p(X),  Y^^(X)  gegeben  sind. 
Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Kurven  in  M  eine  gemeinsame  Tan- 
gente haben,  die  nicht  parallel  zur  y-Achse  ist,  und  wollen  die  Kurven 
in  der  ümgebimg  von  M  durch  eine  Parallele  zu  der  genannten 
Achse  schneiden,  welche  dieselben  in  P  und  Q  treffen  möge.  Man 
bemerke  hier,  daß  es,  wenn  die  Tangente  parallel  zur  y-Achse  wäre, 
genügen  würde,  die  Achsen  und  infolgedessen  die  Koordinaten  mit- 
einander zu  vertauschen,  um  bei  der  gemachten  Annahme  bleiben  zu 
können.  Wenn  nun  x  die  Abscisse  von  M  und  x  -\'h  diejenige  von' 
P  und  Q  ist,  so  ist  klar,  daß  die  Infinitesimale  h  von  derselben 
Ordnung  ist  wie  MP  und  MQ,  d.  h.  von  erster  Ordnung,  da  das 
Yerhaltnis  von  h  zu  MP  oder  txl  MQ  nach  dem  Kosinus  des  Winkels 
konvergiert,  den  die  Tangente  in  M  mit  der  o^-Achse  bildet,  und  da 
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nach  der  VorauBsetzung  dieser  Kosinus  nicht  null  ist.  Nach  der 
Voraussetzung  strebt  auch  die  Gerade  PQ  nicht  dem  Zusammenfidlen 
mit  der  Tangente  in  M  zu.  Mithin  sind  die  Bedingungen  für  die 
n-fache  Berührung  alle  enthalten  in  dem  Umstand,  daß  PQ  mfini- 
tesimal  von  der  Ordnung  n  +  1  ist;  und  da  man,  wenn 

gesetzt  wird,  hat 

P<?  -  Z(«  +  Ä)  =  Z(^)  +  hz\x)  +  l-k'x'X^)  +  ..., 

80  Sieht  man,  daß  für  jenen  Umstand  folgende  Bedingungen  not- 
wendig  und  hinreichend  sind: 

(22)      z(*)  =  0,    x'(x)^0,    ....    x<-'(a')-0,    x<-*i'(^)^0- 

Damit  also  zwischen  den  beiden  Kurven  in  M  eine  Be- 
rührung n-ter  Ordnung  stattfinde,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  man  hat 

y(«+i)(^)^^(«+i)(:r), 

d.  h.  daß  die  n  ersten  Derivierten  der  Ordinate  in  Bezug  auf  die 
Abscisse  bei  den  beiden  Kurven  einander  gleich  sind,  während  die 
(n  +  l)-ten  Derivierten  verschieden  sind.  Man  bemerke,  daß  die  erst« 
dieser  Bedingungen  ein&ch  ausdrückt,  daß  die  Kurven  sich  in  31 
treffen,  und  die  zweite,  daß  sie  sich  berühren. 

615.  Wir  wollen  beachten,  daß,  wenn  n  ungerade  ist,  die 
gefundenen  Bedingungen  gerade  die  sind,  welche  zu  behaupten  ge 
statten  (§313),  daß  die  Funktion  x(X)  für  X^x  ein  Minimum 
oder  ein  Maximum  hat;  und  da  die  Funktion  für  diesen  Wert  von 
X  null  ist,  so  wird  sie  in  der  Umgebung  von  M  ein  bestimmtes 
Vorzeichen  bewahren,  und  die  beiden  Kurven  durchsetzen  sich 
also  in  M  nicht.  Wenn  dagegen  n  gerade  ist,  so  wird  die  be- 
trachtete Funktion  für  X^  x  weder  ein  Minimum  noch  ein  Maximum, 
und  man  hat  daher  (p  (X)  >  ^  (X)  auf  einer  Seite  von  M  und 
y(X)<^(X)  auf  der  andern  Seite,  d.h.  die  beiden  Kurven  be- 
rühren sich  in  Jf,  durchsetzen  aber  einander.  Schon  die  bloße 
Tatsache  also,  daß  zwei  Kurven  bei  der  Berührung  einander  durch- 
setzen, läßt  auf  eine  höhere  Berührung  schließen,  die  jedenfalls  von 
gerader  Ordnung  ist.  Trotzdem  ist  dieser  Schluß  der  in  unseru 
obigen  Betrachtungen  stillschweigend  enthaltenen  Voraussetzung  unter- 
geordnet, daß  nämlich  die  Funktionen  g)  und  ^  successive  Derivierte 
zulassen,  die  einzig  sind.  So  haben  wir  z.  B.  in  §  605  eine  Kurve 
angetroffen,  welche  die  Tangente  im  Anfangspunkt  durchsetzt,  ob- 
wohl die  Berührung  zwischen  beiden  eine  einfache  ist.     Ein  analoger 


616—616  Berühnmgen.  593 

Fall  bietet  sich  bei  der  Kurve  y  =  a:*/(l  +  ß*j,  welche  die  Parabel 
y  ==  :^oi^  im  Anfangspunkte  berührt  und  durchsetzt  (§  599^  f)^  obwohl 
daselbst  nur  eine  einfache  Berührung  zwischen  den  beiden  Kuryen 
besteht.  Es  ist  femer  zu  bemerken ,  daß  die  Berührung  derselben 
Kurve  mit  ihrer  eignen  Tangente  links  vom  Anfangspunkt  einÜEich 
ist,  während  man  auf  der  rechten  Seite  nicht  zu  sagen  vermag,  wie 
hoch  ihre  Ordnung  ist. 

616.  Algebraisch  beti-achtet  sagen  die  Bedingungen  (22)  noch 
aus,  daß  die  Gleichung  ;f(X)  =  0  in  X^x  eine  (n-fl)-fache 
Wurzel  hat;  und  da  dies  die  Gleichung  ist,  welche  die  Abscissen  der 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  liefert,  so  kann  man  sagen,  daß 
n  -\-  1  beiden  Kurven  gemeinsame  Punkte  in  M  vereinigt  sind.  Diese 
Auffassung  wird  geometrisch  gerechtfertigt  durch  folgende  Betrachtung: 
Wenn  man  durch  einen  Punkt  M  einer  Kurve  Y^  f{X)  eine  variable 
Kurve  T=<p{X)  legt,  deren  Gleichung  mehr  als  n  willkürliche 
Parameter  enthält,  wenn  man  femer  über  diese  Parameter  derart  ver- 
fugt, daß  die  Kurve  durch  n  andere  Punkte  M\  Jf",  . . .  der  ersten 
Kurve  hindurchgeht,  und  dann  endlich  diese  n  Punkte  gleichzeitig 
nach  M  hinrücken  ULßt  derart,  daß  die  variable  Kurve  einer  Grenz- 
lage zustrebt,  so  hat  sie  in  dieser  mit  der  gegebenen  Kurve  eine  Be- 
rührung, die  im  allgemeinen  von  n-ter  Ordnung  ist.  Nehmen  wir  in 
der  Tat  an,  n  +  1  Parameter  der  variablen  Kurve  seien  derart  be- 
stimmt, daß  die  Bedingungen 

erfüllt  sind,  in  welchen  XfX^^x^, ...  die  Abscissen  von  M,  IT,  Hf\  . . . 
sind.     Bekanntlich  (§  347)  kann  man  schreiben 

q)  (X)  =  f(x)  +  (X  -  x)f{x,  x^)  -f  (X  -  rc) (Z  —  Xi)f{x,  a?i,  a;,)  +  •  •  • 

+  (X-a;)(X-a;,)...(X-rrJ^'^\ 

wobei  I  eine  Zahl  bedeutet,  die  zwischen  der  kleinsten  und  der 
^ößten  der  Abscissen  X,  x,  x^,  . . . ,  x^  enthalten  ist.  Es  ist  uns 
auch  bekannt,  daß  man,  wenn  x^,  x^,  ...,  x^  gleichzeitig  nach  x 
konvergieren,  ^^^^^^ 

lim  f{Xf  Xi,  x^,  . . . ,  x^j  =  —^^ — 

hat.  Also  ist,  wenn  man  mit  |  eine  zwischen  X  und  x  enthaltene 
Zahl  bezeichnet. 
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Andrerseits  ist^  wenn  ^  eine  andre  zwischen  X  nnd  x  enÜialtene 
Zahl  bedeutet, 

FolgUchist  f^^,^^,^      /<-^^)(.).,(-'^-)(.) 

d.  h.  die  DiflPerenz  f{X)  —  9)  (X)  ist  infinitesimal  von  einer  höheren 
Ordnung  als  n,  und  die  beiden  Kurven  haben  daher  in  M  eine  Be- 
rührung; deren  Ordnung  nicht  kleiner  als  n  ist.  Die  Berührung 
kann  von  höherer  als  n-ter  Ordnung  werden,  wenn  andre  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kurven  außer  den  von,  uns  betrachteten  mit  M 
zusammenrücken.  Natürlich  wird  hier  immer  n  als  ganzzahlig  vor- 
ausgesetzt, während  bei  der  Definition  der  Ordnung  der  Berührung 
nicht  ausgeschlossen  wird,  daß  sie  möglicher  Weise  gebrochen  ist; 
dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  der  Berührung  zwischen  einer  Kurve  und 
einer  Wendetangente,  wo  die  Ordnung  im  allgemeinen  (§  608)  gleich 
1/2  ist. 

617.  Oskiilation.  Nehmen  wir  an,  man  wolle  zu  einer  ge- 
gebenen Kurve  /"(X,  Y)  « 0  in  einem  Punkte  (j?,  y)  eine  Kurve 
ziehen,  die  mit  ihr  eine  n-fache  Berührung  hat  und  einer  durch  die 
Gleichung  ^(X,  F)  »  0,  welche  mehr  als  n  Parameter  enthält, 
definierten  Kurvenfamilie  angehört.  Es  wird  dazu  nötig  sein,  die 
beiden  Gleichungen  n-mal  nacheinander  zu  derivieren,  als  wollte  man 
die  n  ersten  Derivierten  von  Y  nach  X  berechnen,  und  dann  auszu- 
drücken, daß  in  den  beiden  so  erhaltenen  Reihen  von  Gleichungen 
die  genannten  Derivierten  für  X  =  rc  und  F  =  y  dieselben  Werte 
haben.  Man  bekommt  auf  diese  Weise  n  +  1  Gleichungen,  wobei 
wir  diejenige  mitrechnen,  welche  ans  der  Gleichung  der  unbekannten 
Kurve  entsteht,  wenn  man  darin  X  «=  rr  und  F  ~  y  setzt.  Sie 
dienen  dazu  n  -{-  1  Parameter  zu  bestimmen,  und  es  wird  sich  im 
allgemeinen  nur  dann,  wenn  die  Zahl  der  Parameter  größer  als  n  ist, 
eine  n-fache  Berührung  erreichen  lassen.  Verfügt  man  über  alle 
Parameter  in  der  Weise,  daß  man  die  Maximalberührung,  d.  h.  die 
von  höchster  Ordnung,  erreicht,  so  sagt  man,  die  beiden  Kurven 
seien  oskulatorisch.  Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  man  wegen 
einer  Besonderheit,  die  der  ersten  Kurve  anhaftet,  die  zu  erwartende 
Maximalordnung  überschreiten  kann.  In  diesem  Falle  sagt  man,  die 
Kurven  seien  superoskulatorisch.  Um  zu  wissen,  in  welchen 
Punkten  Superoskulation  eintritt,  braucht  man  nur  einmal  mehr  zu 
derivieren  imd  aus  allen  erhaltenen  Gleichungen  die  Parameter  zu 
eliminieren. 


§  618  Berühnmgen.  595 

618.  Beispiele,  a)  An  eine  Eurre  soll  in  einem  Punkte  (x,  f) 
eine  berührende  Gerade  gezogen  werden.  Wenn  man  beachtet,  daß  die 
Gleichung  der  Geraden  F  =-  tnX  +  Ä  zwei  willkürliche  Parameter  enthält, 
so  ist  vorauszusehen,  daß  man  im  allgemeinen  nur  eine  einfache  Berührung 
erhalten  kann.  Mit  Hilfe  des  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Ver- 
fahrens findet  man  die  Bedingungen  p  »  mx  -\-  h^  y'»  nt,  wobei  man  zu 
bedenken  hat,  daß  rr,  ^,  y'  sich  auf  die  gegebene  Kurve  beziehen.  Es 
ergeben  sich  daraus  für  die  Parameter  die  Werte  tn  =  y',  Ä  =  y  —  x^ 
und  man  findet  (vgl.  §  586),  daß  die  Gleichung  der  berührenden  (jeraden 
Y=^Xy  +  y  —  xp  oder  Y  —  y  ^  y{X  —  x)  ist.  Für  eine  höhere  Be- 
rührung ist  nötig  y'^=  Oy  und  es  hängt  von  der  gegebenen  Kurve  ab,  ob 
eine  solche  Berührung  eintritt.  Man  sieht,  daß  nur  in  den  Wendepunkten 
eine  Kurve  mit  ihrer  Tangente  eine  Berührung  von  höherer  als  erster 
Ordnung  hat.  Dieselbe  ist  im  allgemeinen  von  zweiter  Ordnung  und  die 
Tangente  durchsetzt  die  Kurve;  damit  dies  aber  stattfinde,  ist  außer 
2/"=»0  noch  notwendig  und  auch  hinreichend,  daß  die  erste  der  successiven 
Derivierten  y'\  y^,  . . . ,  die  nicht  verschwindet,  von  ungerader  Ordnung 
ist.  In  geometrischer  Sprache  kann  man  sagen,  daß  in  einem  Wende- 
pimkt  M  wenigstens  drei  gemeinsame  Punkte  der  Kurve  und  ihrer  Tan- 
gente vereinigt  sind,  und  daß  io  jedem  Falle  die  Zahl  der  in  M  ange- 
häuften Punkte  ungerade  oder  gerade  ist,  je  nachdem  die  Gerade  von  der 
Kurve  durchsetzt  wird  oder  nicht. 

b)  Ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  (£,  iA  und  vom  Radius  ^  wird 
durch  die  Gleichung  (X  —  g)*  +  (F  —  ij)*  =  q^  dargestellt.  Deri viert  man 
und  setzt  X  »  o;,  Y  —  y  u.  s.  w,  so  erhält  man 

(23)  {x  -  ^y  +(y-.ny^Q',        a?  ^  5  +  (y  .  ^) y'«  0 , 

woraus  man  successiv  entninmit, 

y  —  vi^ ^^,     x  —  i^y      '^,     ,     ^«± — Y' 

Man  findet  auf  diese  Weise  den  Kreis  wieder,  den  wir  schon  früher  als 
den  oskulierenden  bezeichnet  haben  und  sieht,  daß  seine  Berührung  mit 
der  Kurve  im  allgemeinen  von  zweiter  Ordnung  ist,  woraus  folgt  (vgL  §  692), 
daß  der  oskulierende  Kreis  die  Kurve  in  dem  Punkte,  in  welchem 
er  sie  berührt,  durchsetzt.  Man  kann  unter  Bezuguahme  auf  das, 
was  wir  in  §  616  gesehen  haben,  auch  sagen,  daß  der  oskulierende  Kreis 
durch  drei  unendlich  benachbarte  Punkte  der  Kurve  hindurchgeht,  und  es 
ist  gut  sich  zu  erinnern,  daß  sich  uns  der  oskulierende  Kreis  gerade  in 
dieser  Weise  zum  ersten  Male  dargeboten  hat  (§  348,  e). 

c)  Wünscht  man  femer,  daß  ein  Kreis  mit  einer  gegebenen  Kurve 
eine  Berührung  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  hat,  so  muß  auch  noch 
die  Gleichung  erfüllt  sein,  die  man  durch  Derivation  der  letzten  der 
Gleichungen  (23)  erhält,  d.  h. 

3yy'+(y-i?)3^"-0     oder     3yy'«  -  (l -f  y'«)^^"'. 

Ob  dies  eintritt,  hängt  von  der  Natiu:  der  Kurve  in  dem  besondern  Punkte, 

88* 
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den  man  betrachtet,  ab.  Man  bemerke,  daß  die  Deriyierte  von  q  nach  x 
gerade 

ist.  Denkt  man  sich  also  (vgl.  §  592)  den  Punkt  M  die  Kurve  durch- 
laufend, so  erreicht  der  oskulierende  Kreis,  wenn  er  ein  Mini- 
mum oder  Maximum  wird,  eine  Berührung  von  höherer  als 
zweiter  Ordnung  mit  der  Kurve.  Dadurch  wird  nicht  ausgeschlossen, 
daß  die  Superoskulation  auch  stattfinden  kann,  wenn  der  Kreis  kein 
Minimum  oder  Maximum  wird. 


BiiTeloppen. 

619.  Dellnition.  Es  sei  eine  Kurrenschar  durch  die  Gleichmig 
f(Xf  y,  a)  =  0  gegeben,  wo  jeder  Wert  des  Parameters  a  eine  Kurve 
charakterisiert.  Wir  wollen  annehmen,  daß  f  auch  in  Bezug  auf  a 
stetig  ist  und  stetige  erste  Derivierte  zuläßt.  Es  sei  M  ein  Schnitt- 
punkt der  Kurven  (a)  und  {a  +  h),  d.  h.  der  den  Werten  a  and 
a  +  h  des  Parameters  entsprechenden  Kurven.  Wenn  man  h  unter 
Festhaltung  von  a  nach  Null  konvergieren  läßt,  so  geht  die  Kurve 
(a  +  h)  allmählich  in  (a)  über,  und  es  kann  vorkommen,  daß  der 
Punkt  M  auf  (a)  sich  bewegend  eine  Gfrenzli^e  A  einzunehmen 
strebt.  Wenn  sich  die  Kurven  nicht  schneiden,  so  kann  es  trotzdem 
auf  der  Kurve  (a)  Punkte  Ä  geben  von  der  Beschaffenheit,  daß  der 
Abschnitt,  welchen  die  andere  Kurve  auf  der  Normale  in  M,  von  M 
aus  gerechnet,  bestimmt,  in  Ä  von  einer  höheren  Ordnung  infini- 
tesimal wird.  Solche  Punkte  stärkster  unendlicher  Annäherung 
können  ebenfalls  als  beiden  Kurven  angehörend  betrachtet  werden, 
wenn  man  von  höheren  Infinitesimalen  absieht  Der  Ort  der  Punkte  Ä 
heißt  die  Enveloppe  der  Kurven  f(x,  y,  a)  =  0. 

620.  Gleichung  der  Snveloppe.  Nimmt  man  an,  daß  A  kein 
vielfacher  Punkt  der  Kurve  (a)  ist,  so  wird  dieselbe,  wegen  der  vor- 
ausgesetzten Stetigkeit  der  ersten  Derivierten  von  /*,  auch  in  der  Um- 
gebung von  A  frei  von  vielfachen  Punkten  sein.  Wenn  man  folglieh 
auf  derselben  Kurve  einen  Punkt  M  wählt,  der  genügend  nahe  an  A 
liegt,  so  hat  man  in  M  eine  vollkommen  bestimmte  Normale,  deren 
Richtungskosinus  a  und  ß  unendlich  wenig  von  den  analogen  Kosinus 
der  Normale  in  A  verschieden  sind: 

l_  df  ^  _  _J_  df 

Es  seien  £  und  rj  die  Koordinaten  von  M,  die  für  infinitesimales  h 
nach  den  Koordinaten  x  und  y  von  A  konvergieren.  Femer  sei  / 
die  Länge  der  Strecke  MM',  welche  die  Kurve  (a  +  h)  auf  der  Nor- 
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male  in  M  abgrenzt.  Diese  Länge  wird  man  als  null  voranssetzen 
müssen^  wenn  M  ein  Schnittpunkt  der  beiden  Kurven  ist.  In  allen 
Fällen  sind  li  +  la,  V  +  ^ß  ^®  Koordinaten  Ton  M\  Sie  müssen  der 
Gleichung  der  Kurve  (a  +  h)  genügen: 

f(i  +  ia,  1?  +  Iß,  a  +  h)^0. 

Daraus  folgt,  wenn  man  sich  erinnert,  daß  f(^,  iy,  a)  =«  0  ist,  und 
Infinitesimalen  von  höherer  Ordnung  vernachlässigt, 

Uaf  +  ßl^  +  k^J^O, 
\    dx  '   *^dy/  ca         ' 

woraus  sich  ergibt 

l Ä^  ol^ 

Damit  l  null  sei  oder  nur  infinitesimal  von  höherer  Ordnung  als  h, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  man  hat  o^  ^  0,  da  die  viel- 
fachen Punkte  ausgeschlossen  werden.  Also  ergibt  sich  die 
Gleichung  der  Enveloppe  durch  Elimination  von  a  aus  den 
Gleichungen 

(24)  f{x,  y,  a)  -  0,      f:{x,  y,  a)  =  0. 

631«  Oharakteristisohe  Eigenschaft.  Man  kann  auch  sagen, 
daß  die  Gleichung  der  Enveloppe  die  Gleichung  der  Kurvenschar 
selbst  ist,  d.  h.  die  erste  der  Gleichungen  (24),  wenn  man  sich  darin 
a  als  eine  Funktion  von  x  und  von  y  denkt,  die  durch  die  zweite 
Gleichimg  (24)  definiert  ist.  unter  diesen  Bedingungen  gibt  die 
totale  Differentiation  der  ersten  Gleichung 

C^^)  di  +  d^y  +  didi      ^' 

und  diese  letztere  reduziert  sich  auf  Grund  der  zweiten  im  allgemeinen 

auf  j^  +  o^y'—  0,  d.  h.  auf  genau  dieselbe  Gleichung,  die  den  Wert 

von  j/  für  die  Kurve  (a)  liefert.  Also  berührt  die  Enveloppe 
alle  Kurven  der  Schar.  Dies  ist  eine  charakteristische  Eigenschaft 
der  Enveloppe.  Was  nämlich  auch  die  Kurve  sein  mag,  die  man  als 
alle  Kurven  der  Schar  berührend  voraussetzen  will,  so  kann  man 
sich  immer  denken,  daß  ihre  Gleichung  die  erste  der  Gleichungen  (24) 
ist,  wo  a  eine  unbekannte,  passend  zu  bestimmende  Funktion  be- 
deutet. Diese  Bestimmung  muß  in  der  Weise  ausgeführt  werden, 
daß  (25)  für  y   denselben  Wert  liefert,  den  man  für  jede  Kurve  (a) 

hat,  was  auch  a  sein  mag.     Es  ist  also  notwendig  ö-^  ^  0,   und  die 

Gleichung  der  gesuchten  Kurve  ist  demnach  gerade  die,  welche  sich 
durch  Elimination  von  a  aus  den  Gleichungen  (24)  ergibt. 
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622.  Die  Gleichung  f{Xy  y,a)  ^0  ordnet  die  Punkte  der  Ebene 
längs  Kurven  an,  welche  für  gewöhnlich  auf  einer  und  derselben 
Seite  der  Enveloppe  liegen,  sodaB  diese  die  Gr^ize  der  Yon  den 
Kurven    erfüllten    Region    bezeichnet.      Wir    wollen    nunmehr    zwei 

Gleichungen* 

(26)  f{x,y,a,b)^0,    g{x,y,a,h)^0 

betrachten.  Diese  beiden  Gleichungen  stellen  im  allgemeinen  ein 
Entsprechen  zwischen  den  Wertepaaren  der  unabhängigen  Parameter 
a,  b  und  den  Punkten  (Xy  y)  der  Ebene  her.  Fragt  man  nach  der 
Begrenzung  der  von  diesen  Punkten  eingenommenen  Region,  so  wird 
man  dazu  geftthrt,  die  Enveloppe  der  Kurvenschar  zu  suchen,  die 
z.  B.  durch  die  erste  Gleichung  (26)  dargestellt  wird,  wenn  man  sich 
darin  a  als  den  einzigen  willkürlichen  Parameter  denkt  und  b  bIb 
Funktion  von  x,  y  und  a,  die  durch  die  zweite  Gleichung  (26)  de- 

fiuiert  wird.     Man  hat  also  ö—  +  öt  t-  =  Of  wo  j-  durch 

da   ^   dh  da  '  da 

da       dh  da  ^* 
gegeben  ist.     Daraus  folgt 

(27)  Ig^  -  0. 

Es  genügt,  a,  b  aus  dieser  und  den  Gleichungen  (26)  zu  eliminieren, 
um  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve  zu  erhalten.  Eine  der  Glei- 
chungen (26)  brauchte  auch  x,  y  nicht  zu  enthalten,  und  dann  kommt 
man  wieder  zu  dem  Falle  eines  einzigen  Parameters^  da  man  in  der 
andern  Gleichung  den  einen  Parameter  als  Funktion  des  andern  be< 
trachten  muß.  Das  Resultat  (27)  bleibt  aber  bestehen.  Wenn  all- 
gemeiner m  Gleichungen 

f{x,  y,  a,  b,  c, . . .)  =  0,    g  {x,  y,  a,  6,  c, . . .)  =  0,     ... 

mit  n  Parametern  gegeben  sind,  zwischen  welchen  n  —  m  Relationen 

(p  (a,  6,  c,  . . .)  =  0,    ^  (a,  6,  c,  . . .)  «  0,     ... 

bestehen,  so  findet  man  durch  totale  Differentiation  aller  Gleichungen 
in  Bezug  auf  die  Parameter  und  durch  Elimination  von  da,  db,  de,  . . ., 
daß  die  Funktionaldeterminante  von  /*,</,...,  qp,  V',  ...  in  Bezug  auf 
a,by  Cy  ,  . .  null  sein  muß.  Fügt  man  die  so  erhaltene  Gleichung  zu 
den  n  vorigen,  so  gelangt  man  durch  Elimination  von  a,  &,  r,  . . . 
zu  der  Gleichung  der  Enveloppe. 

623.  Evolute  und  Bvolventen.  Man  nennt  Evolute  einer 
Kurve  die  Enveloppe  ihrer  Normalen.  Jede  Kurve  heißt  femer  eine 
Evolvente  ihrer  eignen  Evolute.  Nach  dem,  was  wir  in  §  593  ge- 
sehen haben,  kann  man  sofort  behaupten,  daß  die  Evolute  einer 
ebenen   Kurve   der   Ort    ihrer   Krümmungszentra    isi.      Jetzt 
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kann  man  dieses  Theorem  auch  beweisen^  indem  man  auf  die  Gleichung 
der  Normale  X  —  x  +  (Y— y)y^O  das  am  Schluß  yon  §  620  an- 
gedeutete Verfahren  anwendet.     Man  erhält  in  der  Tat 

-(l  +  y'»)  +  (r-y)y"=0, 

und  die  Koordinaten  des  Berührangspunktes  der  Normale  mit  ihrer 
£nveloppe  sind  daher 


X  =  X 


y'-^,    Y^y  +  '^y" 


y      '  ^   '      y 

Andererseits  haben  wir  in  §  618  gesehen^   daß  man^  wenn  £  und  ij 
die  Koordinaten  des  Krümmungszentrums  sind, 


—  6  =  J^'^+-, 


y-n 


y 


hat.     Also  ist  JC=«S,   Y^rj. 

624.     Schreibt   man  die  Koordinaten   des   Krümmungszentrums 
in  der  Form 

I  ==  a;  —  p sin g?,     tj  ^y  +  Qcostpy 

so  läßt  sich  daraus  ableiten 

dl^  ^  dx  —  Q  cos  (pdq)  —  sin  g?  •  dg,    dri  ^  dy  —  g  sin  q>dtp  +  cosqp  •  dg. 

^Erinnert  man  sich  also;  daß  dx  =  cos  9}  •  ds^  dy  ^srntp  -  ds  ist,  und 
setzt  ds  für  gdq),  so  findet  man  (2|  »  —  sin^^^df^»,  di^  ^  eoBfp  -  dg. 
Diese  Formeln  zeigen,  daß  das  Element  CC  der  Evolute  sich  an- 
sehen läßt,  als  läge  es  auf  der  Normale  der  Evolvente  und  hätte  die 
Lfänge  d6^dg.  Daraus  folgt  wiederum,  daß  die  Tangenten  der 
Evolute  Normalen  der  Evolvente  sind.  Überdies  zeigt  die 
Gleichung  rf(<y  —  p)  =  0,  daß  6  —  g  konstant  ist.     Wenn  man  daher 


\C" 

& 

i   \ 

1                 X 

// 

^(x^) 

/4p 

0 

X 

Mg.  71. 


Fig.  78. 


einen  Evolutenbogen  C^C,  —  ^j  "~  ^1  betrachtet,  in  dessen  Endpunkten 
die  Krümmungsradien  der  betrachteten  Evolvente  die  Werte  g^  und  g^ 
haben,  so  ist  <i^  —  Pi  '==  ^ä  ~"  Ps;  d- 1-  ^2  ^  ^1  ==  Cj ""  9v  ^^  andern  Worten 
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(28)  Bogen  C^C^  ^M^C^-  M^C^ . 

Wir  wollen  einige  bemerkenswerte  Eonsequenzen  dieser  Eigenschaft 
hervorheben: 

a)  Wenn  der  Bogen  M^M^  hinreichend  klein  ist^  damit  seine 
Krümmung  von  einem  Endpunkt  nach  dem  andern  hin  immer  in 
demselben  Sinne  variiert^  so  können  sich  die  oskulierenden  Kreise  in 
Jtfj  und  M^  nicht  treffen^  da  sie  (§  592)  gerade  durch  den  Bogen  M^M^ 
Toneinander  getrennt  werden.  Es  ist  übrigens  leicht  ihren  Abstand 
zu  berechnen,  der  gleich  dem  Abstand  derjenigen  Punkte  Q^,  Q^ 
dieser  Kreise  ist,  die  auf  der  Zentralen  in  der  Nähe  des  Bogens  M^M^ 
liegen.     Man  hat 

oder  Q^Q2  =  Bogen  C^C^  —  Sehne  CiC^  >  0.  Es  ist  also  evident,  daß 
zwei  oskulierende  Kreise,  die  genügend  benachbart  sind,  einander 
nicht  treflfen.  Wir  können  aber  auch  behaupten  (§  585),  dakß  zwei 
oskulierende  Kreise,  die  unendlich  benachbart  sind,  keinen 
gemeinsamen  Punkt  haben;  und  ihr  Abstand  ist  in  Bezug 
auf  den  Abstand  der  Mittelpunkte  infinitesimal  von  dritter 
Ordnung. 

b)  Es  ergibt  sich  aus  (28)  noch  folgendes:  Wenn  man  sich 
einen  Faden  auf  eine  ebene  Kurve  aufgewickelt  denkt,  und  wenn  man 
diesen  unter  Festhaltung  des  einen  Endes  und  fortwährender  Spannung 
in  der  Ebene  der  Kurve  abwickelt,  so  beschreibt  jeder  von  seinen 
Punkten  eine  Evolvente  der  gegebenen  Kurve.  Eine  Kurve  hat  also 
unendlich  viele  Evolventen,  die  ein  System  von  parallelen  und 
äquidistanten  Kurven  bilden.  Man  kann  die  Evolventen  einer  Kurve 
auch  als  BoUkurven  betrachten,  die  von  den  Punkten  einer  Geraden 
erzeugt  werden,  welche  auf  jener  Kurve  rollt  ohne  zu  gleiten. 

625.  Zur  vollständigen  Kenntnis  der  Evolute  einer  gegebenen 
Kurve  bleibt  uns  noch  übrig  ihre  E[rümmung  zu  bestimmen.  Zu 
dem  Ende  bemerke  man,  daß  bei  den  beiden  Kurven  der  Kontingenz- 
winkel  denselben  Wert  hat.  Daraus  folgt  sofort,  daß  der  Krüm- 
mungsradius der  Evolute  gleich  q-^  ist.    Im  aUgemeinen  bietet 

daher  in  den  Punkten  kleinster  oder  größter  Krümmung  der  Evol- 
vente die  Evolute  ebensoviele  Spitzen.  Dagegen  fallen  die  Spitzen 
der  Evolvente  (wenigstens  die  erster  Art)  auf  die  Evolute,  da  wegen 
des  Verschwindens  von  q  der  Punkt  M  der  Evolvente  und  der 
Punkt  C  der  Evolute  in  einen  Punkt  Ä  zusammenfallen.  Wenn 
überdies  a  der  Krümmungsradius  der  Evolute  in  ^  ist,   so  folgert 

man  aus  der  Gleichung  lim  Q-t"  ^  ^>  indem  man   den  Anfangspunkt 
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der  Evolyentenbogen  nach  Ä  verlegt  und  das  Theorem  von  L'Hospital 
zu  Hilfe  nimmt,  , 

lim  ^  =  2a. 


8 


Also  verhalt  sich  die  Evolvente  in  der  Umgebung  von  ^  so,  als 
lautete  ihre  natürliche  Gleichung  q^  ^2as,  oder  so  (vgl.  §  595,  o), 
v^ie  sich  die  Evolvente  eines  Kreises  vom  Radius  a  in  der  Umgebung 
ihrer  Spitze  verhalt. 

626«  Übungen,  a)  Die  Gleichung  y  ™  {x  —  af  stellt  eine  Schar 
von  kongruenten  kubischen  Parabeln  dar,  die  von  der  a^-Achse  umhüllt 
werden.  Diese  Gerade  berührt  alle  Parabeln  in  ihren  Wendepunkten,  und 
sie  teilt  daher  nicht  die  Ebene  in  zwei  Regionen,  von  denen  nur  die 
eine  die  eingehüllten  Kurven  enthält  und  die  andere  nicht,  wie  es  ge- 
wöhnlich der  Fall  ist  (vgl.  §  622).  Ebenso  besteht  die  Enveloppe  der 
Parabeln  y  =  a*(a;  —  a)*  aus  der  ;r- Achse  und  der  Kurve.  16y  =  iC*; 
aber  diese  berührt  jede  Kurve  in  einem  Punkte  {x  ^  2  a)  und  durchsetzt 

sie  in  zwei  andern  (o?  =  —  2a  +  2ay^),  sodaß  die  von  den  Parabeln 
erfüllte  Region  nur  durch  die  a;- Achse  begrenzt  wird. 

b)  Man  suche  die  Enveloppe  einer  Geraden,  die  derart  in  der  Ebene 
beweglich   ist,    daß    zwei    von   ihren    Punkten    auf   den    Schenkeln    eines 

rechten  Winkels  bleiben.     Wenn  l  der  Abstand   dieser  beiden  Punkte  ist, 

X  t/ 

so  lautet  die  Gleichung  der  Geraden  ;;;;7^  +  ^t£-^  =  l^  und   0  kann  man 


cos  B   '    Bin  0 

als  den  Parameter  betrachten,  der  durch  jeden  seiner  Werte  eine  Lage 
der  Geraden  charakterisiert  Deriviert  man  die  vorstehende  Gleichung 
nach  ihm,  so  erhält  man 

X 


cos^d       sin^O 


oder     ^^^1^  =  1 
C08*d  sm'Ö 

-^         -^        4 
und  infolgedessen  a;  «=  Z  cos*  0,  y  ==  ?  sin'  0,  mithin  x    -\-  y    '^  l  . 

umhüllt  (§  595,  g)  die  Gerade  eine  Astroide. 

c)  Die  Astroide  ist  auch  die  Enveloppe  der  Ellipsen,  die  von  allen 

andern  Punkten  der  Geraden  beschrieben  werden.      Teilt  man   in  der  Tat 


Also 
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die  Strecke  l  in  a  -{-  b,  so  lautet  die  Gleichung  der  von  dem  Teilpunkte 
beschriebenen  Ellipse  — i  +  4i  =  1.  Differentiiert  man  sie  nach  den  Para- 
metern a  und  h  und  beachtet,  daß  da  -^  db  ^^  0  ist,  so  findet  man 
x*/a'  =  y^/b^  oder  — —  =     h"  '^  T'  ^^**"^  successiv 

Wenn  hingegen  die  Längen  der  Achsen  durch  die  Relation  a*  +  6'  =  I' 
verbunden  sind,  so  findet  man  in  analoger  Weise,  daß  die  Enveloppe  aus 
den  vier  Geraden  ±  a:  ±  y  —  i  besteht,  d.  h.  die  unendlich  vielen  Ellipsen, 
welche  die  Achsen  und  den  Mongeschen  Kreis  gemein  haben,  sind  einem 
und  demselben  Quadrat  einbeschrieben. 

d)  unter  den  Evolventen  der  Eettenlinie  ist  besonders  diejenige  be- 
merkenswert,  welche   im    Scheitel   der  Kurve   ihren  Anfeuig   nimmt   und 

IVaktrix  heißt.  Die  Eigenschaften  der  Ketten- 
linie (§  595, 1)  führen  unmittelbar  zur  Auf- 
deckung folgender  Eigenschaften  der  Traktrix: 
Der  von  der  Asymptote  auf  den  Tan- 
genten bestimmte  Abschnitt,  von  den 
bezüglichen  Berührungspunkten  aus 
gerechnet,  ist  konstant;  und  das  Krüm- 
mungszentrum liegt  auf  der  Senk- 
rechten, die  im  Fußpunkt  der  Tan- 
gente auf  der  Asymptote  errichtet  ist 
e)  Es  ist,  auch  auf  geometrischem  Wege, 
leicht  zu  konstatieren,  daß  die  Cykloide  mit  ihrer 
Evolute  kongruent,  daß  die  Evolute  der  Kar- 
dioide  eine  dreimal  so  kleine  Kardioide,  daß  die  Evolute  der  Astroide  eine 
zweimal  so  große  Astroide  ist,  u.  s.  w.  Allgemeiner  läßt  sich  zeigen,  daß, 
die  Kreisevolvente  ausgenommen,  jede  Epicykloide  oder  Hypo- 
cykloide  ihrer  Evolute  ähnlich  ist:  das  Ähnlichkeitsverhältnis  ist 
1  -f  2  m  (wenn  m  das  Verhältnis  des  beweglichen  Kreises  zu  dem  festen 
bedeutet)  und  hat  folglich  die  Werte  1,  3,  ^  u.  s.  w.  für  die  Cykloide 
(fn  =  0),  für  die  Kardioide  (m  =»  l),  für  die  Astroide  («»  =  —  i)  u.s.  w. 
f)  Es  sei  die  Enveloppe  einer  Schar  von  Kreisen  zu  bestimmen, 
wenn  man  den  Ort  der  Mittelpunkte  kennt  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
der  Radius  längs  dieses  Ortes  variiert.  Sind  §,  17,  ^  die  Koordinaten  des 
Mittelpunktes  und  der  Badius  eines  Kreises,  gegeben  als  Funktionen  des 
Bogens  <t  der  Mittelpunktskurve,  so  wird  man  dazu  geführt  die  Gleichung 
(x  —  !)*+  (y  —  1?)*==  ^*  nach  0  zu  derivieren,  indem  man  x  und  y  als 
Konstanten  behandelt.     Man  erhält 


Fig.  74. 


(._!,'£+ (,_,,|J  +  ,^ 


0 


und  sieht,  daß  der  Kreis  seine  Enveloppe   auf  der  Geraden  berührt,  die 

do 
parallel  zur  Normale  in  der  Entfernung  —  ^  5—  gezogen  ist.     Damit  die 

Enveloppe  reell  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  absolute 
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Betrag  von  ä^  den  von  d6  nicht  übertrifft.  Mit  andern  Worten,  die 
Enyeloppe  ist  nur  dann  reell,  wenn  die  Oeschwindigkeit,  mit  der  sich  der 
Mittelpunkt  yerschiebt,  nicht  übertroffen  wird  von  derjenigen,  mit  welcher 
der  Kreis  sich  erweitert  oder  zusammenzieht.  Für  \dQ  <  |  da  |  besteht 
die  Enyeloppe  aus  zwei  Zweigen,  die  in  einen  zusammenfallen  für 
dq  ^  ±da.  In  diesem  Falle  ist  die  Tangente  der  Mittelpunktskurye 
Normale  der  Enyeloppe,  imd  die  Kurye  ($,  fj)  ist  «daher  nichts  anderes 
als  die  Evolute  der  Kurve  (x,  y).  Mit  andern  Worten,  die  Bedingung 
dq  ^=^  ±d6^  die  wir  bereits  als  notwendig  gefunden  haben  (§  624),  ist 
auch  hinreichend  dafür,  daß  eine  Schar  von  Kreisen  die  der 
oskulierenden  Kreise  einer  Knrve  ist. 

627.  Fußpnnktkurven  und  Gfregenftißpanktknrveii.  Wir  haben 
bereits  gesagt  (§  590,  c),  daß  man  als  Fußpunktkurve  einer 
Kurve  (Jlf)  in  Bezug  auf  einen  Pol  Q  den  Ort  der  Projektionen  von 
Q  auf  die  Tangenten  von  (Jf)  bezeichnet.  Wenn  (J/J  die  Fußpunkt- 
kurve von  (üf)  ist,  so  sagt  man,  {M)  sei  die  Gegenfußpunkt- 
kurve  von  (Jf^)  in  Bezug  auf  Q.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  man 
die  Gegenfußpunktkurve  einer  Kurve  in  Bezug  auf  einen  Punkt  Q  be- 
trachten kann  als  die  Enveloppe  der 
Senkrechten,  die  auf  den  von  Q  aus- 
gehenden Geraden  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  der  gegebenen  Kurve  errichtet  sind. 
Diese  Bemerkung  zeigt  den  Weg  an, 
den  man  einachlagen  muß,  um  die  Glei- 
chung der  Gegenfußpunktkurve  einer 
Kurve  zu  finden.    Es  sei 

xüobO  +  ywiO  =  r 

die    Gleichung    von    MM^,      Deriviert 
man  sie  nach  0,  so  erhält  man  die  Gleichung 

—  xsmO  +  y  cos 0  =  /, 

welche  (§  588)  das  vom  Endpunkt  N  der  Polamormale  aus  auf  MM^ 
gefällte  Lot  darstellt.  Also  ist  der  Punkt  M^  der  Gegenfuß- 
punktkurve von  (M)  die  Projektion  von  N  auf  MM^.  Aus 
den  beiden  Gleichungen  leitet  man  ab 


Fig.  75. 


X 


r  cos  0  —  /  sin  ö,       y  ==»  r  sin  Ö  +  r  cos  ö. 


Eliminiert  man  0  unter  Berücksichtigung  der  Polargleichung  von  {M)y 
so  erhält  man  die  cartesische  Gleichung  von  {M^,  Ist  umgekehrt 
die  Kurve  (Jf^)  gegeben,  so  kennt  man  wegen  der  Definition  den 
Punkt  M  auf  der  Fußpunktkurve  von  (Jfi),  der  dem  Punkte  M^ 
entspricht,  und  die  obigen  Betrachtungen  erlauben  es,  auf  anderem 
Wege  die  Konstruktion  der  Tangente  von  {M)  in  M  wiederzufinden: 
dieselbe  ist  in  der  Tat  senkrecht  zur  Normale  MN,  die  man  kon- 
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straiert^  indem  man  M  mit  dem  Mittelpunkt  von  QM^  yerbindet. 
Will  man  femer  den  Krümmungsradius  von  {M^  im  Punkte  M^ 
kennen^  so  beachte  man,  daß 


dx 


--(^  +  /')siaö, 


dB 


dy 
dB 


(r  +  rOcosö 


ist.  Da  dO  für  (M^)  der  Kontingenzwinkel  ist,  so  ist  der  Krümmungs- 
radius Pi  =•  r  +  r",  d.  h.  es  genügt  M^N  um  NC^^  r'  zu  verlängern, 
um  das  Krümmungszentrum  von  (ilfj)  zu  erhalten.  Diesem  Resultat 
pflegt  man  eine  andere  Form  zu  geben  ^  indem  man  die  Länge 
r^  =  Ö-Sfi  und  den  Krümmungsradius  von  (Jf )  einführt.  Dieser  ist 
nach  der  zweiten  Formel  (8)  gegeben  durch 


9 


(r>  +  r'«)" 


4 


r*  +  2r'* — rr"       2ri*  —  rpj 

Man  hat  also  die  Relation 

rp,        2         1 


(29) 


n*       »-1        9  ' 


welche  es  erlaubt  (vgl.  §  595,  j)  C^  zu  konstruieren,  wenn  die  Lage 
von  C  bekannt  ist. 

628«  Kau0tioae.  Denken  wir  uns,  daß  von  einem  Punkte  Q 
Lichtstrahlen  ausgehen,  die  dann  an  einem  Spiegel  (Jlf)  reflektiert 
werden.  Die  successiven  Schnittpunkte  der  unendlich  benachbarten 
Strahlen  bilden  eine  leuchtende  Linie,  welche  die  Physiker  die  Kaustica 

durch  Reflexion  nennen.  Die  Kaustica 
der  Kurve  (Jf )  in  Bezug  auf  den  Pol  Q 
ist  also  die  Enveloppe  der  Strahlen,  die 
von  dem  leuchtenden  Punkte  F  aus- 
gehend an  der  Kurve  (üf)  reflektiert 
werden  nach  dem  bekannten  Gresetz  von 
der  Gleichheit  des  Einfalls-  und  des  Aus- 
fallswinkels. Der  in  M  reflektierte  SbBhl 
geht  durch  den  Punkt  Z^  hindurch,  der  in 
Bezug  auf  die  Tangente  in  M  symmetrisch 
zu  Q  ist.  Wenn  man  die  Kurve  (Z)  be- 
trachtet, den  Ort  der  zu  Q  in  Bezug  auf  die 
Punkte  -Sf  symmetrischen  Punkte,  so  ist  es 
gewissermaßen  evident,  daß  die  Kurve  (2^)  die  Fußpunktkurve  von  (L)  in 
Bezug  auf  Q  darstellt,  und  es  geht  also  die  Normale  von  {L^  in  h^  durch 
den  Mittelpunkt  von  QL,  d.  h.  durch  Jlf,  hindurch.  Folglich  sind 
die  reflektierten  Strahlen  alle  normal  zu  der  Ktirve  (£|),  und  ihre 
Enveloppe  ist  daher  die  Evolute  von  (£J.  Also  ist  die  Kaustica 
einer  Kurve  die  Evolute  der  Fußpunktkurve  einer  ähn- 
lichen Kurve  in  Bezug  auf  den  leuchtenden  Punkt     Daraus 


Fig.  76. 
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folgt^  daB  man  die  Punkte  der  Eaastica  konstruiert  (ygl.  §  595 ,  j) 
wie  die  Erümmungszentra  der  Fnfipunktkurve  von  (L)  in  Bezug 
auf  Q]  und  es  ist  leicht  zu  erkennen^  daß  man  die  Konstruktion 
ausfuhren  kann^  indem  man  (L)  durch  (M)  selbst  ersetzt.  In  dem 
Falle  femer,  wo  die  Lichtstrahlen  aus  dem  unendlichen  kommen, 
reduziert  sich  die  Konstruktion  auf  eine  äußerst  einfache  Form,  da 
man  findet,  daß  die  Normalen  der  Kaustica,  die  durch  ein 
Büschel  paralleler  Strahlen  hervorgebracht  wird,  die  Krüm* 
mungsradien  des  Spiegels  in  den  bezüglichen  Incidenz- 
punkten  halbieren.  Endlich  sieht  man  in  dem  allgemeinen  Falle 
eines  im  Endlichen  gelegenen  Punktes  Q,  wenn  man  das  in  §  624 
bewiesene  Theorem  über  die  Länge  der  Evolute  in  Anspruch  nimmt, 
sofort,  daß  jeder  Bogen  einer  Kaustica,  dessen  eines  Ende 
passend  gewählt  ist,  ebenso  lang  wie  der  ganze  Weg  ist,  der 
Yom  Lichte  bis  zur  Erreichung  des  andern  Endes  durch- 
laufen wird.  Daraus  ergibt  sich  insbesondere  folgendes:  Wünscht 
man,  daß  die  von  Q  ausgehenden  Strahlen  nach  ihrer  Rückkehr  in 
einem  Punkte  P  zusammenlaufen,  so  ist  es  notwendig  sie  an  einer 
Ellipse  zu  reflektieren,  die  ihre  Brennpunkte  in  P  und  Q  hat. 

629«  Übungen,  a)  Wir  wollen  auf  den  vorletzten  Paragraphen 
Bezug  nehmen  und  bemerken,  daß  sich,  wenn  die  Kurve  (^M)  eine  Schnecke 
ist,  aus  ihrer  Gleichung  r  =^  a  cos  6  -{-  h  ergibt  r  -\'  /'^^  b.  JDiese  Oleichung 
genügt,  um  behaupten  zu  können,  daß  die  Gegenfußpunktkurve  ein  Kreis 
vom  Badius  b  ist.  Ebenso  hat  man,  wenn  die  Kurve  (üf)  eine  archi- 
medische Spirale  ist,  r^a^  /'«  0,  und  es  bleibt  daher  der  Punkt  Nj 
das  Krümmungszentrum  von  {M^  auf  Grund  der  zweiten  Gleichung,  nach 
der  ersten  auf  einem  Kreise.  Also  ist  die  archimedische  Spirale 
die  Fußpunktkurve  einer  Kreisevolvente.  Durch  diese  Eigenschaft, 
die  sozusagen  evident  ist,  wird  man  (vgl.  §  595,  j)  zu  einer  leichten  Kon- 
struktion des  Krümmungszentrums  der  archimedischen  Spirale  in  einem 
gegebenen  Punkte  M  geführt:  Wenn  die  Projektion  des  Poles  0  auf  die 
Normale  sich  in  X  auf  die  durch  N  zur  Normale  gezogene  Parallele  pro- 
jiziert, so  gehört  das  Krümmungszentrum  OL  an. 

b)  Welches  ist  die  Gegenfußpunkt- 
kurve einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  Q?  Macht  man  die  Gerade  zur 
y- Achse  und  das  von  Q  auf  sie  gefällte 
Lot  zur  X-Achse,  so  hat  MM^  die  Gleichung 
tny  =-  m^x  -f  ^jp,  wenn  man  mit  m  den 
(variablen)  Neigungskoefßzienten  bezeichnet 
und  mit  \p  die  (konstante)  Länge  der 
Strecke  OQ.  Durch  Derivation  nach  w 
erhalt  man  ^»  2mx.  Durch  Elimination 
von  m  findet  man  femer  y*  «  2px.    Also  Fig  77. 

ist  die  Cregenfaßpunktkurve  einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  Punkt  die 
Parabel,  'Reiche  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat  und  von  der  Geraden 
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im  Scheitel  berührt  wird.     ÜbrigenB  ergibt  sich  dies  auch  anmittelbar  aus 
der  in  §  627   angegebenen  Tangentenkonstruktion.      Diese    Konstruktion 

zeigt  in  der  Tat,  daß  QM^N^NJU^H  ist,  daß  also  die  Normale  die 
Halbierende  des  Winkels  QM^H  ist;  und  aus  anderwärts  (§  590,  d)  Ge- 
sehenem geht  hervor,  daß  diese  Eigenschaft  gerade  die  Parabel  charak- 
terisiert. Man  bemerke  noch,  daß  die  Formel  (29)  im  vorliegenden  Falle 
TQ^  «  2r^  wird,  und  da  man  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  LQM^ 
hat  r^^  =  r'  LM^^  so  ist  ersichtlich,  daß  L  den  Krümmungsradius  halbiert. 
Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  einer  bekannten  Konstruktion  (§  595,  k). 
c)  Wenn  die  von  einem  leuchtenden  Punkte  Q  ausgehenden  Strahlen 
an  einem  kreisförmigen  Spiegel  reflektiert  werden,  so  ist  die  zugehörige 
Kurve  (Z)  ein  zweiter  Kreis,  mithin  (§  690,  c)  die  Kurve  (1^)  eine 
Schnecke.  Gehört  insbesondere  der  Punkt  Q  dem  gegebenen  Kreise  an, 
so  gehört  er  auch  dem  Kreise  (L)  an,  und  die  Schnecke  ist  eine  Kar- 
dioide,  deren  Evolute  eine  dreimal  so  kleine  und  umgekehrt  liegende 
zweite  Kardioide  ist.  Also  ist  die  Kaustica  eines  kreisförmigen 
Spiegels  für  ein  Strahlenbüschel,  welches  aus  einem  Punkte 
des  Spiegels  entspringt,  eine  Kardioide,  die  den  Kreis  in  dem 
leuchtenden  Punkte  Q  berührt,  während  die  Spitze  den  von  Q  ausgehenden 
Durchmesser  im  Verhältnis  2 : 1  teilt.  Kommen  dagegen  die  Strahlen  aus 
dem  Unendlichen,  so  haben  wir  gesehen,  daß  die  Normale  der  Kaustica 
in  einem  Punkte  P,  der  einem  gegebenen  Incidenzpunkte  entspricht,  durch 
den  Mittelpunkt  N  des  Radius  OM  hindurchgeht.  Sind  daher  der  durch  A~ 
hindurchgehende  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  0  und  der  Kreis  vom  Durch- 
messer MN  konstruiert,  so  sieht  man,  daß  die  Kurve  (P)  sich  betrachten 
läßt  als  erzeugt  von  dem  Punkte  P  des  zweiten  Kreises  bei  reinem  Bollen 
dieses  Kreises  auf  dem  ersten.  Also  ist  die  Kaustica  eines  kreis- 
förmigen Spiegels  für  ein  Büschel  paralleler  Strahlen  eine 
Epicykloide  mit  zwei  Spitzen. 
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630«  Tangente  und  Normalebene.  Die  Tangente  einer  be- 
liebigen ^  ebenen  oder  gewundenen,  Kurve  in  einem  Punkte  M  ist 
immer  die  Gerade,  welcher  die  Sekante  MM'  zustrebt,  wenn  man 
unter  Festhaltung  von  M  den  Punkt  M'  längs  der  Kurve  nach  3f 
hinrücken  läßt.  Wir  wollen  uns  hier  darauf  beschränken,  die  Kurven 
zu  studieren,  bei  welchen  man,  wie  bei  den  im  vorigen  Kapitel  be- 
trachteten ebenen  Kurven, 

,.      Bogen  MM' - 

^™  Sehne  MM'  ""  ^ 

hat.     Da  nun   die  Richtungskosinus  der  Sekante  MM'   gleich   den 
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Ezcessen  öx,  dy,  dz  der  Koordinaten  Ton  M'  über  diejenigen  von  M 
sind,  dividiert  durch  die  Länge  der  Strecke  MM\  so  findet  man 
durch  Grenzübergang,  nachdem  man  den  Bogen  ds  an  Stelle  der 
Sehne  MM'  gesetzt  hat,  daß  die  Richtungskosinus  der  Tan- 
gente der  Kurve  im  Punkte  (x,  y,  z) 

/«\  dx       n       dy  dz 

(1)  «-^'    ^-T,'    "äi 

sind.  Quadriert  und  addiert  man  diese  Formeln,  so  gelangt  man  zu 
der  folgenden 

(2)  ds*  -=  dx'  +  dy*  +  de'. 

Sind  also  die  Koordinaten  x,  y,  g  als  Funktionen  eines  beliebigen 
Parameters  t  gegeben,  so  berechnet  man  zunächst  ds  mit  Hilfe  von  (2), 
und  dann  lehren  die  Formeln  (1)  die  Richtungskosinus  der  Tangente 
kennen.     Die  Gleichungen  der  Tangente  sind  also 

X  —  x       T—y       Z—z 

dx     ^^     dy     "^     dz    ' 

und  man  kann  sie  unmittelbar  hinschreiben,  indem  man  sie  als  die 
Gleichungen  der  Yerbindungsgeraden  des  Punktes  (x,  y,  z) 
und  des  Punktes  (x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  betrachtet.  Es  ist  gut 
noch  eine  andere  Form  dieser  Gleichungen  zu  kennen,  die  in  dem 
Falle  nützlich  ist,  wo  die  Kurve  durch  das  Gleichungspaar 

q>(x,y,e)^0,      tl;(x,y,z)=^0 

dargestellt  wird.  Da  X  —  x,  T^y,  Z—z  zu  den  Differentialen 
dx,  dy,  dz  proportional  sein  müssen,  die  durch  die  Relationen 

verbunden  sind,  so  muS  man  haben 

(X-a.)||  +  (r-y)|?  +  (Z-.)|f  =  0, 

(x-.)||  +  (r-,)|J  +  (z-.)||  =  o. 

Dies  sind  also  die  Gleichungen  der  Tangente.  Man  nennt  femer 
Normalebene  den  Ort  der  Normalen  der  Kurve  in  M,  d.  h.  der 
in  M  auf  der  Tangente  errichteten  Senkrechten.  Die  Gleichung 
einer  solchen  Ebene  ist 

(X-x)dx  +  (Y-y)dy  +  (Z-z)dz^O 

oder,  wenn  die  Kurve  mittels  der  Gleichungen  9>  =—  0,  ^  » 0  ge- 
geben ist, 
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631.  Binormale  und  oskolierende  Ebene;  Hauptnonnale  und 
rektiflsierende  Ebene.  Wenn  Jf '  längs  der  Kurve  nach  M  hinrückt, 
so  kann  die  durch  die  Tangente  in  M  parallel  zur  Tangente  in  M^ 
gelegte  Ebene  einer  Qrenzlage  zustreben  und  erhält  in  dieser  den 
Namen  oskulierende  Ebene.  Eine  der  unendlich  vielen  Normalen 
liegt  in  der  oskulierenden  Ebene^  eine  andere  ist  senkrecht  zu  dieser 
Eigene:  die  erste  heißt  die  Hauptnormale^  die  andere  nennt  man 
BinormalC;  da  sie  senkrecht  zu  zwei  unendlich  benachbarten  Tan- 
genten ist,  d.  h.  als  Grenzlage  der  durch  M  senkrecht  zu  den 
Tangenten   in   M  und   in  M'  gezogenen  Geraden  betrachtet  werden 


OskuUerende  Ebene 


Narmalebene 


Rtktiflziermde  Ehcm 


Fig.  78. 


Fig.  79. 


kann.     Die  durch  die  Tangente  und  die  Binormale  bestimmte  Ebene 
heißt  die  rektifizierende  Ebene.     Die  drei  Geraden  (Tangente,  Bi- 
normale,  Hauptnormale)  und  die  drei  Ebenen  (Normal-,  oskulierende, 
rektifizierende   Ebene),   welche   wir  eben    definiert    haben,    sind    die 
Kanten  und  Flächen  eines  Trieders  mit  drei  rechten  Winkeln,  welches 
man  das  Fundamentaltrieder  nennt.     Im   folgenden   werden   wir 
sehen,  daß,  um  die  relative  Lage  der  Fundamentaltrieder  in  M  und 
in  M!  zu  kennen,  die  Kenntnis  zweier  Infinitesimalen  £  und  i}  genügt, 
die  durch  die  doppelte  Eigenschaft  charakterisiert  sind,  Differentiale 
zu  sein  und,  abgesehen  von  höheren  Infinitesimalen,  den  Winkel  der 
Tangenten  in  M.  und  M!  und  den  Winkel  der  Binormalen  in  diesen 
Punkten   darzustellen.      Der    erste    heißt    Kontingenzwinkel,    der 
zweite  Torsionswinkel. 
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632.  Es  ist  hier  eine  kurze  Digression  nötig.  Für  eine  Gerade, 
deren  Richtungskosinus  Ä,  B,  C  stetige  Funktionen  einer  unab- 
hängigen Veränderlichen  t  sind,  kann  man  immer  ein  Differential 
finden,  durch  welches  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  (Ä,  B,  C) 
und  (A  +  dAy  B  +  dB,  C  +  dC),  d.  h.  zwischen  den  Richtungen  der 
Geraden,  die  den  Werten  t  und  t  +  dt  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen entsprechen,  ersetzbar  (§  556)  ist.  Ziehen  wir  in  der  Tat  bei 
der  Kugel  vom  Radius  1,  die  ihr  Zentrum  im  Anfangspunkt  hat,  die 
Radien  OP  und  OP^  in  den  angegebenen  Richtungen.  Beim  Variieren 
von  t  beschreibt  der  Punkt  P  auf  der  Kugel  eine  Kurve,  und  es  ist 
klar^  daß  man  den  Winkel  der  beiden  Richtungen,  der  durch  den 
Bogen  PP'  eines  größten  £[reises  gemessen  wird,  -zunächst  durch  die 
Sehne  PP'  ersetzen  kann,  dann  durch  den  Bogen  PP'  der  vom 
Punkte  P  beschriebenen  Kurve  und  endlich  durch  das  Differential 
des  Bogens  6  dieser  Kurve,  gerechnet  von  einem  beliebigen  Anfangs- 
punkt. Daraus  folgt  auf  Grund  von  (2)^  wenn  man  bemerkt,  daß  die 
Koordinaten  von  P  gerade  Ä,  Bj  C  sind, 

(3)  dö^  ^  dÄ^  +  dB"  +  dC^. 

Zu  einer  andern  bemerkenswerten  Form  von  d6  gelangt  man  durch 
die  Bemerkung,  daß  wegen  UÄ^  =  1  und  UAdA  =  0 


ABC 

dA    dB    dC 


^de^ 


«_  I  SA^         2JAdA 
""  I  ZAdA    ZdA^ 
isij  mithin 

(4)  dö^  =  {BdC  -  CdBy  +  {CdA  -  AdC)^  +  {AdB  -  BdA)\ 

633.  um  nun  die  Richtung  der  Hauptnormale  kennen  zu  lernen, 
bemerken  wir  folgendes:  Ist  die  Richtuiig  {A,  B,  C)  die  der  Tangente 
der  Kurve  (M)  im  Punkte  Jf,  so  ist  die  Ebene  OPP'  parallel  zu 
den  Tangenten  in  M  und  M'  und  hat  daher  die  Tendenz,  zur  osku- 
lierenden  Ebene  parallel  zu  werden,  wenn  31'  nach  M  hinrückt  (und 
infolgedessen  P'  nach  P,  falls  a,  b,  c  stetige  Funktionen  von  t  sind). 
Die  Gerade  PP\  welche  die  Kurve  (P)  in  P  zu  berühren  strebt,  wird 
dabei  senkrecht  zu  OP  und  hat  daher  die  Tendenz,  sowohl  zur 
oskulierenden  Ebene  als  auch  zur  Normalebene,  mithin  zur  Haupt- 
normale parallel  zu  werden.  Also  sind  auf  Grund  von  (1)  die 
Kichtungskosinus  der  Hauptnormale 

yt^y.  .        da  db  de 

(5)  ^==1-'    ^""T'    ^  =  7"- 

634.  Dies  vorausgeschickt  ist  die  Richtung  (cc,  ß,  y)  der  Bi- 
normale, abgesehen  vom  Sinn,  durch  die  Orthogonalitätsbedingungen 
Xaa  »  0,  Hak  »  0  bestimmt;  und  diese  zeigen  zusammen  mit  der 
andern  Eak  «=  0,  daß  die  Determinante  der  neun  fundamentalen  Kosinus 
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(6) 


a 

h 

c 

a 

ß 

7 

X 

/* 

V 

^  1 


orthogonal  ist,  woraus  folgt  (§  69),  daS  ihr  Wert  1  oder  —  1  isi 
Man  kann  aber  den  positiven  Sinn  der  Richtung  der  Binormale 
immer  derart  fixieren,  daß  die  Gleichung  (6)  richtig  ist.  Geomeiaisch 
kommt  dies  auf  folgende  Voraussetzung  hinaus:  Wenn  man  das  Fun- 
damentaltrieder  zum  Zusammenfallen  mit  dem  Achsentrieder  bringt 
derart,  daß  die  positiven  Richtungen  der  Tangente  und  der  Haupt- 
normale mit  denen  der  Achsen  x  und  e  zusammenfallen,  so  muß  die 
positive  Richtung  der  Binormale  mit  der  der  y- Achse  zusammen- 
fallen. Es  ist  auch  bekannt  (§  70),  daß  unter  diesen  Bedingungen 
jedes  Element  der  Determinante  (6)  gleich  dem  zugehörigen 
algebraischen  Komplement  ist.  Daraus  folgt  unter  Beachtung 
von  (5),  daß  die  Richtungskosinus  der  Binormale  durch  die 
Formeln 

m  "       ^       ß       ^       y       =  _  Jl 

^  ^  bdc  —  cdb       cda  —  ade       adh  —  bda  e 

gegeben  sind.  Nunmehr  sind  wir  imstande  auch  die  Gleichung  der 
oskulierenden  Ebene  aufzuschreiben:  £(hdc  —  cdb)  (X  —  x)  —  0.  Wir 
können  ihr  auf  Grund  von  (1)  die  Form  geben 


=  0 


und  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  oskulierende  Ebene  im  Punkte 
(x,  y,  g)  sich  betrachten  läßt  als  bestimmt  durch  die  Tangente  und 
durch  den  Punkt 

(x  +  dx  +  ^d^x,    y  +  dy  +  ^€py,    e  +  dz  +  ^d^g), 

635.  Die  Formeln  (7)  und  (5)  erlauben  es,  die  Richtungen  der 
Binormale  und  der  Hauptnormale  zu  bestimmen,  wenn  die  Kosinus 
a^bfC  bekannt  sind,  da  sich  der  Kontingenzwinkel  nach  (3)  und  (4) 
mit  Hilfe  der  einen  oder  der  andern  der  folgenden  Formeln  berechnen 
läßt: 

«« =  da^  +  dV  +  dc\    £«  =  (6dc  -  cdhy  +  {cda  -  adc)^  +  {adh  -  hda)\ 

Das  Zeichen,  mit  welchem  b  genommen  wird,  bleibt  willkürlich,  da 
die  Umkehrung  dieses  Zeichens  in  den  Formeln  (7)  und  (5)  die 
gleichzeitige  Umkehrung  der  Zeichen  von  a,  /3,  y  und  A,  ^,  y  be- 
wirken würde,  sodaß  die  Formel  (6)  ung^mdert  bleibt.  Wenn  statt 
a,  h,  c  die  Kosinus  a,  /3,  y  bekannt  wären,  so  könnte  man  den  Tor- 
sionswinkel vermittelst  einer  der  Formeln 


X  —  X     dx 

d*x 

Y-y    dy 

cPy 

Z  —e    dt 

6Pe 
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rj*^da^  +  dß*  +  dy*,  'q^'^(ßdy'-Ydßy+{yda-adyy+(ccdß-ßday 

berechnen;  daranf  würde  es  mit  Hilfe  von  Formeln,  die  zu  (7)  und  (5) 
analog  sind,  gelingen,  die  Richtungen  der  beiden  andern  Kanten  des 
Fundamentaltrieders  zu  bestimmen.  In  der  Tat  liefert  die  Differen- 
tiation der  Gleichungen  Uaa^O,  27a'«>"l,  wenn  man  sich  an  (5) 
erinnert, 

Lada  «  —  Sada  =  —  sSaX  =«  0,       2Jada  =  0; 

mithin  ist  da/X  =  dß/^  =  dy/v  =*  ±  i?  oder,  wenn  man  t]  mit  einem 
passenden  Zeichen  nimmt, 

/Q\  1        <^a  dß  dy 

femer  ßdy  —  ydß  =  {ßv  —  yft)iy  =  ari   u.  s.  w.,  d.  h. 

(9)  ^ = ^ ^ ^ =  ^. 

^  ^  ßdy — ydß       ydcc  —  ady       adß  —  ßda        13 

Auch  hier  bemerke  man,  daß  die  Umkehr ang  des  Zeichens  von  rj 
oder  von  a,  ß,  y  in  den  Formeln  (8)  und  (9)  die  Bedingung  (6)  un- 
geändert  lassen  würde. 

636.  Formeln  von  Fronet.  Aus  den  Relationen  Zak  =  0, 
2JaX  »  0,  £X*  =  1  leitet  man  durch  Differentiation  und  unter  Beachtung 
von  (5)  und  (8)  ab 

ZJadX  =  —  ZXda  «  —  ei:X^  =  -  « , 

JSadX  =  —  UXda  «=  —  7^2: X^  «  —  ij 

und  2XdX  «  0.     Also  genügen  dX,  dfi,  dv  dem  Gleichungssystem 

adX  +  6dfi  +  odv  =  —  « 

adX  +  /3rfft  4-  ydv  =  —  ly 

A(iX  +  /idfi  +  vdv  =      0, 

welches  die  Determinante  (6),  d.  h.  eine  Determinante  gleich  der  Ein- 
heit hat,  wo  jedes  Element  gleich  seinem  algebraischen  Komplement 
ist.     Daraus  folgt  sofort 

(10)  dA  —  —  a£  —  aij,     rffi  =  —  6f  —  /5iy,     di/  =  —  C£  —  yiy. 

Dies  sind  die  Formeln  von  Freuet.  Sie  sagen  uns  zusammen  mit 
den  Formeln  (5)  und  (8),  daß  die  Differentiale  der  neun  funda- 
mentalen Kosinus  linear  ausdrückbar  durch  dieselben  Ko- 
sinus sind;  die  Koeffizienten  dieser  Ausdrücke  hängen  einzig  und 
allein  von  £  und  von  17  ab.  Nennt  man  femer  a»  das  Differential, 
durch  welches  der  Winkel  zwischen  zwei  unendlich  benachbarten 
Hanptnormalen  ersetzbar  ist,  so  liefern  die  Formeln  (10),  wenn  man 
sie  quadriert  und  summiert,  cd'  »  £^  -f  r^.  Dieses  letzte  Ergebnis, 
welches  sich  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  beweisen 
laßt,  ist  bekannt  unter  dem  Namen  „Theorem  von  Laueret''. 

39* 
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637.  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  für  jedes  orthogonale 
Tripel  von  Richtungen  analoge  Formeln  wie  die  obigen  bestehen. 
Wir  wollen  zunächst  zwei  beliebige  veränderliche  Richtungen  be- 
trachten und  übereinkommen,  als  Drehuug  einer  Richtung  gegen 
die  andre  das  Differential  cd  zu  bezeichnen,  durch  welches  die  infi- 
nitesimale Richtungsänderung  der  Projektion  der  ersten  auf  eine  zu 
beiden  parallele  Ebene  ersetzbar  ist.  Wir  stellen  uns  die  Angabe, 
ca  zu  berechnen,  indem  wir  die  Kosinus  A,  B,  C  und  Ä'y  S^,  C, 
welche  die  beiden  Richtimgen  definieren,  als  bekannt  yoraussetzeu. 
Durch  den  Anfangspunkt  ziehen  wir  in  positivem  Sinne  Parallelen 
zu  den  Richtungen  (A,  B,  C),  {A\  B',Cr),{A  +  dA,B  +  SB,C  +  d  C) 
und  zu  der  Projektion  dieser  letzteren  auf  die  durch  die  beiden  ersten 
Geraden  bestimmte  Ebene.  P,  P',  P"  seien  die  Punkte,  in  welchen 
die  erste,  die  dritte  und  die  vierte  Gerade  die  Engel  vom  Radius  1 
mit  dem  Zentrum  im  Anfangspunkt  treffen.  Da  ^,  £,  C  die  Koordi- 
naten von  P  und  A  +  dA,  B  +  dB,  C  +  dC  diejenigen  von  2^  sind, 
so  messen  offenbar  die  Differenzen  dA,  dB,  SC  die  Projektionen 
von  BP'  auf  die  Achsen.  Andererseits  kann  man  das  Element  BP", 
welches  sich  von  co  um  eine  höhere  Infinitesimale  unterscheidet,  be- 
trachten als  die  Projektion  von  BB'  auf  die  Richtung  (Z,  m,  n)  jenes 
Elements,  welche  offenbar  senkrecht  zu  (A,  B,C)  ist.  Also  isl^  wenn 
man  nur  die  differentieUen  Infinitesimalen  beibehält, 

CD  =  IdA  -f  mdB  -f-  ndC] 

und  da,  wenn  man  tp  den  Winkel  der  beiden  Richtungen  nennt,  offenbar 

-4.'  =  J. cos (p  +  lamg>,    5'=  J5cos q>  +  inBm(p,    C'«=  Ccos (p  +  nsintp 

ist,  so  sieht  man  sofort,  indem  man  mit  dA,  dB,  dC  multipliziert 
und  summiert,  daß 

o  sin  9  =  A'dA  +  B'dB  -f  C'dC 

ist.  Es  ist  dies  eine  Formel,  die  sich  bei  den  geometrischen  und 
mechanischen  Anwendungen  oft  als  nützlich  erweist.  Wenn  nunmehr 
die  Richtungen  {A,  B\  C)  und  (A'\  B",  C")  mit  {A,  B,  C)  ein 
orthogonales  Tripel  bilden  und  {A,  B,  0)  sich  um  m  gegen  die 
erste  und  um  a'  gegen  die  zweite  dreht,  so  hat  man 

ZAdA^O,    ZA'dA^o)',    ZA''dA=^G}" 
und  entnimmt  daraus 

dA  =-  AW  +  A'W',    dB  «  P V  +  P"a)",    dC^  C V  +  CW, 

Wenn  femer  <o  das  Differential  bedeutet,  durch  welches  die  absolute 
Richtungsänderung  von  (A,  B,  C)  im  Räume  ersetzbar  ist,  so  sieht 
man,  daß  man  nach  (3)  hat  m^  ==  to'^  -f  ao'K  Insbesondere  sagen  uns 
die  Formeln  (5)  und  (8),  daß  die  Richtungsänderungen  der  Tangente 
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and  der  Binormale  aus  den  Drehungen  c  nnd  17  gegen  die  Hanpt- 
normale  bestehen^  und  die  Formeln  (10)  drücken  dagegen  aus^  daß  die 
Richtungsänderung  o?  der  Hauptnormale  aus  den  beiden  Drehungen 
—  a,  —  ly  hervorgeht,  welche  dieselbe  gegen  die  beiden  ersten  Geraden 
ausführt. 


638.  Wie  bei  den  ebenen  Kurven,  so  dient  auch  bei  den  ge- 
wundenen Kurven  das  Verhältnis  ajds  zur  Messung  einer  ersten 
Krümmung  oder  der  Flexion  der  betrachteten  Kurve;  und  analog 
benutzt  man  ri/ds  zur  Messung  einer  zweiten  Ej*ümmung  oder  der 
Torsion,  welche  sich  uns  bei  den  ebenen  Kurven  nicht  dargeboten 
hat,  da  sie  bei  ihnen  beständig  null  ist.  Während  femer  das  Ver- 
hältnis Q  » ds/s  auch  hier  den  Namen  Krümmungsradius  (oder 
Flezionsradius)  behält,  kommt  man  überein  als  Torsionsradius  die 
Länge  ^ » dsjvi  zu  bezeichnen.  Die  Einführung  der  bestimmten 
Längen  q  imd  ^  anstatt  der  Infinitesimalen  b  und  17  in  allen  früheren 
Formeln  dient  dazu,  diese  auf  eine  präzise  Form  zu  bringen.  So 
werden  die  Formeln  (5),  (8)  imd  (10) 


(11) 


da        X 

da        X 

dX             a 

a 

dfi  ~  ^  ' 

ds  ~  ^  ' 

ds  '^        g 

t.  ' 

dh        ft 

dß        fi 

dy,             b 
ds              g 

ß 

de        V 

dy         V 

dv             c 

y 

ds'^  g' 

ds^  ^' 

ds              g 

t. 

Dem  linksstehenden  Tripel  kann  man  unter  Erinnerung  an  (1)   die 

Form  geben 

,^rt\  ^  d  dx  d  dy  d    de 

(12)  A-pj^^,  ^  =  9-^-,  f-e^^ 

oder,  wenn  man  will, 

,^o\      3  _     fd*x       dxd^s\        _     /d^y       dyd*s\        __     /d^z      dzd*s\ 
^^^)     ^"^[dP'^'did?)'  ^'^^\d?~d7d?)'  ^~^\di*Tsd?)' 

Ebenso   können  auf  Orund   von   (1)   die   Formeln    (7)   in  folgender 
Weise  geschrieben  werden: 

,^  jx  /dg  d^v       dv  d*z\       ^  (dx  d*z       dz  d*x\ 

^      ^  ^  \d8  a«'       ds  ds*/'     ^       ^  \ds  ds*        dsds*/' 

(dy  d*x       dx  rf*tA 
d8d8*'~'Ts  ds*)  * 

639.  Bereohnung  der  Flexion.  Die  Formebi  (1),  (12),  (14) 
liefern  die  Werte  der  neun  fundamentalen  Kosinus  als  Funktionen  der 
ersten  und  zweiten  Derivierten  der  Koordinaten,  vorausgesetzt,  daß 
man  zuvor  den  Wert  von  q  kennt.     Dieser  Wert  ergibt  sich  aber  aus 
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denselben  Formeln^  da  aus  (12)  durch  Qnadrieren  und  Summieren  folgt 

^^^^  ^*  ^  \d8  ds)  "^  \d8  ds)  "*"  \d8  ds) 

oder,  wenn  man  will,  aus  (13) 

i  —  /<^*g\*      /d*y\*      /d'g\»      /d*g\* 

Es  ist  also  bei  den  gewundenen  Kurven,  wie  bei  den  ebenen  Kurren 
(§  558,  e),  das  Quadrat  der  Krümmung  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  zweiten  Derivierten  der  Koordinaten  nach 
dem  Bogen.  Erhebt  man  ferner  die  Formeln  (14)  zum  Quadrat  und 
summiert  sie,  so  erhalt  man  eine  andere  Formel: 

(16)      0^  ±(da:*  +  dy^  +  dn^i 

Vidyd^g  —  dzd^yy  +  idzd^x  —  dxd^gy  +  idxd^y-^dyd^xy 

Sie  schließt  (für  konstantes  0)  diejenige  ein,  welche  man  bei  den 
ebenen  Kurven  am  meisten  benutzt  (§  588,  d).  Aus  der  Formel  (15) 
leitet  man  sofort  ab,  daß  die  einzigen  Kurven  mit  der  Flexion 
Null  die  Geraden  sind.  Man  kann  in  der  Tat  nicht  beständig 
l/()  »  0  haben,  ohne  daß  die  zweiten  Derivierten  der  Koordinaten 
alle  auf  einmal  null  sind,  mithin  die  ersten  Derivierten  gleich  Kon- 
stanten a,  &,  c,  woraus,  wenn  man  x^y  y^,  z^  die  Koordinaten  des  zum 
Anfangspunkt  der  Bogen  gewählten  Punktes  nennt,  folgt  x^as-^-x^y 
y  =  hs  -{•  y^,  z  ^  CS  +  Zq  und  endlich  durch  Elimination  von  s 

x  —  x^       y  —  yo       e  —  Zo 
a  b  c 

Das  sind  die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (rr^,  y^y  0^)  in  der 
Richtung  (a,  &,  c)  gezogenen  Geraden. 

640.    Bereohnung   der  Tonion.     Aus  dem  zweiten  Tripel  (11) 
gewinnt  man  durch  Multiplikation  mit  A,  fi,  v  imd  Summation 

1         -da    ,       dß    .       dy 
^  ds    *    ^  ds    *      ds 

Andererseits  ftthrt  die  Derivation  der  Formeln  (14)  zu  den  Formeln 

da /dz  d*y       dy  d*Z\    .     a  dg 

Js^^Xds  ä«»  ~  ds  dl^J  +  7  d«   ^'  ^  ^' 

Daraus  folgt,  wenn  man  auch  die  Formeln  (13)  berücksichtigt, 

i.  ^^  ^  ds*  \d~i  ds^       ds  dsV 
oder 


(17) 


dx  d*x  d^x 

ds  ds*  ds^ 

1    '    dy  d*y  d*y 

t'p'           ds  ds*  ds^ 

,    dz  d*z  d*z 

,    ds  ds*  ds* 
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Diese  wichtige  Formel  lehrt  die  Torsion  kennen^  wenn  die  Flexion 
bekannt  ist.  Ersetzt  man  übrigens  q  durch  seinen  Ausdruck  (16)^ 
so  kann  man  auch  schreiben 

1   _{dyd^z—dzd*y)d^x+(dgd*x  —  dxd*z)d^y  +  (dxd*y  —  dyd*x)d*z 
t  ""         {dy  d^z  —  dz  d^y^  +  [dz  d^x  —  dx  d^zY  +  {dx  d*y^dy  d^xY 

Dies  ist  die  Torsion.     In  eleganterer  Form: 


dx 

dy 

dz 

d^x 

d'y 

d*z 

d^x 

d'y 

d^z 

dx 

dy 

dz 

d^x 

d'y 

d^z 

Offenbar  ist  bei  den  ebenen  Kurven  die  Torsion  nuU;  Torausgesetzt, 
daß  man  die  Gerade  ausschließt^  deren  Torsion  überall  unbestimmt 
isty  da  man  ja  in  jedem  Punkte  jede  durch  die  Gerade  hindurch- 
gehende Ebene  als  oskulierend  betrachten  kann.  Es  ist  nützlich  zu 
bemerken^  daß  die  einzigen  Kurven  mit  der  Torsion  Null  die 
ebenen  Kurven  sind.  In  der  Tat,  wenn  die  Torsion  beständig 
null  ist;  so  ist  es  auch  die  rechte  Seite  von  (17),  woraus  folgt 
(§375),  daß  man  hat  Uadx^O  für  drei  passende  Werte  der  Kon- 
stanten a,  ß,  y]  mithin  ist  2^ax  =  Gonst.  Zu  demselben  Schlüsse, 
wie  zu  dem  andern  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen,  gelangt  man 
auch  durch  direkte  Betrachtung  der  beiden  ersten  Tripel  (11). 

641.  Die  Berechnung  der  Torsion  läßt  sich  in  ähnlicher  Weise 
ausführen,  wie  wir  zu  der  Formel  (15)  gelangt  sind.  In  der  Tat 
leitet  man  aus  (12)  durch  Derivation  ab 

^  d    1        /^j_"\^  d    d  dx 

ds   Q        \9         ^/  Q        ds  ds  ds 

ferner  durch  Quadrieren  und  Summieren 


u,  8.  w. 


\ds  J  + V  "^i>Vv*^( 


d    d   dx' 
ds  ds  ds 


V-i-  (1.  A  ^W  (A-  A.  ^y 

)  "^  \d8  ds  ds)  "^  [ds  ds  ds)  ' 


Zu  dieser  Formel,  welche  t  zu  berechnen  gestattet,  wenn  q  bekannt 
ist,  gelangt  man  auch,  wenn  man  die  Formel  (17)  ins  Quadrat  er- 
hebt, nachdem  man  die  rechte  Seite  auf  die  allgemeinere  Form 


dx 

d  dx 

d 

d  dx 

ds 

ds  ds 

ds 

ds  ds 

dy 

ds 

d  dy 
ds  ds 

d 
ds 

d  dy 
ds  ds 

dz 

d  dz 

d 

d  dz 

ds 

ds  ds 

ds 

ds  ds 

gebracht  hat,  was  man  immer  kann  (§  558,  c). 
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DlBkUBSlon  der  gewundenen  Kurven. 

642.  Wenn  die  Krümmungen  bekannt  sind^  so  ist  das  Fnnda- 
mentaltrieder  in  31'  in  Bezug  auf  das  Trieder,  welches  seinen  An- 
fangspunkt in  M  hat^  bestimmt.  Man  berechne  in  der  Tat  den  Ab- 
stand UASx  des  Punktes  M'  von  der  durch  M  senkrecht  zur 
Richtung  (A,  B,  C)  gelegten  Ebene.  Für  die  Entwickelang  von  dx 
nach  der  Formel  von  Taylor  (§  564)  kann  man  immer  s  als  unab- 
hängige Veränderliche  annehmen  ^  unter  welcher  Voraussetzung  man 
aus  (11)  erhält 

dx d^x       X        d^x       .  d 

ds  '     da*        Q 

mithin 


'     ds^  ""  ^ds  ^        U        ^/  ^  ' 


und  endlich 

(18)    z^,,-3..+  l^  +  (.^,-'-(f-  +  f.)±)'^+.., 

WO  €1,  S,  @  die  Kosinus  sind,  welche  die  Richtung  (Ä,  B,  C)  in 
Bezug  auf  das  Fundamentaltrieder  definieren,  d.  h. 

Nur  für  Ö  =  0  ist  die  rechte  Seite  von  (18)  infinitesimal  von  zweiter 
Ordnung  und  sie  wird  es  von  einer  höheren  Ordnung  als  der  zweiten, 
wenn  überdies  6  =  0  ist.  Also  ist  der  Abstand  des  Punktes  M'  von 
den  Ebenen,  die  durch  die  Tangente  in  M  hindurchgehen,  im  all- 
gemeinen infinitesimal  von  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  den 
Bogen  MM']  aber  unter  diesen  Ebenen  hat  nur  eine  von  M'  einen 
Abstand,  der  mindestens  von  dritter  Ordnung  infinitesimal  ist,  nämlich 
die  oskulierende  Ebene.  Mit  gutem  Recht  ist  also  diese  Ebene  als 
die  oskulierende  bezeichnet  worden,  da  sie  unter  allen  Ebenen  des 
Raumes  diejenige  ist,  welche  sich  der  Kurve  in  der  Umgebung  von  M 
am  meisten  anschmiegt. 

648.  Die  Formel  (18)  liefert  uns  sofort  die  Koordinaten  u,  v,  w 
von  M'  in  Bezug  auf  das  Fundamentaltrieder.  Man  braucht  nur 
(Äy  B,  C)  successiv  mit  den  Richtungen  der  Tangente  (Q  =  1, 
<S  =  e  =  0),  der  Binormale  (<S  =  1,  Qf  =  (3  =  0),  der  Hauptnormale 
((5  ==  1,  0  =  <®  =«  0)  zusammenfallen  zu  lassen,  um  zu  erhalten 

abgesehen  von  Infinitesimalen  von  höherer  als  dritter  Ordnung.    Diese 
Fonücln  erlauben  es,  den  Verlauf  der  Kurve  in  der  Umgebung  eines 


§  643 
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jeden  ilirer  Punkte  zu  diskutieren.  Offenbar  wird  nämlicb^  wenn  die 
Krümmungen  in  M  nicht  nuU  sind,  ein  Beobachter,  der  auf  der 
Kurve  wandert,  indem  er  den  Kopf  auf  dem  positiven  Teil  der 
Hauptnormale  hält  und  im  positiven  Sinne  der  Tangente  fortschreitet, 
in  M  die  Kurve  ansteigen  oder  sich  senken  sehen,  je  nachdem  q 
positiv  oder  negativ  ist,  und  er  wird  sie  nach  links  oder  nach 
rechts  sich  wenden  sehen,  je  nachdem  t-  das  Zeichen  von  q  oder 
das  entgegengesetzte  Zeichen  hat.  Da  ferner  die  Umwandlung  von 
ds  in  —  ds  das  Zeichen  von  v  ändert,  aber  nicht  das  von  w^  so  sieht 
man  folgendes:  Nimmt  man  in  der  Umgebung  von  M  einen  Bogen 
von  passender  Kleinheit,  so  läßt  jede  Ebene,  die  durch  die  Tan- 
gente hindurchgeht,  den  ganzen  Bogen  auf  einer  Seite,  mit 
Ausnahme  der  oskulierendenEbene;  welche  die  Kurve  durch- 


/c^o 


/L^O 


mg.  80. 


setzt.  Die  vier  Arten,  wie  sich  die  Kurve  in  der  Umgebung  eines 
gewohnlichen  Punktes  M  verhalten  kann,  lassen  sich  nun  so,  wie 
man  es  in  der  Figur  sieht,  darstellen,  wobei  die  links  von  unserem 
Beobachter  liegenden  Bogen  punktiert  gezeichnet  sind.  Es  gelingt 
auf  diese  Weise  zu  konstatieren,  daß  im  Falle  i>  <  0  der  Beobachter 
die  Kurve  (beim  Berühren  der  oskulierenden  Ebene)  von  der  linken 
zur  rechten  Seite  aufsteigend  wird  übergehen  sehen  oder  aber  von  der 
rechten  zur  linken  absteigend,  sodaß  in  beiden  Fällen  der  Qang  der 
Kurve  rechtsgewunden  ist.  Dies  bedeutet,  daß  ein  Punkt,  der  die 
Kurve  durchläuft,  indem  er  nach  der  positiven  Seite  der  Tangente  zu 
sich  entfernt,  für  die  Augen  des  Beobachters  im  Sinne  eines  Uhr- 
zeigers sich  zu  bewegen  scheinen  wird.  Für  t.  >  0  hat  man  dagegen 
den  linksgewundenen  Gang.  Also  ist  eine  Kurve  linksgewunden 
oder  rechtsgewunden  in  der  Umgebung  eines  gewöhnlichen 
Punktes,  je  nachdem  die  Torsion  in  diesem  Punkte  positiv 
oder  negativ  ist.    Es  ist  femer  leicht  sich  zu  überzeugen,  daß  dieser 
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Charakter  der  Eurre  nngeandert  bleibt^  wenn  man  die  Lage  des  Be- 
obachters im  Baume  sich  ändern  laßt.  Beispiele^)  von  Kurven  mit 
positiver  oder  mit  negativer  Torsion  bieten  uns  in  der  Natur  die  Ranken 
des  Hopfens  und  des  Weines,  die  bezüglich  linksgewunden  und  rechts- 
gewunden sind. 

644r.  Eine  genauere  Diskussion  der  Kurve  in  der  Umgebung 
von  M  läßt  sich  mit  Hilfe  derselben  Formeln  (19)  ausführen,  wenn 
man  bemerkt,  daß  abgesehen  von  Infinitesimalen  von  höherer  als 
dritter  Ordnung  der  infinitesimale  Bogen  Mlfy  falls  man  M  als  An- 
fangspunkt der  Bogen  und  der  Koordinaten  annimmt,  sich  so  ansehen 
läßt,  als  gehorte  er  der  durch  die  Gleichungen 

8*  s'  _  *'         *'  ^^ 

^■^^      6^'    ^  6^'    ^~27~67*d7 

dargestellten  Kurve  an.  Dabei  sind  q,  ^  und  ägjäs  in  Jf,  d.  h.  f&r 
5  »  0,  berechnet  zu  denken.  Eliminiert  man  s  auf  alle  m^lichen 
Arten  zwischen  den  letzten  Gleichungen,  so  findet  man 


9t.*^  2p        6p*  ds'     ^  6p1> 

Daraus  folgt,  daß,  wenn  man  die  Kurve  auf  die  Normalebene,  auf 
die  oskulierende  Ebene  und  auf  die  rektifizierende  Ebene  in  M  pro- 
jiziert, dieser  Punkt  bei  den  drei  Projektionen  bezüglich  eine  Spitze, 
ein  gewöhnlicher  Punkt  oder  ein  Wendepunkt  ist.  Da  die  Tangente 
in  M'  Bichtungskosinus  hat,  die  gleich  den  Derivierten  von  x,  y,  z 

2  8^ 

nach   s  und   folglich    proportional   zu    a;  —  —  5,  y,  jp  —  —  sind,  so 

findet  man,  daß  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Tan- 
gente folgende  sind: 

hx  +  \{l-h)s,  ky,  kz +  il-}c)^- 
Die  Tangente  in  M'  trifft  somit  die  oskulierende  Ebene  (in  M)  im 

(2  8^\ 

y  ^,  T— ),  der  in  Bezug  auf  die  rektifizierende  Ebene  auf  der- 
selben Seite  wie  M'  liegt.  Sie  trifft  femer  die  letztgenannte  Ebene 
in  der  Entfernung  —  \y  von  der  oskulierenden  Ebene.  Daraus  folgt, 
daß  die  Tangenten  einer  gewundenen  Kurve  in  zwei  un- 
endlich benachbarten  Punkten  sich  nicht  treffen:  ihr  Ab- 
stand  ist  d8^/12Qt.    Dieses  Theorem  verdankt  man  Bonnet. 

646.    Aus  denselben  Formeln  leitet  man  ab  p^  — ^yj^^y^- 
Ersetzt  man  die  Länge  $  des  Bogens  MM'  durch  die  der  Sehne,  so 

1)  Maxwell:  ,,Lehrbuch  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus'S  deutsch 
von  Weinstein^  Bd.  I,  S.  26. 
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sieht  man^  daß  dieser  Bogen  sich  so  ansehen  iB&tj  als  gehörte  er  der 
durch  die  Gleichung 


^  +  {y  +  *U)'+(-''-ffy  =  ^' 


dargestellten  Kugel  an,  wo  Ä*  =  p*  +  (*'j^)     ist-     Di©   Kugel  vom 

Radius  St^  welche  ihren  Mittelpunkt  in  der  Normalebene,  und  zwar 

in  den  Abständen  — "t  ^  und  q   von   der   oskulierenden  Ebene   und 

von  der  rektifizierenden  Ebene,  hat,  heißt  die  oskulierende  Kugel 
der  Kurve  in  Jf.  Sie  ist  nämlich  unter  allen  Kugeln  des  Raumes 
diejenige,  welche  sich  der  Kurve  in  der  Umgebung  von  Jf  am 
meisten  anschmiegt.  Vernachlässigt  man  femer  die  Infinitesimalen 
von  dritter  Ordnung,  so  läßt  sich  der  Bogen  MM'  als  in  der  osku- 
lierenden Ebene  liegend  betrachten;  und  wenn  man  auch  diejenigen 
von  zweiter  Ordnung  vernachlässigt,  so  kann  man  MM'  direkt  als 
eine  geradlinige  Strecke  ansehen,  die  auf  der  Tangente  liegt.  Folglich 
ist  es  bei  Untersuchungen,  wo  man  von  den  höheren  Infinitesimalen 
absehen  darf,  auch  erlaubt,  die  Kurve  mit  einer  polygonalen  Linie 
MM'M"M"' . . .  mit  unendlich  kleinen  Seiten  zu  vergleichen  und  die 
Tangente  als  die  Gerade  zu  betrachten,  auf  der  ein  Element  MM' 
liegt,  die  oskalierende  Ebene  als  die  durch  zwei  konsekutive 
Elemente  MM'  und  M'M"  oder  durch  die  Punkte  Jf,  M',  M"  be- 
stimmte Ebene,  die  oskulierende  Kugel  als  bestimmt  durch  die  Punkte 
Mf  M'f  M",  M'".  Diese  Betrachtungs-  und  Ausdrucksweise  ist,  ob- 
gleich inkorrekt,  doch  oft  von  Nutzen, 
um  sich  von  gewissen  Resultaten 
der  Difi^Brentialrechnung  geometrisch 
Rechenschaft  zu  geben.  Es  ist  jetzt 
leicht  zu  konstatieren,  daß  man  von 
einer  Lage  des  Fundamentaltrieders 
(Anfangspunkt  M)  zu  der  nächst- 
folgenden (Anfangspunkt -Sf')  über- 
geht, indem  man  den  Scheitel  um 
ds  auf  der  Tangente  fortrücken  und 
dann  die  Kanten  um  den  Scheitel 
rotieren  läßt  derart,  daß  sie  in  Bezug 
auf  ihre  ursprünglichen  Lagen  t^b,  n  die  folgenden  Richtungskosinus 
annehmen: 


Fig.  81. 


t'  : 


0 


0 
1 


n 


n:    —  E     —  rj       1 
Dies  leitet  man  aus  den  Formeln  (5),  (8)  und  (10)   ab   unter  den 
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YoraasBetzungeii  a«»^=«v«l,  ft  =  c  =  y  =  a  =  A  =  (t  =  0;  und  ea 
wird  noch   klarer   und  präziser  durch  die  Betrachtungen  des  §  637. 

646.    Singularitäten.     Das  in  dem  vorigen  Paragraphen  Gesagte 

trifft  nur  im  allgemeinen  zu;  denn  es  hört  auf  zu  gelten  in  den  Punkten, 

die  der  Bedingung 

dx    d^x    d^x 

(20)  dy     d'y    (Py      =0 

dz     d^js    cPz 

genügen  (vgl.  §  604).  Diese  Punkte  sind  im  Räume  das  Analogon 
der  Wendepunkte  der  ebenen  Kurven.  In  solchen  Punkten  ist  auf 
Grund  von  (17)  wenigstens  eine  der  beiden  Krümmungen  null,  und 
es  wird  daher  v  von  höherer  als  dritter  Ordnung  infinitesimaL  Um 
diesen  Abstand  zu  berechnen,  muß  man  die  in  §  642  begonnene 
Rechnung  fortsetzen  und  vor  allem  bemerken ,  daß 

/oi\      d*x  ^a    d    1  d     1     .    .rd*    1        /l.lXl-i 

(21)  rf?  ^  -  3  -  j^  -  -  a  p  ^^  — .  +  A  Lj^  -  -  (^  +  ^ j  -^J 

ist,  um  daraus  abzuleiten 

abgesehen  von  Infinitesimalen  von  höherer  als  vierter  Ordnung.  Mit- 
hin ist,  je  nachdem  man 

-^  «  0  (aber  d^  ^  o)  oder  ^  «  0  (aber  d\  ^  o)  hat, 
1?  =  — -jr-a—     oder    <;««  —  ——</--. 

Daraus  folgt  im  allgemeinen,  daß  in  den  durch  (20)  definierten  sin- 
gulären  Punkten  ilf,  je  nachdem  eine  der  Krümmungen  ver- 
schwindet um  das  Zeichen  der  andern  anzunehmen  oder  zu 
verlassen,  ein  in  der  Umgebung  von  M  gewählter  Bogen  von 
passender  Kleinheit  ganz  auf  der  linken  Seite  oder  (bezüglich) 
ganz  auf  der  fechten  Seite  der  oskulierenden  Ebene  liegt  Wenn 
dagegen  die  beiden  Krümmungen  gleichzeitig  verschwinden,  so  ist  im 
allgemeinen  v  infinitesimal  von  fünfter  Ordnung.  Deriviert  man 
nämlich  (21),  so  findet  man  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  leicht 

t;  BS     -  IJad^x  =  —  ^-d — d — , 

120  40       9       t>' 

sodaß  die  oskulierende  Ebene  die  Kurve  durchsetzt,  wie  in  den  ge- 
wöhnlichen Punkten.  Der  betrachtete  Punkt  ist  in  diesem  Falle  auch 
für  die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Normalebene  ein  Wendepunkt. 
Bemerkenswert  sind  femer  unter  den  durch  (20)  definierten  Punkten 
diejenigen  Punkte  M,  in  welchen  nur  die  Flexion  verschwindet,  da 
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in  ihnen  gerade  das  Gegenteil  von  dem  passiert,  was  in  den  gewöhn- 
lichen Punkten  eintritt.  Die  Karve  durchsetzt  nämlich  alle 
Ebenen^  die  durch  M  hindurchgehen,  nur  nicht  die  osku- 
*  lierende  Ebene.  Das  liegt  daran,  daß,  während  v,  wie  wir  gesehen 
haben,  infinitesimal  von  vierter  Ordnung  wird,  w  von  dritter  Ordnung 
wird  und  daher  wie  u  sein  Zeichen  mit  ds  wechselt.  Daraus  folgt, 
daß  man  eine  Inflexion  hat  bei  der  Projektion  der  Kurve,  nicht  auf 
die  rektifizierende  Ebene,  sondern  auf  die  oskulierende,  und  es  sind 
daher  diese  Punkte  das  wahre  Analogen  der  Wendepunkte  der  ebenen 
Kurven.  Femer  bietet  die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Normalebene 
in  Mf  auch  dann,  wenn  nur  die  Torsion  null  ist,  eine  Spitze  in  Jlf; 
aber  diese  ist  im  ersten  Falle  von  erster  Art  (§  608)  und  im  zweiten 
Falle  von  zweiter  Art.  Schwieriger  ist  die  Untersuchung  der  Singu- 
laritäten, die  von  dem  Verschwinden  von  q  und  von  ^  herrühren; 
denn  in  solchen  Punkten  gelten  nicht  mehr  die  obigen  Entwickelungen 
von  fi,  t7,  Wj  weil  die  zu  ihrer  Gewinnung  benutzten  Formeln  wesentlich 
voraussetzen,  daß  die  Krümmungen  endlich  sind. 


Berflhningeii. 

647.  Wir  wollen  mit  einigen  Andeutungen  über  die  Berührung 
zwischen  einer  Kurve  und  einer  Fläche  schließen,  indem  wir  den 
Leser  inbetreff  eines  genaueren  Studiums  der  Berührung  einer  Kurve 
mit  einer  Fläche  oder  mit  andern  Kurven  auf  andere  Werke  ver- 
weisen^). Wir  werden  uns  hier,  um  die  Theorie  der  Berührungen  in 
rascherer  und  anschaulicherer  Weise  entwickeln  zu  können,  an  ge- 
wisse Resultate  anlehnen,  die  wir  früher  (§616)  beim  Studium  der 
Berührung  zwischen  ebenen  Kurven  erhalten  haben.  Wir  werden  dem- 
gemäß sagen,  eine  Fläche  habe  mit  einer  gegebenen  Kurve  in  einem 
Punkte  M  eine  Berührung  n-ter  Ordnung,  wenn  sie  die  Grenzlage 
einer  durch  M  und  durch  n  andere  Punkte  der  Kurve  hindurch- 
gehenden Fläche  einnimmt,  für  den  Fall,  daß  diese  letzteren  nach  M 
hinrücken,  ohne  daß  dies  andere  Schnittpunkte  tun.  Gehört  die  be- 
trachtete Fläche  zu  denen,  die  im  dreidimensionalen  Räume  durch 
n  +  1  Punkte  bestimmt  sind  (oder  gehört  sie,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, einer  Flächenschar  an,  die  durch  eine  Gleichung  mit  n  +  \ 
willkürlichen  Parametern  dargestellt  wird),  so  ist  die  Ordnung  der 
Berührung  im  allgemeinen  nicht  größer  als  n,  und  wenn  ein  solcher 
Wert  erreicht  wird,  so  heißt  die  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte 
zu  der  Kurve  oskulierend.  Um  auszudrücken,  daß  eine  Fläche  zu 
einer  gegebenen  Kurve  in  einem  gegebenen  Punkte  oskulierend  ist, 


1)  Siehe  z.  B.  den  ,,CourB  d' Analyse"  von  Hermite  (p.  116). 
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genügt  es  offenbar,  die  Gleichimg  so  oft  za  differentiieren,  als  es  zur 
Bestimmung  der  Werte  der  Parameter  notig  ist,  und  hinzuschreiben, 
daß  alle  so  erhaltenen  Gleichungen  durch  die  Koordinaten  x^  y,  b  des 
Punktes  M  und  durch  die  successiyen  Differentiale  dieser  Koordinaten 
befriedigt  werden.  Auf  solche  Weise  wird  in  der  Tat,  wenn  man  die 
gewöhnliche  konventionelle  Ausdrucksweise  benutzt  (§  645),  aus- 
gedrückt, daß  die  Flache  außer  dem  Pimkte  üf  die  n  Punkte  M', 
M'\  . . .  enthält,  die  zu  M.  unendlich  benachbart  sind. 

648.  Oskulierende  XSbene.     Die  Gleichung  der  Ebene 

^x  +  ^r+cz  +  D-o 

enthält  drei  tatsächlich  willkürliche  Parameter,  nämlich  die  Verhält- 
nisse Ton  drei  Koeffizienten  zu  einem  vierten  nicht  verschwindenden. 
Drücken  wir  aus,  daß  diese  Gleichung  und  die  beiden  ersten,  die 
sich  aus  ihr  durch  Differentiation  oder  durch  Derivation  nach  dem 
Bogen  s  einer  Kurve  ergeben,  von  den  Koordinaten  x,  y,  z  eines 
Punktes  M  dieser  Kurve  befriedigt  werden: 

(22)  J.a:  +  -By  +  Cxf  +  2)  =  0,  ^a  +  jB6  + Cc^O,  ^A+JB^  +  C?v  =  0. 

Durch  die  erste  Bedingung  wird  die  Ebene  nur  gezwungen  durch 
M  hindurchzugehen;  wenn  man  aber  die  zweite  hinzufügt,  so  wird 
die  Ebene  die  Tangente  in  M  enthalten  müssen.  Man  kann  also 
jede  Ebene,  die  durch  die  Tangente  hindurchgeht,  sehr  wohl  als 
Tangentialebene  bezeichnen,  insofern  sie  mit  der  Kurve  im  all- 
gemeinen eine  Berührung  erster  Ordnung  hat,  d.  h.  ihre  Entfernung 
von  einem  Punkte  M\  der  zu  M  unendlich  benachbart  ist,  in  Bezng 
auf  MM.'  infinitesimal  von  zweiter  Ordnung  ist.  Fügt  man  femer 
die  dritte  Bedingung  hinzu,  so  wird  dadurch  die  Ebene  verpflichtet 
auch  die  Hauptnormale  zu  enthalten,  d.  h.  mit  derjenigen  zusammen- 
zufallen, die  wir  bereits  als  oskulierende  Ebene  bezeichnet  haben. 
Ihre  Berührung  mit  der  Kurve  ist  von  zweiter  Ordnung,  kann  aber 
unter  Umständen  von  höherer  Ordnung  werden.  Alsdann  ist  die 
Ebene  superoskulierend  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  stationäre 
oskulierende  Ebene. 

649.  Die  Superoskulation  tritt  natürlich  in  singulären  Punkten 
ein,  die  durch  die  Bedingimg  charakterisiert  sind,  zu  welcher  man 
durch  nochmalige  Derivation  der  letzten  der  Gleichungen  (22)  und 
durch  Elimination  von  J.,  jB,  C  gelangt.  Um  aber  sicher  zu  sein, 
daß  man  alle  möglichen  Fälle  betrachtet,  muß  man  bemerken,  daß  in 
Wirklichkeit  die  durch  Derivation  der  zweiten  Gleichung  (22)  er- 
haltene Bedingung  folgende  ist: 

(23)  (^;i  +  -B/i+Ci;)--0 
Man  erhält  also  durch  weiteres  Derivieren 
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(24)  (Al  +  Bf,+  Cv)±^  =  iAa  +  Bß  +  Cr)^. 

Wenn  nun  nicht  1/q  »  0  ist,  so  muß  2JÄk  =^0  sein,  und  man  kann 
infolgedessen  setzen  -4.  =  a,  JB  ^  ß^  C  ==  y]  mithin  wird  die  Be- 
dingung (24)  l/t'  ==  0.  Im  entgegengesetzten  Falle  ist  die  Gleichung  (23) 
richtig,  was  auch  A,  B,  C  sein  mögen,  und  es  haben  mithin  alle 
Tangentialebenen  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  mit  der  Kurve. 
Aber  der  Name  oskulierende  Ebene  kommt  derjenigen  Tangential- 
ebene zu,  für  welche  die  Bedingung  (24)  erfüllt  ist.  Da  diese  Be- 
dingung im  allgemeinen  wieder  die  Form  2JÄI  ==^0  annimmt,  so 
findet  man  die  oskulierende  Ebene  wieder,  mit  einer  Berührung  von 

wenigstens   dritter   Ordnung.     Hätte   man   femer  auch  d —  =»0,   so 

würde  es  genügen,  die  Bedingung  (24)  einmal  oder  mehrmals  zu  de- 
rivieren,  um  sich  zu  überzeugen,  daß  man  immer  dieselbe  Ebene 
wiederfindet.  Wohlbemerkt  müssen,  wenn  die  angewandten  Formeln 
ihre  Gültigkeit  haben  sollen,  die  Krümmungen  als  endlich  voraus- 
gesetzt werden.  Die  stationäre  oskulierende  Ebene  tritt  also 
in  den  Punkten  der  Kurve  auf,  wo  wenigstens  eine  der 
Krümmungen  null  ist,  d.h.  wo  die  Bedingung  (20)  erfüllt  ist. 
Wenn  man  übrigens  nicht  das  verschiedenartige  Verhalten  der  Kurve 
in  Bezug  auf  die  sie  superoskulierende  Ebene  studieren  will,  so  erhält 
man  (20)  rascher  durch  Differentiation,  indem  man  nämlich  EAdx  »  0 
an  Stelle  der  zweiten  Gleichung  (22)  schreibt  und  Äy  JB,  C  zwischen 
dieser  und  den  beiden  durch  Differentiation  aus  ihr  entstehenden, 
SAd?x  =  0,  SAä^x  =  0,  eliminiert. 


660.    OBknlierende   Kugel.      Ausgehend    von    der   allgemeinen 
Gleichung  einer  Kugel 

(X-  6)«  +  (F-  Tif  +  (Z-  0«  =  Ä« 

(wo  I,  17,  g,  Sl  vier  passend  zu  bestimmende  Konstanten  sind)  finden 
wir  durch  successive  Derivationen  nach  dem  Bogen  einer  beliebigen 
Kurve,  wenn  wir  an  Stelle  der  laufenden  Koordinaten  die  Koordinaten 
Xy  y,  z  eines  Punktes  M  dieser  Kurve  setzen: 

o(«-S)  +6(y-ij)  +c(«-g)  =0, 
A(a:-|)  +M(y-i?)  ^v{z-t)  -  -  (., 

a{x-\)  +ß(y-v)  +y(g-t)  =^^- 

Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  entnimmt  man,  wenn  man  an  die 
hinsichtlich  der  Determinante  (6)  gemachten  Bemerkungen  denkt, 
sofort 


(25) 
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(26) 


da 


y-v  — 1^9  + ß^ 


und  lernt  so  die  Werte  i,  rj,  t  ^^^^  Koordinaten  des  Mittelpunktes 
kennen.  Setzt  man  sie  in  die  erste  Gleichung  ein^  so  erhält  man, 
um  den  Radius  auszudrücken^  die  Formel 

(27)  «.»,.+  (.!£)* 

Die  auf  diese  Weise  bestimmte  Kugel  ist  gerade  die^  welche  wir  am 
Anfang  des  §  645  angetroffen  haben,  da  die  drei  letzten  Bedingungen  (25) 
uns  sagen,  daß  ihr  Mittelpunkt  in  der  Normalebene  liegt  und  von 

der  Binormale   und  der  Hauptnormale   die  AbstiLnde  q   und   —  ^j- 

hat.  In  diese  Kugel  geht  die  Kugel  MM'M"M"'  über,  wenn 
M\  M"y  W"  dem  Punkt  M  zustreben.  Offenbar  strebt  der  Kreis 
MM'M"  ebenfalls  der  Lage  auf  der  genannten  Grenzkugel  zu;  und 
*'da  andererseits  seine  Ebene  die  Kurve  in  Jf  zu  oskulieren  strebt,  so 
ist  klar,  daß  der  oskulierende  Kreis  der  Schnitt  der  osku- 
lierenden  Kugel  mit  der  oskulierenden  Ebene  ist.  Also  ist  p 
der  Radius  des  oskulierenden  Kreises,  sodaB  bei  den  gewundenen 
Kurven,  wie  bei  den  ebenen,  die  Flexion  einer  beliebigen  Kurve 
die  Krümmung  ihres  oskulierenden  Kreises  ist.  Zu  den  Be- 
dingungen (25)  zurückkehrend  wollen  wir  bemerken,  daß  die  erste 
die  Kugel  verpflichtet,  durch  M  hindurchzugehen;  die  zweite,  in  3/ 
die  Kurve  zu  berühren;  die  dritte,  durch  den  oskulierenden  Kreis  hin- 
durchzugehen. Die  vierte  zeichnet  unter  diesen  unendlich  vielen  Kug^, 
die  in  M.  von  der  Kurve  berührt  und  durchsetzt  werden,  eine 
aus,  die  die  Kurve  nicht  durchsetzt,  da  ihre  Berührung  im  allgemeinen 
von  dritter  Ordnung  ist:  das  ist  die  oskulierende  Kugel. 

651.  Um  zu  entscheiden,  ob  die  Kurve  in  der  Umgebung  von  itf 
innerhalb  oder  außerhalb  der  oskulierenden  Kugel  liegt,  berechne 
man  den  Abstand  %  des  Punktes  M.'  von  dieser  Kugel.  Wird  der 
Radius  Si  als  endlich  vorausgesetzt,  so  leitet  man  aus 

(Ä  +  *)«  =  (a;  -  6  +  Sxf  +  (y  -  ,y  +  *y)«  +  (^  -  g  +  ief 

unter  Vernachlässigung  der  Infinitesimalen  von  höherer  als  vierter 
Ordnunir  ab 

Nennt  man  wie  in  §  643  w,  v,  w  die  Koordinaten  von  M'  in  Bezug 
auf  das  Fundamentidtrieder  in  Jlf,  so  ist 

da:  «=  aM  +  av  +  Ate;,     dy  «  6t*  +  /Sv  +  /iw?,    6z  «=  cw  +  y«  +  vir, 
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und  man  hat  daher  unter  Ermnemng  an  (26) 

In  dieser  Formel  kann  man  auf  Grand  von  (19)  v*  vernachlässigen; 
w^  auf  sein  erstes  Glied  beschränken  und  u  bis  zum  Gliede  dritter 
Ordnung  berechnen;  aber  v  imd  w  müssen  bis  zu  den  Gliedern  vierter 
Ordnung  berechnet  werden,  und  dies  läßt  sich  leicht  bewerkstelligen, 
wenn  man  auch  noch  die  Formel  (21)  benutzt: 


w 


6p*' 


ds*        ds^dQ       (    d\       9/^9\*       1    ,P'\ 


24  p' 


Setzt  man  nun  zur  Abkürzung    ^  **  t^  +  ^  ('*'  ^)  >    so    ist   leicht   zu 
finden 


%d8* 


(28)  ^A-24,.' 
und  da  andererseits  die  Formel  (27)  durch  Differentiation 

(29)  SldSl  =  K^dQ 
gibt,  so  erhält  man  endlich 

h  =» 


24kQ^^d(f 

Also  liegt,  wenn  man  die  Punkte,  in  denen  dQ  =  0  ist,  ausschließt, 
ein  in  der  Umgebung  von  M  gewählter  Bogen  von  passender  Kleinheit 
ganz  außerhalb  oder  ganz  innerhalb  der  oskulierenden  Kugel  in  Jf, 
je  nachdem  das  Volumen  dieser  Kugel  und  der  Inhalt  des  oskulierenden 
Kreises  in  demselben  Sinne  variieren  oder  nicht. 

652.  Um  die  Bedingung  zu  finden,  die  erfüllt  sein  muß,  damit 
die  Kugel  die  Kurve  superoskuliert;  oder  um  zu  wissen,  in  welchen 
Punkten  der  Kurve  die  Berührung  zwischen  ihr  und  der  oskulierenden 
Kugel  über  die  dritte  Ordnung  hinaus  steigt,  braucht  man  nur  die 
letzte  der  Formeln  (25)  zu  derivieren,  indem  man  die  vorhergehenden 
berücksichtigt.  Um  aber  keinen  Fall  auszulassen,  muß  man  alle  De- 
rivationen aufs  Neue  ausführen,  ohne  die  Form  der  successiven  Re- 
sultate zu  ändern.  Tut  man  dies,  so  bieten  sich  uns  die  beiden 
letzten  Bedingungen  unter  der  Form  dar 

(30)         i.2:A(^-6)--i,    ^^«(^-6)  =  |ff- 

Deriviert  man  dann  noch  diese  letzte,  so  findet  man  x/gt^  =»0.  Zu 
demselben  Il.e8ultat  gelangt  man  sofort,  wenn  man  bemerkt,  daß  die 
gefundene  Bedingung  alles  enthält,  was  auf  Grund  von  (28)  not- 
wendig und  hinreichend  ist,  damit  h  von  höherer  als  vierter  Ordnung 
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infinitesimal  wird.  Da  nnn  die  Annahme  1/p  »  0  ansgescUoBsen  ist 
(weil  man  91  als  endlich  yoranssetzt)  und  da  auch  (aus  demselben 
Grunde)  die  Annahme  1/t  =>  0  mit  dfp  >  0  ausgeschlossen  ist,  so 
sieht  man,  daß  die  superoskulierende  Kugel  außer  in  den  der 
Bedingung  x  ==»  0  genügenden  Punkten  auch  in  andern 
Punkten  auftritt,  die  durch  den  Umstand  charakterisiert  sind,  daß 
die  Torsion  daselbst  verschwindet;  obwohl  die  Kugel  endlich  bleibt. 
In  diesen  letzteren  Punkten  ist  die  zweite  Bedingung  (30)  identisch 
erfüllt;  und  es  hat  folglich  die  Kurre  mit  allen  Kugeln,  die  durch  den 
oskulierenden  Kreis  hindurchgehen,  eine  Berührung  dritter  Ordnung. 
Aber  nur  einer  einzigen  yon  ihnen  kommt  der  Name  oskolierende 
Kugel  zu,  und  zwar  ist  es  immer  die  zu  Anfang  bestimmte.  Also 
ist  die  Bedingung  x  »  0  für  die  Superoskulation  zwar  hinreichend^ 
aber  nicht  notwendig;  dagegen  sa^  uns  in  allen  Fällen  die  Formel  (29), 
daß  man,  wenn  nicht  dg  ^0  isi,  dSl  =  0  hat.  Daraus  folgt  ins- 
besondere, daß  eine  Kurve  ihre  oskulierende  Kugel  durchsetzt, 
so  oft  diese  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  wird  oder  aber 
aus  einer  stationären  oskulierenden  Ebene  einen  Kreis  aus- 
schneidet, der  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  ist.  In  diesem 
letzteren  Falle  findet  das  Gegenteil  von  dem  statt,  was  gewöhnlich 
eintritt.  Die  Kurve  durchsetzt  nämlich  keine  der  andern  Kugeln,  die 
den  oskulierenden  Kreis  enthalten. 

653.  Es  werde  nunmehr  eine  sphärische  Kurve  betrachtet, 
d.  h.  eine  auf  einer  gegebenen  Kugel  vom  Radius  R  gezogene  Linie. 
In  jedem  ihrer  Punkte  kann  es  offenbar  keine  andere  oskulierende 
und  sogar  superoskulierende  Kugel  geben  außer  eben  jener  Kugel, 
die  die  Kurve  enthält.  Man  muß  also  beständig  haben  x  =  0  oder 
aber  üq^O  und  1/t.  -»  0.  Im  zweiten  Falle  findet  man  aufis  Neue 
X  »  0.  Dies  ist  also  eine  Bedingung,  die  längs  jeder  sphärischen 
Kurve  notwendig  erfüUt  ist.  Um  zu  beweisen,  daß  die  Bedingung 
auch  hinreichend  ist,  damit  die  Kurve  einer  Kugel  angehört,  wollen 
wir  die  Gleichungen  (26)  derivieren.     Aus  der  ersten  leitet  man  ab 

Also  ist 

/Qi\  dl  dfi  ^      dt 

Wenn  man  längs  der  ganzen  Kurve  x  ^  0  hat,  so  zeigt  die  Formel  (29), 
daß  St  einen  konstanten  Wert  JR  hat,  und  die  Formeln  (31)  sagen 
uns,  daß  auch  S,  i^^  S  konstant  sind,  woraus  folgt,  daß  die  Punkte 
der  Kurve  sich  alle  in  konstanter  Entfernung  R  von  dem  festen 
Punkte  (J^fijfi)  befinden.     Demnach   lautet   die   notwendige    und 
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hinreichende  Bedingung  dafür^  daß  eine  Kurve  sphärisch  ist, 

664.  In  dem  allgemeinen  Falle  zeigen  die  Formeln  (31)^  daß 
die  Tangenten  des  Ortes  der  Mittelpunkte  der  oskulierenden 
Kugeln  einer  Kurve  parallel  sind  zu  den  Binormalen  in  den 
entsprechenden  Punkten  der  Kurve.  Femer  findet  man  durch 
Quadrieren  und  Addieren  das  Bogenelement  des  Ortes 

(32)  d6 %ds 

und  siehty  daß^  weim  ein  Punkt  M  eine  Kurve  durchläuft,  der 
Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  die  Tendenz  hat,  sich  der  osku- 
Uerenden  Ebene  in  Jf  zu  nähern  oder  sich  von  ihr  zu  entfernen,  je 
nachdem  x  positiv  oder  negativ  isi  Da  (§§  633,  635)  die  Bichtungs- 
kosinus  der  Hauptnormalen  in  zwei  entsprechenden  Punkten  der  beiden 
Kurven  proportional  zu  da,  dß,  dy  sind,  so  sieht  man,  daß  die  ge- 
nannten Normalen  parallel  sind  und  daher  auch  die  Tangenten  der 
ersten  Kurve  parallel  zu  den  entsprechenden  Binormalen  der  zweiten 
Kurve,  sodaß  diese  immer  von  den  Normalebenen  der  andern  oskuliert 
wird.  Bezeichnet  man  mit  q^  und  t^^  ihre  Krümmungsradien  und 
richtet  ihre  Hauptnormalen  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  die  Haupt- 
normalen der  ersten  Kurve,   so  hat   man  unter  Erinnerung  an  (11) 

l   da da  ^      X 

q        de  da  -t,  ' 

l    da da  l 

t'        ds  da  9i 

Also  ist  (>i  =  }ct,  t'i  —  x(>,  d-  h. 

Besonders  bemerkenswert  sind  die  gewundenen  Kreise,  d.  h.  die 
Kurven  konstanter  Flexion  (q  =  R)  und  nicht  verschwindender  Torsion. 
Die  oskulierenden  Kugeln  eines  gewundenen  Kreises  sind  alle  einander 
gleich  (A  =  q),  und  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  einem  zweiten  ge- 
wundenen Kreise  (q^  =  p).  Die  einzigen  Kurven,  welche  von 
anendlich  vielen  gleichen  Kugeln  oskuliert  werden,  sind  die 
gewundenen  Kreise;  denn  auf  Grund  von  (29)  kann,  wenn  q 
nicht  konstant  ist,  St  nicht  konstant  sein  ohne  daß  x  ==  0  ist,  in 
welchem  Fälle  die  oskulierenden  Kugeln,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen gesehen  haben,  in  eine  zusammenfallen,  die  die  ganze  Kurve 
enthalt.  Zu  dem  allgemeinen  Falle  zurückkehrend  wollen  wir  zum 
Schluß  noch  bemerken,  daß  dank  den  Formeln  (29)  und  (32)  die  Be- 
rechnung des  Winkels  dd'  zwischen  zwei  unendlich   benach 

40* 
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harten  oskulierenden  Kugeln  leicht  i^t.  In  der  Tat  folgt  ans 
der  evidenten  Formel  dö*  =  dSl^  +  Ä^dd*  nnmittelhar 

d^  _  xp  _  1  dlogü 
d«  "~  Ä*  "~  V  d  log  ^  ' 

Dieses  Verhältnis,  von  Demartres  die  sphärische  Torsion  genannt^ 
ist  ein  weiteres  nützliches  Element  für  die  Diskussion  der  gewundenen 
Kurven. 


Drbnngeii. 

665«  Sohranbenlinien.  a)  Wir  wollen  eine  zirkuläre  Schraahen- 
linie  (HeHx)  betrachten,  d.  h.  eine  Kurve,  die  die  Erzeugenden  eines 
Kreiszylinders    vom    Radius   r   unter   einem   konstanten    Winkel   9    trifil. 

Wir  w&hlen  als  i?- Achse  die 
Achse  des  Zylinders  und  legen 
senkrecht  zu  ihr  durch  einen 
Punkt  A  der  Kurve  die  Achse 
der  X,  Es  sei  0  f[Lr  einen  be- 
liebigen Punkt  M  der  Schrauben- 
linie der  Winkel,  den  die  Pro- 
jektion von  OM  auf  die  ^^-Ebene 
mit  der  o;- Achse  bildet  Da  nach 
der  Definition  c  konstant  und 
gleich  cos  9}  sein  muß,  so  ist 
notwendig  z=^SQO%q>^  wenn  man 
in  A  den  Anfangspunkt  der  Bogen 
fixiert.  Die  Koordinaten  von  M 
sind  also  a;  =  rcosö,  y==rsinfl, 
jer  «  5  cos  90 .  Daraus  folgt  durch 
Differentiation 


Fig.  88. 


COS  q>  ds 

r*<ie*  -f  cosV<^^. 


dx  =  —  remOdO,     dy  ^  raosOdd,     da 

und    hieraus    durch    Quadrieren    und  Addieren    ds^ 
Weiter  ergibt  sich  successiv 

,         rde  rß 

8U1 9  '  am  9 

Schon  die  Belation  g'^^scosg)  beweist,  daß,  wenn  T  der  Fußpunkt  der 
Tangente  in  der  o;^- Ebene  ist,  die  Strecke  MT  gerade  gleich  s  ist;  und 
jetzt  sehen  wir,  daß  man,  wenn  P  die  Projektion  von  M  auf  die  ge- 
nannte Ebene  ist,  PT ^=  ssing?  =  rö  =  Bogen  AP  hat.  Wenn  daher  M 
Iftngs  der  Schraubenlinie  fortrückt,  so  beschreibt  T  eine  Kreisevolvente. 
Inzwischen  sind  die  Richtungskosinus  der  Tangente  der  Schraubenlinie 


a 


—  sin  9  sin  ö,     6  =  sin  9  cos  Ö,     c  = 


cos  9, 


woraus    man    durch    Derivation    imd    imter    Erinnerung    an    das    erste 
Tripel  (11)    entnimmt 
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X  8in*(pcoB0        pL  sin'cpBinO 


femer 


if  r         •      ff  r         '  ' 

?  =  -.-,-—,     A  =  —  C08Ö,     u  =  —  sinö,     v  =  0. 


Also  treffen  die  Hauptnormalen  der  Schraubenlinie  unter  rechtem  Winkel 
die  Achse  des  Zylinders.  Außerdem  bemerke  man,  daß  der  Flexions- 
radius konstant  ist.     Die  Bichtungskosinus  der  Binormale  sind 

of  =  Cfi  =  —  cos <p  sin  ö,     j3  «=»  —  cA  »•  cos g>  cos  Ö,     y  =»  ft A  —  a(i  =»  —  sin 9, 

nnd  es  genügt  a  oder  /3  zu  derivieren  oder  auch  einen  der  Bichtungs- 
kosinus der  Hauptnormale,  um  unter  Erinnerung  an  die  andern  Formeln  (ll) 
den  Wert  des  Torsionsradius  zu  erhalten:  't  »  r/sin 9  cos g).  Wie  man 
sieht,  ist  also  auch  der  Torsionsradius  konstant.  Sein  Wert  ist  im 
vorliegenden  Falle  positiv,  da  (§  643)  die  von  uns  betrachtete  Schrauben- 
linie linksgewunden  ist.  Übrigens  sind  die  vorstehenden  Besultate  auch 
auf  eine  rechtsgewundene^  Schraubenlinie  anwendbar,  vorausgesetzt,  daß 
man  sin  2  9>  <[  0  anninmit. 

b)  Wir  wollen  zwei  wichtige  Flächen  angeben,  zu  denen  man  beim 
Studium  der  zirkulären  Schraubenlinie  geführt  wird.  Die  eine  ist  der  Ort 
der  Tangenten  und  wird  als  abwickelbares  Helikoid  bezeichnet.  Wir 
haben  bereits  gesehen,  daß  die  ebenen,  senkrecht  zur  Zjlinderachse  ge- 
führten Schnitte  alle  gleich  der  Evolvente  des  Kreises  vom  Badius  r  sind, 
um  sich  von  der  Gestalt  der  Fläche  Bechenschaffc  zu  geben,  ist  es  nützlich, 
auch  das  Profil  zu  kennen,  d.  h.  ihren  Schnitt  mit  einer  die  Achse  ent- 
haltenden Ebene.  Da  die  Gleichungen  der  Tangente,  wenn  man  JR  die 
Konstante  rcoiq)  nennt, 

X  —  rcosd       y — rsind z  —  R$ 

—  sinO  008  d  cot  9 

sind,  so  erhält  man  für  y  =  0 

Es  sind  dies,  in  der  xx;- Ebene,  die  Gleichungen  einer  uns  bereits  bekannten 
Kurve  (§  599,  c).  Die  Hauptnormalen  der  Schraubenlinie  bilden  ein  an- 
deres Helikoid,  und  zwar  ein  Helikoid  mit  Leitebene,  so  genannt, 
weil  seine  Erzeugenden  alle  parallel  zu  einer  Ebene  sind.     Die  Gleichungen 

einer  Hauptnormale  sind  y  ^^  xigOy  0  »='  Bd.     Daraus  ergibt  sich  durch 

g 

Elimination  von  0  als  Gleichung  des  Helikoids   y  ^^  xig-^* 

c)  Die  Beohnungen  der  ersten  Übung  lassen  sich  allgemeiner  (mit  r 
als  Funktion  von  0)  ausführen  bei  jeder  zylindrischen  Schraubenlinie, 
d.  h.  bei  deigenigen  Kurven,  die  auf  einem  beliebigen  Zylinder  gezogen  sind 
und  die  Erzeugenden  desselben  unter  einem  konstanten  Winkel  q>  tre£fen. 
Statt  die  Bechnungen  zu  wiederholen,  wollen  wir  auf  kürzerem  Wege 
vorgehend  zeigen,  wie  man  zur  Aufdeckung  einer  wichtigen,  fCb:  diese 
Kurven  charakteristischen  Eigenschaft  gelangt.    Wir  erinnern  an  die  Formeln 

de        V        dy         V        dv  c         y 

da        9  '     da        i>  '      da  q         t- 
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und  bemerken,  daß  unter  Yoraussetzong  eines  konstanten  c  die  erste 
Formel  v  «=  0  liefert,  worauf  die  zweite  zeigt,  daß  y  konstant  ist.  Da 
man  nun  immer  hat  c*  +  y^  +  v*  =  1 ,  so  kann  man  setzen 


y  =  cos  (g)  +  YJ  =  —  sin^. 


wenn  c  ==  cos  (p  ist.  Wir  rechnen  gp  in  der  rektifizierenden  Ebene  von  der 
Tangente  aus  in  einem  Sinne,  der  f&r  einen  auf  der  positiven  HSlfte  der 
Hauptnormale  befindlichen  Beobachter  dem  Bewegungssinne  eines  Uhr- 
zeigers entgegengesetzt  ist.  Dies  vorausgeschickt  liefert  die  dritte  Formel 
tg9=:>t/^,  und  es  ist  daher  das  Verhältnis  der  Krümmungen 
konstant.  Wenn  umgekehrt  dies  der  Fall  ist,  so  ziehe  man  durch  jeden 
Punkt  M  in  der  rektifizierenden  Ebene  die  durch  die  Kosinus 

l^^acosq>  —  AT  sing),     m=*&cos9  —  jSsing»,     «  =  ccosg)  —  9^  sin  9 

definierte  Gerade,  wo  der  konstante  Winkel  q>  durch  die  oben  angegebene 
Gleichung  definiert  ist.     Man  hat  auf  Grund  von  (ll) 

dl  /^       dm  I         dn  I         cosqp       aing)        . 

d.  h.  l^  m,  n  sind  konstant,  und  die  Kurve  ist  daher  eine  zylindrische 
Schraubenlinie,  da  sie  auf  einem  Zylinder  gezeichnet  ist  und  dessen  Er* 
zeugende  unter  dem  konstanten  Winkel  q>  trifPt.  Damit  also  eine 
Kurve  eine  zylindrische  Schraubenlinie  sei,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  ihre  Krümmungen  ein  konstantes  Verhältnis 
bewahren.  Wenn  ferner  die  Krümmungen  beide  konstant  bleiben,  so  ist 
die  Schraubenlinie  notwendig  zirkulär:  sie  ist  auf  einem  Zylinder  gezogen, 
dessen  Radius  q^^l{q^  +  t^*)  ist.  Wir  überlassen  dem  Leser  die  Mühe, 
dieses  von  Puiseux  herrührende  Theorem  zu  beweisen. 

d)  Eine  kanische  Schraubenlinie  nennt  man  jede  Kurve,  die  unter 
konstantem  Winkel  t/;  {nicht  senkrecht)  die  Erzeugenden  eines  Kegels 
trifft.  Wenn  der  Kegel  zirkulär  ist,  so  trifft  die  Schraubenlinie  offenbar 
unter  konstantem  Winkel  9  auch  die  Erzengenden  des  Zylinders,  der  sie 
parallel  zur  Achse  projiziert  (und  zwar  ist,  wenn  man  %  die  Neigung  der 
Erzeugenden  gegen  die  Achse  nennt,  cos  9?  =»  cos  x  cos  tf;).  Sie  ist  also 
zugleich  eine  zylindrische  Schraubenlinie  und  heißt  aus  diesem  Grunde 
eine  zylindro-konische  Schraubenlinie.  Sie  ist  so  zu  sagen  die  loga- 
rithmische Spirale  des  Baumes.  Man  wähle  die  Achse  und  den  Scheitel 
des  Kegels  als  1;- Achse  bezw.  als  Koordinatenanfangspunkt  und  nenne  R 
die  Entfernung  zwischen  M  und  dem  Anfangspunkt.     Dann  muß  sein 

X  dx  ,    y  dy   ,    z  dz 
^        E  ds    *    E  da    *    B  ds 

oder  cos  t^f  =*  dR/ds.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  nicht  cos^»»0 
ist  (in  welchem  Falle  man  jß  »  Const.  hätte  und  die  Kurve  einer  Kugel 
angehören  würde),  so  hat  man  J2=»scostf;,  falls  man  den  Anfangspunkt 
der  Bogen  in  den  Scheitel  des  Kegels  verlegt  Andererseits  ist  r^Esinx, 
also   r  ~  ms  sin  Tf;,    wo    zur  Abkürzung   m  =  sin;^cottp  gesetzt   ist      In- 
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zwischen  sind  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Kurve  x^rcoa Oy 
^/«rsind,  <f  =  rcotx,  und  man  hat 

dr^  =  m«8in«i/;((«r«  +  r^dO^  +  dz^  =  cos*tf;eJr*  +  mVsin'tdÖ«, 

woraus  man  entnimmt  dr^^mrdB^  mithin  logr  =>  md  +  Const.  Also 
ist  der  gerade  Schnitt  des  Zylinders,  auf  welchem  die.  betrachtete  Kurve 
eine  Schraubenlinie  ist,  eine  logarithmische  Spirale.  Wenn  man  nun  be- 
achtet, daß 

dr  dd         1    dr       sinib         1 

j-  =  m  sin  t[;,     -T"  =*  —  T"  **  —    =  — 
ds  ^'      da       mr  ds  r  ms 

ist,  so  findet  man  leicht  die  Bichtungskosinus  der  Tangente 

a  =  (w  cos  6  —  sin  ö)  sin  t/; ,     &  =  (m  sin  0  +  cos  0)  sinif; ,     c^-cos^), 
femer  durch  nochmalige  Derivation  diejenigen  der  Hauptnormale 

X  =a  —  (cos  0  +  m  sin  0) ,     ^  =  —  (sin  ö  —  w  cos  ö) ,     v  =  0. 

^  ^     ms    ^     ^  ^  ^     ms    ^ 

Hiemach  sind  die  Hauptnormalen  senkrecht  zur  Achse  des  Kegels,  treffen 
dieselbe  jedoch  nicht:  sie  sind  normal  zu  dem  Zylinder,  nicht  zum 
Kegel.     Quadriert  und  summiert  man  die  letzten  Formeln  und  bemerkt, 

daß  1  +  »i*  =  -.-TT  ist,  so  erhalt  man  den  Wert  von  g  und  leitet  daraus 

sofort  denjenigen  von  t^  — ^tg^  ab: 

ms  ms 

^       sm  9  '  cos  tp 

Also  sind  bei  unserer  zylindro-konischen  Schraubenlinie  die  Krümmungs- 
radien proportional  zu  dem  vom  Scheitel  des  Kegels  aus  ge- 
rechneten Bogen.  Man  kann  beweisen,  daß  umgekehrt  folgendes  gilt: 
Wenn  man  bei  einer  Kurve  hat  ^  =  Ä;^,  i> »  X^5,  so  ist  sie  notwendig 
eine  zylindro-konische  Schraubenlinie,  die  auf  einem  Kreiskegel  liegt,  bei 
welchem  die  Neigung  x  der  Erzeugenden  gegen  die  Achse  durch 


tg  ;t  =  k'yyk'  +  Jc'*  +  Jc^k'^ 
definiert  ist. 

656.  Wenn  man  einer  Ebene,  die  aus  einem  biegsamen,  aber  un- 
ausdehnbaren Stoff  bestehend  gedacht  wird,  irgend  eine  zylindrische  Form 
gibt,  so  werden  alle  Geraden,  die  in  der  Ebene  eine  bestimmte  Richtung 
haben,  die  Erzeugenden  des  Zylinders,  und  jede  andere  Gerade  verwandelt 
sich  in  eine  Schraubenlinie.  Sie  wird  immer  noch  auf  der  Fläche  den 
kürzesten  Weg  zwischen  irgend  zweien  ihrer  Punkte,  die  genügend  nahe  be- 
nachbart sind,  angeben.  Dies  drückt  man  aus,  indem  man  sagt,  die 
zylindrischen  Schraubenlinien  seien  die  geodätischen  Linien  der  zu- 
gehörigen Zylinder.  Der  Begriff  der  geodätischen  Linie  wird  sich  uns 
später  imter  einem  andern  Gesichtspunkt  und  ausgedehnt  auf  eine  beliebige 
Fläche  darbieten.  Wir  können  aber  schon  jetzt  untersuchen,  welches  die 
geodätischen  Linien  der  Kegelflächen  sind,  d.  h.  in  welche  Kurven  sich 
die  Geraden  einer  unausdehnbaren  Ebene  verwandeln,  wenn  man  dieser 
durch  bloße  Biegung  die  Gestalt  eines  Kegels  gibt.     Man  bemerke,  daß 
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diese  Kurven  keineswegs  die  konischen  Schraubenlinien  sind,  die  vielmehr 
aus  den  logarithmischen  Spiralen,  deren  Pol  im  Scheitel  des  Kegels  liegt^ 
hervorgehen.  Wenn  wir  uns  hier  auf  den  Fall  eines  Kreiskegels  l>e< 
schränken  und  Ä  die  Projektion  des  Scheitels  0  auf  die  Gerade  ist,  die 
man  betrachten  will,  femer  l  die  Länge  der  Strecke  OA  and  M  der  Ab- 
stand zwischen  0  und  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Geraden,  so  hat 
man  B^  ^  s^  -{■  fi^  falls  man  Ä  zum  Anfangspunkt  der  Bogen  macht 
Wir  wollen  weiter  mit  q>  den  Winkel  OMA  oder  im  Baume  die  Neigung 
der  Tangente  gegen  die  Erzeugende  bezeichnen.     Offenbar  ist 

dR                        8          .               l         dq>            sinqp 
_=.cos9=--^-,     sm9«5,     ^^ ^, 

und  da  ds^  =  dR^  +  r*dö*,  so  hat  man  ^  =  — —•     Dabei  ist,  wenn  % 

die  Neigung  der  Erzeugenden  gegen  die  /ei- Achse  (die  Achse  des  Kegels) 
bedeutet,  r^Usinjr.  Nunmehr  liefert  die  Derivation  von  rc  =  rcosö, 
^  —  rsind,  jers=r  cot  %  nach  s  die  Bichtungskosinus  der  Tangente : 

a»  —  sin(;psind-|-cos9  cos  0sin%,       ^«sin^cosd-l-  cos  9  sin  0  sin  ^  t 

c  =  cos  q)  cos  1 . 

Durch  nochmalige  Derivation  ergeben  sich  die  Bichtungskosinus  der  Haupt- 
normale 

il  =  —  -^  sin'9  cot  X  cos  X  cos  ö ,     I*  ~  ~  ^  sin*g)  cot  %  cos  ;j  sin  0 , 


9     .   9 

V  —  ~j<  sm'  (p  cos  X 


oder 


iL  =  —  cos;|^co8d,     fi  =  —  cosx  sinö,     v=«sin;|f, 

wenn  man  bemerkt  (indem  man  jene  Formeln  quadriert  und  addiert) ,  daß 

1        8in«g)     ^  Z*      ^ 

_„.__cotx  =  5^cotx 

ist.  Die  Hauptnormalen  sind  also  senkrecht  zu  den  Erzeugenden  und 
treffen  die  Achse:  sie  sind  senkrecht  zur  Kegelfläche.  überdies 
variiert  die  Flexion  im  umgekehrten  Verhältnis  der  dritten 
Potenz  des  Abschnitts,  welcher  von  der  Kurve  auf  der  Erzeu- 
genden, vom  Scheitel  aus  gerechnet,  bestimmt  wird.  Die  Bichtungs- 
kosinus der  Binormale  sind 

a  SB  —  cos  9  sin  ö  —  sin  <p  cos  ö  sin  jr ,       j3  =  cos  (p  cos  0  —  sin  9  sin  6  sin  1 , 

y  =  —  sin  g?  cos  % . 

Es  genügt,  die  letzte  Gleichung  zu  derivieren,  um  den  Wert  der  Torsion 
zu  erhalten: 

1        sin  qp  cos  w      ,  ?••?       i 

V  *"  —  it —  ^^^  ^  '^  It*  ^°^^' 

Man  beachte  die  Belation  st^  =  lg.  Man  kann  beweisen,  daß  dieselbe  für 
die  geodätischen  Linien  jeder  beliebigen  Kegelffäche  gilt,  aber   nicht  für 
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andere  Eurven.  Es  ist  also  charakteristisch  für  die  geodätischen 
Linien  der  Kegel,  daß  der  Quotient  der  Krümmungen  im  um- 
gekehrten Verhältnis  des  Bogens  variiert. 

657«    Es  sei  zu  untersuchen  die  durch  die  Gleichimgen 

X  ==  ^(c«  +  c-«)cosö,     y  =  ~(c«  +  c-«)sinö,     z  ^  BO 

dargestellte  Kurve.  Man  hemerke  zunächst,  daß  wegen  ^»^tg0,  Z'^Bd 
die  Kurve  auf  einem  Helikoid  mit  Leitebene  (§  655,  b)  liegt.  Anderer- 
seits ist  ihre  Projektion  auf  die  o;^- Ebene  die  Spirale,  welche  in  Polar- 

koordinaten  durch  die  Gleichung  r  = -^  (e^  +  c""  ^)   dargestellt  wird;   und 

man    hat    z  ^^  BO.      Also    gehört    die   Kturve    auch    der   Botationsfläche 

r  =  Y  \e^  +  ß  ^/  an.     Diese  ist  das  Katenoid,  eine   wichtige  Fläche, 

B  (  -        --\ 
die  durch  Rotation  der  Kettenlinie   ic  ■=  -ö"  \^*  +  e   * j    um  die  jer-Achse, 

ihre  Direktrix,  erzeugt  wird.  Die  vorgelegte  Kurve  befindet  sich  also  in 
dem  Schnitt  eines  Katenoids  und  eines  Helikoids  mit  Leitebene.  In- 
zwischen erhält  man  durch  Differentiation  der  Koordinaten 

al  -  f  [(«•-«-)  C08  e -(«•  +  «-)  sin  ö] , 

mithin 

wenn  man  haben  will,  daß  für  0  »  0  auch  5  »  0  ist.  Die  Bichtungs- 
kosinns  der  Tangente  sind  also 

^  = {k cos  ö  —  sin  d),     &  =•  -^^  (ä; sin  6  -f  cos ö)  ,     c  —    ^  ^  — , 


B  —0 

WO  zur  Abkürzung   Ä  = -^ :7^  gesetzt  ist.    Da  —  asinö  +  2>cosö=l/y2 

ist,  so  sieht  man,  daß  die  Kurve  die  Parallelkreise  des  Katenoids 

dk 
unter  45®  schneidet.     Beachtet  man  femer,  daß  ^  "  ^  "~  ^*   ist,    so 

findet  man  durch  nochmalige  Differentiation 

sl y=(smd  +  kco8e),    j^«  — (cosö-ÄJsine), 

de  k  }/"2 


de  e^  +  e-^ 

Daraus  folgt,  wenn  man  quadriert  und  addiert,  f  »X^dd,  mithin 

^^  k  de      yi    e^^e-*'"""^"^    « 
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und 

X  = -j=L  (sin ö  +  Ä cos ö),     f*  ==  —jziL  (cos ö  —  Äsinö),     v« ^       „^ • 

Endlich  ergibt  sich 

_    2coBe  2  sine  e^  —  e"^ 

Da  ß/a  =  tgO  ist,  so  tri£Pt  offenbar  die  Binormale  die  je; -Achse:  sie  ist 
also  normal  zu  dem  Eatenoid.  Um  die  Torsion  zu  berechnen,  braucht 
man  nur  eine  der  Oleichongen  (ll),  z.  B.  dy/ds  =  v/*,  zu  nehmen.  Aus 
ihr  leitet  man  ab 

Es  ist  femer  leicht  zu  beweisen,  daß  ^  gleich  dem  Abschnitt  der 
Binormale  ist,  der  zwischen  der  Kurve  und  der  j?-Achse  liegt 
In  der  Tat  ist  nach  bekannten  Eigenschaften  der  Eettenlinie  (§  589,  c) 
der  genannte  Abschnitt  gerade  gleich  t^^/i^.  Man  bemerke  endlich  (Ygl. 
§  656),  daß  das  Verhältnis  der  Krümmungen  proportional  zu 
dem  Bogen  variiert. 

658.  Bertrandsohe  Kurven«  a)  Wir  wollen  untersuchen,  .ob  es 
passieren  kann,  daß  die  Hauptnormalen  einer  Kurve  (M)  Hauptnormalen 
einer  zweiten  Kurve  (JSf^)  sind.  Jedem,  Punkte  (x^  y^  z)  auf  der  ersten 
Kurve  entspricht  auf  der  zweiten  ein  Punkt  Jf^,  dessen  Koordinaten 
jTj  =  Ä  +  Ip,  yi  =*  y  +  ftp»  z^  =^  0  +  vp  sind,  wenn|9  die  Entfernung  JlfJf| 
bedeutet.  Den  Bichtungskosinus  der  Tangente  von  {M^)  in  M^  muß  man 
die  Form  geben  können 

Oj  =  acostf;  —  of  sint/;,       6i  =  fecosi|i  —  j3sint(;,       Cj^ccosif;  —  /sin^s 

wenn  mit  t/;  der  Winkel  bezeichnet  wird,  um  welchen  diese  Tangente  für 
einen  in  M  befindlichen  Beobachter  (im  umgekehrten  Sinne  des  Uhr- 
zeigers) sich  drehen  muß,  bis  sie  parallel  zur  Tangente  von  (M)  in  M 
wird.     Inzwischen  hat  man 


mithin 


=  «-(f +  T)^  +  *§f   "•'•''•' 


(33)  -,f  =  0,     l-^-^cost.     f-=^sint, 
sodaß 

(34)  i,-Const.,      1  +  ^-} 

sein  muß.  Bis  jetzt  haben  wir  nur  ausgedrückt,  daß  die  Hauptnormalen 
von  (M)  normal  zu  (M^)  sind.  Sollen  sie  aber  die  Hauptnormalen 
werden,  so  muß  man  außerdem  haben 

da^  l        db^  (i        dc^         v 

dSi         Qi  '      dSi         Qi  '      dSi         Qi  ^ 

es  muß  also,  wenn  man  beachtet,  daß 
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(coß^       sin  1fr \  ,        /     .     .    ,  \  d'tif 
--^  j  A  —  (a  sin  tf;  +  a  cos  t/;)  ^   u.  s.  w. 


> 


ist, 

/«cN  d"^ r%        1  ^*i       cos-^       sin^ 

^     '^  d«  ^     9i    ds  ^^     Q  -t 

xnithin  t^  «=  Const.  sein,  und  wir  sehen  auf  diese  Weise,  dafi  die  Fun- 
damentaltrie'der  der  beiden  Kurven  starr  miteinander  ver- 
bunden sind.  Überdies  besteht  auf  Onmd  von  (34)  zwischen  den 
Krümmungen  von  (Jtf)  eine  lineare  Relation  mit  konstanten 
Koeffizienten.  Somit  ist  (M)  keine  beliebige  Kurve:  sie  ist  eine  Ber- 
trandsche  Kurve.  Man  belegt  mit  diesem  Namen  jede  Kurve,  deren 
Krümmungen  durch  eine  Relation 

(36)  f  +  l  =  l 

mit  konstanten  p,  q  verbunden  sind. 

b)  Man  beachte,  daß  umgekehrt,  wenn  eine  solche  Kurve  gegeben 
ist,  alle  oben  gefundenen  Bedingungen  erflült  sind,  und  daB  es  daher  eine 
zweite  Kurve  gibt,  welche  dieselben  Hauptnormalen  hat:  die  beiden  Kurven 
bestimmen  auf  den  gemeinsamen  Hauptnormalen  Abschnitte  von  der 
Lftnge  jp,  und  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  jedes  Abschnitts  bilden 
miteinander  einen  konstanten  Winkel  tf; "»  arctg(|>/g).  Offenbar  ist  die 
zweite  Kurve,  ebenso  wie  die  erste ,  eine  Bertrandsche  Kurve,  die  der- 
selben Gleichung  (36)  genügt,  abgesehen  von  der  Verwandlung  von  p 
in  —  p.  Dieser  umstand  erlaubt  es,  die  Krümmungen  von  (j9fj  in  ein- 
facher Weise  zu  berechnen,  da  man   aus  der  dritten  Formel  (33)  erhält 

dsjds  =  j/jp*  +  gV^t,  sodaß  also  auch  ds/ds^  =  Yp*  +  q^/t^  sein  muß. 
Daraus  folgt  -tt-i  =  jp*  +  Ö'*?  ^' ^'  ^i©  Torsionen  in  zwei  Punkten, 
die  sich  auf  den  beiden  Kurven  entsprechen,  bilden  ein  kon- 
stantes Produkt.  Wendet  man  femer  (36)  auf  die  Kurve  (M^)  an,  so 
findet  man 

^i""^i  p'  +  q'  (p'  +  q')9  (p'  +  a')9' 

d.h. 

1  gt. PQ 


(37) 


9i      (P^  +  q*)9' 


wie  man  auch  aus  der  zweiten  Formel  (35)  ableiten  kann.  Endlich 
wollen  vm:  bemerken,  daß  die  Antwort,  welche  wir  auf  die  vorgelegte 
Antwort  gegeben  haben,  illusorisch  sind,  wenn  p  =^  0  ist,  d.  h.  bei  den 
Kurven  konstanter  (nicht  verschwindender)  Torsion  imd  variabler  Flexion. 
In  diesem  Falle  fHUt  nAmlich  (3fj)  mit  (J9f)  zusammen.  Dieser  Schluß 
gilt  nicht  bei  den  Kurven  von  der  Torsion  Null  (den  ebenen  Kurven),  bei 
welchen  man  in  der  Tat  t/;  »  0  hat,  sodaß  die  Formeln  (33)  und  (35) 
nur  die  bekannten  Resultate 

p  «  Const.,     -^^  «  1  -  -?-,     Q^^Q—p 
liefern,  die  sich  auf  die  Scharen  paralleler  Kurven  beziehen  (§  624,  b). 
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und  ebensowenig  gilt  er,  wenn  auch  die  Flexion  konstant  ist,  weil  als- 
dann die  Bedingung  (36)  für  unendlich  viele  Paare  von  Werten  p^  q  ex- 
füllt  ist,  sodaß  also  eine  zirkuläre  Schraubenlinie  sich  in  un- 
endlich vielen  Weisen  als  Bertrandsche  Kurve  ansehen  läßt 
Die  zirkulären  Schraubenlinien  sind,  wie  sich  hier  zeigt,  unter  den  ge- 
wundenen Kurven  dnrch  die  Eigenschaft  charakterisiert,  daß 
sie,  wie  die  ebenen  Kurven,  ihre  Hauptnormalen  mit  unendlich 
vielen  andern  Kurven  gemein  haben.  Diese  Kurven  sind  natOrlich 
zirkuläre  Schraubenlinien,  und  eine  von  ihnen  muß  sich  insbesondere  auf 
eine  Gerade  reduzieren:  sie  entspricht  den  Werten  von  p  und  g,  die  der 
Gleichung  (36)  und  der  Gleichung  (37)  für  ^^  =  oo  genügen,  d.  h. 

und  ist  die  gemeinsame  Achse  der  Zylinder,  auf  denen  die  Schraubenlinien 
liegen. 


Anwendimgen  auf  die  Flächen. 

Brate  BegrUR». 

669.  Tangenttalebene.  An  die  unendlich  vielen  Kurven,  die 
sich  durch  einen  Punkt  M  auf  einer  Fläche  ziehen  lassen,  lege  man 
in  M  die  Tangenten:  diese  heißen  auch  Tangenten  der  Fläche. 
Jede  von  ihnen  ist  ihrer  Richtung  nach  durch  Kosinus  definiert,  die 
proportional  sind  zu  den  Differentialen  (§  630)  der  Koordinaten  x^  y,  z 
des  Punktes  My  wenn  man  sich  denselben  längs  einer  Kurve  der 
FULche  beweglich  denkt.  Ist  nun  die  Fläche  dargestellt  durch  die 
Gleichung  f(X,Y,Z)=^0,so  sind  die  genannten  Differentiale  durch 
die  Relation  verbunden 

(1)  rJ^  +  ü'^y  +  U^'-^- 

Diese  drückt  aus,  daß  die  betrachtete  Tangente,  welche  es  auch  sein 
mag,  senkrecht  ist  zu  der  Geraden,  die  ihrer  Richtung  nach  durch 
die  Kosinus 

£^J—M.    cfn^Ji^PI     o^^J_K 

yjfdx^  yZfdy^  y^di 

definiert  wird.  Also  liegen  alle  Tangenten  in  M  in  einer 
Ebene.  Es  ist  dies  die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  M, 
und  die  in  M  auf  ihr  errichtete  Senkrechte  ist  die  Normale  der 
Fläche.    Die  Tangentialebene  wird  also  dargestellt  durch  die  Gleichung 

(2)  (x_^)g  +  (r_y)|J  +  (z-.)|r-.o. 
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Will  man  ferner  die  partiellen  Derivierten  p,  q  von  z  nach  x  und  y 
benutzen,  so  sind  die  Richtungskosinus  der  Normale 


,  911.=  -— =4==,  9t  = 


und  die  Gleichung  der  Tangentialebene  nimmt  die  einfachere  Form  an 

(3)  Z-B=p{X-x)  +  q{Y-y). 

Wenn  wir  uns  auf  früher  (§  568)  Gesagtes  beziehen ,  so  sehen  wir, 
daß  die  Normale  der  Fläche  /* «  0  im  Punkte  M  genau  die  Oerade 
ist,  längs  welcher  die  Funktion  f  am  raschesten  zu  yariieren  strebt, 
während  längs  der  Tangent.en  die  Funktion  die  Tendenz  hat,  den 
Wert  0  zu  bewahren:  sie  hat  in  der  Tat  in  den  Punkten  M'  der 
Tangentialebene,  welche  unendlich  nahe  an  M  liegen,  Werte,  die  in 
Bezug  auf  MM'  infinitesimal  von  zweiter  Ordnung  Bind. 

660.    Es  ist  auch  nützlich,  wenn  man  £,  9^11,  91L  in  dem  Falle 
zu  berechnen  weiß,  wo  die  Fläche  durch  die  Gleichungen 

gegeben  ist.  Dabei  sollen  u  und  v  unabhängig  voneinander  variieren. 
Damit  diese  drei  Gleichungen  eine  Fläche  darstellen,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  zwei  von  den  drei  Funktionen  Xy  y,  z  unab- 
hängig sind,  daß  folglich  (§  578)  in  der  Matrix 

dx      dy      dz 
du 

dl 
dv 

die  Minoren  zweiter  Ordnung  nicht  aUe  null  sind.  Wenn  nunmehr  v 
konstant  bleibt,  so  definieren  die  obigen  Gleichungen  eine  Kurve  der 

o  o  o 

Fläche.     J~j  y~f  '^  s^^^  proportional  zu  den  Richtungskosinus  der 

Tangente   dieser   Kurve   in   dem   betrachteten   Punkte,   während  ö— • 

dv     dz  ^^ 

77^,  g—  wiederum  proportional  zu  den  Richtungskosinus  der  Tangente 

derjenigen  Kurve  sind,  die  man  erhält,  wenn  man  u  konstant  hält 
und  V  allein  variieren  läßt.     Aus  den  Orthogonalitätsbedingungen 

leitet  man  ab,  daß  J^^  9fTt,  SHL  proportional  zu  den  obengenannten 
Minoren  sind,  und  da  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Minoren  gleich 
dem  Quadrat  der  Matrix  ist  und  daher  den  Wert  ab  —  c^  hat,  wobei 

'-2&'  '-2&  '-Sr.N 


du 

du 

dx 
dv 

dv 
dv 
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ist,  SO  hat  man  o£Fenbar 


y^ab-c*  ^(^1«) 


,  ?ni  = 


1  d  {z,  x) 


,    9fL  =  - 


1       d(p^.y) 


661. 


Übungen.  Wir  wollen  die  Gleichung  desjenig^i  der  Flftche 
/*(X,  7,  Z)  =  0  umbesohriebenen  Kegels  suchen, 
der  seinen  Scheitel  in  einem  Punkte  Q  mit  den 
Koordinaten  |,  17,  j^  hat,  d.  h.  also  des  Kegels,  der 
Yon  den  sämtlichen  durch  Q  an  die  Flache  ge- 
legten Tangenten  gebildet  wird.  Man  drückt  aus, 
daß  der  Punkt  M  mit  den  Koordinaten  x^  y,  e 
der  Fl&che  angehört  und  daß  die  Tangentialebene 
in  M  durch   Q  hindurchgeht,  indem  man  schreibt 

(4)  r(«,  y,  e)  =  0, 


Fi«.  89. 


i^--)%  +  i^-y)li  +  it-')U 


0. 


Wenn  man  x^  y^  z  als  die  laufenden  Koordinaten  betrachtet,  so  sind  dies 
die  Gleichungen  der  Berührungskurve  des  Kegels  und  der  Fl&che. 
Man  kann  auf  diese  Weise  in  den  Anwendungen  den  scheinbaren  Um- 
riß einer  Fläche  für  einen  Beobachter,  der  sie  von  Q  aus  betrachtet,  be- 
stimmen, d.  h.  die  Kurve,  welche  den  von  Q  aus  sichtbaren  Teil  von  dem 
nicht  sichtbaren  trennt;  oder  auch  die  Trennungslinie  zwischen 
Schatten  und  Licht,  wenn  die  Fläche  in  ein  Strahlenbündel  getaucht 
ist,  das  von  dem  einen  leuchtenden  Punkte  Q  ausgeht.  Wünscht  man 
ferner  den  Schatten  zu  kennen,  der  auf  eine  andere  Fläche  geworfen 
wird,  so  muß  man  zu  ihrer  Gleichung  die  Gleichung  jenes  umbeschriebenen 
Kegels  hinzunehmen,  um  den  ümriss  des  Schattens  zu  finden;  und  um  die 
Gleichung  des  Kegels  zu  erhalten,  braucht  man  nur  x^  y,  z  zwischen  den 
Gleichungen  (4)  und  denen  der  Erzeugenden  QM 

x  —  i  *"  y  — 13        z  —  S 

zu  eliminieren.  Denkt  man  sich  insbesondere  Q  unendlich  fem,  so  liefert 
die  Elimination  von  x,  y,  z  zwischen  den  Gleichimgen 


/•(a,,»,.)  =  0,     ^|^+£|-J+c|^  =  0, 


X'-x       Y  —  y       Z—s 


die  Gleichung  des  der  Fläche  parallel  zu  einer  gegebenen  Richtung  {A^B^C) 
umbeschriebenen  Zylinders.  Zu  dem  allgemeinen  Falle  zurückkehrend 
bemerken  wir,  daß  die  Elimination  sich  in  sehr  einÜBicher  Form  ausführen 
läßt,  wenn  man  die  Fimktion 

betrachtet  und  bemerkt,  daß  die  zweite  Gleichung  (4)  F'({)  =»  0  wird. 
Man  ersieht  daraus,  daß  die  Gleichung  des  umbeschriebenen  Kegels 
durch  Elimination  von  t  aus  F{()  ?=  0,  F'{f)  =«  0  hervorgeht. 
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662.  Singularitäten.  Im  obigen  ist  die  stillschweigende  Vor- 
anssetzung  gemacht^  daß  die  ersten  Derivierten  von  f  im  Punkte  M 
nicht  sämtlich  nnll  sind.  Sonst  würde  nämlich  die  Relation  (1) 
illasorisch  werden.     Hat  man  aber 

W  dx-^^     ay~^'     de"^' 

so  ist  der  Punkt  M  ein  singulärer  Punkt^  insofern  als  die  Tangenten 
der  Fläche  in  M^  statt  in  einer  Ebene  zu  liegen,  einen  Eegel  bilden 
Das  kann  man  sofort  erkennen,  wenn  man  die  Gleichung  der  Fläche 
für  die  zu  M  unendlich  benachbarten  Punkte  {Xy  Ty  Z)  in  der  Form 
schreibt  (§  376) 

Sind   die  Werte  von   ^,  ^,  ^— ,  in  Jf  berechnet,  nicht  alle  null, 

ox'  dy'   dz'  '  ' 

so  sieht  man  bei  Yemachlässigimg  der  höheren  Infinitesimalen,  daß 
die  Fläche  sich  in  der  Umgebung  von  M  wie  die  Ebene  (2)  ver- 
hält, und  man  findet  auf  diese  Weise  rascher  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene. Wenn  dagegen  die  Koordinaten  von  M  den  Gleichungen  (5) 
genügen,  so  kann  man  die  zu  M  unendlich  benachbarten  Punkte  der 
Fläche,  abgesehen  von  Infinitesimalen  von  höherer  als  zweiter  Ordnung, 
so  ansehen,  als  lägen  sie  auf  dem  quadratischen  Eegel 

u.  s.  f.  Die  Aufsuchung  dieser  singulären  Punkte  einer  Fläche  (die 
auch  konische  Punkte  heißen  oder  Doppelpunkte,  dreifache 
Punkte  u.  s.  w.)  geschieht  also  nach  einem  durchaus  ähnlichen  Ver- 
fahren, wie  wir  es  bei  den  ebenen  Kurven  (§  607)  befolgt  haben,  und 
die  Natur  der  Singularität  erkennt  man  mit  Hilfe  ebener  Schnitte  der 
Fläche,  die  in  unendlicher  Nähe  des  betrachteten  Punktes  ausgeführt 
werden.  Man  bemerke,  daß  auf  den  Flächen  die  singulären  Punkte, 
indem  sie  sich  in  stetiger  Weise  aneinanderschließen,  singulare 
Linien  bilden  können  Projiziert  man  z.  B.  eine  ebene  Kurve  von 
einem  außerhalb  ihrer  Ebene  gewählten  Punkte,  so  erhält  man  einen 
Kegel,  der  als  vielfache  Linien  alle  diejenigen  Erzeugenden  zuläßt^  die 
durch  die  vielfachen  Punkte  der  betrachteten  Kurve  hindurchgehen; 
ebenso  sind  vielfache  Linien  einer  Botationsfiäche  alle  von  den  viel- 
fachen Punkten  des  Meridians  erzeugten  Parallelkreise;  u.s.w.  An- 
dere Singularitäten,  die  den  Wendepunkten  der  ebenen  Kurven  analog 
sind,  werden  sich  uns  in  kurzem  darbieten 
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663.  OBkolierende  Geraden.  Wir  kehren  jetzt  zu  den  gewohn- 
lichen Punkten  zurück  und  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  das  Ver- 
halten der  Fläche  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  M  zu  stn- 
dieren.  Man  nehme  die  Gleichung  der  Tangentialebene  in  der  Form  (3) 
und  berechne  den  Abstand  h  dieser  Ebene  von  irgend  einem  Punkte  M', 
der  auf  der  Fläche  zu  M  unendlich  benachbart  ist.     Der  Abstand  ist 

,  9z  —  p8x —  q^9y 

"    Vi+p'  +  q^' 

Nun  hat  man 

d;ef  ^pdx  +  qdy  +  ^(rdx^  +  2söxdy  +  tdy^  +  •  •  •, 

wo  p,  q,  r,  s,  t  die  bekannte  Bedeutung  (§  563)  haben  und  für  d«i 
Punkt  M  berechnet  zu  denken  sind.  Vernachlässigt  man  also  die  In- 
finitesimalen von  höherer  als  zweiter  Ordnung,  so  wird 

r^v  ,  rdx^-\^28dxdy-\-tdy* 

^^  *  2"yi+ p«  +  g« 

Jedes  Paar  von  Werten  7on  dx  und  dy  definiert  zusammen  mit  dem 
zugehörigen  dz  =pdx  +  qdy  die  Richtung  einer  Geraden,  die  eine 
Tangente  von  unendlich  vielen  durch  M  hindurchgehenden  Knrren 
der  Fläche  ist,  und  man  kann  sich  immer  denken,  daß  M'  einer  von 
diesen  Kurven  angehört.  Man  braucht  nur  die  Tangente  in  der  Tan- 
gentialebene um  M  sich  drehen  zu  lassen,  damit  M'  innerhalb  eines 
Stückes  g  der  F^^he,  welches  von  passender  Kleinheit  ist  und  eine 
Umgebung  von  M  bildet,  jede  Lage  annehmen  kann.  Wenn  die 
Tangente  eine  ganze  Umdrehung  vollendet,  so  tritt  zweimal  der  FaU 
ein,  daß  h  infinitesimal  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  wird,  nämlich 
in  den  beiden  Lagen,  wo  der  Zahler  des  Ausdrucks  (6)  verschwindet 
Man  wird  also  dazu  geführt,  unter  den  unendlich  vielen  Tangenten 
zwei  auszuzeichnen,  die  man  die  oskulierenden  Geraden  nennt^ 
weil  sie  unter  allen  durch  M  hindurchgehenden  Geraden  diejenigen 
sind,  welche  sich  der  Fläche  in  der  Umgebung  von  M  am  meisten 
anschmiegen.  Diese  Geraden  können  imaginär  oder  reell  und  ver- 
schieden sein,  je  nachdem  rf  —  s*  positiv  oder  negativ  ist.  Im  ersten 
Falle  nennt  man  den  Punkt  M  einen  elliptischen  Punkt,  im  zweiten 
einen  hyperbolischen.  Für  rt  —  s^=^0  bietet  sich  eine  Besonder- 
heit: die  beiden  oskulierenden  Geraden  fallen  in  eine  zusammen,  und 
der  Punkt  heißt  parabolisch.  Wenn  M  ein  elliptischer  Punkt  ist, 
so  bewahrt  h  ein  unverändertes  Vorzeichen,  und  s  liegt  daher  ganz 
auf  einer  Seite  der  Tangentialebene.  Man  kami  also  sagen,  daß 
für  die  Schnittlinie  der  Fläche  mit  ihrer  Tangentialebene  M  ein  iso- 
lierter Punkt  ist.  Wenn  dagegen  M  ein  hyperbolischer  Punkt  ist, 
so  bestimmen  die  (reellen)  oskulierenden  Geraden  in  der  Tangential- 
ebene zwei  Kegionen  derart,  daß  in  der  einen  h  positiv  und  in  der 
andern  h  negativ  ist,  mithin  g  von  der  Tangentialebene  durch- 
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setzt  wird.  Ferner  wird,  wenn  M'  in  dieser  Ebene  liegt,  oder  all- 
gemeiner, wenn  es  einer  Kurve  angehört,  die  in  M  von  der  Ebene 
oskuliert  wird,  der  Abstand  h  null  oder  infinitesimal  von  mindestens 
dritter  Ordnung,  und  es  muB  daher  der  Zähler  des  Ausdrucks  (6) 
verschwinden.  Also  sind  die  oskulierenden  Geraden  Tangenten  aller 
Kurven  der  Fläche,  die  im  Punkte  M  als  oskulierende  Ebene  die 
Tangentialebene  zulassen.  Insbesondere  hat  der  Schnitt  der  Fläche 
mit  der  Tangentialebene  zwei  durch  M  hindurchgehende  Zweige,  die 
in  M  die  oskulierenden  Geraden  berühren.  M  ist  also  in  dieser 
Schnittkurve  ein  Doppelpunkt.  Umgekehrt  wird,  so  oft  eine  Kurve 
der  Fläche  eine  oskulierende  Gerade  berührt,  h  von  einer  höheren 
Ordnung  als  der  zweiten,  und  die  Kurve  wird  daher  von  der  Tan- 
gentialebene oskuliert  oder  (§  646)  ihre  Flexion  ist  in  dem  betrach- 
teten Punkte  null.  Endlich  wollen  wir  bemerken,  daß,  falls  die 
Funktion  rt  —  s^  stetig  ist,  die  elliptischen  Punkte  und  die  hyper- 
bolischen Punkte  Regionen  der  Fläche  erfüllen,  die  in  Linien  anein- 
andergrenzen,  welche  von  den  parabolischen  Punkten  gebildet  werden. 
Die  letzteren  Punkte  bilden  (vgl.  §  604)  den  Schnitt  der  gegebenen 
Fläche  mit  der  Fläche  r<  -  s*  =  0. 

664,  Dupinsohe  Indikatrix.  um  mehr  aus  der  Nähe  zu  sehen, 
was  in  der  Umgebung  der  beiden  Arten  von  Punkten  stattfindet,  wollen 
wir  den  Anfangspunkt  nach  M  verlegen  und  die  jer-Achse  normal  zui" 
Fläche  richten.  Dadurch  wird  das  Vorzeichen  von  rt  —  8^  nicht  ge- 
ändert, da  wir  gesehen  haben,  daß  dieses  Zeichen  geometrische  Ver- 
haltnisse charakterisiert,  die  von  der  Wahl  der  Achsen  unabhängig 
sind«  In  unserm  Falle  ist  jetzt  p  =  0,  q=^0,  und  die  Fläche  verhält 
sich  in  der  Umgebung  von  M  wie  das  Paraboloid  jgr  =^^(rx*  +  2sxy  +  ty^), 
welches  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  je  nachdem  man  hat  rt  —  s^>0 
oder  r^  —  5*  <  0.  Die  oskulierenden  Geraden  sind  gerade  diejenigen 
beiden  imaginären  oder  reellen  geradlinigen  Erzeugenden  des  Para- 
boloids,  welche  in  der  Ebene  jer  «  0  liegen.  Wenn  femer  r^  —  s*  =  0 
ist,  so  ist  M  ein  parabolischer  Punkt,  und  die  Fläche  verhält  sich  in 
seiner  Umgebung  wie  ein  parabolischer  Zylinder.  Wir  wollen  jetzt 
die  Flache  mit  zwei  Ebenen  g  ^  -±1  schneiden,  die  parallel  und  un- 
endlich benachbart  zur  Tangentialebene  sind.  Die  Gleichung  des 
Schnittes  ist 

ra^  +  2sxy  +  ty^^±2l 

und  stellt  ein  Paar  von  Ellipsen  dar  (eine  reelle  und  eine  imaginäre) 
oder  ein  Paar  komplementärer  Hyperbeln,  je  nachdem  der  Punkt  M 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist.  Wir  wollen  den  Schnitt  auf  die  Tan- 
gentialebene projizieren  und  ihn  uns  vom  Mittelpunkt  aus  dilatiert 
denken,  bis  seine  Gleichung  rx^  +  2sxy  +  ty^  -^  -±1  wird.  Der 
reelle  Teil  dieses  Paares  von  Kegelschnitten  heifit  die  Dupinsche 
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Indikatrix:  sie  wird  von  jedem  Durchmesser  in  zwei  reellen  Punkten 
getroffen  und  läßt  als  imaginäre  oder  reelle  Asymptoten  die  oskn- 
lierenden  Geraden  zu. 

665.  Bemerkenswerte  Kurven.  Unter  allen  Linien^  die  sich 
auf  einer  Fläche  zeichnen  lassen,  sind  besonders  bemerkenswert  die 
Asymptotenlinien.  Es  sind  das  solche  Kurven,  die  in  jedem  ihrer 
Punkte  eine  oskulierende  Gerade  berühren.  Eine  Asjmptotenlinie 
kann  man  sich  von  einem  Punkte  M  erzeugt  denken,  der  längs  einer 
solchen  Geraden  bis  M'  fortrückt,  um  sich  weiter  längs  der  analogen 
Geraden,  die  durch  Jf '  hindurchgeht,  bis  -3f"  zu  bewegen,  u.  s.  w. 
Wenn  sich  unser  Punkt,  anstatt  successiv  längs  der  oskulierenden  Ge- 
raden, d.  h.  tangential  zu  den  Asymptoten  der  Dupinschen  Indi- 
katrix, fortzurücken,  immer  tangential  zu  den  Achsen  der  Indikatrix 
bewegt,  so  heißt  die  von  ihm  erzeugte  Kurve  eine  Krümmtingslinie, 
Jede  Fläche  ist  also  bedeckt  von  einer  zwei&chen  Schar  von  Krüm- 
mungslinien, die  immer  reell  sind.  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
gehen,  unter  rechtem  Winkel  sich  schneidend,  eine  Linie  der  einen 
und  eine  der  andern  Schar  hindurcL  Es  gehen  auch,  durch  jeden 
hyperbolischen  Punkt,  zwei  Asymptotenlinien  hindurch,  die  gegen 
jede  der  beiden  Krümmungslinien  gleiche  Neigung  haben  und  mit- 
einander im  allgemeinen  einen  schiefen  Winkel  bilden.  Nach  einer 
in  §  663  gemachten  Bemerkung  sind  die  oskulierenden  Ebenen  einer 
Asymptotenlinie  die  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  den  Punkten  dieser 
Linie  berühren,  wenn  nicht  beständig  l/(>  »  0  ist,  in  welchem  Falle 
die  Linie  eine  Gerade  ist  (§  639)  und  sich  immer  als  oskuliert  von 
den  Tangentialebenen  betrachten  läßt  (§  640).  Bei  den  Asymptoten- 
linien liegt  also  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Hauptnormale 
in  der  Tangentialebene  der  Fläche.  Dagegen  gehen  durch  jeden 
Punkt  einer  Fläche  unendlich  viele  Kurven,  die  sogenannten  ^^eo- 
dätischen  Linien,  welche  als  Hauptnormale  die  Normale  der 
Fläche  haben.  Im  folgenden  werden  wir  sehen,  daß  der  kürzeste 
Weg  zwischen  zwei  (nicht  zu  weit  entfernten)  Punkten  einer  Fläche 
gerade  durch  den  sie  verbindenden  Bogen  einer  geodätischen  Linie 
bezeichnet  wird.  Offenbar  ist  eine  Gerade  geodätische  Linie  und 
Asymptotenlinie  auf  jeder  Fläche,  da  jede  ihrer  Normalen  als  Haupt- 
normale betrachtet  werden  kann. 


Begelfl&chen. 

666.  Wenn  eine  Gerade  sich  im  Baume  bewegt,  indem  sie 
successiv  eine  einfache  Unendlichkeit  von  Lagen  annimmt,  so  erzeugt 
sie  eine  Regelfläche.  Wir  fixieren  die  Gerade  in  der  Lage  g  und 
betrachten   eine   zweite  g',   welche   wir  dann  in  g  übergehen  lassen 
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Regelflächen. 


643 


Fig.  84. 


werden.  Das  gemeinsame  Lot  von  g  und  g'  trifft  g  in  einem  Punkte, 
der  gleichzeitig  mit  g'  beweglich  ist  und  einer  Grenzlage  Q  zustreben 
kann,  falls  g'  in  g  übergeht.  Der  Punkt  Q  heißt  der  Zentralpunkt 
der  Erzeugenden.  Wenn  in 
Bezug  auf  den  infinitesimalen 
Bogen  QQ'  des  Ortes  der  Zentral- 
punkte der  Abstand  h  der  zu- 
gehörigen Erzeugenden  von 
erster  Ordnung  ist,  wie  es  im 
allgemeinen  zutrifft,  so  heißt 
die  Fläche  windschief,  und  die  Kurve  (Q)  ist  ihre  Striktions- 
linie. Im  entgegengesetzten  Falle  nennt  man  die  Fläche  abwickel- 
bar (developpabel),  und  {Q)  ist  ihre  Rückkehrkante. 

667.  Es  seien  a,  b,  c  die  Kichtungskosinus  von  g  und  x,  y,  0 
die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Geraden.  Aus  der 
analytischen  Geometrie  ist  uns  bekannt,  daß  der  Winkel  g>  zwischen 
g  und  g'  durch  die  Formel  sin' 9  =^  £(hdc  —  cäby  ausgedrückt  wird, 
wobei  das  Zeichen  Ö  die  Variationen  anzeigt,  welche  die  verschiedenen 
Größen  beim  Übergange  von  g  zu  g'  erfahren.  Nun  ist  h  die  Pro- 
jektion der  vom  Punkte  (a:,  y,  e)  nach  dem  Punkte  (x  +  dx,  y  +  dy, 
z  -f  Sss)  hinführenden  geradlinigen  Strecke  auf  das  gemeinsame  Lot 
von  g  und  g^;  femer  sind  die  Kichtungskosinus  des  gemeinsamen 
Lotes  proportional  zu  bde  —  cdb,  cda  —  ade,  adb  —  bda.  Offenbar 
hat  man  also 

da     äx  ! 


^^      sin  (p 


c8b 


dx  — 


suitp 


a 
b 


6b 
8c 


Sz 


oder  in  kürzerer  Form  Asin^)  =  [a,  da,  Sx].  Daraus  folgt,  wenn 
man  auf  beiden  Seiten  die  Infinitesimalen  von  höherer  als  dritter 
Ordnung  fortläßt, 

hq>  =>  [a,  da,  dx'\  ^-  4^[a,  da,  d^x]  +  \  [a,  d*a,  rfa;]  -|-  •  •  • . 

Soll  h  von  höherer  als  erster  Ordnung  sein,  so  ist  notwendig  und 
hinreichend:  [a,  da,  dx^  =  0.  Dies  ist  also  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  die  betrachtete  Fläche  abwickelbar  ist; 
und  es  ist  von  Wichtigkeit,  zu  bemerken,  daß  diese  Bedingung  un- 
geändert  bleibt,  wenn  a,  b,  c  nicht  die  Richtungskosinus  selbst, 
sondern  zu  diesen  Kosinus  proportionale  Größen  sind.  Man  beachte, 
daß,  falls  die  genannte  Bedingung  erfüllt  ist,  in  dem  Ausdruck  von 
hq>  auch  die  Glieder  dritter  Ordnung  verschwinden,  da 

[a,  da,  d^x]  +  [a,  riPa,  dx]  =  d[a,  da,  dx] 
ist.      Bei    einer  abwickelbaren  Fläche   ist   also   der   Abstand 
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zwiflclien  zwei  unendlicli  benachbarten  Erzeugenden  infini- 
tesimal Yon  wenigstens  dritter  Ordnnng  in  Bezug  anf  den  ent- 
sprechenden Bogen  der  Rückkehrkante. 

668.  Dies  vorausgeschickt  liefert  uns  die  Theorie  der  gewundenen 
Kurven  sofort  ein  Beispiel  abwickelbarer  Flächen.  Es  ist  in  der  Tat 
evident;  daß  der  Ort  der  Tangenten  einer  gewundenen  Kurve  eine 
abwickelbare  Fläche  ist^  die  als  Rückkehrkante  die  betrachtete  Kurve 
zuläßt  Wenn  nämlich  {Xy  y,  z)  ein  Punkt  der  Kurve  ist^  so  sind  die 
Elemente  der  dritten  Vertikalreihe  in  der  Determinante  [a,  da^  dx] 
proportional  zu  denen  der  ersten  (§  630).  umgekehrt  kann  man, 
wenn  [a^  düy  dx\  ^  0  ist,  die  Punkte  {x^  y,  g)^  falls  es  notig  ist, 
durch  andere  {x  +  atj  y  +  hty  e  +  et)  ersetzen  derart,  daß  die  Tan- 
genten des  Ortes  dieser  Punkte  die  Erzeugenden  der  Fläche  sind 
Hierzu  ist  es  ausreichend ,  daß  die  Differentiale  der  Koordinaten  pro- 
portional zu  a,  b,  c  werden,  daß  folglich  t  sich  in  der  Weise  be- 
stimmen läßt,  daß  man  hat 

dx-^tda  ^dy  -{-  tdb  __  dz  '\-  tdc 
a  h  c 

Nun  ist  aber  die  Bedingung  für  die  Verträglichkeit  dieser  Glei- 
chungen gerade  [a,da,dx^=^0.  Jede  abwickelbare  Fläche  läßt 
sich  also  betrachten  als  der  Ort  der  Tangenten  einer  ge- 
wundenen Kurve.  Von  dieser  Eigenschaft  können  wir  uns  auch 
Rechenschaft  geben,  indem  wir  folgendes  bemerken.  Legt  man 
durch  g  die  Parallelebene  zu  g',  so  hat  Q'  von  der  genannten  Ebene 
den  Abstand  A;  und  weil  dieser  Abstand  infinitesimal  von  dritter 
Ordnung  ist,  so  wird  im  allgemeinen  die  so  konstruierte  Ebene  (§  642) 
mit  derjenigen  zusammenfallen,  welche  die  Rückkehrkante  im  Punkte  Q 
oskuliert.  Um  femer  zu  beweisen,  daß  g  die  Tangente  dieser  Rück- 
kehrkante ist,  braucht  man  nur  zu  zeigen,  daß  der  Abstand  zwischen 
g  und  der  Projektion  von  Qf  auf  die  oskulierende  Ebene  von  höherer 
als  erster  Ordnung  ist.  Da  nun  dieser  Abstand  gleich  dem  Produkt 
aus  QQ^  und  einem  infinitesimalen  Winkel  ist,  so  ist  das  Theorem 
bewiesen. 

669.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  x,  y,  b  seien  die  Koordinaten 
des  Zentralpunktes  Q,  und  uns  die  Aufgabe  stellen,  die  Tangential- 
ebene in  einem  beliebigen  Punkte  M  einer  Regelflädie  zu  bestimmen. 
Die  Erzeugende  g  wird  bestimmt  sein  durch  die  Koordinaten  x,  y,  2 
und  durch  ihre  eigenen  Richtungskosinus.  Diese  hängen  von  einer 
einzigen  Veränderlichen  u  ab,  die  der  Bogen  der  Rückkehrkante 
oder  der  Striktionslinie,  von  einem  beliebig  auf  der  Kurve  fixierten 
Anfangspunkte  A  gerechnet,  sein  kann.  Ein  Punkt  M  wird  dann 
auf  der   zugehörigen  Erzeugenden   bestimmt   sein   durch   seine  Ent- 
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femiing  v  von  dem  ZentnJpimkt.  Es  hängen  also  die  Koordinaten 
von  M  Yon  den  beiden  Parametern  u  und  v  in  folgender  Weise  ab: 

X^  X  +  av,     Y^y  +  lVf    Z  ^  z  +  cv. 

Außerdem  ist 

,„.         dX      dx   ,      da  dX  dY       ,        dZ 

^   ^         du       du         du  ^      ov  ^      ov  '      dv 

__  d  oc  du        2. 

Wenn  die  Fläche  abwickelbar  ist,  so  hat  man  3-  •=  <*;  d~*^  —  u. s.w., 
und  die  letzten  Formeln  werden 

cX  ,  Xv      dY      .    ,  (tv       dZ  ,    vv 

du  *    Q  '     öu  Q  '     du  Q 

mithin  (§  660)  sind  die  Richtungskosinus  JE,  ?fTi,  9t  der  Flächen- 
normale im  Punkte  M  proportional  zu  den  Determinanten  der  Matrix 

a     b     c 

X     (i     V 

d.  h.  zu  den  Kosinus  a,  ß,  y  der  Binormale.  Wie  man  sieht,  sind 
£,  ^yit,  9L  unabhängig  von  v.  Also  berührt  die  Tangentialebene 
in  einem  Punkte  einer  abwickelbaren  Fläche  die  Fläche  längs 
der  ganzen  Erzeugenden. 

670.    Im  Falle  einer  windschiefen  Regelfläche  sind  £,  9TI,  9t 
proportional  zu  den  Grrößen 

6(rfjer  +  t?dc)  —  c(dy  +  väH)  ^{bdz  —  cdy)  +  v(bdc--  cdb)  u.s.w. 

Inzwischen  hat  man,  wenn  a,  /},  y  immer  noch  die  Richtungskosinus 
des  gemeinsamen  Lotes  Ton  g  und  g'  bedeuten, 

tt .        ß  y  1 

bdc  —  cdb       cda  —  ade       adb  —  bda       tp 

und  analog,  wenn  A,  fi,  v  die  Richtungskosinus  des  gemeinsamen 
Lotes  YOn  g  und  QQ"  sind, 

X  fi  vi 

bdz — cdy       cdx  —  adz       ady  —  bdx       h 

Setzt  man  also  h  ==  Bq),  so  sind  die  Kosinus  £,  dTt,  9t  proportional 

zu  den  Größen  ^  +  -ga,  (*'  "^  nßf  '^  '^  'vY  ^^^  fallen  für  v  =  0  mit 

X,  fi,  V  zusammen.  Die  den  Werten  0  und  v  des  Parameters  v  ent- 
sprechenden Normalen  bilden  demnach  miteinander  einen  Winkel  ^, 
der  durch  jede  der  Gleichungen 

cos^  =  £A  +  9Tt/i  +  9tv,    sin^  «  £a  +  QTt/J  +  ?Jty 

definiert  ist.     Auf  Grund  der  ersten  hat  man 

JE=(a  +  ^«)co8^,   9Tt«(fi  +  ^i3)cos^,    gt«(v  +  ~y)cos^5 
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ferner   erhält   man   durch   Multiplikation   mit   a,  ß,  y   und   Addition 

ein  ^  =  -p  cos  4f,  d.  h. 

R 


tg^«=  ^ 


Diese  von  Chasles  herrührende  Formel  läßt  folgendes  erkennen: 
Wenn  der  Berührungspunkt,  von  der  Striktionslinie  ausgehend,  eine 
Erzeugende  durchläuft,  so  dreht  sich  die  Tangentialehene  der  Fläche 
um  einen  Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  proportional  zu 
dem  vom  Punkte  durchlaufenen  Wege  ist.  Man  bemerke,  daß  es  zur 
Kenntnis  der  unendlich  vielen  Tangentialebenen  einer  Regelfläche 
längs  einer  gegebenen  Erzeugenden  genügt,  den  Wert  von  R  zu  haben, 
der  aus  diesem  Grunde  der  Verteilungsparameter  der  Tangential- 
ebenen heißt.  Um  das  Theorem  von  Chasles  geometrisch  zu  inter- 
pretieren, wollen  wir  als  Achsen  der  x  und  der  y  die  Erzengende  g 
und  das  gemeinsame  Lot  von  g  und  g'  wählen.  Die  Gleichungen 
der  Normale  der  Fläche  im  Punkte  M  sind  o?  ==  v,  y  =  Jß?tg^,  und 
die  Formel  von  Chasles  wird  daher  xz  ^  B,y,  Also  bilden  die 
Normalen  einer  windschiefen  Regelfläche  längs  einer  Er- 
zeugenden ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

671.  Wir  wollen  zu  den  abwickelbaren  Flächen  zurückkehren, 
um  folgende  Bemerkung  zu  machen.  Wenn  die  Kurve  {M)  die  Er- 
zeugenden unter  rechtem  Winkel  trifi^t  oder,  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  eine  orthogonale  Trajektorie  der  Erzeugenden  ist,  so  ist 
die  Orthogonalitätsbedingung  UadX  =  0  erfüllt.  Nun  hat  man  aber 
auf  Grand  von  (7) 

dX  =  (a  H jdu  +  adv    u.  s.  w., 

sodaß  ZadX  ^  d(u  -\-  v)  ist  und  die  genannte  Bedingung  sich  auf 
u-]-  V  =■  Coust.,  d.  h.  Bogen  ÄQ  +  QM ^  Const.,  reduziert.  Daraus 
folgt,  daß  zwei  beliebige  orthogonale  Trajektorien  auf  den  unendlich 
vielen  Erzeugenden  Abschnitte  ausschneiden,  die  gleich  dem  Bogen 
sind,  den  sie  auf  der  Rückkehrkante  bestimmen.  Hat  man  also  einen 
unausdehnbaren  Faden,  der  in  einem  Punkte  A  der  Rückkehrkante 
befestigt  und  längs  derselben  gespannt  ist,  so  wird,  wenn  man  ihn  aU- 
mählich  abwickelt  und  ihn  dabei  immer  im  Räume  gespannt  hält, 
jeder  seiner  Piuikte  eine  orthogonale  Trajektorie  {M)  beschreiben. 
Aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man  auch  die  Kurven  (Jf)  als  Evol- 
venten der  Rückkehrkante,  die  übrigens  eine  beliebige  Kurve  sein 
kann. 

672.  Umgekehrt  heißt  die  Rückkehrkante  eine  Evolute  jeder 
Kurve  (ilf),  da  (wie  bei  den  ebenen  Kurven)  ihre  Tangenten  Nor- 
malen jeder  Kurve  {M)  sind.     Wir  wollen  alles  auf  das  Funda- 
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mentaltrieder  einer  dieser  Kurven  beziehen  und  untersuchen,  was  für 
einer  Bedingung  eine  Normale  genügen  muß,  um  eine  abwickelbare 
Flache  erzeugen  zu  können.  Bildet  die  Normale,  welche  man  be- 
trachten will,  mit  der  Hauptnormale  den  Winkel  97,  so  ist  ihre 
Richtung  definiert  durch  die  Kosinus 

Z  =  a  sin  9)  +  A  cos  q>,     m^^sinqp  +  f*  cos  qp,     n  =  y  sin  ^  +  v  cos  tp . 

Dagegen  sind 

V  =  a  cos  97  —  X  sin  ff,     w'—  /3  cos  97  —  ftsing?,     n'«  y  cos  97  —  1/ sin  9) 

die  Richtungskosinus  einer  zweiten  Normale,  die  zusammen  mit  der 
ersten  und  der  Tangente  ein  orthogonales  Tripel  bildet,  sodaß 

a     V      l 
b     m    m 
c     n     n 

ist.  Nun  haben  wir  gesehen  (§  667),  daß  die  Bedingung  [l,  dl,  a]»0 
notwendig  und  hinreichend  ist,  damit  die  erste  Normale  eine  ab- 
wickelbare Fläche  erzeuge.  Da  man  aber  nach  den  Frenetschen 
Formehl  (§  636)  hat 

dl  =  V(dg)  —  ri)  —  as  cos  (p    u.  s.  w., 

so  wird  die  vorstehende  Determinante  [?,?';  «3(^9  ~  1?)  =  '»?  — rf9>; 
and  die  gesuchte  Bedingung  ist  daher 

(«)  S-=i- 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Bedingung  enthüllt  sich,  wenn 
man  die  Drehung  m  der  betrachteten  Normale  gegen  die  Haupt- 
normale  berechnet     Bekanntlich  ist  (§  637) 

C3sin97  =»  2^Xdl  =  {dtp  —  rj)  SkV=  (iy  —  ^9))  sin  97, 

mithin  co  =^rj  —  dtp^  ein  evidentes  Resultat.  Die  Bedingung  o  »  0 
bedeutet  also  folgendes:  Wenn  sich  ein  Punkt  längs  einer  Kurve  be- 
wegt, so  erzeugt  jede  Normale,  die  sich  in  der  Normalebene  (in 
welcher  man  sich  die  Hauptnormale  fixiert  denkt)  derart  bewegt^ 
daß  sie  im  Räume  senkrecht  zu  dieser  Ebene  fortrückt,  eine 
abwickelbare  Fläche. 

673.  Wir  wollen  zum  Schluß  noch  zwei  Sätze  beweisen,  die 
sich  unmittelbar  aus  den  vorstehenden  ableiten  lassen: 

a)  Auf  Grund  der  letzten  Bemerkung  geht  das  Fortrücken  der 
Erzeugenden  in  der  Weise  vor  sich,  daß  die  oskulierende  Ebene  der 
Bückkehrkante  immer  senkrecht  zur  Normalebene  von  (M)  ist.  Dar- 
aus folgt,  daß  diese  gleichzeitig  die  rektifizierende  Ebene  der  Rück- 
kehrkante ist.     Mit  andern  Worten,  die  Normalebene  der  Evol- 


648  VI,  4.    Anwendungen  auf  die  Fl&chen.  §§  673—674 

yente  fällt  mit  der  rektifizierenden  Ebene  der  Evolute  zn- 
sammen. 

b)  Hat  man  eine  Funktion  g)  gefunden,  die  der  Gleichung  {X\ 
genügt,  so  erhält  man  unendlich  viele  andere  durch  Addition  einer 
^willkürlichen  Konstanten.  Daraus  geht  folgendes  hervor:  Läßt  man 
die  Erzeugenden  einer  abwickelbaren  Fläche  um  einen  und 
denselben  willkürlichen  Winkel  um  eine  ihrer  orthogonalen 
Trajektorien  sich  drehen,  so  hören  sie  nicht  auf  eine  ab- 
wickelbare Fläche  zu  bilden.  Die  Rückkehrkanten  aller  dieser 
abwickelbaren  Flächen  sind  gerade  die  unendlich  vielen  Evoluten  der 
betrachteten  Trajektorie. 


Bnveloppen. 

674.  Man  betrachte  die  Schar  der  Flächen,  welche  durch  die 
Gleichung  f(x,  y,  £i,  a)  =  0  fttr  die  unendlich  vielen  Werte  des  Para- 
meters a  dargestellt  werden.  Eine  beliebige  von  ihnen,  die  durch 
einen  speziellen  Wert  a  des  Parameters  charakterisiert  ist,  wird  von 
einer  zweiten,  die  durch  den  Wert  a  +  h  charakterisiert  ist,  längs 
einer  gewissen  Kurve  geschnitten.  Diese  Kurve  kann,  wenn  h  nach 
Null  konvergiert,  einer  Grenzlage  auf  der  ersten  Fläche  zustreben. 
In  dieser  Lage  heißt  sie  die  Charakteristik  der  entsprechenden 
Fläche  in  der  betrachteten  Schar.  Der  Ort  der  Charakteristiken  aller 
Flächen  der  Schar  heißt  die  Enveloppe  dieser  Flächen.  Es  kann 
auch  vorkommen,  daß  die  Flächen  (a)  und  (a  +  %)  sich  nicht 
schneiden,  wie  klein  auch  h  sein  mag.  Deswegen  kann  es  aber  doch 
auf  der  Fläche  (a)  Punkte  stärkster  unendlicher  Annäherung  an  die 
Fläche  (a  +  h)  geben  (vgl.  §619),  d.h.  Punkte,  die  abgesehen  von 
Infinitesimalen  von  höherer  Ordnung  als  h  als  gemeinsame  Punkte 
der  beiden  Flächen  betrachtet  werden  dürfen.  In  diesem  Falle  ist  die 
Charakteristik  der  Fläche  (a)  die  Grenze,  welcher  der  Ort  dieser 
Punkte  zustrebt,  wenn  h  nach  Null  konvergiert.  Durch  analoge  Be- 
trachtungen wie  die,  welche  wir  in  der  Ebene  angestellt  haben,  be- 
weist man  sofort,  daß  die  Gleichung  der  Enveloppe  durch  Eli- 

mination  von  a  aus  den  Gleichungen  /^'O,  b- =  0  erhalten 

wird.  Es  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  daß  jede  Fläche  der  Schar 
von  der  Enveloppenfläche  längs  ihrer  Charakteristik  be- 
rührt wird.  Man  braucht  in  der  Tat  nur  zu  beachten,  daß  die 
Gleichung  der  Enveloppe  die  Gleichung  der  Flächenschar  selbst  ist, 
wenn  darin  a  als  Funktion  der  Koordinaten  gedacht  wird,    die  der 

df 
Gleichung    ^r    =  0    genügt.      Die    ersten    partiellen    Derivierten    der 

linken  Seite  der  Enveloppengleichung  sind  folglich 
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dx      da  dx'     dy       da  dy'     de       da  dz ' 
d.  h.  gerade  gleich   0— ,  ^  - ,  ^  - ,   wie   im  Falle   eines   konstanten  a. 

67 6,  Beispiel.  Ein  bemerkenswertes  Beispiel  einer  Enveloppe 
haben  wir  bei  einer  einfachen  Unendlicbkeit  von  Ebenen.  Die  Charakte- 
ristik jeder  Ebene  ist  notwendig  eine  Gerade.  Die  Enveloppe  ist  also 
eine  Begelflftche;  und  da  nach  dem  letzten  Theorem  diese  Fläche  von 
einer  einzigen  Ebene  längs  jeder  Erzeagenden  berührt  werden  muß,  so  ist 
sie  abwickelbar.  Umgekehrt  ist  nach  dem,  was  wir  in  §  669  gesehen 
haben,  jede  abwickelbare  Fläche  die  Enveloppe  der  einfachen  Unendlichkeit 
der  oskulierenden  Ebenen  einer  gewissen  Kurve.  Hiervon  ausgehend  läßt 
sich  leicht  ein  wichtiger  analytischer  Charakter  der  abwickelbaren  Flächen 
aufdecken.    Die  Gleichung  einer  Tangentialebene  einer  beliebigen  Fläche  ist 

Z^pX+qY+(z-px-qy). 

Damit  die  Fläche  abwickelbar  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß 
p,  g,  e — px —- qy  von  einem  einzigen  Parameter  abhängen.  Da- 
zu ist  aber  erforderlich  und  hinreichend  (§  578),  daß  die  Jacobische 
Matrix  dieser  drei  Fimktionen  lauter  verschwindende  Minoren  zweiter 
Ordnung  hat.     Da  nun 

j^{z-px  -qy)^^  (rx  +  sy), 
~  (z-px-  qy)  ^-(sx  +  ty) 


dp 

dx 

=-»•, 

dq 

dx 

—  s, 

8p 

Sy 

=■«, 

dq 

dy 

=  <, 

dy 
ist,  so  lautet  die  in  Bede  stehende  Matrix 


r    s    rx  +  $y 
8     t     sx  +  ty 


und  ist   äquivalent  mit 


r     8     0 
s     t     0 


Sollen  alle  ihre  Minoren  zweiter  Ordnung  null  sein,  so  ist  dazu  not- 
wendig und  hinreichend  das  Verschwinden  von  rt  —  s*.  Also  charak- 
terisiert die  Belation  r/ —  5*  =  0  die  abwickelbaren  Flächen. 
Mit  andern  Worten,  diese  Flächen  sind  die  einzigen,  welche  aus  lauter 
parabolischen  Punkten  bestehen  (§  663).  Man  beachte,  daß  bei  den 
windschiefen  Regelflächen  immer  r^  —  5*  <  0  ist,  weil  durch  jeden  Punkt 
sicher  eine  reelle  Asymptotenlinie  hindurchgeht,  nämlich  die  geradlinige 
Erzeugende.  Auf  den  abwickelbaren  Flächen  fallen  die  beiden  Scharen 
von  Asymptotenlinien  in  eine  zusammen,  die  Schar  der  geradlinigen  Er- 
zeugenden; es  gibt  aber  außerdem  eine  isolierte  Asymptotenlinie,  nämlich 
die  Eückkehrkante.  Dies  yriderspricht  nicht  dem  früher  Gesagten,  da  man 
leicht  konstatieren  kann  (§  694,  b),  daß  auf  der  Bückkehrkante  r,  5,  t  un- 
endlich werden. 

676.  Es  werde  nunmehr  eine  zweifach  unendliche  Schar  von 
Flächen  betrachtet;  die  durch  die  Gleichung  f{Xj  y,  e^  a,b)  ^0  für 
alle  Paare  von  Werten  der  Parameter  a^  b  daigestellt  werden.    Nach 
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Fixierung  einer  Fläche  8,  die  einem  gegebenen  Paare  (a^^  b^  ent- 
spricht^ wähle  man  willkürlich  eine  Funktion  9  und  setze 

Man  wird  auf  solche  Weise  zu  dem  früheren  Fall  zurückgeführt  und 
erhält  auf  S  eine  besondere  Charakteristik,  die  der  gegebenen  Funk- 
tion (p  entspricht.  Wählt  man  nun  aber  für  (p  alle  möglichen  Funk- 
tionen,  so  gehen  die  unendlich  vielen  so  erhaltenen  Charakteristiken 
alle  durch  gewisse  Punkte  von  S.  In  der  Tat  genügt  die  einer 
gegebenen   Funktion  <p   entsprechende   Charakteristik   der   Gleidiung 

und  es  gehören  ihr  folglich  diejenigen  Punkte  yon  5  an ;  in  welchen 

man  gleichzeitig   k-^  =  0,  ör  ==  0  hat.     Diese  Punkte  sind,  wie  man 

sieht,  unabhängig  yon  der  Wahl  von  9.  Man  hat  also  in  diesem 
Falle  nicht  wie  früher  auf  jeder  Fläche  eine  Linie,  sondern  vielmehr 
diskrete  Punkte,  die  beim  Variieren  der  Fläche  die  Enveloppe  der 
betrachteten  Schar  bilden.  Die  Gleichung  dieser  Enveloppe  ergibt 
sich  durch  Elimination  von  a  und  b  aus  den  Gleichungen 

'       ^'     da       ^'     dh       ^' 

Auch  in  diesem  Falle  berührt  die  Enveloppe  alle  eingehüllten 
Flächen.  Insbesondere  läßt  sich  jede  beliebige  Fläche  als  die  Enve- 
loppe ihrer  Tangentialebenen  betrachten. 

677.  Manchmal  ist  die  Flächenschar  gegeben  durch  die  Gleichung 
f(x,  y,  JE?,  a,  &,<?,...)  =  0,  und  zwischen  den  n  Parametern  hat  man 
V  Relationen  9?  =  0,  ^  =  0,  . .  . ,  wobei  v  =  w  —  1  oder  v  =  n  —  2 
ist,  je  nachdem  die  Schar  einfach  oder  zweifach  unendlich  ist.  Um 
alsdann  die  Gleichung  der  Enveloppe  zu  finden,  muß  man  ausdrücken, 
daß  in  der  Matrix 


df 
da 

df 
db 

df 

de 

•           •           • 

dq> 

df 

d(p 

da 

dh 

de 

dip 

d^ 

dif) 

da 

m 

dh 

■ 

de 

•                      • 

.      1 

alle  Minoren  (v  +  l)-ter  Ordnung  gleich  Null  sind.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  n  —  v  Relationen,  und  die  gesuchte  Gleichung  ergibt  sich 
durch  Elimination  der  n  Parameter  aus  der  Gleichung  der  Flachen- 
schar, den  V  gegebenen  Relationen  zwischen  den  Parametern  und  den 
n  —  V  erhaltenen  Relationen.     Es  kann  auch  vorkommen,  daß  in  der 
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Oleichung  der  Flächenschar  die  Parameter  und  die  Koordinaten  nicht 
explicite  Torkommen;  d.  h.  daß  die  Gleichung  in  der  Form  /"(m,  v,w,,..)  =  0 
gegeben  ist,  wo  u,v,tCy  ...  Fimktionen  von  x,  y,  z  und  den  Para- 
metern sind;  es  ist  aber  klar,  daß  in  diesem  Falle  die  partiellen  Deri- 
vierten  nach  einem  Parameter  a  gebildet  werden,   indem  man  z.  B. 

nimmt 

df  du  ,    df  dv    .    df  dw   , 

Ä~  ö — r  o~  5 — r  ö~" k  •  •  •     u.  8.  w. 

du  da       dv  da       dio  ca    ^ 

678«  Übungen,  a)  um  die  Enveloppe  der  zu  einer  gegebenen 
Fläche  f{x^y^z)^0  in  Bezug  auf  ein  Zentrum  Q  homothetisoben 
Flächen  zu  bestimmen,  bemerke  man  zunächst  folgendes.  Sind  §,  i},  t  die 
Koordinaten  Ton  Q  und  setzt  man 

so  stellt  die  Gleichung  ^(^)  =  0  für  jeden  Wert  von  t  eine  jener  Flächen 
dar,  insbesondere  für  ^ »  1  die  gegebene  Fläche.  Da  nun  aber  die 
Gleichung  der  Enveloppe  durch  Elimination  von  t  aus  P(^) » 0  und 
F^(t)  »  0  entsteht,  so  sieht  man  (§  661),  daß  die  gesuchte  Enveloppe 
der  Kegel  ist,  welcher,  vom  Scheitel  Q  aus,  der  gegebenen  Fläche  um- 
beschrieben  ist.  Gibt  man  z.  B.  ein  auf  seine  Achsen  bezogenes  Ellipsoid 
und  setzt 

so  findet  man  JF' (/)  =  (/"+  /^  —  2  /i)  t*  —  2  (/q  —  fi)t  +  /©;  und  es  genügt 
auszudrücken,  daß  die  Dislaiminante  dieser  Funktion,  ffQ  —  f^^  null  ist, 
um  die  Gleichung  des  dem  Ellipsoid  umbeschriebenen  Kegels  zu  finden: 

V?  +  6^  +  •?  -  V  w  +  6«  +  ^  "  V    v^  +  F"  +  ^  ^  V  • 

b)  Man  nennt  Tubus  oder  Kanalfläche  die  Enveloppe  einer  ein- 
fachen Unendlichkeit  gleich  großer  Kugeln.  Man  braucht  nur  die  Gleichung 
der  Kugel 

(X  -  xf  +  (r-  y)»  +  {z-  gy  -  ij» 

zu  derivieren,  indem  man  x^y^z  als  Funktionen  des  Bogens  der  Mittel- 
punktskurve (des  Ortes  der  Mittelpunkte  der  eingehüllten  Kugeln)  be- 
trachtet, um  zu  erhalten 

(9)  a{X-x)  +  h{Y-y)  +  c{Z  -  ^)  =  0 

und  zu  erkennen,  daß  die  Charakteristik  in  der  Normalebene  der 
genannten  Kurve  liegt.  Daraus  folgt,  daß  ein  Tubus  sich  betrachten 
läßt  als  erzeugt  von  der  Peripherie  eines  konstanten  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  in  jedem  Augenblick  senkrecht  zur  Ebene  dieses  Kreises  fort- 
rückt. Zur  Gleichung  des  Tubus  gelangt  man,  indem  man  aus  den  beiden 
obigen  Gleichtmgen  die  einzige  unabhängige  Veränderliche  s  eliminiert,  als 
deren  Funktionen  x^  y,  z^  a,  &,  c  vorausgesetzt  werden.  In  ganz  ähnlicher 
Weise  verehrt  man,  um  die  Enveloppe  einer  beliebigen  einfachen  Unend- 
lichkeit von  Kugeln  zu  finden.     Vorher  hat  man   auf  der  rechten  Seite 
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/Z  I? 

von  (9)    —  B  -^   an  Stelle  von  0  zu  setzen.     Die  Charakteristik  ist  also 

im  allgemeinen  kein  größter  Kreis  der  Kugel  und  nur  dann  reell,  wenn 
der  absolute  Betrag  von  dB/äs  die  1  nicht  übertrifft.  Mit  andern  Worten, 
es  gibt* keine  reelle  Enveloppe,  wenn  die  Kugel  sich  rascher  vergrößert 
oder  verkleinert  als  ihr  Mittelpunkt  fortschreitet.  Insbesondere  reduziert 
sich  ftUr  i2»s-|-Const.  die  Enveloppe  auf  eine  Kurve,  eine  Evolvente 
(§  671)  der  Mittelpunktskurve;  und  die  Kugeln  verhalten  sich  (vgl.  §  626,  f) 
wie  die  oskulierenden  Kreise  einer  ebenen  Kurve.  Dagegen  sind  die  osku- 
lierenden  Kugeln  einer  gewundenen  Kurve  immer  von  einer  Fläche  um- 
hüllt, dem  Ort  der  oskulierenden  Kreise  dieser  Kurve. 

c)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  die  Enveloppe  der  Ebenen 
€cx  +  ßff  +  y0  ^^^  l  zu  finden  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Abstand  / 
mit  den  Bichtungskosinus  a^  ß^  y  durch  die  Belation 

verbunden  ist.  Hier  sind  ä,  ßy  y^  l  die  Parameter,  und  sie  genügen  der 
Bedingung  (10)  und  der  andern  »^  +  /^^  +  7*  »  1*  Man  muß  also  (§  677 ) 
die  Matrix 

a  ß  y         0   \ 

I 
X  y  »         1   \ 

«  P  y 

l^-a}     Z*-6»     I»-c« 

betrachten,  wo  wir  zur  Abkürzung 


I 

6     ' 


Za»  Iß'  ly' 


^       (Z«  _  o«)«    '    (Z«  -  6V  ^  (Z"  —  c*)" 

gesetzt  haben.     Mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Transformationen   kann  man 
die  obige  Matrix  in  die  folgende  überftlhren: 

0 
0 

2«-_a«  ««^^6«  V^^'^  ^ 

Soll  dieselbe  lauter  verschwindende   Minoren   dritter  Ordnung    haben,    so 
muß  sein 

X  1  y  1  z  1 

ff  —  =i- — -,  ^  -  -  (j  —  — — -—  tsB  —  c  — 


X                  1 

^  a          ' 

;               1 

«^       P-a' 

(5  ^       Z*      6« 

y^       P-c« 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Den  gemeinsamen  Wert  dieser  drei  Größen  erhält  man,  indem  man  die 
erste  mit  a',  die  zweite  mit  ß\  die  dritte  mit  y^  multipliziert  und  alle 
drei  addiert.  Auf  solche  Weise  findet  man,  wenn  man  sich  an  (10)  er- 
innert, la^  und  es  ist  daher 

>i^"  io   t        ^         ß  fi^y 
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Durch  Quadrieren  und  Addieren  erhält  man  noch 

Mithin  kann  man  schreiben 

X  «  jf^ti}^  ""  ^*  +  Ä)  "^  ivr^  i^  +  y*  +  «*  —  O     w.  8.  w., 

also 

X  la  y  Iß 


aj«-fyi-f  ;pi  — a*       ««  — a«'      x^  +  y^  +  z*  —  h^       l^—b^' 

e ly 

Multipliziert  man  noch  mit  x^  y,  z  und  addiert,  so  findet  man  die  Gleichung 

'^ a^ "^     lax    __    2  ^      tt*        ,     1_  ^       la* 

^  a;«  +  y«  +  ;p«-a*~"^  J«— a«~  *^  ?•— a»"*""<r^  p«-aV"     ' 

die  leicht  auf  folgende  einfachere  Form  reduzierbar  ist: 

a*x*        '     ,  6*y*  ,  c"jj*  ^ 


a;«-(-yi-|-;f«__a«   •   a;*  +  y*  +  i?*  — 6«   '   x^  +  y^  +  g^  —  e 
Die  gesuchte  Enveloppe  ist  also  (§  384,  d)  die  Wellenflftche. 

679.  Eine  nützliche  Anwendung  der  yorhin  entwickelten  Theorie 
und  insofern  von  Wichtigkeit,  als  sie  eine  Ergänzung  zur  Kurven- 
theorie  liefert,  ist  die  Aufsuchung  der  Enveloppen  der  Seiten- 
flächen des  Fundamentaltrieders  einer  beliebigen  Kurve.  Be- 
trachtet man  in  jeder  der  drei  Gleichungen 

welche  die  Normalebene,  die  oskulierende  Ebene  und  die  rekti- 
fizierende Ebene  darstellen,  x,  y,  . . .,  v  eis  Funktionen  des  Bogens  s, 
die  den  bekannten  Relationen  (§  638) 

da  da X        ^^  ^  ^        ^^  __        *        ^ 

da  ^     ds        Q  '     da        -t  '     ä«  q         -t  .     *    *     ' 

genügen,  so  erhält  man  durch  Derivation  bezüglich 

(11)  ^A(Z-rc)-(>,    ^A(X-a;)-0,    ^r(X~a:)  =  0. 
Dabei  ist  in  der  letzten  Gleichung  gesetzt 

(12)  T^  auing)  +  acoBip,  w'=  ftsiny  + /Scos^?,  n'— csiny-f  ycosy 

mit  tg9)»i>/^.     Es  gilt  also  folgendes: 

a)  Wie  vorauszusehen  war,  umhüllen  die  oskulierenden  Ebenen 
die  Devdoppable  der  Tangenten,  d.  h.  diejenige  abwickelbare  Fläche, 
welche  als  Bückkehrkante  die  betrachtete  Kurve  zuläßt. 

b)  Die  Enveloppe  der  Normalebenen  heißt  die  Pclardevdoppable 
und  ist  der  Ort  der  Achsen  der  oskulierenden  Kreise.  Offenbar 
kann  irgend   eine   Gerade   der  Normalebene,   die  eine   abwickelbare 
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Fläche  erzeugt^  deren  Rückkehrkante  nur  auf  der  Achse  des  oskn- 
lierenden  Kreises  berühren.  Daraus  folgt  sofort^  daB  die  Polar- 
deyeloppable  einer  Kurye  auch  der  Ort  der  Evoluten  dieser  Kurve 
ist;  und  man  kann  auf  Grund  einer  früheren  Bemerkung  (§  673,  a) 
hinzufügen,  daß  die  genannten  Evoluten  geodätische  Linien  der 
Polardeveloppablen  sind.  Um  die  Rückkehrkante  dieser  Flache  zu  be- 
stimmen, muß  man  noch  die  erste  der  Gleichungen  (11)  derivieren. 
Man  gelangt  so  zu  dem  System 

2a{X^x)^0,    ^A(X-^)==9,    ^a(Z-^)  =  -^^, 

welches  (§650)  für  X,  Y,  Z  die  Werte  g,  rj^  g  liefert,  die  Koordi- 
naten des  Mittelpunkts  der  oskulierenden  KugeL  Also  ist  die  Rück- 
kehrkante der  Polardeveloppablen  der  Ort  der  Mittelpunkte 
der  oskulierenden  Kugeln. 

c)  Endlich  heißt  die  von  den  rektifizierenden  Ebenen  eingehüllt-e 
Fläche  die  rektifizierende  Developpahle.  Sie  enthält  die  Kurve.  Diese 
trifft  die  Erzeugenden  unter  einem  Winkel,  der  im  allgemeinen 
variabel  ist  und  einzig  von  dem  Verhältnis  ihrer  Krümmungen  ab- 
hängt. Auf  jener  Fläche  ist  die  betrachtete  Kurve  offenbar  eine 
geodätische  Linie.  Will  man  femer,  um  die  Rückkehrkante 
der  rektifizierenden  Developpablen  einer  Kurve  zu  bestimmen,  den 
Abschnitt  t  kennen,  der  von  dieser  Kurve  auf  der  Erzeugenden, 
von  der  Rückkehrkante  aus  gerechnet,  abgegrenzt  wird,  so  muß  mau 
die  dritte  Gleichung  (11)  derivieren.  Beachtet  man,  daß,  wenn 
l,m,n  die  Richtungskosinus  der  Erzeugenden  sind,  nach  (12)  dr=  ld<pj 
dm'=^  mdtpf  dn^ndq>  ist,  so  erhält  man  durch  jene  Derivation 

d.  h.  td(p  =  sirnp  •  ds.  Auf  diese  Weise  wird  u.  a.  klar,  weshalb  nur 
die  zylindrischen  Schraubenlinien  (§  655,  c)  zylindrische  rektifizierende 
Flächen  zulassen. 


Krümmmig. 

680.  Theorem  von  Meusnier.  Wir  wollen  das  Studium  der 
Flexion  der  auf  einer  Fläche  gezogenen  Kurven  in  Angriff  nehmen^ 
und  zwar  betrachten  wir  in  einem  Punkte  M  eine  Kurve,  deren  Tan- 
gente die  Richtung  {a,  &,  e)  hat,  und  deren  Hauptnormale  mit  der 
Flächennormale  den  Winkel  fp  bildet.  Ein  Punkt  M'  der  Kurve,  der 
zu  M  unendlich  benachbart  ist,  möge  sich  in  P  auf  die  Tangential- 
ebene projizieren  und  in  Q  auf  die  Tangente.  Vernachlässigt  man 
die  Infinitesimalen  von  höherer  als  zweiter  Ordnung,  so  kann  man 
(§  645)  den  Punkt  M'  als  in  der  oskulierenden  Ebene  liegend    be- 
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trachten^  sodaß  M'Q  parallel  zur  Hauptnormale  wird;  wie  M'P  pa- 
rallel zur  Flächennormale  in  M  ist.  Es  ist  also  in  dem  Dreieck  M'PQ 
der  Winkel  M'  gleich  9,  die 
Seite  M'P  hat  (§  663)  die  Länge 

,  rdx^  +  28dxdy -\-tdy* 

und  die  Seite  M'Q  ist  (§643) 
gleich  de^/2Q,  wenn  man  mit  dö 
das  Differential  bezeichnet^  durch 
welches  die  Länge  des  Bogens  MM 
ersetzbar  ist.  Setzt  man  die  an- 
gegebenen Werte  in  die  Relation 
3rP  ==«  M'Q  •  cos  q)  ein,  so  erhält 
man 

C08<p       ro*+2«a&  +  *^' 


(13) 


Vi +!>•+«* 


Wir  wollen  jetzt  alle  Kuryen  auf  der  Fläche  betrachten,  die  einander 
in  M  berühren,  und  unter  ihnen  diejenige  auszeichnen,  welche  in  der 
durch  die  gemeinsame  Tangente  (a,  b,  c)  und  die  Flächennormale  be- 
stimmten Ebene  liegt  und  ein  Normalschnitt  heißt.  Fär  aUe  diese 
Kurven  hat  die  rechte  Seite  von  (13)  einen  einzigen  Wert,  und  man 
kann  daher  dasselbe  von  der  linken  Seite  sagen.  Daraus  folgt,  wenn 
Q^  der  Krümmungsradius  des  Normalschnitts  ist. 


C0B4P 


d.  h.  p  =  (>qC0S9), 


vorausgesetzt,  daß  q^  endlich  ist.  Man  erhält  also  das  Krüm- 
mungszentrum  einer  beliebigen  Kurve  der  Fläche  in  einem 
Punkte  M,  indem  man  auf  die  oskulierende  Ebene  das  Krüm- 
mungszentrum  desjenigen  Normalschnittes  projiziert,  der 
die  Kurve  in  M  berührt. 

681.  Beispiele,  a)  Auf  der  Kugel  sind  die  Normalschnitte  größte 
Kreise,  und  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist  ihr  gemeinsames  Krümmungs- 
zentrum. Daraus  folgt  bei  Anwendung  des  Theorems  von  Meusnier,  daß 
das  Krümmungszentrum  in  einem  Funkt  einer  sphärischen  Kurve 
die  Projektion  des  Mittelpunkts  der  Kugel  auf  diejenige  Ebene 
ist,  welche  die  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte  oskuliert. 
Diese  Eigenschaft  ergibt  sich  auch  aus  dem  Umstand  (§  650),  daß  bei 
einer  beliebigen  Kurve  der  oskuKerende  Kreis  der  Schnitt  der  oskulierenden 
Kugel  mit  der  oskidierenden  Ebene  ist. 

b)  Auf  einer  Rotationsfläche  sind  die  Parallelkreise  im  allgemeinen 
schiefe  Schnitte.  Ihre  Krümmungszentra  gehören  der  Rotationsachse  an; 
und  da  ihre  Ebenen  senkrecht  zu  dieser  Achse  sind,  so  gehören  auch  die 
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Erümmmigszentra  der  die  Parallelkreise  berührenden  Normalschnitte  der 
Botationsachse  an.  Folglich  hat  der  ebene  Schnitt,  der  ia  einem 
Punkte  M  einer  Rotationsfläche  senkrecht  zum  Meridian  aus- 
geführt ist,  sein  dem  Punkte  M  entsprechendes  Krümmungs- 
zentrum auf  der  Botationsachse. 

682.  Für  eine  Asymptotenlinie  und  für  alle  Kuryen  der  Flache, 
die  sie  in  einem  gegebenen  Punkte  M  berühren^  ist  die  rechte  Seite 

von  (13)  null,  und  man  hat  daher  — -  =  0.     Diese   Relation   wird 

von  den  Asymptotenlinien  in  jedem  Punkte  erfüllt,   da  9>  =    -   ist, 

während  1/q  im  allgemeinen  von  Null  yerschieden  ist.  Dagegen  ist 
für  alle  Kurven^  die  in  Jf  eine  oskulierende  Gerade  berühren,   aber 

nicht  von  der  Tangentialebene  der  Fläche  oskuliert  werden^  q>  von  — 

yerschieden,  und  es  muß  daher  sein  I/q  »  0,  wie  wir  auf  anderem 
Wege  in  §  663  erkannt  haben.  Es  hat  also  z.  B.  jeder  Schnitt,  der 
auf  der  Fläche  durch  eine  Ebene  heryorgebracht  wird,  die  nur  durch 
eine  der  oskulierenden  Geraden  in  M  hindurchgeht,  in  diesem  Punkte 
die  Flexion  NuU.  Betrachtet  man  dagegen  den  Schnitt,  der  auf  der 
Fläche  durch  die  Tangentialebene  in  M  hervorgebracht  wird,  so  findet 
man,  daß  jeder  Zweig  des  Schnittes  in  M  eine  Flexion  hat, 
die  gleich  zwei  Dritteln  der  Flexion  der  berührenden  Asymp- 
totenlinie in  dem  genannten  Punkte  ist.  Dieses  interessante 
Theorem  von  Beltrami*)  wird  in  §  704  bewiesen  werden.  Man 
sieht,  daß  das  Theorem  von  Meusnier  nicht  gültig  ist  für  die  Eniren, 
welche  die  oskulierenden  Geraden  berühren,  sei  es,  weil  die  daraus 
hervorgehende  geometrische  Konstruktion  nicht  mehr  anwendbar  ist, 
sei  es,  weil  die  unendlich  vielen  von  der  Tangentialebene  in  einem 
Punkte  oskulierten  und  daselbst  einander  berührenden  Kurven  nicht 
dieselbe  Flexion  haben. 

683.  Kormalkrünunung    und    geodätisolie    Krümmung.       Die 

Ghröße  — - ,  welche  die  Flexion  des  die  betrachtete  Kurve  berührenden 

Normalschnittes  mißt,  heißt  die  Normalkrümmung  j  während  man    — - 

mit  dem  Namen  geodätische  Krümmung  belegt.  Die  Achse  des  osku- 
lierenden Kreises  trifft  die  Ebene  des  genannten  Schnittes  in  einem 
Punkte  Co  (dem  Zentrum  der  Normalkrümmung)  und  die  Tangential- 
ebene in  C^  (dem  Zentrum  der  geodätischen  Krümmung).  Die  beiden 
Krümmungen  werden  offenbar  ausgedrückt  durch  die  reziproken  Werte 
der  Längen  MCq  und  MC^  (der  Radien  der  Normalkrümmung  und 


1)  ,^oiivelles  Annalee  de  Math^matiqnes*^  1866,  p.  258.    Siehe  auch  meine 
„Natürliche  Geometrie*^  deutsche  Ausgabe,  S.  223. 
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der  geodätischen  Krümmong).  Man  beachte^  daS  die  geodätische 
Krümmung  nichts  anderes  ist  als  die  Krümmung  der  Projektion  der 
Kurve  auf  die  Tangentialebene.  In  der  Tat  ist 
auf  Grund  des  Theorems  von  Meusnier  auf  dem 
Zylinder^  der  die  Kurve  auf  die  Tangential- 
ebene   projiziert,    die   Krümmung   des   Normal- 

Schnitts,  der  diese  Kurve  berührt,  gerade  — ^• 

Zu  dem  Begriff  der  Normalkrümmung  und  der 
geodätischen  Krümmung  wird  man  in  der  natür- 
lichsten Weise  geführt,  wenn  man  die  Richtungs- 
änderung der  Tangente  untersucht.  Die  Drehung 
(§  637)  derselben  gegen  die  Flächennormale  ist 

(0  =  2J£da  =  6 i^JEA  =  f cos flp.  ^    „, 

Dagegen  ist  die  Drehung  derselben  Geraden  gegen  die  Senkrechte, 
die  man  zu  ihr  in  der  Tangentialebene  ziehen  kann  und  die  ihrer 
Richtung  nach  durch  die  Kosinus  £',  STfl',  9L'  definiert  ist, 

o'  =  XS^da  =  € 27JE'A  »  £  sin 9>. 

Die  Richtungsänderung  t  der  Tangente  im  Räume  läßt  sich  also  be- 
trachten als  Resultante  der  Drehungen  co  und  co',  deren  Verhältnisse 
zu  dSy  nämlich 


(0 


cosqp 


Q} 

d% 


Bin  9 
9 


gerade  die  Normalkrümmung  und  die  geodätische  Krümmung  sind. 
Die  erste  dient  folglich  zur  Messung  der  mehr  oder  weniger  großen 
Biegung  der  Kurve  außerhalb  der  Fläche,  während  die  zweite  da- 
gegen zur  Messimg  der  Deviation  auf  der  Fläche  dient.  Es  ist 
von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  die  geodätischen  Linien  in 
jedem  Punkte  eine  verschwindende  geodätische  Krümmung 
haben,  während  bei  den  Asymptotenlinien  die  Normalkrümmung 
null  ist.  Mit  andern  Worten,  wenn  ein  Punkt  sich  längs  einer  geo- 
dätischen Linie  bewegt,  so  kann  man  sagen,  daß  die  Tangente  der 
durchlaufenen  Kurve  sich  immer  normal  zur  Fläche  verschiebt. 
Dagegen  vollzieht  sich  die  Richtungsänderung  der  Tangente  einer 
Asymptotenlinie  immer  tangential  zur  Fläche. 


684.  Die  Krümmung  eines  Normalschnittes  ist 

9  '^ 


(14)  , 

Um  eine  geometrische  Vorstellung  über  das  Variieren  von  q  zu  er- 
halten fQr  den  Fall,  daß  der  Schnitt  sich  um  einen  Punkt  M  dreht, 
verlegen   wir   den  Anfangspunkt   nach  M  und   richten   die   jsr-Achse 
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normal  zur  Fläche,  sodaB  p  :^  q^  c  ^  0  ist.  Setzt  man  a=»cosd 
und  infolgedessien  b  =  &m6,  so  wird  die  Formel  (14) 

(15)  —  -  rcos'e  +  2.5 cos e  sinÖ  +  ^sin*e. 

Man  trage  nun  auf  jeder  Tangente ;  von  M  aus,  eine  Strecke  ab,  die 
durch  die  Quadratwurzel  aus  dem  absoluten  Betrage  des  zugehörigen 
£[rümmungBradius  gemessen  wird.  Der  Endpunkt  des  so  konstruierten 
Radiusvektors  hat  in  der  Tangentialebene  die  Koordinaten 

rr  ■=  ]/  ±  (>  •  cos  ö,     y  ^y  ±Q  '  sinö, 

welche  auf  Ghnnd  von  (15)  der  Gleichung 

rx^  +  2sxy+  <y*  =  ±  1 

genügen.  Also  (§  664)  variiert  in  jedem  Punkte  die  Krümmung 
der  Normalschnitte  (von  einem  Schnitt  zum  andern)  im  um- 
gekehrten Verhältnis  des  Quadrates  des  entsprechenden 
Durchmessers  der  Dupinschen  Indikatrix.  Insbesondere  ist  sie 
null  bei  den  durch  die  oskulierenden  Geraden  bestimmten  Schnitten 
und  erreicht  ihren  kleinsten  und  ihren  größten  Wert  bei  den  Schnitten^ 
welche  den  Achsen  der  Indikatrix  entsprechen.  Diese  letzteren  Schnitte 
nennt  man  die  Hauptschnitte.  Die  Krümmungen  1/^^  und  1/^, 
der  Hauptschnitte  sind  die  Hauptkrümmungen. 

685.    Theorem  von  Enler.     Wenn  wir  die  Figur  auf  die  Achsen 
der    Indikatrix    beziehen,    so    verschwindet    in   (15)    das    Glied    mit 

cosÖ  sinÖ;  und  da  für  ö  «  0  sein  muß  q  =  p^,  wie  f ür   ö  =    --    sein 

muß  Q  =  (>|,  so  hat  man   l/p^  «  r,  I/q^  =  t  und  daher 

1        cos*ö    ,    Bin*ö 

-    = 

Q  Qi  Qt 

Dies  ist  das  Theorem  von  Euler.  Schreibt  man  die  vorstehende 
Gleichung  in  der  einen  oder  andern  der  folgenden  Weisen 

Q         <fi         \9i        9i/  Qi         9         \9i        9i/ 

und  nimmt,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  haben,  I/q^^  <  1/q^  an, 
so  zeigt  sich  sofort,  daß  man  immer  hat 

In  den  elliptischen  Punkten  sind  q^  und  q^  von  demselben  Zeichen, 
d.  h.  die  beiden  Hauptkrümmungszentra,  C^  und  C^,  befinden  sich  auf 
einer  und  derselben  Seite  der  Tangentialebene.  Da  nun  aus  der  zu- 
letzt erhaltenen  Einschränkung  folgt,  daß  q  zwischen  p^  und  p^  ent- 
halten sein  muß,  so  sieht  mau,  daß  die  Krümmungszentra  der 
Normalschnitte  alle  auf  die  Strecke  C^C^  fallen.    In  den  hjper- 
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bolischen  Punkten  dagegen  trennt  die  Tangentialebene  C^  von  C^,  nnd 
Q  kann  positiv  oder  negativ  sein.  Im  ersten  Falle  hat  man  Q^Q2>^ 
and  im  zweiten  Q  ^Pt<Oy  sodaß  die  Erümmungszentra  aller 
Normalsehnitte  außerhalb  der  Strecke  C^C^  zu  liegen  kommen. 

686.  Die  Theoreme  von  Euler  und  von  Meusnier  zeigen^  daß 
es  genügt^  die  beiden  Hauptkrümmungen  in  einem  Punkte  M 
einer  Fläche  zu  kennen,  um  die  Flexion  jeder  beliebigen 
Kurve  zu  kennen,  die  auf  der  Fläche  durch  M  gezogen  ist,  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Kurve  nicht  von  der  Tangentialebene  in  M  osku- 
liert  wird.  Es  ist  also  von  Wichtigkeit,  daß  man  die  Haupt- 
krümmungsradien in  einem  Punkte  einer  Fläche  zu  bestimmen 
weiß.  Nach  Formel  (14)  reduziert  sich  die  Frage  auf  die  Bestimmung 
des  Minimums  und  des  Maximums  des  Trinoms  ra*  +  28ah  -f  th^- 
Dabei  ist  bekannt,  daß  zwischen  den  Veränderlichen  a  und  h  die  Re- 
lation 
(16)  (1  +i>»)a«  +  2pqab  +  (1  +  q^)h^  «  1 

besteht,  die  man  durch  Elimination  von  c  aus  a*  +  fc*  +  c*  «=  1  und 
der  Orthogonalii&tsbedingung  pa  +  qb  —  c  =^  0  für  die  Tangente  und 
die  Flächennormale  erhält.  Wiederholt  man  hier  eine  unter  all- 
gemeineren Bedingungen  bereits  ausgeführte  Rechnung  (§  384,  c),  so 
wird  man  dazu  geführt  zu  setzen 

ra  +  sb  =  Ä;[(1  +p^)a+pqb]y 

sa  +  tb  ^  Jc[pqa  +  (1  +  q^)b']. 

Eliminiert  man  X;,  so  erhält  man  eine  neue  Gleichung  in  a  und  b, 
welche  zusammen  mit  (16)  zur  Bestimmung  der  Achsenrichtungen  der 
Indikatrix  dient,  mithin  zur  Bestimmung  der  Hauptschnitte.  Eli- 
miniert man  dagegen  a  und  (,  so  findet  man 

r  —  k(l  +  p^)     s  —  hpq 

«  -  Jcpq  t  —  k{l  +  q^ 

d.  h. 

(18)    rt-s^-  [(1  +  3*)^  -  2pqs  +  (1  +p')t]k  +  (1  +p^  +  q^)k^^O. 

Multipliziert  man  andererseits  die  erste  der  Gleichungen  (17)  mit  a, 
die  zweite  mit  b  und  addiert  dann  beide,  so  erhalt  man 

ra*  +  2sab  +  tV  =  *[(1  +p^a^  +  2pqab  +  (1  +  3*)fcT  =  *. 

Also  stellt  ky  dividiert  durch  |/l-f|?*  +  g*,  gerade  den  kleinsten 
oder  größten  Wert  von  1/q  dar;  und  da  die-  Wurzeln  \  und  k^  der 
Gleichung  (18)  durch  die  Relationen 

verbunden  sind,  so  hat  man 

42^ 


(17) 


=  0, 
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(19)       l^l_(l  +  9')r-2p9«  +  (l+p')«  1     _       rt  —  s* 


*-\9 


9i         9t  (i+pi  +  gt)*  '  9i9t        (1 +!>•+«*) 

Dies  sind  die  Formeln,  die  zur  Ermittelung  der  Hauptkrümmungen 
dienen.     Setzt  man 

P  cm  9 


£==  ,—  ': -.,    9fn  = 


SO  erkennt  man  durch  eine  leichte  Rechnung,  daB  man  den  Formeln  (19) 
auch  die  kürzere  Form 

geben  kann,  wenn  man,  wie  es  üblich  ist,  mit  ^und  K  die  Summe 
und  das  Produkt  der  Hauptkrümmungen  bezeichnet. 

687«  Wir  wollen  uns  hier  einen  Augenblick  unterbrechen,  um 
zu  bemerken,  daß  in  den  Formeln  (20)  bei  den  partiellen  Deriyationen 
X  und  y  als  unabhängige  YenLnderliche  vorausgesetzt  werden.  Offen- 
bar könnte  man  z.  B.  M  auch  in  einer  der  beiden  folgenden  Weisen 
ausdrücken: 

dy    ^  dz  ^        dz        dx  ' 

Es  haben  dann  aber  die  partiellen  Derivierten  in  Bezug  auf  eine  ge- 
gebene Veränderliche  in  den  drei  Ausdrücken  verschiedene  Bedeu- 
tungen. Will  man  z.  B.  statt  g  die  Veränderliche  y  als  Funktion  der 
beiden  andern  betrachten,  die  als  unabhängig  vorausgesetzt  werden, 
so  hat  man^  wenn  die  unter  dieser  Voraussetzung  genommenen  Deri- 
vierten durch  Klammem  gekennzeichnet  werden, 

d^  ^  \dx}  '^^{dJj  '       d~y^^  \dj) 
und  daher 

d£   .   aSKTl       /d£\    ,      /d£\    ,      /dffn\       (d£\    ,    /^9(l\ 

di  +  dy-  =  tej  +nTz)  +  n^)  ^  fc)  +  \Tz-) ' 

Ebenso  ist 

d{x,y)        *  dix.z}  ' 
Eliminiert  man  die  Derivierten  von  ?P[i  mit  Hilfe  der  Relationen 

a£      dm^_d^        d£      agn  _a9i 

^dx  '^^  dx   '^  dx  ^      ^dy  '^^  dy    '^  dy  ' 
so  findet  man 

d{£,^)  _  1^  a(.£,9i)  _  a(j£,gi)  ^ 

688.  Mittlere  Erümmnng.  Man  verdankt  Sophie  Germain 
den  Begriff  der  mittleren  Krümmung.  Man  versteht  darunter  das 
arithmetische  Mittel  ^^der  Hauptkrünmiimgen.    Um  diese  Benennung 
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zn  rechtfertigen^  bemerke  man  zunächst  folgendes:  Wenn  q  und  q' 
die  ErQmmungsradien  von  irgend  zwei  zueinander  senkrechten  Normal- 
schnitten sind;  so  hat  man  nach  der  Eulerschen  Formel 

1        co8»ö    ,    8in*0        1        8in*6    ,    cofl'6 

—  =  -\ ,       -r  *= • 

mithin  nach  Addition 

1  1  ,r» 

+  i  =  jsr. 

Wir  wollen  nunmehr  2n  Tangenten  betrachten,  die  um  J!f  herum  gleich- 
mäßig verteilt  sind.  Man  braucht  sie  sich  nur  in  Paare  orthogonaler 
Tangenten  angeordnet  zu  denken,  um  sich  zu  überzeugen^  daß,  wenn 
man  auch  n  ins  unendliche  zunehmen  läßt,  das  arithmetische 
Mittel  der  Normalkrümmungen  immer  gleich  dem  Wert  von  ^H 
im  Punkte  M  bleibt 

689.  Die  Flächen  konstanter  mittlerer  Krümmung  erweisen 
sich  bei  den  Eapillaritätserscheinungen  als  wichtig  und  sind  von 
Plateau^)  experimentell  hergestellt  worden.  Von  besonderer  Wichtig- 
keit sind  femer  die  Flächen  mit  der  mittleren  Krümmung  Null, 
d.  h.  die  Flächen,  bei  welchen  in  jedem  Punkte  die  Hauptkrümmungs- 
radien gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Dies  ist  mit  der 
Aassage  äquivalent,  daß  die  Dupinsche  Indikatrix  aus  zwei  komple- 
mentären gleichseitigen  Hyperbeln  besteht,  woraus  sich  die  fol- 
gende charakteristische  Eigenschaft;  ergibt:  Die  Asymptotenlinien 
schneiden  sich  in  jedem  Punkt  unter  rechtem  WinkeL  Ana- 
lytisch sind  diese  Flächen  auf  Grund  der  ersten  Formel  (19)  durch  die 
Differentialgleichung  charakterisiert 

{1  +  q^)r  -2pqs  +  (1  +  p')t  =  0, 

Sie  führen  den  Namen  Minimal  flächen,  weil  jede  geschlossene 
Kurve,  die  auf  einer  solchen  Fläche  gezogen  ist,  ein  Flächenstück 
ausschneidet,  welches  kleiner  ist  als  das  von  derselben  Kurve  auf 
einer  andern  durch  sie  hindurchgehenden  Fläche  umgrenzte  Gebiet. 
Wir  werden  das  an  einer  andern  Stelle  dieses  Buches  beweisen. 

690.  Beispiele,  a)  Ein  Beispiel  für  eine  Minimalfläche  bietet  sich 
uns  sogleich  unter  den  Rotationsflächen.  Wir  werden  sehr  bald  sehen, 
daß  der  durch  M  hindurchgehende  Meridian  einer  der  Hauptschnitte  ist; 
der  andere  berührt  in  M  den  Parallelkreis.  Die  Hauptkrümmungsradien 
sind  also  der  Krümmungsradius  des  Meridians  und  der  Abschnitt  (§  681,  b), 
den  die  Rotationsachse  auf  der  von  M  aus  gerechneten  Normalen  bestimmt. 
Diese    Radien    müssen    nun    bei    einer    Minimalflftche    entgegengesetzt    ge- 


1)  Siehe  z.  B.  den  „Cours  de  physique**  von  Jamin  (S'*"»  öd.,  t.  I, 
p.  226)  oder  das  4.  Eap.  der  „Le9ons  sur  la  capiUaritö^*  von  H.  Foincarö. 
Siehe  auch  meine  „Natürliche  Geometrie^',  S.  233. 
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richtet  sein,  und  es  maß  daher  der  Meridian  seine  konvexe  Seite  der  Ro- 
tationsachse zukehren.  £r  muß  femer  so  beschaffen  sein,  daß  sein 
Krümmungszentrum  in  Bezug  auf  den  betrachteten  Punkt  sym- 
metrisch liegt  zn  dem  Schnittpunkt  der  Normale  mit  einer 
festen  Geraden.  Wir  haben  früher  gesehen  (§  595, 1),  daß  diese  Eigen- 
schaft der  Kettenlinie  zukommt,  und  wir  werden  im  folgenden  sehen,  daß 
siß  bei  andern  Kurven  nicht  stattfinden  kann.  Also  ist  das  Katenoid 
(§  657)  die  einzige  Minimalrotationsfl&che. 

b)  Auch  das  Helikoid  mit  Leitebene  (§  655, b)  ist  eine  Minimal- 
fläche. Da  nämlich  die  Erzeugenden  die  Hauptnormalen  Ton  einer 
zirkulären  Schraubenlinie  sind  und  zugleich  von  unendlich  vielen  andern 
(§  658,  b),  die  auf  konzentrischen  Zylindern  liegen,  so  ist  klar,  daß  diese 
Schraubenlinien  die  eine  der  beiden  Scharen  von  Asjmptotenlinien  bilden. 
Die  andre  Schar  besteht,  wie  auf  jeder  Regelfläche,  aus  den  geradlinigen 
Erzengenden.  Nachdem  man  auf  diese  Weise  die  Orthogonalitftt  der  beiden 
Scharen  von  Asymptotenlinien  konstatiert  hat,  ist  der  Nachweis  erbracht, 
daß  die  Fläche  eine  Minimalfläche  ist.  Umgekehrt  wird  auf  jeder  Minimal- 
regelfläche  die  eine  Schar  von  Asymptotenlinien  von  den  orthogonalen 
Trajektorien  der  Erzeugenden  gebildet,  nnd  diese  Kurven  lassen  daher  die 
Erzeugenden  als  Hauptnormalen  zu,  woraus  folgt  (§  658, b),  daß  jede 
von  ihnen,  weil  sie  ihre  Hauptnormalen  mit  unendlich  vielen  andern 
Kurven  gemein  hat,  eine  zirkuläre  Schraubenlinie  ist  Die  Fläche  (die^ 
wie  man  sieht,  aus  den  Hauptnormalen  einer  zirkulären  Schranbenlinie 
besteht)  ist  also  ein  Helikoid  mit  Leitebene.  Man  gelangt  auf  diese 
Weise  zu  folgendem  Theorem  von  Catalan:  Das  Helikoid  mit  Leit- 
ebene ist  die  einzige  Minimalregelfläche. 

691.  Totale  Krümmung.  Man  verdankt  Gauß  den  Begriff  der 
totalen  Krümmung.  Man  versteht  darunter  das  Produkt  der 
Hauptkrümmungen : 

(21)  ^  =  (i+P^+«V 

Die  Analogie  zwischen  der  totalen  Krümmung  der  Flächen  und  der 
Krümmung  der  ebenen  Kurven  tritt  zu  Tage^  wenn  man  sich  die 
Gleichung  der  Fläche  in  der  Form  f{Xy  y,0)  ^0  gegeben  denkt  und 
K  durch  die  successiven  partiellen  Derivierten  von  f  auszudrücken 
versucht.   Man  erhält  dann  nämlich  auf  Grund  bekannter  Formeln  (§  574  ^ 

df         df        df 


(22^     ^=~r4-' 


0  o  Q 

ox        cy       dz 

dl  cy     av     d*f 

dx  dx* 

df  d^f 

dy  dydx 

df  c*f 


dxdy 

dxde 

d^f 

dy* 

d*f 
dydz 

dzdy 

d*f 

dz* 

dz      dzdx 
Es  erscheinen  hier  die  parabolischen  Punkte  der  Flächen  (§  663)  als 
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das  Analogon  der  Wendepunkte  der  ebenen  Eurren^  und  der  Unter- 
schied zwischen  elliptischen  und  hyperbolischen  Punkten  beruht  einzig 
und  allein  auf  dem  Vorzeichen  von  K.  Wissenswert  ist  es,  daß  ein 
drittes  Erümmungsmaß 


t(,^.  +  ^.)-^-^-^ 


von  Casorati  vorgeschlagen  w^orden  ist  als  ein  Maß,  welches  in  ge- 
treuerer Weise  als  die  andern  dem  gewöhnlichen  Begriff  der  Erümmung 
entsprechen  soll.  Man  darf  aber  den  Diskussionen  über  das  zweck- 
dienlichste Maß  für  die  Erümmung  einer  Fläche  keine  allzugroße  Be- 
deutung beilegen.  Das,  worauf  es  ankommt,  ist  die  Eenntnis  der 
beiden  Radien  q^  und  p,  oder  statt  dessen  irgend  zweier  voneinander 
unabhängiger  Funktionen  dieser  Radien;  und  die  Funktionen  (19),  die 
sich  analytisch  in  der  natürlichsten  Weise  darbieten,  sind  zugleich 
auch  diejenigen,  welche  bei  den  wichtigsten  geometrischen  und  mecha- 
nischen Fragen  vorkommen.  Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  eine 
Fläche  gegeben  sei,  auf  die  man  eine  zweite  Fläche  abwickeln  will, 
die  als  eine  äußerst  dünne,  biegsame,  aber  unausdehnbare  Membran  be- 
trachtet wird.  6auß  hat  bewiesen^),  daß  eine  notwendige  Bedingung 
für  die  Möglichkeit  dieser  Abwickelung  folgende  ist:  In  entsprechenden 
Punkten,  d.  h.  in  solchen  Punkten,  die  bei  der  Abwickelung  der  einen 
Fläche  auf  die  andere  zum  Zusammenfedlen  kommen,  müssen  die 
totalen  Erümmungen  gleich  sein.  Die  totale  Erümmung  stellt 
also  in  jedem  Punkte  einer  Fläche,  die  man  durch  bloße  Biegung  de- 
formiert, etwas  Unveränderliches  und  Bleibendes  dar.  Aus  dem  Theorem 
von  Gauß  folgt  auch,  daß  die  einzigen  Flächen,  auf  denen  man  (wie 
in  der  Ebene  und  auf  der  Eugel)  eine  beliebige  Figur  ohne  Qestalt- 
änderung  von  einer  Stelle  nach  einer  andern  verschieben  kann,  die 
Flächen  mit  konstanter  totaler  Erümmung  sind.  Man  nennt  sie  kurz 
Flächen  konstanter  Erümmung.  Die  obige  Bemerkung  ist  von 
großer  Wichtigkeit  für  das  Studium  der  grundlegenden  Axiome  der 
Geometrie. 

692«  Beispiele,  a)  Bemerkenswerte  Beispiele  für  Flächen  kon- 
stanter Erümmxmg  werden  uns  von  den  Eotationsflächen  geliefert.  Auf 
der  Kugel  vom  Badius  a  ist  die  Erümmung  überall  1/a^.  Es  gibt  aber 
noch  unendlich  viele  andre  Rotationsflächen^),  bei  denen  die  totale  Erümmung 
konstant  (positiv  oder  negativ)  ist.  Die  Pseudosphäre^  d.  h.  die  Fläche, 
welche  von  einer  um  ihre  Asymptote  rotierenden  Traktrix  (§  626,  d)  er- 
zeugt wird,  hat  in  jedem  Punkte  die  totale  Erümmung  —  l/»*»  wenn  a 
die  konstante  Länge  der  Tangente  zwischen  Berührungspunkt  und  Asymp- 
tote   ist.      Wir  wissen   in  der  Tat,   daß  die  Projektion  des  Erümmungs- 


1)  Siehe  z.  B.  den  „Calcul  diff^rentiel"  von  Boussinesq,  p.  298*. 

2)  Siehe  „Natürliche  Geometrie",  S.  229. 
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Zentrums  C^  auf  die  Rotationsachse  mit  T,  dem  Schnittpunkt  der  Tangente 
und  der  Achse,  zusammenfällt,  während  das  andre  Erümmungszentrum^ 
Ci,  sich  auf  der  Achse  selbst  befindet.  Nun  hat  man  aber  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  TC^C^ 

MC^'MC^^MT^,     d.h.    ^i^g al 

b)  Die  Flächen,  welche  sich  durch  bloße  Biegung  auf  die  Ebene 
ausbreiten  lassen,  müssen  von  der  Krümmung  Null  sein,  d.  h.  man  muß 
in  allen  ihren  Punkten  r<  —  s*  »  0  haben.  Sie  sind  also  die  früher  Ton 
uns  so  genannten  (§  675)  abwickelbaren  Flächen  (Developpablen).  Nach 
Casorati  würde  die  einzige  Fläche  von  der  Krünimung  Null  die  Ebene 
sein,  während  ein  Kreiszylinder  eine  halb  so  große  Krümmung  wie  eine 
Kugel  von  demselben  Badius  hätte.  Wir  wollen  aber  zu  dem  Gaußschen 
Begriff  zurückkehren  und  die  wichtige  Bemerkung  machen,  daß  die  geo- 
dätischen Linien,  insofern  sie  den  kürzesten  Weg  zwischen  zwei  Funkten 
bezeichnen,  bei  der  Abwickelung  einer  Fläche  auf  eine  andere  geodätische 
Linien  bleiben.  Breitet  man  also  eine  abwickelbare  Fläche  auf  die  Ebene 
aus,  so  werden  ihre  geodätischen  Linien  zu  Geraden.  Lisbesondere 
wird  jede  Kurve  eine  Gerade,  wenn  man  ihre  rektifizierende  Developpable 
(§  679,  c)  auf  die  Ebene  ausbreitet,  d.  h.  durch  jede  Kurve  läßt  sich  eine 
abwickelbare  Fläche  legen  von  der  Beschaffenheit,  daß  sich  bei  Aus- 
breitung der  Fläche  auf  eine  Ebene  die  Kurve  in  eine  Gerade  verwandelt. 
Die  Evoluten  der  Kurve  (§  679,  b)  dagegen  werden  alle  zu  Geraden, 
wenn  man  die  Polardeveloppable  auf  die  Ebene  ausbreitet.  Wir  wollen 
hier  noch  die  Bemerkung  machen,  daß  die  Polardeveloppable  jeder  ebenen 
Kurve  ein  Zylinder  ist,  und  daß  daher  die  Evoluten  einer  solchen  Kurve 
zylindrische  Schraubenlinien  sind. 

693.  Übimgen.  a)  Bei  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  Mittel- 
punkt, die  auf  ihre  Achsen  bezogen  ist,  kann  man  die  totale  Krümmung 
mit  Hilfe  der  Formel  (22)  berechnen,  indem  man 


1   (x^       y*       z^         \ 


nimmt.  Zunächst  bemerke  man,  daß  die  Gleichung  der  Tangentialebene 
^  —f  a=  1  ist  und  daher  der  Abstand  h  dieser  Ebene  vom  Mittelpunkt 
durch  die  Formel 

ausgedrückt  wird.     Die  Formel  (22)  liefert  dann 

0      X      y      z 

^  *=  —  Z^AhiTi 


a*b*& 


X 

a' 

0 

0 

y 

0 

b^ 

0 

z 

0 

0 

c* 

a^b^c' 


Es  gilt  also  folgender  Satz  (vgl.  §  595,  h):  Bei  den  Flächen  zweiten 
Grades  mit  Mittelpunkt  variiert  die  totale  Krümmung  wie  die 
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vierte  Potenz  des  Abstandes  zwischen  Tangentialebene  und 
Mittelpunkt. 

b)  Stellen  wir  uns  die  Aufgabe ,  die  Hauptkrümmungen  in  einem  be- 
liebigen Punkte  M  einer  abwickelbaren  Fläche  zu  berechnen.  Die  Koordi- 
naten von  M  kann  man  in  der  Form  ansetzen 

wo  a^h^  c  die  Richtungskosinus  der  Erzengenden  darstellen  und  x^  y,  z 
die  Koordinaten  des  Punktes  Q,  in  welchem  die  Erzeugende  die  Rückkehr- 
kante berührt.  Diese  sechs  Größen  hängen  einzig  und  allein  von  dem 
Bogen  u  der  Rückkehrkante  ab,  während  v,  welches  von  u  unabhängig 
ist,  die  Länge  des  Abschnitts  QM  darstellt.  Da  nun  bekanntlich  (§  669) 
die  Richtungskosinus  der  Flächennormale  mit  den  Richtungskosinus  ce,  ß^  y 
der  Binormale  von  (§)  übereinstimmen,  so  sieht  man  sofort,  daß  |?  =  —  a/y, 
(2^  =  —  ß/y  ist,  woraus  folgt 

dp       ^  _  rw       ^ ^       ^        _^ 

d.h. 

ra  +  sb^sa  +  tb^O,     rl  +  sti  =  -  ^ ,     sl  +  tfi=^  ^^ , 


mithin 


oh*  gab         ,  pa' 


Die  Formel  ^21)  gibt  X  =  0.  Das  war  zu  erwarten,  weil  wir  schon  ge- 
sehen haben  (§  675),  daß  in  allen  Punkten  einer  Developpablen  r<  — s'  =  0 
ist,  oder  auch,  weil  das  Zusanmienfallen  der  beiden  Scharen  von  Asymp- 
totenlinien  in  die  eine  Schar  der  Erzeugenden  uns  sagt,  daß  einer  der 
beiden  Hauptschnitte  in  einem  beliebigen  Punkte  M  die  durch  M  hin- 
durchgehende Erzeugende  ist;  denn  die  Tangenten  dieser  Schnitte  müssen 
ja  die  Winkel  der  oskulierenden  Geraden  halbieren.  Eine  der  beiden 
Hauptkrünmiungen  ist  also  null.  Die  andre  ist  durch  die  erste  Formel  (19) 
gegeben  und  hat  den  Wert 

-i=-[(l-^«)««+2«^a6+(l-««)6']4-,=-(l-c»-v»)^— ^. 

Hiemach  ist  -B  =  — i^tggp,  wobei  q)  der  Winkel  ist,  um  den  in  einem 
bereits  definierten  Sinne  (§  679)  die  Tangente  der  Rückkehrkante  sich 
drehen  muß,  wenn  sie  mit  der  Erzeugenden  der  rektifizierenden  Deve- 
loppablen zusammenfallen  soll.  Da  die  Länge  R  im  positiven  Sinne  der 
Binormale  aufgetragen  wird,  so  sieht  man,  daß  die  Zentra  derNormal- 
krümmung  aller  orthogonalen  Trajektorien  der  Erzeugenden 
einer  abwickelbaren  Fläche  auf  der  rektifizierenden  Deve- 
loppablen der  Rückkehrkante  liegen.  Zu  demselben  Schluß  gelangt 
man  auch  durch  die  Bemerkung,  daß  die  Erzeugende  der  rektifizierenden 
Developpablen  der  Rückkehrkante  zu  gleicher  Zeit  (§§  673,  a;  679,  b,  c) 
die  Achse  der  oskulierenden  Kreise  aller  orthogonalen  Trajektorien  ist. 
Daraus  leitet  man  unter  Berufung  auf  das  Theorem  von  Meusnier  ab,  daß 
die  genannte  Erzeugende  die  zu  der  Erzeugenden  der  ersten  Fläche  senk^ 
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rechten  Ebenen  in  den  Krümmungszentren  der  zugehörigen  Schnitte  längs 
dieser  Erzeugenden  trifft. 

694.  Wir  wollen  mit  einer  Verallgemeinerung  der  Formeln  (19) 
schließen^  und  zwar  wollen  wir  es  so  einrichten,  daß  dieselben  un- 
mittelbar auf  den  Fall  anwendbar  werden,  wo  x,  y^  e  als  Funktionen 
von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  w,  v  gegeben  sind.  Wir  er- 
innern an  die  Formeln  am  Schluß  von  §  660 


(23)  JE- 


d{y.z) 


in  welchen 


afTL= 


1         d  (z,  x) 


,  91  = 


1 cj^ltj 


a 


ist.    Da  man  hat 

a(je,9fn)     a(A9Ti)  a(w,t?) 


"  -2  (If)" 


"SD^  dx 
j^  du  dv 


1  d  (J£,  gn) 

9t   d  («,  v) 


U.  8.  W. 


d{x,y)  d{u,v)      d{x,y)       yab-c^ 

so  ist  nach  der  zweiten  Formel  (20) 

^  X     d{u^v)        vil    d(u^v) 

Multipliziert  man  diese  drei  Ausdrücke  bezüglich  mit  JE*,  Sit*,  91* 
und  addiert,  so  erhalt  man 


1   d  ( A  9TI) 
31   d{u,v) 


(24) 
oder 


Vir--^ .  K  - 1>^^  +  m.m4  +  9t?fe? 


l/o6-c»ür  = 


a  (u, ») 

JE 
91 


■    1/IW 

a  («,  v) 

ajE 

d£ 

du 

dv 

82fll 

3911 

du 

dv 
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d% 

^(w,«) 
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a» 


Man  kann  die  Formel  (24)  auch  in  der  Weise  transformieren,  daß  in 
dem  Ausdruck  von  K  explicite  die  ersten  und  zweiten  partiellen  De- 
rivierten  von  x,  y,  g  nach  u,  v  auftreten.  Schreibt  man  die  Formel  in 
der  Form 

^  ^  j^  d(u,v)     d{u,v)   ' 

so  erkennt  man  sofort  (§  29),  daß  die  rechte  Seite  das  Produkt  der 
Matrices 


dx 

dy 

dz   ! 

d£ 

asifi 

d?fi 

du 

du 

du  1 

du 

du 

du 

dx 

dy 

dz  " 

dl 

asn 

a9i 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

ist.     Andererseits  findet  man,  wenn  man  die  Multiplikation  ausführt 
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Erümmang^. 
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und  die  Gleicliuiigen  beachtet^  die  sich  durch  partielle  Deriration  der 
Orthogonalitatsbedinguiigen 

ergeben,   daß  die  Elemente   der  Produktdeterminante   folgende  sind: 

j^  du  dv  j^      dudv"^ 

d*x 


^7  dx  d£ 

ji^  du  du 


^^  dv   du  j^      dvdu 


l/ad  — c' 

e 


X^  dx  d£_ "^  o  d^     _  __ 

^  dv  'dv  "■     ^  '^dv*    "■ 

Dabei  haben  wir  zur  Abkürzung  gesetzt 


Va6  — c* 


a 


da; 

dx 

d*x 

du 

dv 

du* 

dp 

»y 

a*y 

du 

dv 

du* 

de 

de 

d*z 

du 

dv 

du* 

Ä  = 


dx 
du 

dy 
du 

dj_ 
du 


dx 
dv 

dy 

dv 

dz^ 
dv 


d'x 
dv* 


Yv*  •  ' 


d*z 


dv' 


e- 


Es  ist  also 

(25) 


dx 

du 

du 

dl 

du 


dx 
dv 

dy 
dv 

dz_ 
dv 


d*x 
duWv 

d*y 


dudv 

d*z 


X  = 


dudv 


696.  In  ähnlicher  Weise  gehen  wir  bei  der  Berechnung  von  H 
aus  von  der  ersten  Formel  (20),  indem  wir  die  Vorzeichen  der 
rechten  Seite  umkehren,  damit  die  Kosinus  £,  9Tt  mit  dem  Zeichen 
genommen  sind,  welches  sich  für  sie  aus  (23)  für  u  »  o;,  v  =  y  er- 
gibt    Offenbar  ist 

d£.     dj^     d{£^y)     d(?[i,x)^ 1^ 1  ra(J£,y)      a(gn,x)-[ 

^-■*'  ^"   ^^(^,y)      'd{x.y)        1/^6^=?  '  51  La (u, t;)        d{u,v)  }     '^' ^- ^' 


dx       dy       d(i 


Mithin  läßt  sich  Yab  —  c^  •  H  durch  jede  der  drei  Differenzen 

a(9l,y)  _  d(5fi,z)       d  (A^)  _  H^^)       d(m.,x)  _  d  (£,_y) 
d  (m,  v)         d  (w,  v) '      d  (M,  v)        d  (w,  v) '       d  (u,  v)         ?  (m,  v)  ' 

die  man  bezüglich  durch  £,  Sflt,  91  zu  dividieren  hat,  ausdrücken. 
Daraus  folgt,  wenn  man  mit  £',  9IL^,  9L'  multipliziert  und  dann  addiert, 
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oder 

Inzwischen  liefert  eine  leichte  Rechnung 

du  du       yab  —  c^^    ^^  ^"^ 

Also  ist 

^  ''  ^j  L        ^w  du  dv  dv  \du  dv       dv  dujj 

und  endlich 

(26)  ^^gu  +  g^a-2ec^ 

(a&  -  c*)* 

Es  ist  leicht  zu  verifizieren^  daß  die  Formeln  (25)  und  (26)  sich  auf 
die  Formeln  (19)  reduzieren,  wenn  man  w  =  a;,  v  =  y  setzt;  denn 
unter  dieser  Voraussetzung  gehen  die  Funktionen  a,  b,  Cy  GLy  Sß,  Q 
in  1  +  !>*,  1  +  q^y  pq,  r,  t,  s  über. 


Bestümmnng  und  Blgensohaften  der  merkwftrdigen 

Knnren  einer  Flftohe. 

696.  Krümmungslinien;  Nabelpnnkte.  Zur  Bestimmung  der 
Krümmungslinien  (§  665)  einer  gegebenen  Fläche  hat  man  die  durch 
Elimination  von  k  aus  (17)  hervorgehende  Gleichung 

(2^)  {^+P*)^^+Pady  ^  Padx  +  {l  +  q*)dy 

^     ^  rdx-\-8dy  8dx-\-tdy         ' 

d.h. 

/      r  8\    dx*  /     t  ^     \  ^^^y 

^^^^        ^  +(± i-)-iyL^o 

^\pq        l  +  q*)l  +  p'        ^' 

Denkt  man  sich  p,  q,  r^  s,  t  durch  die  unabhängigen  Veranderlichen 
Xy  y  ausgedrückt,  so  ergeben  sich  aus  (28)  zwei  Gleichungen 

(29)  rf|  =  9'(^>y)'   S  =  *(*'y)- 

Von  diesen  Gleichxmgen,  die  jede  für  sich  betrachtet  werden,  gelangt 
man  durch  ein  Verfahren,  welches  wir  am  Schlüsse  dieses  Lehrbuchs 
klar  machen  werden,  zu  den  Gleichungen  von  zwei  Scharen  zur 
;9- Achse  paralleler  Zylinder,  die  die  Fläche  längs  ihrer  Erümmungs- 
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linien  schneiden.  Man  beachte  ^  daß  die  Gleichung  (28)  dann  und  nur 
dann  identisch  erfüllt  ist,  wenn  die  Koordinaten  Xy  y,  z  eines  Flächen- 
punktes M  auch  den  beiden  Gleichungen 

(30)  ''  '  * 


l  +  p*       pq        1  +  g« 

genügen.  In  einem  solchen  Punkte  M  laufen  also  unendlich  yiele 
Krümmungslinien  zusammen.  Man  nennt  derartige  Punkte  Nabel - 
punkte.  Es  gibt  ihrer  im  allgemeinen  nur  eine  endliche  Anzahl. 
Sie  können  aber  auch  Linien  der  Fläche  erfüllen:  das  ist  der  Fall, 
wenn  die  Gleichungen  (30)  sich  auf  eine  einzige  reduzieren.  Die  Un- 
bestimmtheit der  Richtung  der  Tangenten  der  Krümmungslinien  in 
einem  Nabelpunkt  kann  an  nichts  anderem  liegen^  als  an  der  ün- 
bestimmtheit  des  Achsenpaares  der  Dupinschen  Indikatrix^  also  daran, 
daß  diese  ein  Kreis  ist.  Daraus  folgt  (§  664),  daß  sich  die  Fläche 
in  der  Umgebung  der  Nabelpunkte  wie  eine  Kugel  verhält;  denn 
wenn  man  die  Tangentialebene  unendlich  wenig  verschiebt,  sodaß  sie 
senkrecht  zur  Normale  bleibt,  so  werden  auf  der  Fläche  unendlich 
kleine  Kreisschnitte  bestimmt.  Dieser  Umstand  läßt  sofort  erkennen,  daß 
es  auf  einem  Ellipsoid  z.  B.  vier  reelle  Nabelpunkte  gibt.  Sie  sind  die 
[Endpunkte  der  zu  den  beiden  Scharen  von  Kreisschnitten  konjugierten 
Durchmesser.  Man  kann  übrigens  verifizieren,  daß  die  Bedingungen  (30) 
gerade  mit  der  einen  Bedingung  g^  =^  q^  äquivalent  sind;  denn  aus  (19) 
ergibt  sich  durch  eine  leichte  Rechnung 

(i-i)" 

-'-!r^$^[(H.'+,')(iTF--r5?)"+^V(i^.+rF?-|3']' 

und  man  sieht,  daß  zum  Bestehen  der  Gleichung  q^  =  q^  die  Be- 
dingungen (30)  hinreichend  und  notwendig  sind. 

697.  Die  Normalen,  welche  längs  irgend  einer  Kurve  auf  einer 
Fläche  errichtet  sind,  bilden  eine  im  allgemeinen  windschiefe  Regel- 
fläche, die  man  als  Normalenfläche  bezeichnet.  Wie  viele  und 
welche  unter  den  unendlich  vielen  Normalenflächen,  die  durch  einen 
Flächenpunkt  hindurchgehen,  sind  abwickelbar?  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Normale  in  M  eine  Deve- 
loppable  erzeugt,  wenn  M  auf  der  gegebenen  Fläche  fortrückt,  ist  (§  667) 


=»  0. 


p 

dp 

dx 

i 

dq 

dy 

1 

0 

dz 

Die  obige  Determinante  ist  gleich 


670  VI,  4.    Anwendungen  aof  die  Fl&chen.  §§  697—698 


p     dp    dx+pdz 
q     dq    dy  +  q^is 
-10       0 


dx+pdz    dp 
dy  +  qdz    dq 


Es  muß  also  sein 

r^Y)  dx  +  pdg  ^  dy  +  qde  ^ 

^     ^  dp        '^        dq        ^ 

aber  diese  Gleichung  ist  nicht  yerschieden  von  (27),  wie  man  sofort 
erkennt,  wenn  man  beachtet,  daß 

dz  ^pdx  +  qdy,    dp==rdx  +  sdy^    dq^sdx  +  idy 

ist.  Es  gehen  also  durch  jeden  Punkt  der  Flache  zwei  abwickelbare 
Normalenflächen,  deren  Spuren  auf  der  Fläche  gerade  die  Erümmungs- 
linien  sind.  Die  Rückkehrkanten  aller  dieser  Normalenflächen,  bilden 
eine  Fläche  mit  zwei  Mänteln,  welche  man  auch  als  den  Ort  aller 
Hauptkrümmungszentra  betrachten  kann.  Diese  zweite  Flache  ist 
also  im  Verhältnis  zu  der  ersten  etwas  Analoges  wie  die  Evolute 
einer  Kurve*)  im  Verhältnis  zu  der  Kurve.  Die  oben  angegebene 
charakteristische  Eigenschaft  der  Krümmungslinien  läßt  sich  auch 
folgendermaßen  aussprechen:  Jede  Krümmungslinie  ist  eine  or- 
thogonale Trajektorie  der  Erzeugenden  auf  einer  Deve- 
loppablen,  die  aus  Normalen  der  Fläche  besteht,  und  diese 
Eigenschaft  kommt  keinen  andern  Kurven  zu.  Hieraus  ist,  wenn 
man  sich  an  ein  früheres  Theorem  (§  673,  b)  erinnert,  leicht  folgender 
Satz  abzuleiten:  Wenn  eine  Kurve  Krümmungslinie  auf  einer  Flache 
ist,  so  bewahrt  sie  diesen  Charakter  auf  allen  Fachen,  welche  die 
gegebene  längs  der  Kurve  unter  konstantem  Winkel  schneiden.  Dar- 
aus folgt  insbesondere:  Wenn  eine  Ebene  eine  Fläche  unter 
konstantem  Winkel  schneidet,  so  ist  der  Schnitt  notwendig 
eine  Krümmungslinie;  und  wenn  umgekehrt  eine  Krümmungs- 
linie eben  ist,  so  schneidet  ihre  Ebene  die  Fläche  unter 
konstantem  WinkeL  Das  Gleiche  läßt  sich  allgemeiner  f&r  die 
sphärischen  Kurven  behaupten,  da  auf  einer  Kugel  jede  Kurve  eine 
Krümmungslinie  ist. 

698.  Formeln  von  Bodrigae.  Die  Bedingung  dafür,  daß  ein 
Punkt  (Xy  y,  e)  auf  einer  Fläche  eine  Krümmungslinie  erzeugt,  kann 
man  unmittelbar  hinschreiben,  indem  man  ausdrückt,  daß  die  Normal- 
ebene der  betrachteten  Kurve  mit  der  rektifizierenden  Ebene  einer 
Evolute  dieser  Kurve  zusammenfallen  muß  (§  673,  a),  deren  Tan- 
genten Normalen  der  Fläche  sind.     Man  muß  also  haben 

dx         dy         dz 


(32) 


dje       dSfll       d9l 


1)  Wegen  der  Haupteigenschaften  der  Evoluten  der  Flächen  siehe  „Natar- 
liehe  Geometrie'^  S.  217. 


£ 

d£.      dx 

sm 

dÖlL    dy 

91 

dSfl     de 
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Dies  sind  die  Formeln  von  Bodrigue.  Sie  reduzieren  sich  auf 
eine  einzige,  wenn  man  die  Orthogonaütätsbedingong 

Ldx  +  inidy  +  ^dg  =  0 

berücksichtigt.  Umgekehrt  hat  man,  wenn  die  Bedingungen  (32)  er- 
füllt sind, 

X      ax      ax 

0, 

d.  h.  (§  667)  die  Normale  der  Fläche  erzeugt  eine  Developpable,  und 
der  Punkt  (xy  y,  e)  bew^  sich  also  auf  einer  Erümmungslinie.  Man 
kann  übrigens  die  Formeln  (32)  auch  aus  der  letzten  Bedüigung  ge- 
winnen^  weil  dieselbe,  ins  Quadrat  erhoben,  sich  leicht  auf  die  Form 

(d9trfy  -  d^STfidzy  +  {dS.dz  -  d'^dxy+  {dyXidx  -  dJErfy)*  -  0 

reduziert  und  sich  dann  in  die  Formeln  (32)  spaltet.  Es  ist  ferner 
leicht  zu  sehen,  daß  der  gemeinsame  Wert  der  Verhältnisse  (32), 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  den  zugehörigen  Hauptkrümmungsradius 
darstellt.  Endlich  gelangt  man  von  den  Formeln  yon  Rodrigue  zu 
der  Bedingung  (31),  indem  man  JE  =  —  St^,  9TL  =  —  STCg  differentiiert 
und  bemerkt,  daß  dL+pd^,  dSfll  +  gd?Jl  und  folglich  auch 
dx  +  pdz,  dy  +  qdz  proportional  zu  dp,  dq  sind. 

699.  Beispiele,  a)  Auf  den  Botationsüftchen  sind  die  KrümmimgS' 
linien  die  Meridiane  und  die  Parallelkreise.  In  der  Tat  liegen  die 
Flächennormalen  Iftngs  jedes  Meridians  in  der  Ebene  des  Meridians,  und 
die  Normalen  längs  eines  Parallelkreises  laufen  auf  der  Botationsachse 
zusammen.  Mim  braucht,  um  es  noch  einfacher  einzusehen,  nur  zu  be- 
merken, daß  die  Ebene  jedes  Meridians  und  Parallelkreises  die  Fläche 
unter  konstantem  Winkel  trifft.  Hat  man  übrigens  eine  der  beiden 
Scharen  von  Erummungslinien  gefanden,  so  ist  die  andere  durch  die  Be- 
dingung bestimmt,  daß  ihre  Linien  die  der  ersten  Schar  orthogonal  durch- 
setzen müssen.  Den  beiden  Scharen  von  Krümmungslinien  entsprechen  die 
beiden  Mäntel  der  Evolute.  Einer  von  ihnen  wird  durch  Botation  der 
Evolute  des  Meridians  lun  die  Achse  der  Fläche  erzeugt,  und  der  andere 
reduziert  sich  (§  681,  b)  auf  die  Achse  selbst.  Z.  B.  bildet  ein  Eatenoid 
zusammen  mit  der  Botationsachse  die  Evolute  einer  Pseudosphäre. 

b)  Auf  einer  abwickelbaren  Fläche  ist  jede  Erzeugende  eine  Krüm- 
mungslinie  (§  693,  b),  weil  die  Flächennormalen  längs  einer  Erzeugenden 
in  einer  Ebene  liegen.  Läßt  man  die  Erzeugenden  um  eine  ihrer  ortho- 
gonalen Trajektorien  um  einen  rechten  Winkel  sich  drehen,  so  werden 
sie  zu  Normalen  der  Fläche  und  hören  andererseits  nicht  auf  (§  673,  b) 
eine  abwickelbare  Fläche  zu  bilden.  Man  erkennt  auf  diese  Weise  direkt, 
daß  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Erzeugenden  die  andere  Schar  von 
Krümmungslinien  bilden.  Die  Evolute  der  Fläche  hat  einen  Mantel  im 
Unendlichen,  während  der  andere  (§693,b)  die  rektifizierende  Developpable 
der  Bückkehrkante  ist. 
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c)  Auf  der  Enyeloppe  einer  einfachen  Unendlichkeit  von  Kugeln  sind 

die  Charakteristiken  KrÜmmiingslinien;  denn  (§  674)  längs  einer  jeden 

von  ihnen   sind  die  Flächennormalen   die  Radien  der  eingehüllten    Kngel, 

^y  die  im  Mittelpunkt  G^  zusammenlaufen.    Daraus 

^^  folgt,    daß   eins  der  beiden   Hauptkrünunungs- 

^'^rt^ y'"--^  zentra   C^  ist.     Das  andre  bestimmt   man  im 

^^"'^      '^^^  Falle    eines    Tubus    (§  678,  b)    durch  die  Be- 

merkung, daß  es  der  Bückkehrkante  der  De- 
veloppablen  angehört,  die  von  einer  Normale 
der  Mittelpunktskurve  erzeugt  wird,  und  daß 
es  folglich  (§  679,  b)  auf  der  Achse  des  osku- 
lierenden  Kreises  dieser  Kurve  H^^n  muß. 
Die  Hauptkrümmungsradien  sind  also 


Fig.  87. 


^1  =  U,     ^j  =  22  — 


9 


008  9' 


wie  sich  auch  auf  rein  rechnerischem  Wege  feststellen  läßt,  indem  man 
von  den  Formeln  (19)  Gebrauch  macht  und  27A(X  —  jb)=»cos9  setzt, 
oder  einfacher  t«  =  5,  t;  =«  9  setzt  und  sich  der  Formeln  (25)  und  (26) 
bedient.  Wir  wollen  endlich  noch  bemerken,  daß  die  Evolute  eines  Tubns 
aus  der  Polardeveloppablen  der  Mittelpunktskurve  und  aus  dieser  Kurve 
selbst  besteht. 

700.  Geodätische  Torsion«  Die  in  §  697  gefundene  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  Krümmungslinien  steht  in  engem  Zusammen- 
hang mit  dem  Begriff  der  geodätischen  Torsion.  Dieser  Begriff  wurde 
von  Bertrand  eingeführt,  um  ein  Maß  für  die  auf  eine  Tangente  be- 
zügliche Drehungskomponente  der  Tangentialebene  zu  liefern,  wenn 
der  Berührungspunkt  sich  in  der  Richtung  der  Tangente  verschiebt. 
Es  ist  natürlich  als  Maß  dieser  Drehung  das  Verhältnis  des  Winkels, 


ff'OJ  ¥■  (t(p 


Sinormale 


um  welchen  die  Projektion  der  Flächennormale  auf  die  Normalebene 
sich  dreht,  zu  d6  (dem  Bogendifferential)  anzunehmen.  Wir  haben  bereits 
gefunden  (§672),  daß  dieser  Winkel  gleich  rj  —  dq>  ist.  Jenes  Verhältnis 
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hei£t  die  geodätische  Torsion.  Offenbar  laßt  sich  die  zu  Anfang  er- 
wähnte charakteristische  Eigenschaft  der  Erümmnngslinien  dahin  aus- 
drücken, daß  diese  Linien  in  jedem  Pnnkte  die  geodätische 
Torsion  Null  haben.  Die  geodätische  Torsion  hat  also  für  die 
Krümmungslinien  eine  analoge  Bedeutung,  wie  die  Normalkrümmung 
(§  683)  für  die  Asymptotenlinien;  und  beide  bleiben  in  jedem  Punkte 
dieselben  für  alle  Kurven,  welche  eine  gemeinsame  Tangente  zulassen, 
während  die  geodätische  Ej'ümmung  bei  diesen  Kuryen  zugleich  mit 
der  Lage  der  oskulierenden  Ebene  variiert.  Wir  werden  femer  sehen, 
daß  auch  zwischen  den  Gesetzen,  die  die  Änderungen  der  Normal- 
krümmung und  der  geodätischen  Torsion  für  die  unendlich  vielen  von 
einem  Flächenpunkt  ausgehenden  Richtungen  beherrschen,  Analogie 
besteht.  Beide  werden  nämlich  gemessen  durch  homogene  quadra- 
tische Funktionen  der  Kosinus,  die  diese  Richtungen  definieren. 

701.  Li  der  Tat,  wenn  mit  a\  V,  c'  die  Richtungskosinus  der- 
jenigen Tangente  der  Fläche  bezeichnet  werden,  die  zu  der  betrach- 
teten Tangente  senkrecht  ist,  so  ist  klar,  daß  wegen 

£  =  a  sin  9  +  i  cos  9?,    a=^a  cos  (p  —  ksinq)    u.  s.  w. 

folgende  Relationen  gelten 

(33)  -3-  = C08q>-'at,  --5 — — cosy— or,  -j— = cosy— er. 

Dies  sind  sozusagen  die  Frenetschen  Formeln  (vgl.  §  637)  für  das 
durch  die  orthogonale  Determinante 

a    a     £ 

ft   6'  an    =1 

c     c'    91 

definierte  Tripel  von  Richtungen.     Multipliziert  man  die  Formeln  (33) 

einmal  mit  a,  &,  r,  ein  zweites  Mal  mit  a',  &',  c',  so  erhält  man  durch 

Addition 

coflqp ^CT    dJ£  _       ^T    ,dS, 

o  ^j      da'  •  ^^mJ       da 


Da  nun  JE  -  -  SRLp,  911  =  -  9I3  ist,  wobei  91  =  l/YT+p*  +  3«, 
so  werden  die  letzten  Formeln,  wenn  man  die  Orthogonalitätsbedingungen 
pa  +  qb  ==  c,  pa  +  qb'^  c'  berücksichtigt. 

Cefuro,  AnftlytU.  48 
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Die  erste  Formel  ist  nicht  verschieden  von  (13),  für  die  wir  auf 
diese  Weise  einen  neuen  Beweis  erhalten  haben;  die  zweite  Formel 
gibt  uns 

und  diese  Gleichung  kann  man  auf  eine  analoge  Form  bringen 
wie  (13),  indem  man  bemerkt,  daß 

a'=  gfric  ~  916  -  -  91(6  +  «c)  -  ~  ^[pqa  +  (1  +  3*)6], 

6'=^9la-  £c  «      9l(a+j>c)=      9l[(l +i>*)flj  +  p(?6] 

ist.     Man  erhält  dann 

^_-(ra  +  8h){pqa  +  {i  +  q^b]  +  {8a  +  tb)l(l+p')a  +  pqb] 
^-  l+p'  +  q' 

und  man  gelangt  wieder  zu  der  für  die  Erümmungslinien  charakte- 
ristischen Bedingung  (27),  wenn  man  r  ==  0  setzt. 

702.  Will  man  die  Eigenschaften  von  t  ermitteln,  so  ist  der 
Gebrauch  der  Formel  (34)  bequemer. 

a)  Eine  erste  Eigenschaft  ergibt  sich  sofort  durch  folgende  Be- 
merkung. Ersetzt  man  die  Richtung  (a,  6,  o)  durch  (a,  b\  (f^,  so 
muß  man  diese  durch  die  Richtung  (—  a,  —  6,  —  c)  ersetzen,  sodaß 
also  r  nur  einen  Zeichenwechsel  erleidet.  Mithin  haben  zwei  Karren 
einer  Fläche,  die  sich  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  in  dem 
Schnittpunkt  geodätische  Torsionen  mit  entgegengesetztem  Zeichen, 
die  aber  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  sind. 

b)  Sind  (tti,  tj,  Ci)  und  (a^,  6^,  c,)  die  Richtungen  der  Tangenten 
der  Erümmungslinien,  so  kann  man  immer  setzen 

a  =  «1  cos  Ö  +  Oj  sin  ö,     a'  =  —  a^  sin  ö  +  o,  cos  0, 

6  =  &!  cos  0  +  6j  sin  0,      6'  =»  —  J^  sin  0  +  b^  cos  0 . 

Setzt  man  diese  Werte  in  (34)  ein  und  bemerkt,  daß 

ra^a^  +  s^a^b^  +  a^b^)  +  tb^b^  =  0 

ist,  so  erhält  man  die  Formel 

(35)  r  -  (-  -  ~)  sin0cos0, 

die  klar  erkennen  läßt,  in  welcher  Weise  t  um  einen  Punkt  herum 
variiert,     ' 

c)  Man  addiere  zu  dem  Produkt  der  Normalkrümmungen  in  den 
Richtungen  (a,  6,  c)  und  (a',  6',  c')  das  Produkt  der  geodätischen  Tor- 
sionen in  denselben  Richtimgen  und  bemerke,  daß  der  Ausdruck 

{ra^  +  2sab  + 1¥) (ra « +  25a 6'+  tV^)  -  [raa'  +  s (aV  +  ba")  +  tbbj 

sich  identisch  auf  {rt  —  s^)  9L*  reduziert.  Dann  erhält  man  die  wich- 
tige Formel 


* 
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(36)  K^-^^x 

die  man  auch  ableiten  kann^  indem  man  sich  des  Ausdrucks  (35) 
von  X  und  der  Eulerschen  Formel  bedient.  Schreibt  man  in  der  Tat 
die  letztere  in  den  beiden  in  §  685  angegebenen  Weisen  ^  so  erhält 
man  sofort  durch  Multiplikation 

\Q         9i/\9%  9/  9  9  99 

703.    Asymptotenlinien;    Theorem    von    Enneper.      Die   Auf- 
suchung der  Asymptotenlinien  gründet  sich  auf  die  Gleichung 

(37)  rdx^  +  2sdxdy  +  tdy^  =  0. 

Dieselbe  drückt  aus,  daß  die  Normalkrümmung  dieser  Kurven  null 
ist.  Die  Oleichung  (37)  drückt  auch  die  Orthogonalitat  der  Haupt- 
normale gegen  die  Flächennormale  aus,  da  die  linke  Seite  identisch 
gleich  —  pd^x  —  qd^y  +  d^z  ist.  Man  kann  (37)  auch  in  allgemeinerer 
Form  so  schreiben: 

£d^x  +  <3\ld^y  +  "Sid^B  =  0. 

Sind  Xy  y,  z  als  Funktionen  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  Uy  v 
gegeben  und  beachtet  man,  daß 

d^x  =  ö-j  du^  +  2  7^—5-  dudv  '\-  ^-^  dv^    u.  s.  w. 

ist,  so  wird  die  letzte  Gleichung 

(38)  eidu^  +  2edudv  +  d!>dv^  -  0, 

wo  ÖL,  SB,  Q  die  am  Schluß  von  §  694  festgelegte  Bedeutung  haben. 
Im  folgenden  werden  wir  sehen,  daß  die  Gleichung  (37),  ebenso 
wie  (28),  die  dieselbe  Form  hat,  zwei  einfach  unendliche  Flächen- 
schiuren  charakterisiert,  welche  die  gegebene  Fläche  längs  der  Asymp- 
totenlinien schneiden.  Es  ist  übrigens,  wenn  man  diese  Linien  auf 
einer  gegebenen  Fläche  studieren  will,  nicht  unerläßlich,  ihre  Glei- 
chungen zu  keimen.  Es  gibt  nämlich,  wenn  die  Hauptkrümmungen 
der  Fläche  bekannt  sind,  Formeln  zur  Berechnung  der  Krümmungen 
der  Asymptotenlinien.  Wenn  wir  nicht  die  diesem  Lehrbuch  ge- 
steckten Grenzen  überschreiten  wollen,  so  können  wir  hier  einen  Be- 
weis für  die  Formel  von  Bonnet^),  welche  die  Flexion  der  Asymp- 
totenlinien ausgedrückt  durch  q^  und  q^  liefert,  nicht  geben.  Es  ist 
dagegen  leicht  aus  (36)  folgendes  Theorem  von  Enneper  abzuleiten: 
Die  Torsion  der  Asymptotenlinien  ist  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  negativ  genommenen  totalen  Krümmung. 
In  der  Tat  ist  bei  den  Asymptotenlinien,  wie  bei  allen  Kurven,  deren 

1)  „Nonvelles  Annales  de  Math^matiques^^  1866,  p.  268. 
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Hauptnormalen  gegen  die  Flächennormalen  gleich  geneigt  sind  (das 
gilt  auch  Ton  den  geodätischen  Linien),  die  geodätische  Torsion  nicht 
verschieden  von  der  absoluten  Torsion.  Da  also  \|^  ■=  r,  1/p  =  0 
ist;  so  gibt  die  Formel  (36)    t.  =  ±  y  —  (>^p,. 

704.  Theorem  von  Beltrami.  Wir  wollen  zum  Schluß  das  in 
§  682  ausgesprochene  Theorem  von  Beltrami  beweisen.  Man  ver- 
lege den  Anfangspunkt  nach  einem  beliebigen  Punkt  M  der  Flache; 
man  wähle  femer  in  der  Tangentialebene  die  Tangente  einer  Asymp- 
totenlinie als  Achse  der  x  und  die  Hauptnormale  als  Achse  der  y 
und  ziehe  die  je^-Achse  (die  Flächennormale)  in  der  negativen  Richtung 
der  Binormale.  Die  in  §643  gefundenen  Formeln  (19)  sind  auf  jede 
Kurve  anwendbar ,  die  die  Asjmptotenlinie  berührt  und  in  M  von  der 
Tangentialebene  der  Fläche  oskuliert  wird  Wenn  also  x,  y,  z  die 
Koordinaten  (ti,  Wy  —  v)  eines  zu  Jlf  unendlich  benachbarten  Punktes  2f' 
auf  der  betrachteten  Kurve  sind,  so  hat  man 

,.1/        1         i<      ^  1 

lim  -^  =  ;r— ,      lim  —i  «»  r —  • 
x^       2^'  a?'       6pt 

Insbesondere  gelten  diese  Formeln  für  die  Asjmptotenlinie  ^  wenn 
man  für  p  und  %  die  Werte  q^  und  «.^  setzt,  welche  diese  Badien 
auf  der  Asymptotenlinie  in  M  haben.  Andererseits  lafit  sich  der 
Gleichung  der  Fläche  in  der  Umgebung  von  M.  die  Form  geben 

z  =  \{rx^  +  isxy  +  ^y«)  +  Äa:»  +  •  •  • . 

Da  nach  der  Voraussetzung  eine  der  oskulierenden  Geraden  die 
o;- Achse  ist,  so  hat  man  r  —  0.  Außerdem  gibt^)  die  Formel  (34) 
s^  1/^^,    Läßt  man  also  M'  nach  M  hinrücken,  so  kommt 

Tc  =  lim  ~ lim  -j^^r-  ( x 1  • 

Insbesondere  ergibt  sich,  wenn  M'  längs  der  Asymptotenlinie  nach 
M  rückt,  Ä  =  —  l/Spo^Q.  Durch  Yergleichung  der  beiden  Werte  von  k 
gelangt  man  zu  der  interessanten  Formel  von  Bonnet 

die  als  Spezialfall  (i;  =»  <x>)  das  Theorem  von  Beltrami  einschlieBt. 

706.  Geod&ti80he  Linien;  Formeln  von  Weingarten.  Die  De- 
finition (§  665)  der  geodätischen  Linien  einer  Fläche  drückt  sich  un- 
mittelbar in  den  Gleichungen  aus 

(39)  /.|5:£  =  ^^:Cnt  =  ^^:91L, 

^     J  ds  ds  ds  ds  dg  ds  ' 


1)  Mit  diesen  Werten  von  r  und  8  ist  das  Theorem  von  Enneper  aofä  nene 
bewiesen,  da  K^rt  —  «*  =  —  1/*^*  i«t. 
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wobei  s  die  Länge  des  Bogens  ist.  Man  beachte,  daß  diese  Glei- 
chungen sich  in  Wirklichkeit  anf  eine  einzige  reduzieren^  da 

^  ??  _^  ^      o         ^S^  P^?      n 

ist.  Man  gelangt  übrigens  zn  einer  einzigen  Oleichung^  wenn  man, 
anstatt  auszudrücken,  daß  die  Hauptnormale  mit  der  Flächennormale 
zusammenfallt,  hinschreibt,  daß  die  Binormale  in  der  Tangentialebene 
liegt: 

Es  kommt  sehr  selten  Tor,  daß  man  imstande  ist,  yon  den  Olei- 
chungen  (39)  zu  einer  Gleichung  in  x,  yy  e  mit  zwei  willkürlichen 
Konstanten  zu  gelangen,  die  zusammen  mit  der  Gleichung  der  Fläche 
die  zweiGEush  unendliche  Schar  der  geodätischen  Linien  darstellt  Man 
kann  trotzdem  diese  Kurven  studieren,  ohne  ihre  Gleichungen  in  end- 
licher Form  zu  kennen,  und  es  ist  für  die  Anwendungen  yon  be- 
sonderer  Wichtigkeit  zu  wissen,  wie  sich  die  geodätischen  Linien  i;n 
ganz  kleinen  Bereichen  der  Fläche  verhalten.     Man  verlege  den  An- 


TV 


Fig.  89. 


fangspunkt  auf  die  Fläche,  nach  ilf,  und  richte  die  Achsen  x  und  y 
längs  der  Tangenten  der  Krümmungslinien.  Sodann  beixachte  man 
einen  Bogen  MM'^  6  auf  der  durch  den  Winkel  0,  den  ihre  Tan- 
gente in  M  mit  Mx  bildet,  definierten  geodätischen  Linie.  Kon- 
struiert man  von  den  durch  M  hindurchgehenden  Normalschnitten 
den,  der  auch  durch  M'  hindurchgeht,  so  wird  auf  der  Fläche  ein 
anderer  Kurvenbogen  MM'^  tf  H-  d  bestimmt.  Die  Ebene  dieses 
Schnittes  pflegt  man  in  der  Praxis  als  oskulierende  Ebene  der  geo- 
dätischen Linie  anzunehmen,  obwohl  man  sie,  damit  sie  es  tatsäch- 
lich wird,  einer  gewissen  Drehung  e  unterwerfen  muß.  Rechnet  man 
sie   für   einen   auf  der    positiven  Hälfte    der   xr-Achse    (der   Haupt- 
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normale)  befindlichen  Beobachter  im  Sinne  des  UhrzeigerB,  so  erledigt 
sich  ihre  Berechnung  leicht  mit  Hilfe  der  Bemerkung^  daß  tg  £  =  —  vju 
ist,  wo  u  und  v  (§  643)  die  Abstände  des  Punktes  M'  von  der  Normal- 
ebene und  der  oskulierenden  Ebene  bedeuten.  Man  erhält  daher, 
wenn  man  in  den  Formeln  (19)  des  §  643  das  ds  in  6  verwandelt, 
£  ==^  ö^/Ggty  d.h.  die  Drehung  e  ist  infinitesimal  von  zweiter 
Ordnung  in  Bezug  auf  den  Bogen  6.  Dieser  Schluß,  der  so  einfach 
ist  und  übrigens  vorauszusehen  war,  enthält  einen  der  Fundamental- 
sätze der  Geodäsie.  In  der  Praxis  pflegt  man  auch,  und  zwar  mit 
mehr  Recht,  d  zu  vernachlässigen,  d.  h.  den  längs  eines  Normal- 
schnittes gemessenen  Bogen  MM'  als  einen  Bogen  einer  geodätischen 
Linie  zu  betrachten.  Das  rechtfertigt  sich  durch  den  Nachweis,  daß 
d»f<f£^  ist,  daß  also  die  Differenz  zwischen  den  beiden 
Bogen  infinitesimal  von  fünfter  Ordnung  ist.  Dieses  und  andere 
wichtige  Resultate  lassen  sich  aus  den  Formeln  von  Weingarten 
ableiten,  die  die  Koordinaten  x,  y,  z  von  M'  als  Funktionen  von  ff 
u)id  von  6  liefern.     Da  man  nach  den  zitierten  Formeln  (19)  hat 

so  erhält  man  sofort  z  =^  w  und  außerdem 

n  '     n        ^  n         ^f*  /C08Ö         sin  ö\     , 

'     n     t  n         ^    '     n  ^*  /sin  ö    ,    COfl^     , 

Andererseits  hat  man  auf  Orund  des  Theorems  von  Euler  (§  685)  und 
der  Formel  (35),  wenn  man  sich  erinnert,  daß  für  die  geodätischen 
Linien  x  =  1/t  ist, 

cosO       sind  C08Ö         sinö        cosö sinO 

Also  ist 

706,  Anwendung  auf  die  Botationsfläohen.  a)  um  die  Asym- 
ptotenlinien zu  bestimmen,  wähle  man  die  Rotationsachse  als  j9- Achse, 
und  0  =^  f(x)  sei  in  der   (a?jp)- Ebene   die  Grleichung   des  Meridians.     Die 

Gleichung  der  Fläohe  ist  dann  z='f{E)  mit  J2  =  y'  a?*  -f  y*.  Daraus 
folgt  durch  Derivation 

ferner 

Die  Gleichung  (37)  wird  jetzt 
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(dx'  +  dy^)  <p  (R)  +  (xdx  +  ydyy  5?^  =  0, 

oder,  wenn  man  in  der  (o;^)- Ebene  Polarkoordinaten  benutzt, 

{dR^  +  R^dO^  q>  (R)  +  Rq>XR)dR*  =  0, 
mithin 


(40)  ±li-y^ 


r(R) 


RfiR) 

Direkter  gelangt  man  zu  dieser  Gleichung,  wenn  man  von  (38)  ausgeht; 
denn  für  u  =  i?,  i?  =  Ö  findet  man  leicht 

In  der  Integralrechnung  werden  wir  lernen,  wie  man  von  der  Gleichung  (40) 
zu  einer  andern  in  endlicher  Form 

±{9-  «o)  -  F(l{) 

gelangt,  die  zwei  Kurvenscharen,  die  Projektionen  der  Asymptotenlinien 
auf  die  (rr^)- Ebene,  darstellt.  Diese  Kurven  lassen  sich  alle  aus  der 
einen  6  =^  F  (R)  durch  Spiegelung  an  der  Polarachse  und  Drehung  um 
den  Pol  ableiten. 

b)  Nur  in  ganz  speziellen  F&llen  ist  die  vollständige  Bestimmung 
der  geodätischen  Linien  möglich.  Man  kann  aber  trotzdem  in  dem  all- 
gemeinen Falle  aus  (39)  ein  bemerkenswertes  Theorem  gewinnen,  welches 
die  Diskussion  der  geodätischen  Linien  auf  den  Rotationsflächen  sehr  er- 
leichtert und  ihren  Verlauf  zu  übersehen  gestattet.     In  der  Tat  mu£  sein 

d  dx  d  dy  ^  d  dy  d  dx       ^ 

j—r-ix='j--j^:y     oder    iCT~j"-"y^~"3-  =  0, 
ds  da  ds  ds    ^  ds  ds       ^  da  da  ' 

also 

d  /   dy  dx\       ^         dy  dx 

da  \   da       ^  da)  '        da       ^  da         ' 

wo  c  eine  willkürliche  Konstante  ist.  Es  sei  nun  t/;  der  Winkel  einer 
geodätischen  Linie  mit  dem  Meridian,  und  man  beachte,  daß  —sind, 
CO8  0,  0  die  Bichtungskosinus  der  Tangente  des  Parallelkreises  sind 
und  dx/dSj  dy/ds^  dz/ds  die  Richtungskosinus  der  Tangente  der  geodä- 
tischen Linie.     Dann  hat  man 

.     .  ,    ^    dx   .  a    ^y        ^  (   dy  dx\ 

d.h.  i?sintf;s=c.  Die  geodätischen  Linien  einer  Rotationsfläche 
treffen  also  die  Meridiane  unter  Winkeln,  deren  Sinus  längs 
jeder  geodätischen  Linie  wie  die  Krümmung  der  Parallel- 
kreise variiert.  Dieses  Theorem,  welches  man  Clairaut  verdankt,,  ist 
in  der  Geodäsie  sehr  nützlich.  Es  legt  der  von  den  geodätischen  Linien, 
die  einem  gegebenen  (nicht  verschwindenden)  Wert  von  c  entsprechen,  er- 
füllten Region  Grenzen  auf.  In  der  Tat  kann  R  dem  absoluten  Betrage 
nach  nicht  kleiner  als  c  werden.  Denkt  man  sich  also  eine  geodätische 
Linie  in  dem  Sinne  durchlaufen,  in  welchem  die  Parallelkreise  kleiner 
werden,  so  wird  die  Kurve  immer  mehr  von  den  Meridianen  abweichen. 
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um  sich  den  Parallelkreisen  zu  nahem,  und  schliefilich  wird  sie  den  Pa- 
rallelkreis vom  Radius  c  berühren  ohne  ihn  überschreiten  zu  können. 

707.  Übungen,  a)  Die  Asjnmptotenlinien  des  Helikoids  mit 
Leitebene  (§  690,  b)  sind  uns  bereits  bekannt.  Wir  wollen  sie  aber 
hier  noch  einmal  bestimmen,  und  zwar  mit  Hilfe  des  in  §  704  angegebenen 

Verfahrens.    Die  Gleichung  der  Fläche  ist  jsr  —  aÖ,  wo  ö  gleich  arctg  —  ist, 
yermehrt  um  ein  beliebiges  Multiplum  von  n.     Daraus  folgt 

/.^v  dz  ay  de  ax 


dx  x*+y*'     ^       dy       «•+y« 

Durch  nochmalige  Derivation  erkennt  man,  daß  f ,  8,  ^  proportional  zu 
--  2xy^  x*  —  y^y  2xy  sind,  sodafi  die  Gleichung  (37)  folgende  wird 

—  xydx^  +  {x^  —  y*)  dxdy  +  xydy^  =  0. 

Sie  spaltet  sich  in  die  beiden  Gleichungen 

ydx  —  xdy  —  0,     xdx  +  ydy  =-  0. 

Die  erste  liefert  die  Erzeugenden  (y  » kx)^  während  die  zweite  a;'  +  f^ 
»  Const.  gibt.  Die  Asjnnptotenlinien  der  beiden  Scharen  sind  also  zu- 
einander orthogonal,  und  die  Fläche  ist  daher,  wie  wir  auch  sdion  wissen, 
eine  Minimalfläche.  Bascher  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  u^=  B^ 
V  ^  0  nimmt  und  die  Gleichung  (38)  anwendet,  die  sich  auf  dBdd  ^=^  0 
reduziert,  da  GL  =  ä  »»  0,  6  «  —  a  ist.  Die  Asymptotenlinien  werden 
also  dargestellt  durch  die  Gleichungen  12 «  Const.  (Schraubenlinien)  und 
0  »  Const.  (geradlinige  Erzeugende). 

b)  Wir  wollen  auf  derselben  Fläche  die  Erümmungslinien  zu  be- 
stimmen suchen.  Sie  durchsetzen  offenbar  die  geradlinigen  Erzeugenden 
unter  45^  Um  sie  analytisch  zu  bestimmen,  setzen  wir  die  Werte  (41) 
oder 

I?  =-  —  -g  sm  ö ,      g  -B  ^  cos  0 
in  die  Gleichung  (31)  ein.     Diese  wird  dann 


dR 
R 


008  6—  (l  +  ^\  BUiede        ^sinö  4-  (l  +  ^)  cosSde 


+  Tz> ^ ^0 


d Jt       ^  _  ,_  CL R        _   .     .    -  -^ 

-=^  Bin  6  —  coBßdB  -=-  cos  0  +  sm  9  d  9 

und  reduziert  sich  auf 

de  1  -  j/i         dtj) 

±  Xü  ="    y  oder     n:  aö  ==  -7~^ , 

dR       y  Ä«  -f  a*  sm^' 

wenn  man  22  »  a  cot  tf;  setzt.     Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  ist 

(§  292,  b)  das  Differential  von  log  tg  y  *     ^^^  erhält  also  successiv 

e+(9-e^o)  -=  tg^,      Ä  «  -?-(e±(«-e«)-  c  +  <»-»»>). 

Diese  Kurven,  die  Projektionen  der  Krümmungslinien  auf  die  Leitebene, 
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a 


erh&lt  man  alle,   indem  man  die  Spirale   B  ^  -^(e^  —  e"^)  um  den  Pol 

rotieren  läßt.  Diese  Spirale  geht  vom  Pol  aus  wie  eine  archimedische 
Spirale  und  hat  die  Tendenz  sich  im  Unendlichen  in  ein  Paar  logarith- 
mischer Spiralen  zu  verwandeln,  die  die  Badienvektoren  unter  45^  treffen. 

c)  Um  die  Asymptotenlinien  des  Eatenoids  zu  hestinmien,  mache 
man  Oehrauch  von  der  Formel  (40)  und  bemerke,  daß  die  Funktion  e  »  f(R) 

implicite  definiert  ist  durch  die  Gleichung  des  Meridians:  B^'-^ye^  -\-  e  **)• 
Sie  liefert  uns  bei  zweimaliger  Derivation  nach  B 

sodaß  die  Formel  (40)  übergeht  in 

Die  Projektionen  der  Asymptotenlinien  auf  die  Ebene  des  Eehlkreises 
werden  also  in  PolarkoorcQnaten  dmrch  die  Gleichung  dargestellt,  welche 
man  erhält,  indem  man  in  der  Gleichung  des  Meridians  z  dnrch  ±  a(0  — -  0^) 
ersetast: 

Alle  diese  Kurven  werden  erhalten  durch  Botation  der  Spirale 

am  den  Pol.  Man  braucht  also  nur  eine  Asymptotenlinie  zu  haben,  um 
sie  alle  zu  kennen.     Die  Gleichungen 

Ä  =  Y  (e*  +  c"*)  cos  Ö,      ^  =  Y  (e^  +  e~®)  sin  0,      jp  =  aö 

stellen  gerade  eine  der  Asymptotenlinien  dar,  und  wir  haben  dieselbe 
bereits  in  §  657  untersucht.  Die  Eigenschaft;,  die  Parallelkreise  des  Ka- 
tenoids  unter  45®  zu  schneiden,  die  diese  Kurve  hat,  erscheint  uns  jetzt  als 
evident.  Da  nämlich  das  Katenoid  eine  Minimalfläche  ist  (§  690,  a),  so  müssen 
die  Asymptotenlinien  die  Krümmungslinien,  also  die  Meridiane  und  die 
Parallelkreise,  gerade  unter  45®  treffen.  Die  andre  Eigenschaft  unserer 
Kurve,  welche  den  Torsionsradius  betrifft,  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
Theorems  von  Enneper.  Bezeichnet  man  in  der  Tat  mit  n  den  Abschnitt 
der  Flächennormale,  der  zwischen  dem  Incidenzpunkt  und  der  Botations- 
achse  liegt,  so  sind  die  Hauptkrünmiungsradien  ^1  "=  n  und  q^^^  —  n. 
Die  Formel  am  Schluß  von  §  704  gibt  dann  sofort  t»  =  ±  n. 

d)  Bemerkenswert  sind  auch  die  Asymptotenlinien  der  Pseudo- 
sphäre  (§  693,  a).  Es  sei  tf;  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Bo- 
tationsachse,  sodaß  2J  =-  a  sin  tf;,  f{S)  =  —  cot  i|;  und  infolgedessen 
/''(Jf)  =a  l/acost/;sin*tf;   ist.      Die  Formel   (40)  wird   ±  dö  =  (ii^/sini/;, 

und  man  leitet  daraus  ab  ±  (^  —  ^o)  ~  ^^fi»  ^  2  '   ™i*^^ 

2a 


jR  = 


g±(«-«o)^e+^^"*» 
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Diese  Gleichung  stellt  die  unendlich  vielen  Lagen  dar,  welche  eine  Poinscistke 
SpircUe  B  ^  2a/(eP  +  e"^)  durch  Rotation  um  den  Pol  annehmen  kaniL 
Um  die  Asymptotenlinien  der  Pseudosphäre  zu  kennen,  braucht  man  nur 
eine    von    ihnen    zu    diskutieren.      Man    betrachte   diejenige,    welche    der 

Oleichnng  —  0  =  logtg -^  entspricht,  und  bemerke,  daB 

dz  dz  coB'tt»  a 

-—  »  a  -TS  cos  tl;  «=  —  o  -: — J-  = -. — -  +  a  sm  'ii; 

ist.  Daraus  folgt  «?  =  —  a  (log  tg  ^  +  cos  t/;  j  .  Die  Asymptotenlinie, 
welche  wir  betrachten  wollen,  wird  also  dargestellt  durch  die  Gleichungen 


2  a  cos  6  2  a  sin  0 


^  =  ^r— ^.    y- 


e^  +  e-^'     ^        e*  +  e-*' 


»('-^)- 


VerHÜirt  man  wie  in  §  657,  so  findet  man  leicht  s  =^  aß.     Also  ist  jeder 

(nicht  zu  große)   Bogen  einer  Asymptotenlinie   so  lang  wie    der    Bogen, 

welchen  die  Meridiane  in   den  Endpunkten  auf  dem  größten  Parallelkreis 

ausschneiden.     Es   seien  nun  Z,  m,  n  die  Richtungskosinus  der  Botations- 

achse  in  Bezug  auf  das  Fundamentaltrieder  der  Kurve.     Die  Differentiation 

von  z  liefert 

^       dz  sin  Tb  dz  « 

^"di ^j^  =■«>«*• 

Andererseits  ist  (§  638) 

/ . -V  dl        n        dm n^ 

^^^  5«  "  7 '     "57  ""  T ' 

und  die  Werte  von  m  und  von  t  sind  uns  bereits  bekannt.  In  der  Tat 
ist  »I  =  —  sint/;  der  Kosinus  des  Winkels,  den  die  Binormale  (die  Nor- 
male der  Fläche)  mit  der  jt- Achse  bildet.  Außerdem  ergibt  sich  aus  deiu 
Theorem  von  Enneper  sofort  t. ~ ± a.  Nehmen  wir  t^a  (linksgewnndene 
Asymptotenlinie)  und  bemerken  wir,  daß  aus  der  zweiten  Formel  (42) 
hervorgeht 

dm       dm 

Daraus  folgt  durch  Einsetzen  in  die  erste  Formel  (42) 

9  =  2^n^  =  T(«'  +  «-)-|G'^  +«■"")• 

Man  bemerke,  daß  in  dem  Berührungspunkt  der  Asymptotenlinie  mit  dem 
größten  Parallelkreis  der  Krümmungsradius  ^a  ist,  während  er  nach  dem 
Theorem  von  Beltrami  (§  682)  den  Wert  |a  haben  müßte.  Das  klÄrt 
sich  durch  die  Bemerkung  auf,  daß  der  genannte  Parallelkreis  (der  Ort 
der  Spitzen  der  Meridiane)  eine  singulare  Linie  der  Fläche  ist. 


Siebentes  Buch. 
Integralrechnung. 


Die  Integration. 

Onindbegriffe. 

708.  Man  nennt  Integral  Ton  f(x)dx  und  bezeichnet  mit 
Jf(x)dx  jede  Funktion^  welche  als  Differential  f{x)dx  hat.  Mit 
andern  Worten,  wenn  man  schreibt  Jf(x)  dx  =  F{x) ,  so  will  man 
behaupten,  daß  f(x)dx  >^  dF(x)  ist.  Da  man  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  durch  Elimination  des  einen  oder  des  andern  der  Sym- 
bole F  und  f  ableitet 

f(x)dx=^dff{x)dx,      fdF(x)-^F{x), 

so  sieht  man,  daß  die  beiden  Zeichen  d  und  J  sich  gegenseitig  auf- 
heben. Nennt  man  also  Integration  die  durch  das  Zeichen  J  dar- 
gestellte Operation,  durch  die  man,  wenn  f  gegeben  ist,  F  findet, 
so  kann  man  sagen,  daß  die  Integration  die  inverse  Operation 
der  Differentiation  ist.  Es  ist  uns  bereits  bekannt  (§  307,  b),  daß, 
wenn  F(x)  eine  Funktion  ist,  die  das  Differential  f{x)dx  zuläßt, 
alle  andern  Funktionen,  die  dasselbe  Differential  haben,  durch 
F{x)  +  C  dargestellt  werden,  wo  C  eine  willkürliche  Konstante  ist. 
Dagegen  ist  die  Differenz  der  Werte,  welche  das  einem  gegebenen 
Wert  von  C  entsprechende  Integral  Jf(x)dx  an  den  Endpunkten 
eines  gegebenen  Intervalles  (a,  h)  annimmt,   yollkommen   bestimmt, 

weil   bei   der  Bildung   der   Differenz   der   Wert  G  ganz  herausfallt. 

b 

Diese  Differenz  bezeichnet  man  mit  Jf(x)dx  und  nennt  sie  ein  be- 

a 

stimmtes  Integral  (zwischen  den  Grenzen  a  und  &)  zum  Unterschied 
von  dem  unbestimmten  Integral  Jf{x)dx,     Es  ist  also 

b 

ff(x)  dx  =  F{x)  +  C,     ff{x)  dx  =  F(h)  -  F(a) . 
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Diese  Definitionen  sind  aber  nicht  befriedigend,  weil  sie  ans  nichts 
über  die  Existenz  des  Integrals  und  über  die  Art  seiner  Berechnong 
sagen.  Sie  sind  vielmehr  nur  als  Erklärungen  yon  Symbolen  zu  be- 
trachten, und  wir  werden  deshalb  yersuchen,  sie  in  andere  zu  rer- 
wandeln,  die  zur  Definition  der  durch  jene  Symbole  dargestellten 
Operationen  selbst  dienen. 

709.  Um  zunächst  eine  Erklärung  des  bestimmten  Integrals  zu 
gewinnen,  wollen  wir  bemerken,  daB  F \x)=^f{x)  ist  und  das  Theorem 
von  Lagrange  (§  306)  auf  n  Intervalle  A^,  Ä^,  » .  .,  h^  anwenden,  in 
die  wir  das  Intervall  (a,  h)  in  beliebiger  Weise  zerlegt  haben. 
Nennen  wir  a,.  einen  bestimmten  Wert,  der  dem  Intervall  {x^^x^^c^^ 
von  der  Oroße  \  angehört,  und  ß^  den  zugehörigen  Wert  von  f{x\ 
so  ist 

F{x,)  -  F{a)  -  h,ß„  F(x,)  -  Fix,)  -  Ä,ft,  . . . ,  Fih)-F(x,_;)  =  A./J.. 

Durch  Addition  ergibt  sich  F(h)  —  F{d)  «  (J^,   wenn  man  setzt 

Man  kann  also,  wenn  man  n  ins  Unendliche  wachsen  läßt,  schreibe]] 

J  f{x)dx  ^\xm6^j  d.h.  der  Wert  des  Integrals  läßt  sich  als  Grenz- 

wert  der  Folge  ^i;  ^2;  ^s?  •  •  -  betrachten,  deren  Olieder  übrigens  alle 
einander  gleich  sind.  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  folgendes  be- 
weisen: Wenn  f(x)  eine  stetige  Funktion  ist,  so  darf  man 
jedes  a^  durch  eine  beliebige  Zahl  des  Intervalles  {x^^^,  jj 
ersetzen,  vorausgesetzt,  daß  beim  unendlichen  Zunehmen  von  n  alle 
Teilintervalle  gleichzeitig  nach  Null  konvergieren.  Hat  man  in  der 
Tat  die  Zahl  h  gefunden,  die  man  auf  Grund  des  Theorems  von 
Gantor  (§  279)  jeder  positiven  Zahl  e  entsprechen  lassen  kann,  und 
nimmt  man  an,  daß  \,^%j  -  -  ,h^  schon  sämtlich  kleiner  gemacht 
sind  als  Ä,  so  wird  sein  |  /i  —  ft  |  <  «  ftr  jeden  Wert  /|.,  den  die 
Funktion  in  dem  Intervall  h^  annimmt.     Setzt  man  also 

80  wird  man  haben 

n  n 

1  1 

Beachtet  man,  daß  (6  —  a)  £  beliebig  klein  gewählt  werden  kann,  so  folgt 

b 

lim  r,  =  lim  6^  =  ff{x)  dx, 


n  =  OD  n  =  oo  ^ 


d.  h.  es  konvergieren  auch  die  Zahlen  t^,  r^y  t^,  •  •  .  (die  nicht  mehr 
alle  einander  gleich  sind)  nach  dem  Wert  des  Integrals. 
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710.  Definition  des  Integrals.  Lassen  wir  uns  von  den  obigen 
Betrachtungen  leiten^  so  sind  wir  in  der  Lage^  folgende  Definition 
aufzustellen,  wobei  wir  mit  den  aufzuerlegenden  Bedingungen  möglichst 
verschwenderiscli  sein  wollen:  ^^Man  zerlege  in  beliebiger  Weise 
das  Intervall  (a,  h)  in  Teilintenralle  Ai;  Aj;  . .  .^  h^,  die  nach  Null 
konvergieren^  wenn  n  unendlich  zunimmt;  und  bezeichne  mit  fi,fiy,fn 
irgend  welche  Zahlen^  die  in  jedem  der  genannten  Intervalle  zwischen 
der  unteren  und  der  oberen  Grenze  von  f(x)  liegen  (diese  Grenzen 

nicht  ausgeschlossen).  Konvergiert  dann  die  Summe  h^f^ + h^f^  -\ h  h^f^ 

immer  nach  demselben  Grenzwert^  so  heißt  dieser  das  bestimmte  In- 

b 

iegral  von  f{x)dx  zwischen  a  und  6  und  wird  mit  Jf{x)dx  bezeichnet." 

a 

Setzt  man  femer  die  Grenze  b  als  veränderlich  voraus  und  nennt 
sie  X,  so  erhält  man  die  Definition  des  unbestimmten  Integrals  F(x), 
In  allen  FäUen  heißt  f(x)dx  das  Element  des  Integrals,  sodaß  sich 
ein  Integral  als  eine  Summ^  von  unendlich  vielen  infinitesimalen 
Elementen  betrachten  läßt. 

711.  Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Integrale  bemerken 
wir  sofort  die  folgende 

b  b 

J  lcf(x)  dx  =  kj  f(x)  dx,     (k  konstant) 

a  a 

die  eine  unmittelbare  Folge  der  Definition  ist,  ebenso  wie  die  weitere 

b  b  b 

J  (u  +  v  -\ —  ')dx^Judx  +Jvdx  H , 

a  a  a 

die  offenbar  immer  besteht,  so  lange  die  Funktionen  UyV^..,  von  x 
in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sind.  Man  braucht  in  der  Tat  nur  in 
den  Gleichungen 

n  n  n  n  n 

111  11 

zur  Grenze  überzugehen,  indem  man  die  Existenz  der  Integrale  von 
fdx,  udXy  vdx,  . . .  zuläßt.  Es  ist  jetzt  zweckmäßig,  den  Integral- 
begriff von  den  verschiedenen  Einschränkungen,  die  er  noch  entluLlt, 
zu  befreien. 

a)  um  vor  allen  Dingen  nicht  mehr  a  <  2»  annehmen  zu  müssen, 
wollen  wir  vereinbaren,  daß  unter  allen  Umständen 

b  a 

a^  /— / 

a  b 

sein  solL     Diese  Festsetzung  ist  ganz  natürlich,  wenn  man  bedenkt, 
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daßy  falls  man  das  Intervall  &  ~  a  als  negativ  betrachtet,  auch  die 
Teilintervalle  h^y  h^,  ...  als  negativ  vorauszusetzen  sind,  wahrend 
die  zugehörigen  Werte  fi,  f^,  ...  ungeändert  bleiben.  Mit  andern 
Worten,  jedes  Element  f{x)dx  hat  das  Zeichen  von  f{t£)  oder  das 
entgegengesetzte,  je  nachdem,  wenn  x  Ton  der  Grenze  a  nach  der 
Grenze  h  variiert,  dx  positiv  oder  negativ  ist.  Nunmehr  ist  leicht*  zu 
beweisen,  daß  man  immer  hat 

beb 

(2)  /-/+/• 

a  a  c 

Diese  Eigenschaft  ist  evident,  wenn  c  zwischen  a  und  h  Me^  Im 
entgegengesetzten  Falle  erhalt  man,  wenn  z.  B.  a  <  6  <  c  ist,  unter 
Beachtung  von  (1)  sofort 

b  e  c  c  b 

f-f-f-f+f 


a 
b 


b)  Die  Definition  von  Jf{x)dx  verlangt,  daß  f{x)  in  dem  Inte- 

a 

grationsintervall  (a,  h)  endlich  ist.  Aber  diese  Einschränkung  läßt 
sich  z.  T.  aufheben  durch  die  Vereinbarung,  fieJls  f{x)  in  einem 
Punkte  c  unendlich  wird,  zu  setzen 

6  c  — •  b 

/=  lim   /  +  lim   I  • 

c)  Es  gibt  auch  Integrale,  die  über  unendliche  Intervalle  er 
streckt  sind;  aber  sie  müssen  als  Grenzwerte  von  andern  Integralet 
betrachtet  werden,  die  über  endliche  Intervalle  erstreckt  sind.  Mac 
hat  mit  andern  Worten  per  definitionem 


/CO  X  a  a 

ass  lim       /  1    BB  lim       / 

a  a  +«0  X 


außerdem 


/-/+/■ 


—  00  — 


Es  ist  leicht  zu  konstatieren,  daß  die  vorhin  angegebenen  Eligen- 
schaften,  die  sich  auf  Integrale  mit  endlichem  Integrationsintervall 
beziehen,  auch  im  Falle  eines  unendlichen  IntegrationsinterraUes  be 
stehen. 

d)  Infolge  der  letzten  Definition  ist  es  nicht  erlaubt,  ein  Integral 
welches  sich  auf  ein  unendliches  Intervall  bezieht,  als  den  Grenzwert 
einer  Summe   h^f^  +  h^f^  +  • .  •   zu  betrachten.     Wir   wollen  jedoch 
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einen  sehr  allgemeinen  Fall  angeben^  wo  folgendes  stattfindet:  Zerlegt 
man  das  Intervall  (a^  <x>)  in  unendlich  viele  Intervalle  /^^  h^y  h^,  .»., 
die  nach  Null  konvergieren,  nnd  wählt  in  jedem  Intervall  h^  zwischen 
der  unteren  und  der  oberen  Grenze  von  f(x)  in  diesem  Intervall  einen 
Wert  f^,  so  kann  man  behaupten ,  daß 

ff(x)dx  -  lim  (h,f,  +  h,f,  +  h,f,  +  . . .) 

a 

ist.  Dies  gilt  dann,  wenn  bei  der  Teilung  eines  beliebigen  Inter- 
valles  (Xy  oo)  nach  demselben  Gesetz  als  Grenzwert  der  analogen 
Summe  eine  Größe  q  (x)  herauskommt,  die  für  unendliches  x  nach  Null 
konvergiert.     In  der  Tat  ist  klar,  daß  man  hat 


ff{x)dx  «  p(a)  -  (f{x),      ff{x)dx  =  p(a) . 

a  a 

712.  Unter  den  unendlich  vielen  möglichen  Zerlegungen  des 
Intervalles  (a,  h)  ist  die  einfachste  ohne  Zweifel  die  in  gleiche  Teile, 
für  welche  man  hat 

folglich 

b 

a 

Aus  diesem  Grunde  gibt  man  der  rechten  Seite  den  Namen  Mittel- 
wert von  f(x)  im  Intervall  (a,  b).  Da  alle  Zahlen  f^  zwischen  der 
nnteren  Grenze  X  und  der  oberen  Grenze  fi  von  f(x)  in  (a,  b)  ent- 
halten sind,  so  läßt  sich  dasselbe  auch  von  ihrem  arithmetischen 
Mittel  sagen,  und  es  ist  infolgedessen  auch  der  Mittelwert  von  f(x) 
zwischen  X  und  ft  enthalten.  Dies  vorausgeschickt  betrachte  man  die 
Fimktion 

F{x)^  ff(x)dx, 

a 

erteile  x  einen  Zuwachs  h  und  bemerke  unter  Erinnerung  an  die 
Eigenschaft  (2),  daß  man  hat 

F{x  +  Ä)  r-  F{x)  ^ff(x)dx  =  A/;, 

wo  /"q,  der  Mittelwert  von  f{x)  in  (x,  x  +  h),  beim  Konvergieren  von 
h  nach  Null  endlich  bleibt,  sodaß  ]imF(x +  h)  ^  F(x)  ist.  Die 
Funktion  F(x)  ist  also  stetig. 

713«  Man  kann  no<A  etwas  mehr  aussagen,  wenn  die  zu  inte- 
grierende  Funktion  stetig  ist,  weU  alsdann  X  und  (i  Werte  von  f(x) 
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in  (a,  6)  sind  (§  278)  und  f{x)  beim  Übergange  von  einem  zum 
andern  Werte  sicher  (§  276)  wenigstens  einmal  gleich  seinem  Mittel- 
werte in  (a,  6)  wird.  Für  einen  passenden  Wert  5  des  Interyalles  (a,  6) 
hat  man  also 

(3)  ff(x)dx  =  {b-a)m. 

a 

Es  ist  jetzt  leicht  za  beweisen,  daß  die  in  §  710  gegebene  Definition 
des  Integrals  mit  der  zu  Anfang  gegebenen  übereinstimmt  F(x)  hat 
nämlich  die  Derivierte  f(x).  Wendet  man  in  der  Tat  die  Formel  (3) 
auf  das  Intervall  (a;, rr  +  Ä)  an,  so  erhält  man  F{x+K)  —  F(x)  =  hf(l\ 
wo  S  zwischen  x  und  x  +  h  enthalten  ist  imd  daher  nach  x  konver- 
giert, wenn  h  der  Null  zustrebt    Daraus  folgt 

F'(x)  =  Um  J^(^  +  ^^--P^(^)  _  lün^(g)  _  ^(^). 

Hiemach  ist  klar,  daß  die  Formel  (3)  einfach  der  Ausdruck  des 
Theorems  von  Lagrange  ist,  angewandt  auf  das  unbestimmte  Integral. 
Nur  wenn  f(x)  unstetig  ist,  können  die  neue  und  die  alte  Definition 
im  Widerspruch  stehen;  und  es  läßt  sich  tatsächlich  beweisen^),  dafi 
das  Integral  von  f(x)dx  nach  dem  neuen  Begriff  manchmal  nicht 
existiert,  obwohl  f(x)  eine  primitive  Funktion  zuläßt. 


Integrlerbarkelt. 

b 

714.    Theorem.     Für   die  Existenz   von  Jf(x)dx    ist    es 

a 

notwendig  und  hinreichend,  daß  sich  eine  Teilung  des  Inter- 
valles  (a,  6)  in  Intervalle  Ä^,  ä„...,ä^  bilden  läßt  von  fol- 
gender Beschaffenheit:  Nennt  man  (9<  die  Schwankung  von 
f{x)  in  %j,  so  hat  die  Summe 

den  Grenzwert  Null,  wenn  die  genannten  Intervalle,  an  Zahl 
zunehmend,  gleichzeitig  dem  Verschwinden  zustreben. 

a)   Wenn   das  Integral  existiert,   so   ist   damit  gesagt,    daß  die 

Summe  t^'='2Kfi  inuner  denselben  Qrenzwert  hat,  wie  man  auch 

1 
die  Zahlen  f^  in  den  bezüglichen  Intervallen  wählen  mag.      Elrsetzt 

man  insbesondere  fi,  f^,  -  ",  fn  ^^  ^^  durch   die   oberen    Gbenzeo 

von  f{x)  in  den  zugehörigen  Intervallen,  ein  anderes  Mal  durdi  die 

unteren  Grenzen,  so  erhält  man  durch  Subtekktion  lim  o^  » 0,  welches 

1)  Yolterra  (Giomale  di  Matematiche,  1881,  p.  334). 
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auch  der  Modus  sein  mag^  nach  welchem  man  das  Intervall  {a,  h)  in 
infinitesimale  Teile  zerlegt. 

b)  Wenn  umgekehrt  für  jeden  Teilungsmodus  lim  cd^  «»  0  ist^  so 
können  die  Summen 

n'  n" 

1  1 

nicht  nach  yerschiedenen  Grenzwerten  konyergieren.  Be- 
trachten wir  in  der  Tat  die  Zerlegung  in  Teilintervalle  Äj,  Äj,  ...,  h^, 
die  durch  die  Punkte  der  beiden  Zerlegungen  hervorgebracht  wird. 
Ein  Intervall  h'  besteht  aus  einem  Intervall  h  oder  aus  mehreren 
solchen;  und  wenn  man  für  jedes  von  diesen  Intervallen  nach  Belieben 
einen  Wert  f  zwischen  den  Gh-enzen  der  Werte  von  f(x)  wählt;  so 
hat  man 

V/i'=*  K^lfr  +  l  +  K  +  ifr  +  i  +  K  +  Jr  +  i  + ^  Kfi 

+  K^ÄU-fr^i)  +  K^AU-U^)  +  •  •  •  +  Kifl-Q' 

Der  zweite  Teil  dieser  Summe  ist  seinem  absoluten  Betrage  nach 
nicht  großer  als  das  Produkt  von  (9/  mit 

Ar+i  +  *r+aH hÄ,=  Ä/' 

Also  hat  man 

t'n'  =  ^n  +  P«';         ^«"  =^  ^«  +  Qn"y 

WO 

I     '    I  .^      '  I     "    I  ^^      " 

I  (>n'  I  S  ß>n' ;  |  Qn"  \  S  C)/i" 

ist.     Daraus  folgt 

Tn'  — -  Tn"  ==  Qn Qn" }         \  ^«'  —  ^n"  \  ^  (On'  ^T  G>n" - 

Da  nun  (d^'  und  o)« '  nach  Null  konvergieren,  wenn  alle  Teilintervalle 
dem  Verschwinden  zustreben,  so  konvergiert  auch  r'„'  —  tn"  nach 
Null,  und  es  kann  daher  tn'  nicht  einem  Grenzwert  zustreben,  ohne 
daB  tn"  demselben  Gh-enzwert  zustrebt. 

c)  Wir  wollen  femer  beweisen,  daß  r^  notwendig  nach  einem 
Grenzwert  konvergiert,  wenn  o^  nach  Null  konvergiert.  Ist 
£  positiv  und  beliebig  klein  gegeben,  so  kann  man  immer  eine  Zahl  d 
finden  derart,  daß  o^  <  ^  £  ist,  wenn  die  Intervalle  h  alle  kleiner  als 
d  sind.  Wir  können  annehmen,  daß  bei  wachsendem  n  die  Intervalle  h 
schließlich  beständig  kleiner  bleiben  als  d  und  ein  Mal  h^'^h^,  -.^yhn' 
werden,  ein  anderes  Mal  Ä^",  Äj",  .  . .,  Ä»".  Es  seien  t„,  und  t„»  die 
zugehörigen  Werte  von  r„  und  co^.,  (o^„  die  von  co^.  Offenbar  lassen 
sich  auf  diese  Summen  die  oben  für  die  z'  und  t"  angestellten  Be- 
trachtungen anwenden,  und  man  kann  schreiben 

I  ^«'  —  '^m"  1^0'«'+  ^n"  <  ^ 
IM  fl     I  —  -       n      '  Ä       ^ 

für  jedes  Paar  von  Werten  n',  w",  die  größer  sind  als  eine  gewisse 
Zahl.     Also  konvergiert  t„  nach  einem  endlichen  Grenzwert  (§  139). 

Cetäro,  Analysifl.  44 
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d)  Es  bleibt  nur  nocb  folgendes  zu  zeigen  übrig:  Wenn  die 
Summe  (o^  für  einen  bestimmten  Modus,  (a,  b)  in  infinitesi- 
male Teile  zu  zerlegen,  nach  Null  konvergiert,  so  konver- 
giert sie  auch  für  jeden  andern  Teilungsmodus  nach  Null 
Hat  man  fOr  eine  gegebene  Teilung  in  Intervalle  h^',  h^\  . . . ,  K 
lim  cDn'  »  0,  so  kann  man,  wenn  £  >  0  gegeben  ist,  annehmen,  daß 
(o'n'  bereits  kleiner  gemacht  ist  als  £;  femer  kann  man  bei  einem 
andern  Teilungsmodus  immer  voraussetzen,  daß  die  Teilintervalle 
Äj",  Äg",  . . . ,  hn"  schon  kleiner  geworden  sind  als  ij/n',  wobei  mit  ij 
ii^end  eine  andere  beliebig  kleine  positive  Zahl  bezeichnet  wird. 
Dies  vorausgeschickt  betrachten  wir  die  Teilung  in  Intervalle  \y^"-j\^ 
welche  mit  Hilfe  der  Punkte  beider  Teilungen  erhalten  wird.    Man  hat 

KOI  =  Ar+i©.+i  +  /v+»0r+.  +  Ä,+,0.+,  +  •  •  •  +  A.0, 

oder,  wenn  man  beachtet,  daß  (9^+i,  ®r+s;  •  •  •  ?  ®#  nicht  größer 
als  (9/  sind, 

femer  durch  Summation  <On'  ^  fo^.  Andererseits  betrachte  man  o» 
Diese  Summe  hat  mit  (o^  alle  Glieder  gemeinsam,  die  zu  Intervallen  A" 
gehören,  in  deren  Inneres  keine  Punkte  der  ersten  Teilung  fallen. 
Die  Zahl  der  andern  Glieder  von  tOn"  ist  kleiner  als  n,  weil  sie  eben 
zu  Intervallen  }i'  gehören,  in  deren  jedes  wenigstens  einer  der  n  —  \ 
Punkte  der  ersten  Teilung  fällt;  und  da  jedes  der  genannten  Glieder 
kleiner  als  das  Produkt  von  t^/n'  mit  einer  Schwankung  ist,  die 
sicherlich  die  Gesamtschwankung  (9  von  f{po)  in  (a,  V)  nicht  übeitrifit, 
so  ist  ihre  Summe  kleiner  als  9^(9.     Also  hat  man 

On"  <  CD^  +  i?(9     und  daher     oj««  <  ol'  +  riO  <  «  +  ri0. 

Wenn  die  Intervalle  fortfahren  sich  zu  verkleinem,  so  hört  die  letzte 
Ungleichung  nicht  auf  gültig  zu  sein,  d.  h.  o«"  wird  und  bleibt  kleiner 
als  die  Größe  b  +  tiO^  die  beliebig  klein  gemacht  werden  kann.  Hit- 
hin  ist  lim  (o'n"  "="  0. 

715.  Aus  dem  vorhin  bewiesenen  Kriterium  der  Int^rabilitat 
wollen  wir  jetzt  einige  nützliche  Folgerungen  ziehen: 

a)  Wenn  das  Integral  von  f{x)dx  existiert,  so  existiert 
auch  dasjenige  von  \f{x)\dx.  In  der  Tat  ist  die  Schwankung  (?' 
von  I  f{x)  I  in  irgend  einem  Intervall  offenbar  gleich  der  Schwankung  (f 
von  f{x)j  wenn  diese  Funktion  in  dem  betrachteten  Intervall  ihr 
Zeichen  nicht  ändert.  Dagegen  ist  sie  kleiner  als  (9  im  entgegen- 
gesetzten Falle.  Daraus  folgt  (9/^(9^,  mithin  o/^cd^,  und  man 
hat  daher,  wenn  limcD^^O  ist,  lima)/=0.     Man  beachte  überdies, 
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daß  wegen 


^  ^  I  h^f^      in  der  Grenze  (n  =  oo) 


b  I  fr 

ff{x)dx  I  ^/'|/'(i»)|da: 


ist. 

b)  Die  Summe  von  zwei  oder  mehr  integrablen  Funk- 
tionen in  endlicher  Anzahl  ist  eine  integrable  Funktion. 
Dieser  Satz^  der  oben  (§  711)  als  eine  unmittelbare  Folge  der  Defi- 
nition des  Integrals  angegeben  wurde^  läßt  sich  auch  mittels  des  In- 
tegrabiUtatskriteriums  ableiten,  wenn  man  bemerkt,  daß  die  Schwankung 
einer  Summe  yon  Funktionen  in  irgend  emem  Litervall  nicht  größer 
ist  als  die  Summe  der  Schwankungen  der  Funktionen  in  demselben 
Intervall.  Sind  in  der  Tat  A',  fi'  die  Grenzen  von  u  und  A",  /x"  die 
von  t?,  so  hat  man  >L'  -|-  A"  ^  w  -|-  v  ^  jit'  +  f*".  Die  untere  Grenze  X 
von  u  +  V  ist  daher  nicht  kleiner  als  A'  -f  A"  und  die  obere  Grenze  fi 
nicht  größer  als  ^i  -f  ii!\  sodaß  für  die  Schwankung  von  u  +  v  gilt 
(9=-^  —  A^(£y  +  (9".  Wendet  man  diesen  Schluß  auf  jedes  Intervall  h^ 
an,  so  findet  man  o^  ^  o^'  +  od^",  woraus  folgt,  daß  lim  ©^  =  0  ist, 
wenn  man  hat   lim  cd/  =  0,  lim  ©„"  =  0. 

c)  Das  Produkt  von  zwei  oder  mehr  integrablen  Funk- 
tionen in  endlicher  Anzahl  ist  eine  integrable  Funktion. 
Bezeichnet  man  in  der  Tat  mit  e  eine  Zahl,  die  nicht  kleiner  ist  als 
die  größte  der  Zahlen   0,  —  X',  —  A",   so  hat  man 

(A'+  c)(A"+  c)£(u  +  c){v  +  c)^  (^'  +  c)(^"+  c), 
mithin 

Ax-  ^((Ey + (ETo  <  UV  s  (iy+c(e' + ©") 

und  daher 

<9^f*V'-  XT  +  2c((Ey  +  (ET')  ^  iiW  +  k''€r  +  2c{€r  +  &'), 

endlich  (9  <  Ä((9'H- (9")>  wenn  man  mit  k  eine  Zahl  bezeichnet,  die 
großer  ist  als  (i'+2c  und  X"+2c.  Dieser  Schluß  läßt  sich  auf 
jedes  Intervall  Ä,.  anwenden,  indem  man  die  Werte  von  c  und  von  Jt 
ungeandert  läßt;  denn  es  ist  A'^A/,  A"^  A/',  ft'^/i/,  fi^''^i''i''  Da- 
raus folgt  ©j  <*(€)/+ ©/');  femer  o„  <  Ä  (o,' -f  o/)  und  daher 
lim  GJ^  =  0,  wenn,  wie  vorausgesetzt  wird,  lim  o^'  =  0  und  lim  co/'  =  0  ist. 

d)  Wenn  f(x)  integrabel  ist,  so  ist  auch  l/f(x)  integrabel, 
vorausgesetzt,  daiB  l/f{x)  in  dem  Integrationsintervall  endlich  bleibt. 
Bleibt  z.  B.  f(x)  immer  größer  als  eine  bestimmte  positive  Zahl,  so 
ist  ihre  untere  Grenze  A  positiv,  und  die  Grenzen  von  l/f{x)  sind 
A'«=  1/ft,  fi'=  1/A.     Daraus  folgt 


44 


• 
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In  jedem  Intervall  \  hat  man  also  Oi'^€)Jl^^&Jk^\  mithin  ist 
cd/^o^/A*  und  endlich  lima)„'=*0,  wenn  limcD^=0  ist. 

e)  Der  Quotient  von  zwei  integrablen  Funktionen  ist 
eine  integrable  Funktion,  vorausgesetzt,  daB  er  in  dem  Integra- 
tionsintervall endlich  ist.  Wenn  in  der  Tat  die  als  endlich  voraus- 
gesetzten Funktionen  u  und  v  integrabel  sind,  so  ist  auch  l.r, 
welches  nach  Voraussetzung  endlich  ist,  integrabel.  Folglich  ist  ujv 
integrabel,  als  Produkt  von  u  und  l/r. 

f)  Eine  andere  unmittelbare  Folge  des  Integrabilitatskriieriums, 
die  wir  hier  angeben  müssen,  um  uns  in  kurzem  darauf  berufen  zu 
können,  ist  die  Integrabilität  der  (endlichen)  Funktionen,  die  immer 
in  einem  Sinne  variieren  und  monoton  heißen.  Die  Funktionen 
können  dabei  in  dem  IntegrationsintervaU  auch  mit  ünstetigkeiten 
(die  notwendig  gewöhnliche  sind)  behaftet  sein.  Für  solche  Funk- 
tionen sind  die  Schwankungen  Oi,  O^^  -  -  - ,  On  gleich  den  absoluten 
Beträgen  der  DifiFerenzen 

fM-m,  n'^)-fi-h),  ■■■,  m-n^n-i), 

welche  alle  dasselbe  Zeichen  haben.  Ihre  Summe  ist  daher  gleich 
der  Totalschwankung  (9,  dem  absoluten  Betrage  von  f(b)  —  f(a). 
Wenn   also   x^,  x^y  ...,  x^_^   das  Intervall   (a,  6)   in  gleiche  Teile 

teilen,  so  hat  man 

II 

CD^  =»  ^  h^Gi  =  A(9,      lim  ©^  =  0. 

1 

Hieraus  folgt  auch  die  Integrierbarkeit  jeder  endlichen  Funktion,  die 
eine  endliche  Anzahl  Minima  und  Maxima  in  dem  Integrationsintervall 
hat:  man  braucht  das  Intervall  nur  derart  zu  -zerlegen,  daß  in  jedem 
Teilintervall  die  Funktion  monoton  ist. 

716.  Wir  wollen  einen  Augenblick  stehen  bleiben  und  zwei 
Theoreme  beweisen,  die  bei  der  Untersuchung  der  bestimmten  Integrale 
sehr  nützlich  sind: 

a)  Der  Begriff  des  Mittelwertes  (§  712)  einer  integrablen  Fanktion 
f{x)  läßt  sich  ausdehnen,  indem  man  dem  Intervall  (a,  l)  in  jedem 
Punkte  X  eine  Dichtigkeit  ^{x)  beilegt,  die  notwendig  positiv  ist, 
oder  indem  man  q)(x)dx  an  die  Stelle  von  dx  setzt,  als  wenn  die 
Qröße  jedes  Intervalles  h^  nicht  mehr  %^,  sondern  /i.^,.  wäre.  Da 
A  ^  /"^  ^  ft  ist,  so  wird  sein 

n  n  n 

11  1 

da  9>j  >  0  ist.     Man  hat  also,  wenn  man  die  Integrabilität  von  g)  (x) 
voraussetzt,  woraus  (§  716,  c)  diejenige  von  f(x)(p(x)  folgt, 
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6  6  6 

^J  9{^)dx  ^  /  f(x)g>{x)dx  ^  fil  q>{x)dx 

a  a  a 

oder 

6  6 

ff{x)fp(x)dx  «  f^ftp{x)dx, 

a  a 

WO  /l)  eine  Zahl  zwischen  X  und  ft  ist.  Dieses  Resultat  ist  bekannt 
unter  dem  Namen  erster  Mittelwertsatz. 

b)  Man  nehme  jetzt  weiter  an,  daß  f{pc)  monoton  ist^  daJPKr  aber 
^(pc)  nur  verpflichtet  ist^  integrabel  zu  sein.     Man  hat 

n 

^Kfi9>i  ^  (fi'-f%)Kvi  +  (/i-/i)  {K^i  +  K9i)  +  ■  •  • 
1 

+  (fn-.l-fn)(K9l  +  '-  +  K-l9n-l)  +  fn(K9l  +  •"  +  KVn)' 

Da  die  Differenzen  f^  —  f%y  f%—fzy  •  •  •  alle  von  demselben  Zeichen 
sind^  so  kann  man  schreiben 

n  n 

1  1 

indem  man  mit  Jc^  einen  Wert  bezeichnet^  der  zwischen  den  Summen 

liegt.  Bedenkt  man  (§  715^  f^  c)^  daß  die  Funktion  f{x)(p(x)  integrabel 
ist^  so  erkennt  man^  daß  beim  unendlichen  Zunehmen  von  n  in  der 
letzten  Gleichung  k^  nach  einem  Grenzwert  Je  konvergieren  muß^  so- 
daß  jene  Gleichung  in 

6  6 

ff(x)  9 (x) dx'-k  [/-(a)  -  fib)]  +  mfifix) dx 

a  a 

übergehi  Offenbar  hat  k  einen  Wert;  der  zwischen  den  Werten  liegt, 
die  das  Integral    f  g>(x)dx  annimmt,  wenn  die  obere  Grenze  x  von  a 

a 

bis  h  variiert.     Da  (§  712)  das  genannte  Integral  eine  stetige  Funktion 

von  X  ist,  so  gibt  es  in  (a,  V)  eine  Zahl  |  derart,  daß  k  =>^  fq>{x)dx 
ist.     Andererseits  hat  man  wegen  der  Eigenschaft  (2)  « 

6  6 

/  (p{x)dx  =  k  +J  (p{x)dx. 
Also  ist 

6  ^6 

J  f(x)(p(x)dx  =  f{a)  f  <p{x)dx  +  f(b)  f  ^(x)dx. 
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Summe  l^  bestimmen  und  n  wachsen  lassen,  bis  €)ln<Hv  ^^  ^ 
bleibt.  Alsdann  wird  auch  sein  (o^<irj,  mithin  lim  o^  «=  0.  Umgekehit 
hat  man,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  weil  id^>  £?^  ist,  lim{^==0 
für  jeden  Wert  von  6;  d.  h.  man  wird  für  jede  positive  Zahl  tj  die 
Anzahl  der  Teilin tervalle  genügend  wachsen  lassen  können ,  damit 
schließlich  1^<C'^  ist.  Zur  Integrabilität  einer  Funktion  ist 
also  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jedes  Paar  von 
positiven,  beliebig  kleinen  Größen  e  und  rj  eine  Zerlegung 
des  Integrationsintervalls  gelingt,  bei  welcher  die  Summe 
der  Teilintervalle,  in  denen  die  Schwankung  der  Funktion 
B  übertrifft,  kleiner  ist  als  rj. 

719.  Wenn  z.B.  f{x)  stetig  ist,  so  sagt  uns  das  Theorem  von 
Cantor  (§  279),  daß  sich  bei  gegebenem  s  die  Intervalle  ä^,  ä,,  .. .,  A, 
genügend  verkleinem  lassen,  damit  in  allen  die  Schwankung  von 
f(x)  kleiner  wird  als  e.  Man  hat  also  ^«=0.  Mithin  ist  jede 
stetige  Funktion  integrabel.  Es  ist  aber  klar  und  uns  bereits 
bekannt  (§  715,  f),  daß  auch  unstetige  Funktionen  integrabel  sein 
können.  Solche  sind  z.B.  die  endlichen,  im  allgemeinen  stetigen 
Funktionen  (§  272,  a),  da  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Un- 
Stetigkeitspunkte  sich  in  beliebig  kleine  Intervalle  einschließen  lassen, 
Integrabel  sind  auch  die  endlichen  Funktionen  mit  unendlich 
vielen  Unstetigkeiten,  so  oft  die  Funkte  des  IntegrationsiniervaUs, 
in  deren  Umgebung  unendlich  viele  Unstetigkeitspunkte  fallen,  eine 
endliche  Anzahl  bilden.  Isoliert  man  zunächst  diese  Pimkte  durch 
beliebig  kleine  Intervalle,  so  bleiben  andere  Unstetigkeitspunkte  in 
endlicher  Anzahl,  die  sich  ihrerseits  in  beliebig  kleine  Intervalle  ein- 
schließen lassen;  und  die  Summe  aller  dieser  Intervalle  (der  einzigen, 
die  zur  Bildung  von  l^  einen  Beitrag  liefern  können)  ist  so  klein  als 
man  will.  In  vielen  andern  Fällen^)  ist  eine  Funktion  integrabel 
trotz  der  unendlich  vielen  Unstetigkeiten,  welche  sie  längs  des  Inte- 
grationsintervalles  bieten  kann;  und  es  ist  leicht  zu  beweisen^),  daß 
nur  von  den  total  unstetigen  Funktionen  (§  272,  c)  gesagt 
werden  kann,  daß  sie  nie  integrabel  sind;  denn  nimmt  man  €  hin- 
reichend klein,  so  wird  es  immer  in  der  Umgebung  jedes  Punktes 
des  Integrationsintcrvalls  wenigstens  ein  infinitesimales  Intervall  geben, 
in  welchem  die  Schwankung  größer  bleibt  als  f.  Jedenfalls  sieht 
man,  daß  die  Stetigkeit  zwar  eine  hinreichende  Bedingung 
für  die  Integrierha/rkeit  ist,  nicht  aber  eine  notwendige.  Dagegen  is^ 
wie  wir  wissen  (§  282,  e,  f)  die  Stetigkeit  eine  notwendige  Be- 
dingung für  die  DerivierbarJceity  nicht  aber  eine  hinreichende.  Der 
Inbegriff  der  integrierbaren  Funktionen  schließt  also  den  der  derivier- 


1)  Dini  „Fondamenti  etc.",  pp.  246—249. 
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baren  ein  und  ist  sehr  viel  ausgedehnter.  Nichtsdestoweniger  ist  die 
Integration  praktisch  eine  bedeutend  schwierigere  Operation  als  die 
Deriyation;  und  während  man  allgemeine  Regeln  hat,  um  eine  he- 
liebige  gegebene  Funktion  zu  derivieren;  kennt  man  zur  Integration 
nur  einige  kleine  Hilfsmittel,  die  jedoch  für  die  Integrationen,  die  in 
der  Praxis  auszuführen  sind,  vollkommen  ausreichen,  und  bei  ge- 
schickter Anwendung  auch  in  der  höheren  Mathematik  zu  den  wich- 
tigsten Resultaten  führen. 


Integrationsregeln. 

720.  Direkte  Integration.  Die  erste  sich  darbietende  Regel  zur 
Berechnung  eines  Integrals  ist  die,  welche  sich  unmittelbar  aus  der 
Definition  ergibt;  und  die  natürlichste  Art  diese  Regel  anzuwenden 
besteht  darin,  das  IntegrationsintervaU  in  n  gleiche  Teile  h  zu  zer- 
legen (sodaß  n%  »  &  —  a  ist)  und  für  jedes  Teilintervall  den  Funk- 
tionswert an  einer  der  Grrenzen  zu  wählen: 
b 

(4)  ff{x)dx  =  limÄ  { f{a  +  h)  +  f{a  +  2h)  +  -  -  •  +  f(a  +  nh)]. 

Es  lassen  sich  aber  auch  andere  Teüungsmodi  denken,  die  manchmal 
zweckmäßiger  sind.  Wenn  z.  B.  a>0  ist,  so  kann  man  setzen  a^=^b 
(wo  2  >  1  ist  und  für  unendliches  n  nach  1  konvergiert)  und  hat  dann 

b 

(5)  r/-(^)rfa;-lima(3--l){/-(a)-fg/-(ag)+2Y(a3«)+...+2-Y(a3«-0}- 

Nach  demselben  Gesetz  kann  man  das  Integrationsintervall  auch  in 
dem  Falle  teilen,  wo  der  eine  Endpunkt  im  Punkte  0  liegt;  man  muß 
dann  von  dem  andern  Endpunkt  anfangen,  muß  sich  aber  erinnern 
(vgl-  §  711;  ^)}  daß  ein  solches  Verfahren  nicht  streng  ist.  Be- 
zeichnet man  mit  q  eine  Zahl,  die  wachsend  nach  1  konvergiert, 
so  findet  man 

a 

(6)//-(a^)rfa;==Uma(l-g){/^(a)  +  g/-(ag)-h2Y(a3^)  +  2Y(ag»)  +  ---}. 

721«  Beispiele,    a)  Wenn  f(x)  =  ef  ist,  so  hat  man  bei  Anwendung 
der  Formel  (4) 

X 

f^dx  =  limÄ(e* -f- e** H h  e"*)  =  {f—  l)  lim  -^^^  =  e*  -  1. 

y  A  =  0  A  =  0  C    —  1 

In  unbestimmter  Form:  Je'dx  =  c*  -f  0. 

b)  Hier  ein  Fall,  in  welchem  die  Formel  (5)  nützlicher  ist: 
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/^.li^H(3-l)-__lün«(>/|-l)-logf. 

a 

Analog  hat  man 

J  \ogxdx=^hm  ^  (««•—  »ö*"*)  log  (<»öO 

=  rc log a;  —  a log a  —  (x  —  a)  lim     ^^  =  x  (log a;  —  l)  —  a  (log a  —  l; . 
In  unbestimmter  Form: 

/  —  =  log«  +  C,         /  logxdx  «=  a;(loga;  —  l)  +  C 

Man  muB  jedoch  beachten,   daß  in  diesen  Resultaten  die  Voraussetzung 
d?  >  0  steckt,  da  im  Gebiet  der  reellen  Zahlen  die  Funktion  logx  ftbr  x<0 

nicht   existiert.      So  ist  z.  B.   die  primitive  Funktion   von  —    fttr    x  <C0 
nicht  loga;,  sondern  log(— x). 

c)  Die  vorstehende  Rechnung  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  a«»0 
ist.  Aber  aus  dem  erhaltenen  Resultat  leitet  man,  wenn  man  sich  (§  712) 
an  die  notwendige  Stetigkeit  der  Integralfunktionen    erinnert,    sofort    ab 


a 

/ 


logxdx  =  x(logx—  l)  —  lima(loga  —  l)  —  a;(loga; —  1). 


asO 


Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  leicht  mit  Hilfe  der  Formel  (6): 

X 

J  logxdx  =  xlim  (log«  +     _f  "j  =  «(log«  —  l) 

oder  in  strengerer  Weise,  unter  Benutzung  einer  früheren  Formel  (§  336,  c), 
mit  Hilfe  von  (4): 

X 

f  log  xdx  ^  lim  h  log  (n!  /»") 

0  *  =  o 

X  /  x\ 

—  lim  — I  nlogn  —  «  +  •••+  nlog— i  =  «(log«—  l). 

«=00  \  **/ 


n 

T 


d)    Leicht   ist   die    Berechnung   des    Integrals    f  log  smxdXy    wenn 
,'§  459)  die  Formel  o 

n     .    2«.     3«  .     (n  — l)jr        Vn 

Sin  r—  sm  r—  sin  x~  •  •  •  sm  — 


2n         2n         2n  2n  2""^ 

bekannt  ist.     Setzt  man  in  der  Tat  n/i»  --,  so  findet  man  sofort 

-  JL 

/logsmxdx  —  limÄlog-^  =  ^  lim  log  -^^—j  =  —-y  log  2. 


2      * 
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e)  Um  das  Poissonsche  Integral  je^^dx   zu    berechnen,    teilen 

0 

wir   das  Intervall    (x,  oo)   in   lauter  Intervalle,  die   gleich  h  sind,  und 
suchen  den  Grenzwert  q(x)  von 

für  nach  Null  konvergierendes  h.     Setzt  man  6~**=  g,  so  läßt  sich  ^(0) 
leicht  berechnen,  indem  man  sich  der  Formel  (§  342,  c) 

lim  (g  +  (Z*  +  «»  +  .. .)  yT^q  »  ^Y^ 

9  =  1 

bedient.     Man  hat  in  der  Tat 

^(0) = limÄ  (g + 2* + 3» + . . .) = Ty^^w=^=^  ^  iy^' 

A  =  o  ^         A=oyi  — e~ 

Da  nun  e"<*+«^<  e""^- c~"*  ist,  so  ist  offenbar 

0  <  q(x)  <  ^(0)  e-**,       lim  (> (o;)  «  0; 


«=00 


und  man  kann  daher  unter  Erinnerung  an  früher  Gesagtes  (§  711,d)  be- 
haupten, daß 

0 

ist.  /^  . 

/   Bind/ 

f)  Ebenso  muß  man,  um  das  Dirichletsche  Integral     r   -— -  dx 
zu  berechnen,  wissen  (§  363),  daß  man  hat  o 

sinÄ  +  isin2Ä  +  -)^sin37*  +  .  •  •  =  K«  — ä), 
vorausgesetzt,  daß  h  positiv  und  kleiner  als  27r  ist.     Daraus  folgt  sofort 


/ 


00 

sina;  .         ,.      n  —  h       x 


Zu  diesem  Resultat  gelangt  Fourier^)  durch  ein  ähnliches  Verfahren, 
welches  vollkommen  der  Strenge  entbehrt,  indem  er  von  der  Formel 

sin  Ä  +  Y  sin  3Ä  +  -g-  sin  5Ä  +  •  •  •  «  -j-  ( —  ^) 

ausgeht,  die  eine  einfache  Folge  der  soeben  angeführten  ist.  Teilt  man 
das  Intervall  (0,  c»)  in  unendlich  viele  Intervalle,  deren  erstes  die  Größe  h 
hat,  während  die  andern  doppelt  so  groß  sind,  so  findet  man  als  Wert 
des  Integrals 

lim  (sin  Ä  +  —  sin3Ä  +  -^sin5Ä+-»)=»-s-  —  lim  sin  Ä  =  ~  • 
Man  bemerke,  daß  ebenso 


1)  „Oeuvres",  t.  I,  p.  i02. 
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I 


^^^dx  -  lim  4-  (sinU  +  \^VD}2h  +  isin>3Ä  +  •  •  •) 


=  lim  (sin  2Ä  +  ^  sin  4Ä  +  -J^  sin  6Ä  +  •  •  •) 
*  =  o 

ist,  mithin 


dx  =  lim  - 


0 


TT 

sodaß  beide  Integrale  gleich    ^  sind,  obwohl  das  zweite  Integral  Element« 

hat,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  die  des  ersten.     Dies 

klärt  sich  auf  durch  die  Bemerkung,  daß  diese  Elemente  alle  positir  sind, 

während  diejenigen  des  ersten  Integrals  in  den  Intervallen  (0,  tt),  (^r,  2%\ 

(2 TT,  37c),  ...  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind. 

1 

g)    Berechnet   man  J\og{ — logx)dx  mit  Hilfe  der  Formel  (6),  so 

0 

wird  man  dazu  geführt,  den  Grenzwert  von 

(1  — g)  {log(— log^y)  +  !zlog(— 21ogg)  +  gMog(— 31ogg)  -| } 

1  ^1 

für  nach  1   konvergierendes  g  <  1   zu  suchen.     Auf  Grund  des  Theorems 
von  Abel  (§  340)  hat  man 


CO  OD 


J5=l  — ü        J  *  1  »1=30 

Wir  wissen  (§  183),  daß  dieser  Grenzwert  existiert  und  die  Eulersche 
Eons  tan  te  ist.  Man  erhält  auf  diese  Weise  den  von  Mascheroni  ge- 
fundenen Wert 

1 

f\og(—\ogx)dx  =  —  0,077215664  .... 

0 

h)  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  das  wichtige  Integral  Jx^ '^e^'dz 

0 

zu  berechnen,  welches  man  als  Eulersches  Integral  zweiter  Gattung 
bezeichnet.     Sein  Wert  ist  der  Grenzwert  von 

Ä^(l^-^e-*  +  2^-^e-^^  +  3^-*e"®*  H ) 

für  nach  Null  konvergierendes  ^,  d.  h.,  wenn  man  e~*  »»  g  setzt  und  ein 
früheres  Resultat  (§  342,  f)  benutzt, 

limÄ^  (l^"*g  +  2^-ig»  +  3^-ig'  +  •••)  =  J"(l*)  ^^  (     ^  -X^  ^W- 

9  =  1  A  =  0\1  —  C/ 

Es  ist  also 


/r«-Vd^  =  rW. 
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i)  Aus  der  bekannten  Eigenschaft  (§  464,  e)   r(x)r(l  —  a?)  ==  -; 

leitet  man  unter  Erinnerung  an  eine  im  §  459  aufgestellte  Formel  ab 

n-l 

V»/       \*»/  \    n    /        i/.     »     .    2«         .    (n  — 1)ä  l/n 

1/  sm  —  sm Bin  ^ -^  ^ 

f  n         n  n 

wie  man  übrigens  auch  direkt  aus  der  Definition  (§  252,  c)  der  Funktion  F 
herleiten  kann.     Dies  vorausgeschickt  hat  man 

limÄlogr(Ä)  r(2Ä)  .  .  .  r(nh)  =  lim  —  { (w -  l)  log  /2^  -  log  Yn] 

A=0  «  =  (»  ** 

imd  infolgedessen 


1 


J* log  r(x)  dx  =  log  Y^TC 


Man  kann  jetzt  nach  Lerch  allgemeiner  dasselbe  Integral  zwischen  den 
Grenzen  fi  und  fi  +  1  berechnen,  was  auch  fi  >  0  sein  mag.  Bezeichnen 
wir  seinen  Wert  mit  f(fi)  und  beachten  wir,  daß 

14  +  1      ^ 

fit")  -f-J^    ^' W  =  1^»  ^C'*  + 1)  -  i^g  ^(^)  =  ^^g  ^ 

0  0 

ist.     Daraus  folgt  auf  Grund  eines  früheren  Resultates 

/'W-.,.(log^-l)  +  /-(0), 
und  man  gelangt  so  zu  der  Formel  von  Baabe 

/^'  /— 

/     log  r{x)  dx  ^  IL  log  ft  —  |14   +  log  y  2  TT  • 

722.  Unmittelbare  Integration.  Die  in  den  vorigen  Para- 
graphen angegebene  und  entwickelte  Methode  ist  in  der  Mehrzahl  der 
Fälle  praktisch  undurchführbar,  insofern  uns  dabei  Schwierigkeiten 
(Bestimmungen  von  Summen)  begegnen,  zu  deren  Überwindung  ge- 
rade (§  357)  die  Kenntnis  der  primitiven  Funktion  F  der  zu  inte- 
grierenden Funktion  f  erforderlich  ist.  Die  Vorteile,  welche  die  doppelte 
Willkürlichkeit,  die  in  dem  Teilungsmodus  des  Integrationsintervalls 
in  infinitesimale  Teile  und  in  der  Wahl  der  Funktionswert.e  liegt, 
scheinbar  bietet,  sind  rein  illusorisch.  Welches  Gesetz  man  nämlich 
auch  bei  der  Teilung  des  Intervalls  befolgen  mag,  so  würde  offenbar 
die  beste  Art  die  Werte  von  f  zu  wählen  gerade  darin  bestehen,  für 
jedes  Teilintervall  denjenigen  Wert  von  f  zu  nehmen,  dessen  Produkt 
mit  der  Größe  des  IntervaUes  gleich  dem  Zuwachs  ist,  welchen  F 
beim  Übergange  von  einem  Ende  dieses  IntervaUes  zu  dem  andern 
erfährt;  denn  auf  solche  Weise  würde  die  Summe,  von  der  man  den 
Grenzwert  zu  suchen  hat,  unmittelbar  gleich  (§  709)  dem  Wert  des 
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Integrals  werden.  Hieraus  ersieht  man,  daB  jene  Methode  wegen 
ihrer  übermäßigen  Allgemeinheit  uns  kein  sicheres  Mittel  liefert,  nm 
die  wesentliche  Schwierigkeit  zu  überwinden,  die  gerade  anf  der  Nicht- 
kenntnis  der  primitiven  Funktion  F  beruht  Man  tut  abo  besser, 
wenn  man  sich  auf  die  bereits  bei  der  Berechnung  der  Derivierten 
erworbenen  Kenntnisse  (§§  288 — 291)  verlaßt,  und  kann  auf  Grund 
des  in  §  713  bewiesenen  Theorems  unmittelbar  schreiben: 

J^dx^^^  +  C,    /^-log|^+C,    /«-rfx  =  j^-^  +  C, 

/  cosicda?  «  8in:r  +  C,     I  Bmxdx^  —  ooHX+C,    1  — »— ==  tgar -f- C, 
Jl^t  -  arctga:  +  C,       J y^^.  -  arcsina:  +  C. 

Man  muß  sich  die  Werte  dieser  acht  Integrale  immer  gegenwärtig 
halten  und  auf  sie  durch  geeignete  Kunstgriffe  alle  andern  Int^nde 
nach  Möglichkeit  zurückzuführen  suchen,  die  man  in  der  Praxis  des 
Kalküls  anzutreffen  Gelegenheit  hat. 

723.   Beispiele,     a)  Es  kommen  häufig  Integrale  vor  von  der  Form 


Z.  B.  ist 


j  i^xdx  =  - y  -^-"-^  =.  -  log|cosa:|  +  C, 


f     »mx        f      .    X        X         I      .    X  ° 

J  J     Bin-^coe-     J       tg-5- 


X 


+  c, 


2       V  »2 


//;-T-/('-7f7)'"-'-'°«(''  +  ')  +  <'' 


X 


=-  2 log \e^-\-  e~  V  +  C^  log(e'+  e-'+  2)  +  C, 

/dx      C     coBxdx  1    /*C0B  a;  +  Bin  Ä  -     ,    1    Cco^x  —  2xblx  . 

tgÄ  +  i      J  Bin  rc  +  cofl  ar  "^  ^J  sin  a;  -f  cos  o;  2  ^  sin  jb  -j-  cos  x 

=  ^  { fl?  +  log  I  sin  ar  +  cos  rr  I }  +  C7. 

/dx 
— ; T-r läßt   sieb    rasch    aus- 
a  Bin  X  -\-  0  cos  x 

C08  a        Bin  a         ^ 
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Das  Litegpral  wird  dann 

Ersetzt  man  a  durch  seinen  Wert  arctg(&/a),  so  findet  man 

6  sin  rr  —  a  cos  a;  -f  Va*+  ^' 


/ 


da; 1         . 

a  sin  o;  4-  ^  cos  o;       ya^+  b* 


asinas-f-  ^coso; 


+  c. 


c)  Sehr  hSnfig  sind  auch  die  Integrale  von  der  Form 


yu 
Z.  B.  ist 


/ 


J   r    i+x  J  yi  —  x*  J  yi  — «»     J   |/i  — i« 

—  arc  sin  «  +  y  1  —  x*  +  C 

«du  =  Y  +  ^  ist,  un- 
/'«erin»^^_  1   .  .,  TüllÜtef  da;-4-(arctg«)«+C. 

d)  Weitere  Übungsbeispiele: 

Jtis»xdx-f^-=^^dx~f^-fdx^tgx-x+C, 

/dx              /"sin'aj  +  cos'aj  ,          {*  dx     .    T  dx        ,  i      ,  >^ 

-r-= =—  =-    I    ;-=-^ 1 dx  ^    I   i h    f   -r-i-  ^tgX  —  COtiC  +  (7, 
sm'a^cos'a;     J     Bm'.TCos'a;             J  cos'a?   \J  sm'o:       "^  '     ' 

/  cos^rcelx— ^(l  +  cos2aj)da5=«^a:  +  4-/co8  2a;e?a:  =  ^(a;  +  sina;co8a:)+  C. 

Allgemeiner  kann  man,  indem  man  sich  auf  die  trigonometrische  Formel 

cos  mx  cos  «a?  «=■  ^  { cos  (w  —  w)  X  +  cos  (w  +  «)  a; ) 

stützt,  jedes  Integral  von  der  Form  J  cos  ax  •  cos  ß x  >  cos  y x  .  .  ,  dx  be- 
rechnen. Ist  z.  B.  das  Integral  von  cos  a;  cos  2  a;  cos  3  a;  •  da;  zur  Berechnung 
vorgelegt,  so  hat  man 

cos  a;  cos  2  a:  =  4"  (cos  rc  +  cos  3  a?) , 
femer 

cosa:  cos  2a?  cos  3a;  —  |^  (1  +  cos  2a;  +  cos 4a;  +  cos  6a:) 

und  endlich 
/  cos a;  cos 2 a;  cos 3 a;  •  da;  =  |(a;  +  ^  sin 2 a;  +  I  sin  4 a;  +  ^  sin 6 a;)  +  C. 

e)  Andere  Integrale  sind  reduzierbar  auf  die  Form    I  — x  = \-  C. 
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Es  sei  z.  6.  zu  berechnen  das  von  Hermite^)  vorgelegte  Integral 

x^dx 


f. 


(x  coB  X  —  sin  x)* 

Schlägt  man  den  äußerst  einfachen  Weg  ein,  den  W.  W.  Beman  angegeben 
hat,  90  kann  man  zunächst  bemerken,  daß 

a; cos  a:  —  sin a;  =  a; sin a;  (cot x 1  =  cos a;  (a?  —  tg x) 


ist,  und  die  zu  bitegrierende  Funktion  in 

111 


Bin*a;        x*         cos'a; 


—  1 


zerlegen.     Da  femer 
a (coto;  -  1)  =  (-  -j±-  +  A.)  dx,       d{x-tgx)  =  (l-  -y  dj 

ist,  so  findet  man  die  primitive  Funktion 

tgajH 

1  1  a;Bma;  +  cos  x x 


.           1        a: — tga:       ajcofla;  —  sma:        ^       tga: 
cot  x °  1  —  -s__ 

X  X 

und  endlich 

/x^  dx  /  1  \ 

7 • — ^  ==  tg  (a;  +  arc  tg  — )  +  C 
(a;co8a;  — ama;)*         °\  ^  xj 

724.  Integration  dnroh  Substitation.  Um  Jf{x)dx  zu  be- 
rechnen ist  es  häufig  zweckmäßig  eine  andere  Veränderliche  t^=-q>{x) 
anzunehmen.  Wenn  man  aus  dieser  Relation  x='i)(t)  gewinnen  kann, 
sodaß  dx  =  ^'(f)  dt  ist,  so  wird  offenbar 

ff{x)dx  -'ff{m)tX()dt, 

und  es  kann  vorkommen,  daß  das  Integral  in  dieser  neuen  Form  sich 
leichter  berechnen  läßt.  Wenn  die  erste  Integration  sich  zwischen 
den  Grenzen  a  und  b  erstreckt,  so  wird  sich  die  zweite  von  fp{a)  bis 
{p(V)  erstrecken  müssen,  vorausgesetzt,  daß  t  zwischen  diesen  Grenzen 
stets  in  demselben  Sinne  variiert  und  stetig  bleibt.  Man  kann  in 
diesem  Falle  schreiben 

(7)  ff{x)dx^fg(t)dt, 

wenn  man  mit  g(t)  kurz  die  Funktion  f(^if))i(/{t)  bezeichnet.  Wenn 
dagegen,  während  x  immer  in  demselben  Sinne  von  a  nach  h  Ud 
variiert,  t  zuerst  in   einem  Sinne  bis  zu  o;  =  q,  dann  im  entgegen- 

1)  „Conre  d' Analyse  de  Tficole  polytechnique",  p.  260. 
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gesetzten  Sinne  bis  x*^  c^  yariiert  u.  s.  w.^  so  muß  man  die  zweite 
Integration  in  zwei  oder  mehr  Integrationen  spalten^  die  sich  auf 
Intervalle  beziehen,  in  deren  jedem  die  Bedingung  erfüllt  ist,  daß  t 
in  stetiger  Weise  immer  in  demselben  Sinne  yariiert;  und  man  wird 
haben 

ff(x)dx  ~fg^{()dt  +f9,(t)dt  +  • . ., 

a  9(a)  y(Cj) 

wenn  man  g^(t)  das  auf  Ghrund  des  Ausdrucks  ^i{t)  yon  x  in  dem 
Intervall  {a,  c^)  berechnete  g(t)  nennt,  während  ^,(0  ^^^  Grund  des 
Aasdrucks  if^(t)  von  x  in  ((^^  c^)  berechnet  ist,  u.  s.  w.  Wenn  z.  B.  t, 
während  x  von  a  nach  b  hin  yariiert,  von  dem  Werte  a^^  g>(a)  aus- 
geht und  wieder  zu  diesem  Werte  a  »  9  (6)  zurückkehrt,  indem  es 
durch  ein  Minimum  oder  durch  ein  Maximum  ß^g>(c)  hindurchgeht, 
so  ist  klar,  daß  die  Werte  von  x  in  dem  Intervall  (a,  c)  durch  eine 
Funktion  ^^(^)  dargestellt  werden  und  in  dem  Intervall  (c,  b)  durch 
eine  andere  Funktion  ti(t),  da  jedem  zwischen  a  und  ß  enthaltenen 
Wert  von  t  zwei  Werte  von  x  entsprechen  müssen.     Daraus  folgt 

6  JJ  aß 

ff{x)dx  'J9,(t)dt  +f9^(f)dt^f{g,{i)-g,{t))dt, 

a  a  (/  a 

während,  wenn  man  es  unterlassen  hätte  diese  Bemerkui^;  zu  machen, 
man  in  den  ungeheuerlichen  Irrtum  verfallen  könnte  zu  behaupten, 

a 

daß  das  Integral  verschwindet,  weil  f^^O  ist.     Dies  dient  dazu  zu 

a 

zeigen,  wie  notwendig  es  ist,  wenn  man  die  Grenzen  der  neuen  Inte- 
gration feststellen  will,  aufmerksam  die  Art  und  Weise  des  Yariierens 
der  neuen  Veränderlichen  zu  studieren.  Wenn  femer  diese  Yei^der- 
liche  Unstetigkeiten  hätte,  z.  B.  eine  gewöhnliche  Unstetigkeit  im 
Punkte  o; »  c,  so  müßte  man  offenbar  schreiben 

b  «p(c-0)  <p(b)  tp{b)  9(c+0) 

ff(x)dx  ^fg{t)dt  +fgit)dt  =fgit)dt  -fg(t)dt. 

a  tp{a)  ^(c  +  0)  9(a)  9>(e  — 0) 

Dies  trifft  auch  zu,  wenn  q>{x)  bei  x  ^  c  einen  Zeichenwechsel  er- 
fahrt und  xmendlich  wird,  in  welchem  Falle  man  hat 

b  +CP  W{b) 

ff{x)dx  '-fg{t)dt  +fg{t)di. 

a  9  (a)  4-00 

Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  einem  Wert,  der  im  allgemeinen  von 
demjenigen  verschieden  ist,  welchen  man  bei  blinder  Anwendung  der 
Formel  (7)  erhalten  würde,  da  er  davon  um  G  (±  oo)  —  Cr  (^  oo) 
abweicht,  wenn  Q(t)  das  unbestimmte  Integral  von  g[t)dt  ist. 

0«t4T0,  Analytti.  46 
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725.  BeiBpiele.    a)  Setzt  man  der  R«ihe  nach  X'^at,  a/t,  a(l  —  f\ 
so  lassen  sich  folgende  Integrale  berechnen: 

/dx             1     r     dt             1           i.    A    ^    n         ^           i,     ^     x    n 
-T-, — i  =  —  f  7— i— zi  =  —  arctg<  +  C;=  —  arctff V  C^ 

/dx                    1    r      dt                  1               ^,/7,l                 ^    X  r 
—  -  =«  T~  I  -  =  4-— arcco8^+ (/=«  j-  —  arceos HC 

-  =  X   I   -7^=  =  4-  arc  cos  f  +  C  =  +  arc  cos +  C 

y2ax^x*       ^ J  Y^-t^        ^  ^  « 

Bei  dem  letzten  Beispiel  müssen  die  oberen  Zeichen  oder  die  unteren 
Zeichen  genommen  werden,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist  Das- 
selbe muB  man  bei  dem  vorletzten  Beispiel  tun,  je  nachdem  man  die  In- 
tegration über  positive  oder  über  negative  Werte  von  x  erstrecken  will: 
und  man  geht  übrigens  von  dem  einen  dieser  Fälle  zu  dem  andern  über, 
indem  man  o;  in  —  o;  verwandelt  und  bemerkt,  daß 

arc  cos  (—  a?)  —  «  —  arc  cos  a: 

ist.  Das  doppelte  Zeichen  rührt  von  den  Quadratwurzeln  her,  welche 
immer  mit  dem  Zeichen  -f   genommen  vorausgesetzt  werden,  sodaß   man 

z.  B.  hat  y  cx^  ■=    Ä I  y~c  und  nicht  y  ca?  —  x  y~c. 

b)    Mit   Hilfe    der    Substitution    o; » cos  9    berechnet    man    folgende 
andern  Integrale: 

fYl^dx 2/8in"-|-d»--(Ö--sin»)+C-an58inaj+VT=^+C', 

jyr^x^  dx^-  JBm^ede  «  -  ^(ö~sin  ecose)  +  C 

=  i(arc8ina;  +  a?yi-a'*)  +  C\ 

/x^dx  r 

yfzr^tdx-=^-J  cos^öde-  — ^(«  +  sin»cos»)  +  C 

—  ^(arcsiiia;  — «yi— «*)  +  C\ 

/dx 
,  zu    berechnen    ist    es   zweckmäßig  x  »-  cot  0  zu 

setzen  und  anzunehmen  sin0>O,  wodurch  die  Yariabüität  von  x  nicht 
eingeschi^nkt  wird.     Das  Integral  verwandelt  sich  in 


^    gm 

Also  ist 

dx 


6  -  logcot  y  +  0-  log-^^^  +  C, 


f 


^^==  -  log  (a,  +  >/!+ »«)  +  Cf. 


^  ,  zu  be- 

rechnen.     Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  mit  Yl+x^  —  ]/l— j*, 
so  verwandelt  sich  das  Integral  in 
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|/(yr+7«-yiri7«)^ 

Von   diesen  Tier  Integralen  transformieren  sich  das  erste  and  das  zweite 
mit  Hilfe  der  Substitution  x  ^^  1/t  in 


das   dritte  ist  bereits  früher  berechnet  worden,    und  das  vierte  hat  den 
Wert  arc  sin  oj  +  c"'.     Also  ist 

dx 


f 


yi  +  x*  +  yi  —  x^ 

d)  Um    /  -Tzn X~  ^^  berechnen,  nehmen  wir  zunächst  an  9  >  \p^ 

und  setzen  o;  +  -J-j)  — «  ^^ ^  —  ijp*,  sodaß  dx  «=  y^—  ^jp*  •  dt  und 

a;«  +  i>a;  +  iz  -  (x  +  ii))'  +  (ff  -  ii)*)  =  (ff -  ii>')(l  +  ^) 

wird.     Man  erhftlt  dann  sofort 


/ 


«•+!>«+«     yg  — ijp«         Vff  — ijp* 


Wenn  dagegen  q  <  ^p*  ist,  so  setze  man  «  +  ■J"!'  =*  ^Vll^* —  ff*     I^a* 
gegebene  Integral  transformiert  sich  in 

/dt         J^  r  dt    _  J_  /*  de         Jl^ ,      i  e— 1 1       ^ 
t'-i""  aj  e  — 1      2j  e  +  i"  2  ^^^|*  +  ii  "♦"  ^'' 

geteilt  durch  y^^j)*—  ff.     Also  ist 


/ 


da:  _  1  j  ÄJ  4.  ^p  —  Vi-pV-^g 


«•  +  !>«+«       2y}]?«  — g     ®  laj  +  ^p  +  y^jji  —  g 


+  c^. 


Übrigens  sind  die  beiden  Formen  des  Integrals  äquivalent  auf  Grund  der 
Relationen 

arctgaJ  =  ^  log  [±4|,       loga?  -  2f  arctg  (»J^), 

die    sich   leicht   aus    einer  bekannten   Formel  von  Euler  herleiten   lassen 
(§§406,411). 

e)  Gewissermaßen  ohne  Rechnung  lassen  sich  die  Werte  der  Integrale 


n  n 

J  JJ 


/  sin* a; dar;,       /  cos*a;da; 
0  0 

bestimmen,  indem  man  beachtet,  daß  sich  jedes  von  ihnen  in  das  andere 


45 


« 
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verwandelt,   wenn  man   x   durch   -r x    ersetzt,    und    daß    ihre    Summe 

8 

r da?  =  —  ist.     Der  gemeinsame  Wert  der   beiden  Integrale   ist  also  —  • 

0 

Ebenso  erhält  man,  indem  man  x  ia  tc  —  x  verwandelt,  sofort 

/xvinx      ,  Cin  —  x)%mx  ^    ^   C     ^^^       j 

ITcö^  J     1  +  co8*^  ^^  ~  YJ  l  +  cos'x**^ 

0  0  0 

=  ~(arctgcosa;)i  =  y. 
f)    In    ganz   analoger  Weise    gelingt   die  Bestimmung   des    Integrals 


n 
T 


Jlogsinxdx^  welches  wir  schon  früher  berechnet  haben  ('§721,d).  Man  hat 
ü 

n  n  n 

log  sin  xdx  ^J  logeosxdx  ==  ^  I  log  (sin  x  cos  x)  dx , 

0  0  0 

d.  h.,  wenn  man  in  dem  letzten  Integral  x  in  ^x  verwandelt, 
y  «  n 

I  log  sinxdx  =  ~  I  log  fy  sin  ^jdx  =-  —  —\og2  +  —  j  log  sin  x  dx. 

0  0  0 

Wenn  man  femer  o;  in  tt  —  x  verwandelnd  bemerkt,  daß 


7X 


J  log  sin  X dx  «  /  log  anxdx 


n 
1l 


ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

n 


0 

woraus  man  entnimmt 


/  log  sin  a;  da;  —  —   •    log  2  •\"^\\Q%faxiX  dx^ 


n 


1  log  sin  a;  da:  =  —  Y  ^^E  2  • 

0 

g)  In  ähnlicher  Weise  erhält  man  durch  Verwandlung  von  a:  in  1  —  s 
11  1 

flog  r{x)  dx  =  Aog  r(i  ^x)dx^\  flog  g^  dx 

0  Ö  0 


ilogn^^C 


1 
logsiaTcxdx, 
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Das  letzte  Integral  wird,  wenn  man  darin  nx  ^^  6  setzt, 

7t 

n  T 

—  /  logsin  ddÖ  =  ^  /  log  sin  9(iö  «  —  log  2. 

0  0 

Also  ist  (vgl.  §  721,  i) 

1 

J  log  T{x)  dx  =  log  yjn . 


oo 


-('4) 


h)  Es  sei  zur  Berechnung  vorgelegt  je  ^  "^^  dx.  Dieses  In- 
tegral reduziert  sich  für  a  »  0  auf  das  Poissonsche  Integral  (§  721,  e). 
Man  nehme  an  a  >  0  und  verwandele  x  in  a/x.    Dann  transformiert  sich 

unser  Integral  in    —    f  ^  ^f  d—    und  ist  folglich  gleich 


0 

00        .  ^.  ao 


i/r(-3.(.-|)-i.-../.-('-J)'.(.-j). 

0  u 

Nun  heachte  man,  daß,  wenn  x in    rc   verwandelt   wird,    die    neue 

Veränderliche  x  offenhar  beständig  wachsend  von  —  oo  nach  oo  geht, 
wenn  die  alte  von  0  nach  oo  geht,  sodaß 

00  -  ..  00 

0  —00 

iat.  „ 

/sin  ^  X  dx 
T zu    berechnen,    wo    k   dem    absoluten    Betrage 
1  ~^  K  COB  X 

0 

nach  kleiner  als  1  vorauszusetzen  ist,  halbiere  man  das  Integrationsintervall 
und  verwandele  in  der  rechten  Hälfte  x  in  %  ^  x.     Das  Integral  wird 

n  n  71 

J  1  —  k  008  X    ^  1  +  ÄJ  cos  0?  ^   1  —  Ä;'  cob*  x 

0  0  0 

Setzt  man  igx  ^^  t^  so  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 


OD 


j^(arctg«  -yrrp  arctg^^.)"-  ^(l  -^1  -Ic') 


sodaß 
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n 
J  1  —  Ä;  cos  a:  "~  i  J_  i/i 


0  '    ^ 

ist. 

j)  Um  zu  zeigen,  wie  vorsichtig  man,  wenn  die  Integrationsvariable 
geändert  wird,  bei  der  Fixierung  der  neuen  Grenzen  sein  muß,  bemerken 
wir  folgendes.  Beachtete  man  nur  den  Anfangs-  und  den  Endwert  der 
neuen  Veränderlichen,    so  würde  man  Gefahr  laufen  absurde  Resultate  zu 

finden  wie  dieses: 

+  1 


X 

-1 


Offenbar  ist  der  Wert  des  Integrals    arctgl  —  arctg(— 1)  = —  •      Der 

Irrtum  liegt  darin,  daß  das  Intervall  (—  1,  1),  wenn  man  x  in  Xjx  ver- 
wandelt, sich  nicht  in  sich  selbst  transformiert,  sondern  vielmehr  in 
(—  1,  —  cx))  +  (<x>,  l),  sodaß  man  hat 

1  -oo  1 

Ca      r  ^-     r  ^- 

i      dx     /         *_i/         ^ 


-1  -1  « 


und  wenn  man  noch  in  dem  ersten  der  beiden  Integrale  rechts  x  m  ^  x 
verwandelt, 

1  00 

/dx     _  n  r  ^^     o(^  ^  ^\  —  ^ 
-1                 1 

k)  Wenn  sich  ein  Integral  von  der  Form 


.  y  ffp'(x)dx 


bietet,  so  wird  man  naturgemäß  dazu  geführt,  als  neue  Veränderliche 
t  ^^  g)(x)  einzuführen.  Man  erhält  auf  diese  Weise,  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  g3(x)  in  (a,  h)  endlich  und  stetig  bleibt,  sofort  als  Wert  des 
Integrals 

<D{b) 

i    dt 

J  T+^  =  arc  tg <jp (&)  —  arc  tg (p (a). 

(p{a) 

Wenn  aber  <p{x)  zwischen  den  Integrationsgrenzen  Unstetigkeiten  erleidet, 
so  muß  man  sich  an  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gemachten 
Bemerkungen  erinnern.  Wenn  z.  B.  die  Funktion  g)  nur  in  einem  einzigen 
Punkte  c  zwischen  a  und  &  ihr  Zeichen  wechselt,  indem  sie  durch  Un- 
endlich hindurchgeht,  so  spaltet  sich  das  vorgelegte  Integral  in 
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+  00  (p{b) 

/darctg^  +    /darctg«  -=  (±  y  —  arctg9(a)j  +  (arc  tg  g?  (6)  ±  y j 

</)(a)  +00 

==  arc  tg  9  (ft)  —  arc  tg  g?  (a)  i  n; . 

Wenn  daher  allgemeiner  beim  stetigen  Wachsen  der  Veränderlichen  x  von 
a  bis  b  die  Funktion  g)(x)  gerade  A;-mal  unendlich  wird,  indem  sie  vom 
Positiven  zum  Negativen  übergeht,  und  A;^-mal,  indem  sie  vom  Negativen 
zum  Positiven  übergebt,  so  hat  man 

b 
J  n=V5)  ^  »^®*g9>(^)  -  arctgg)(a)  +  {k-'Jf)%. 

a 

X 

1)    Demselben   Typus    (8)    kann    man   das  Integral      1      ,       ^-^ 

0 

unterordnen,  da  die  Punktion  q>{x)  ^  x  —  \x\  die  Derivierte  q>{x)^^l 
hat,  außer  links  von  jedem  ganzzahligen  Wert  von  x^  wo  die  Stetigkeit 
von  {p  aufhört.  An  diesen  Unstetigkeiten  liegt  es,  daß  für  re  ^  1  der 
Wert  des  Integrals  nicht  arc  igix—  [a;])  ist,  wie  man  leicht  konstatiert, 
indem  man  schreibt 

X  r  =  [«]  — 1      r+1  X 

/dx  ^^      r         dx  .      r         dx 

0  yssO      V  [ar] 

r^O      0  0 

Allgemeiner  ist 


«-[«] 


ff{x  -  \x])  dx  -  [x]ff{x)dx  +ff{x)dx. 

0  0  0 

/'  xdx 

y,  ,_    «\/fe»_"  ^  ^*^^*  ^^^^  unmittelbar  berechnen 

mit  Hilfe  der  Substitution  ic*=  a*cos*ö  +  ft'sin^ö,   welche  es    in  Jdd 
überfahrt,  sodafl 

/xdx                         ,    "i/aj*  — a*       ^ 
=  arc  tg  1/  ri 1  +  C 

ißt.     Ebenso  setze  man,  um     /  1/  r-^^^^ — a;daj  zu  berechnen, 

a;  =  a  cos"  y   •   ^  ^^^   2  ' 
woraus  folgt 

^  _-  a  =  (6  — a)  sin^  y,     5  —  a;  «=  (&  — a)  cos*  y,    (la;  =  y(6  — a)8inötiö. 
Das  vorgelegte  Integral  wird 
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6  — o 


8 


8 
mithin 


-  Aa  +  35  —  46  0080  +  (b  —  a)  cos2ö)(iö 
((a  +  36)ö  — 4ft8ine+  (&  —  a)  sin ö  cos 6)  +  C, 


fv 


Insbesondere  ist 


J^jj  ajda?  =  y  (6 -a)(a  + 35)  arctg]/|3^ 
+  |(a-35-2a;)}/(a?  — a)(5-a;)  +  C. 

6 

/■/|=|*'«*-f(^-«)(«+36). 

a 

n)  Dieselbe  Subsütution  kann  zur  Berechnung  des  Integrals 

a 

dienen,  auf  welches  Beltrami  bei  der  Behandlung  eines  Problems  der 
Warmeausbreitung*)  geftihrt  wurde.  Wir  wollen  hier  aber  den  Weg  ein- 
schlagen, der  von  Beltrami  selbst  angegeben  worden  ist,  indem  wir  als 
Integrationsyariable 

mit  positiven  a  und  ß  annehmen.     Da 

X  —  a       h  —  X  h  —  a 


ae 
ist,  so  findet  man  sofort 


'  ße"*        ae^+ße"* 


dx       x  —  a^b  —  X  ceß{b  —  a)    ' 


mithin 


g  ^--p^ib-aY^   le  ö^  '((xe^+ße-^dt. 

V  otß  d 


—  OD 


Man   braucht   nur  f  in  —  ^  zu  verwandeln  und   das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  Ausdrücke  zu  nehmen,  um  zu  finden 


Es  ist  natürlich  als  neue  Integrationsvariable  ö  =  l/r^^(c' — e"*)  anzu- 
nehmen, die   offenbar  beständig  wachsend  von  —  (X>  nach  +  oo  variiert« 

1)  „Memorie  dell'  Accademia  di  Bologna**  (4*  serie,  t.  YIII). 
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sodaß   man   unter    Erinnerung   an    den  Wert    des  Poissonschen   Integrals 
(§721,  e)  erhalt 


-1  j^L±^  r 


1  _(^±j2? 

a  b-a 

e 


o)  Es  ist  leicht  die  Eroneckersche  Funktion  (§  254,  e)  auf  die  Form 
eines  bestimmten  Integrals  zu  bringen.  Verwandelt  man  in  dem  Dirichlet- 
schen  Integral  (§  721,  i)  x  in  -^  kx,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ 
ist,  so  erhält  man 

00 

dx 

J       X 

0  0 

und  da  ftb:  A; «  0  das  zweite  Integral  null  ist,  so  sieht  man,  daß 
(9)  sgn*-^/— ^— rfx. 


00 

n  CfAn 


In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß 


OD 


(10)  w-lj^s. 

ist.     Aus  diesen  Resultaten  lassen  sich  leicht  andere,  etwas  allgemeinere 
ableiten.     Wir  wollen  uns  z.  B.  die  Aufgabe  stellen  die  Integrale 

00  00 

(11)  jsmaX'COsßX' — ,        j  sm  ax  -  sinßx  - —j 

zu    berechnen,    die  sich   f&r   /3 «  0  bezw.    ß  ^  a   auf   die  Integrale   (9) 
und  (10)  reduzieren.     Das  erste  spaltet  sich  sofort  in 


00 


|Jri«(«  +  i?)x  ^^  ^l^Büx^-P)«  ax , 


und  es  ist  daher  nach  (9) 


/' 


sin  ao;  •  cos|3a; "=  x  I  ^^  (<*  +  ?)  +  ^gn  («  ~  |5) ) . 

X  4 


Mit  andern  Worten,  das  betrachtete  Integral  hat  bezüglich  die  Werte 
---sgniy,  —  sgnor,  0,  je  nachdem  der  absolute  Betrag  von  ß  kleiner,  gleich 
oder  größer  als  der  von  a  ist.    Ebenso  spaltet  sich  das  zweite  Integral  (11)  in 


00  eo 

Bin*     o      g  /  ^^^  — ö 

— ii — ^''-J  — -^ 


0 


714  VII,  1.    Die  Integration.  §§  726—726 

und  hat  daher  nach  (10)   den  Wert  — {|a  +  j3!  —  |a  — 13  }.     Mit  ajidem 

Worten,  wenn  mit  a  die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleinste  der  Zahlen  er,  j3 
bezeichnet  wird,  so  hat  man 


ac 


sin  «05  •  sin  /3a;  •  — 1^  =  ~  Tca  sgn^. 


Unzählige  andere  Integrale  lassen  sich  aus  den  obigen  mit  Hilfe  der 
Trigonometrie  gewinnen.  Erhebt  man  z.B.  (§  407)  2i8inx  =  e"  —  c~*' 
zur  n-ten  Potenz,  so  findet  man  für  ungerades  n 

«-1 
sm*a:=^^ — ^__^    { sinwa; — — 8m(n— 2)a:+    \.    ^     8in(n-— 4)j; ^f'Sinjcj. 

Multipliziert  man  beide  Seiten  mit  sina;— j  und  integriert,  so  erh&lt  man 
unter  Zuhilfenahme  der  am  Schluß  von  §  332  angegebenen  Identitftt 

n        n(^ — ^)  n(w— l)-(n — v-\-l) {n — l)(n — 2)--(n  — r« 

wenn  man  noch  n  in  2n— 1  und  x  in  ijx  verwandelt, 

1 .  8  •  ö  • .  •  (2  n  —  8)     Ä 


j(8in|^)"da5-i^ 


6...(2n  — 2)     2 


In  dem  Maße  als  n  wächst^  konvergiert  das  Integral  nach  Null,  und  zwar 
asymptotisch  zu  i-/^- 

736.  Partielle  Integration.  Es  seien  u  und  v  zwei  Funktionen 
von  X.  Aus  der  Formel  duv  ^udv  -{-  vdu  leitet  man  dureli  Inte- 
gration ab 

(12)  /  udv  —  UV  —  /  vdu. 

Diese  Formel  gestattet  Judv  zu  berechnen^  wenn  J  vdu  bekannt  ist. 
Das  nennt  man  partiell  integrieren.  Ist  eine  Integration  vor- 
gelegt^ so  kann  man  auf  unendlich  viele  Arten  der  zu  integrierenden 
Funktion  die  Form  f{x)  ^  ip(x)tl;(x)  geben  derart^  daß  if{x)dx  das 
Dijfferential  einer  bekannten  Funktion  v  ist;  man  muß  aber  darauf 
achten  rl}{x)  so  zu  wählen  ^  daß  die  Integration  von  v(p\x)dx  leichter 
ist  als  die  von  f{x)dx.  Man  sieht  also,  daß  die  partielle  Integration 
(ebenso  wie  die  Integration  durch  Substitution)  nur  als  ein  Yerficüiren 
zu  betrachten  ist^  welches  dazu  dienen  kann,  die  Berechnung  eines 
Integrals  zu  erleichtem,  indem  es  dasselbe  fdr  die  unmittelbare  Inte- 
gration vorbereitet.  Nicht  selten  kommt  jedoch  der  FaU  vor,  daß  auf 
der  rechten  Seite  von  (12)  das  Integral,  welclies  man  berechnen  will, 
selbst   erscheint,   mit   einem   von   der  Einheit  verschiedenen  Koeffi- 
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zienten.  In  solchen  Fällen  wird  die  partielle  Integration  zu  einer 
wahren  und  eigentlichen  Integrationsmethode,  da  man  alsdann  ans 
der  Relation  (12)  ohne  weitere  Rechnungen  den  Wert  des  vorgelegten 
Integrals  gewinnt. 


727,  Beispiele,  a)  Man  berechnet  sofort  das  Integral  von  y\-—^  •  dx^ 
indem  man  schreibt 

Das  zweite  Integral  spaltet  sich  in 

-; /  --; dx  '=  arc sin g  —   1  yl—x^dx. 

Also  ist  (vgl.  §  725,  b) 

J*Yl^^dx  «  ^(xYl-'X^  +  arcsinic)  +  C. 

b)  Um  die  Integrale  von  sin  log  x  -  dx  und  cos  log  x  •  dx  zu  berechnen, 
bemerke   man,   daß  die  partielle  Integration,   angewandt  auf  beide,  ergibt 

/  sin  log  X  '  dx  '^^  X  sin.  log  a;  —  /  cos  log  x  •  dx^ 

I  cos  log  X  *  dx  =^  xGos  log  o;  +  /  sin  log  x  *  dx. 
Daraus  entnimmt  man 

/  sin  log  X  *  dx  '^  -^  (sin  log  x  —  cos  log  x)  +  0, 

/  cos  log  a?-  dx  «=  —(smlogx  +  cos  log  a;)  +  C. 

Ebenso  erhält  man  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration  auf  die  In- 
tegrale von  e'sinxdx,  e^cosxdx 

I  e'emxdx  ^  —  e' cos  X  +  /  ef'cosxdx, 
I  e'cosxdx  =^      efsinx  —  j  e'siaxdXy 

/  e*sin  xdx  -=  ^  e*  (sin x  —  cos  x)  +  C^ 

I  efcosxdx  =  ^ef^sinx  +  cosa?)  +  0. 

Übrigens  sind  diese  Integrale  nicht  wesentlich  verschieden  von  den  vorigen, 
auf  die  sie  sich  in  der  Tat  durch  die  Substitution  x  »  log  t  reduzieren. 

c)  Analog  hat  man 

/ cos^xdx  =«  / coso^c^sina; » sina? cos.r +0?  —  / cos*a;da; «» }(x+sina;cosa:)  +  C, 

I  X  cos  xdx  =  /  ajrf  sin  ic  =  a;  sin  a;  —  /  sin  a;  dx  «=  a?  sin  a;  +  cos  a:'  -f  C, 
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J  x^siaxdx  =  /  x*d{—cosx)  =  —  ir*oo8 x  +  2  /  xcosxdx 

=  2  a;  sin  a;  +  (2  —  a?*)  cos  a?  +  (7, 

J  afcoBxdx '^^  af*Bmx  —  n  I  af*~^sinxdx 

*  a;"  sin  a;  +  na:""  *  cos  a;  —  n  (n  —  1)  /  af ""  *  cos  a?  (f  a: 

«(af— n(n— l)a:"-*+---)sina;+(«a:"-^— «(«— 1)C«— 2)af-'+---)cosa:-fC, 

1  arc  tg  a?  da;  =  a?  arc  tg a?  —  I  ^-q^ — ^  =  a;  arc  tg a?  —  log  V^T-f-  rc*  +  0 , 

yiog (a;  +  )/l  +  a^)  dx  =  a?log  (x  +  Vl  +  aJ*)  —  VT+?  +  C, 
J^log(yi~a;  +  /l4^)c?a;  =  a;log(}/l-a;+yi  +  a;)  +  ^(arcsina;--i?)  +  C 

C -^-~=^  2  Ce'dye'  —  l  =2e'l/e*— 1  -2  Cey^—idx 

d)  Um  das  Integral  von    -^J^^ e*da;  zu  berechnen^),   wende   man 

die  partielle  Integration  an 

/l  +  sina;  ^^^  ^  1  +  sina;  ^        A  +  co8a;  +  aina;^^^ 
1  +  CDS  a;  '^  1  +  008  05  J       (1  +  cos  a;)' 

und  gebe  dem  letzten  Differentialausdruck  die  Form 

e^dx       .     e'sinapcifa;  de*         ,     .,         1  -i        «* 

J ^ L.  f^^ ^  (J  . 

1  +  COB  05    (1  +  008  xy  1  +  008  X  1  +  008  a;      1  +  0O8  X 

Daraus  folgt 


/ 


'  +  ""'"«' d« -e«tg  4 +  C. 


1  +  008  ^  2 

Man  könnte  auch  die  partielle  Integration  vermeiden,  indem  man  Zähler 
und  Nenner  mit  1  —  cos  x  multipliziert  und  den  zu  integiierenden  Aus- 
druck in 

(_J_  _  ^  e^d«  +  (-4 -^) e'dx  ~-d{f^ix)-¥d-^ 

\sm'a;       smx/  \8ma5        %varx/  ^  ^  emx 

spaltet. 

e)  Ist  das  Integral  von  x^lo^xdx  för  w  >  —  1  zu  berechnen  und 
n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  findet  man  durch  partielle  Integration  und 
durch  wiederholte  Anwendung  des  ersten  Resultates,  welches  man  erhalt, 

a^log^a?-  da:==  ^  ,  ^log"a;  —  ^  ,  ^   I  a^log^-^x  -  dx 

OT  +  1\  m  +  1  '(w  +  1)"^  -*-(«+  l)v 

1)  Da8  Beispiel  stammt  aus  dem  „Glasgow  üniversity  Calendar*'  (1901— 0S,\ 
wo  der  Leser  noch  andere  nützliche  Exempel  finden  kann. 
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Da  für  jedes  v  >  0  und  für  «i  >  —  1  die  Funktion  a^+^log^'a:,  die  fOr 

flp  ==  1  null  ist,  rechts  von  0  dem  Grenzwert  Null  zustrebt  (§  312,  a),  so 

hat  man  insbesondere 

1 

(13)  y*.»log-..d.-^^=i^. 
Analog  erh&lt  man 

(af  +  nx*"-^  +  nin—l)3f-^  + \- nf)  e"  +  C, 

und  insbesondere,  wenn   man  bemerkt  (§  312,  a),   daß  für  jedes  v>0 
(a;*c-')o  =-  0  ist, 

(14)  fafe-'dx  «  n\{e'-')l  =  wl 

0 

Wenn    dieses    Eesultat  bekannt  ist,  so  kann   man  sich   seiner  leicht  be- 
dienen, um  das  Integral  (13)   zu  berechnen.     Man  macht  zu  dem  Zweck 


die  Substitution  a;  —  e   "*+^.     In  der  Tat  wird  dann 

1  00 

C(xf^\o^xdx^      ^'^^^Li  ffe-'dt^'  ^'^^^^'J'J, 


0  0 


Übrigens  ist  die  Formel  (14)  in  einer  andern,  früher  bewiesenen  (§  721,h) 
enthalten,  da  n\  der  Wert  P(n-]-l)  für  ganzzahliges  n  ist. 

f)  Die  partielle  Integration  liefert,  angewandt  auf  die  Integrale 


00 


^♦•^J  af*c~*co9fl?e?aj,      \^  j  xf^e^'siaxdx^ 


folgendes: 


u 


09 

a^  «=  (fl^e"*Binaj)*  — J {naf^^^ -- s^^ e"^ «isixdXy 


0 

00 


^n  ^  (a5"e"*cosa;)^  +  /(waJ""*  — a:^)e~*cosiC(irr, 

0 


d.h. 


ö«  =  ^  -  «^-1,       K »«  +  na^.i . 

Diese  Relationen  lassen  sich  in  die  eine  ^n  ™ 'i'(^  ~l~0^^n-i  zusammen- 
fassen, wenn  man  setzt  c^=s  a^+  ift^  mit  i*=  —  1.  Daraus  folgt,  wenn 
man  bemerkt,  daß  Co^'^C^+O  ^y 

.TT  V  n  +  1 


Also  ist 
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a„--^,cofl(«  +  l)-J,       6,  =  -^8in(«+l)  ^. 

2    «  2    « 

Allgemeiner  hat  man,  wenn  co8a>0  ist, 

/  ix^ g-*«» «  (508  (x sin  a)  dx  =»  n I  COS  (#•  +  l)  «, 


0 

OD 


/a^r-"^****  sin  (irsina)dx  —  n!  sin  («  +  l)«. 

0 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  die  vorigen,  indem  man  er«»—    nimmt 
und  X  in  xy^  verwandelt. 

g)  Es  sei  zur  Berechnung  vorgelegt  das  Integral  von  sin"  2;  -  dx  (für 

ganzzahliges  positives  n)  zwischen  den  Grenzen  0  und  —  •      Die   partielle 
Integration  gibt 

n  n  n 

TT  T 

/  sm*^xdx  «—  /  sin*~^ir  •  d(— oosa;)  —  (» —  1)  /  sin"~*aJC08'a:da5 
00  0 

=«  (n  — 1)  /  ÄD^~^xdx  —  (n—l)  I  mi*^xdx, 
0  *o 

woraus  man  entnimmt 


/ 


SS  s 


Bw^xdx  —  /  sin^'^xdx  = .  ^^   ..       /  sin"~*a:da:  =  .  -  - 


0  0 

sodaß  man  schließlich  eins  der  folgenden  Integrale  findet 


s  s 


A.-f,  /. 


eiaxdx*»  1 , 


je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.     Man  hat  also 


n 
T 


/  sin^xdx  = 
0 


1  •  8  •  6  •  •  •  (n  —  1)     «  j 

24.6.    -n        T^    wenn  n  gerade, 

2  •  4  •  6  • . .  (n  —  1) 


8  •  5  •  7  •  •  •  ti 


wenn  n  ungerade  ist. 


Hieraus  ist  leicht  die  Formel  von  Wallis  (§  464,  a)  abzuleiten,  wenn 
man  von  den  evidenten  Ungleichungen  ausgeht 

n  n  n 

s  T  s 

/  8in*"+*a;;  dx  <J  sin*"a:  •  dx  <  /  8in*""^a;  •  dx^ 
0  00 

welche  sich  jetzt  in  folgende  andern  verwandeln  lassen: 
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2-4-6--2n  l-8-6---(2«—  1)     3r2-4-6-(2n—  2) 

< o     A     a TTZ —  •  -TT  < 


3.6-7--(2n+l)^       2*4-6--2n  2    ^  8  •  5  •  7  •  •  •  (2n— 1) 

Daraus  folgt 

2244  2n  2n«2244  2n 


18       3       6  2n— 1     2n  +  l   ^2^1       8       3       6  2n--l 

Bemerkt   man    also,    daß    für   unendliches    n    der   Quotient    2n/(2n+l) 
nach  der  Einheit  konvergiert,  so  erkennt  man,  daß 

n  2244668 

2  1336677 

ist.     Hiemach  ist  leicht  zu  konstatieren  (§  337,  c),  daß  mit  wachsendem  n 

die   beiden  Ausdrücke   (15)   die   Tendenz    haben,    beide   die   Form   1/  — 
anzimehmen,  d.  h.  daß  man  hat 


n 
2 


lim  ]/n  I  sin**«  -  dx  ^y     -  • 

OD 

h)  Das  Integral  <?^  =•  Jaf^C^dx  ist  uns  für  n  =  0  bekannt  (§  721,  e) 

0 

und  läßt  sich  für  n  =  1  leicht  berechnen,  da  man  hat 

OD 

0 

übrigens    gibt   die    Verwandlung   von  x   in  yx^  was  auch  n  sein  mag, 

cf^  —  -y  JT  (    T^    j .     Nimmt  man  aber  an ,  daß  diese  Belation  unbekannt 

ist,  so  läßt  sich  der  Wert  von  3^^  für  ganzzahliges  n  in  folgender  Weise 
durch  partielle  Integration  berechnen: 

OD  « 


!    1  •  8  ■  6  •  ■  •  (n  —  1)   ^  , 

'   -^ <^0,     wenn  n  gerade, 

(16)        Sf,  - 


n 

T 


2 

2  -  4  •  6  •  •  •  (n  —  1) 
__ 


wenn  n  ungerade  ist. 


2    » 


Um  nunmehr  3^  zu  berechnen,  bemerke  man^),  daß  der  Ausdruck 


00 


dx 


1)  Stieltjes:  ,,Nouy.  Annales  de  Mathämatiques**  (1890,  p.  479). 
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fOr    alle    reellen    Werte  von   a   positiv   ist,    und    daß    hierzu    nGtig    ist 
'?«-l^«  +  l><ä^.*,  d.h. 

-ö —  >  5 1  wahrend    ^^ =  — = ^ «-  --  • 


Man  hat  also 


und  infolgedessen  successiv 


Es  genügt  jetzt  die  Ausdrücke  (16)  in  die  letzte  Gleichung  einzusetzen, 
um  zu  erhalten  (§  387,  c) 

^         1,.  2-4-6--2n  1  1  ,/— 

^0^  Y  1™  1.8.6...(2n-l)  •  Y^  ^  Yy""' 

Femer  ist  leicht  zu  konstatieren,  daß  die  Ausdrücke  (16)  für  unendliches  n 
beide  die  asymptotische  Form 

'.-VW 

anzunehmen  streben. 

i)  Wir  wollen  zum  Schluß  zeigen,  daß  sich  aus  dem  ersten  Integral  (11) 
durch  partielle  Integration  leicht  das  zweite  ableiten  läßt     Da 

I E—j   a  lim smpa;  =  alimsmpx  —  0 

ist,  so  hat  man 

/  sin  «aj  •  sin  /3a;  •  — ^  «   I  sin  ax  -  sin  ßx  -dl 1 

0  0 


dx 
(ß  sin  ax  cos  ßx  +  a&in  ßx  cos  ax)  — 


«iff/3{sgn(a  +  j3)  +  sgn(a-|3)}  +  i«a{sgn(i5  +  a)  +  8gn03  — «)} 
«i«(«+(3)sgn(a  +  lS)-ijr(a-^)8gn(«-/5)-i7t{la  +  /3|-|«-/?jj. 

728.  Integration  dnroh  Reihen.    Wenn  in  einem  gegebenen 
Interyalle  (a,  b)  die  Reihe 

f{x)  =  u^{x)  +  Ui(x)  +  u^{x)  +  •  •  • , 

deren   Glieder   stetige   Funktionen    sind,    gleichmäßig   kon- 
yergiert;  so  hat  man 

6  6  6  6 

jf{x)dx  ^ju^{x)dx  +Jf/^{x)dx  +Ju^(x)dx  H . 


a  a  a  a 
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Wir  wissen  in  der  Tat  (§  322),  daß  unter  den  angegebenen  Be- 
dingungen f{(c)  wie  die  u{x)  eine  stetige  und  infolgedessen  (§719) 
integrierbare  Funktion  ist.  Nennt  man  also  ^^{x)  den  Rest  der  ge- 
gebenen Reihe,  so  kann  man  schreiben 

h  b  b  b  b 

Jf{x)dx  =  j u^{x)dx  +j u^{x)dx  +  . .  •  +J u„(x)dx  +J  9>„(a;)d^. 

a  a  a  a  a 

Ist  nun  E  positiy  und  beliebig  klein  gegeben,  so  läßt  sich,  wie  wir 
wissen,  eine  Zahl  finden  derart,  daß  man  für  alle  Werte  yon  n,  die 
größer  sind  als  diese  Zahl,  und  für  beliebiges  x  hat  |9>n(^)|<^- 
Es  wird  also  sein 

I  b  b 

fq>^{x)dx     <f\q>n(P^)\dx<(h-a)6 

a  a 

und  infolgedessen 

b  b  b  b 

lim  j ^n{^)dx  =  Oy     J f(x)dx  ==J Ui(x)dx  +J u^{x)dx  +  ' ' ' . 


»  =  00  ^ 


Man  bemerke,  daß  insbesondere  auf  Potenzreihen  die  gliedweise  Inte- 
gration stets  anwendbar  ist 

729.  Beispiele,  a)  Die  Integration  durch  Reihen  kann  man  be- 
nutzen, um  eine  Funktion  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln,  wenn  die 
£ntwickelung  ihrer  Derivierten  bekannt  ist.     Z.  B.  ist  (§  233,  e) 


arcsm 


/dx  ,1      a;3    ,    1.8    rc«    ,    1.36    fc'     , 

0 

r     .     rr-, — i\  C      dx  l     o?«       l-8    a;''       1-86    a;'    , 

0 

vorausgesetzt,  daß  auf  der  rechten  Seite  nicht  x^>  1  ist.  Auf  Grund 
gewisser  Formeln,  die  oben  angegeben  worden  sind  (§  725,  d),  sind  die 
beiden  Entwickelungen  äquivalent,  da 


arc  sin  ix  -  arc  tg  ^^    ==  ^i  ^^^  a/7^«~r^  =  *  ^^^  (^  +  V^  ^^) 

ist. 

b)  um  gewisse  bestimmte  Integrale  zu  berechnen,  ist  die  Integration 
durch  Reihen  oft  von  Nutzen.  So  berechnet  man  z.  B.  das  Integral  von 
af^dx  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  rasch,  indem  man  von  der  Entwickelung 

1  1  •  2  1  •  2  •  8 

Gebrauch   macht.     Integriert  man   in   der  Tat  und   erinnert  sich   an   das 
Resultat  (13),  so  erhält  man  sofort 

Ceifcro,  Analyils.  46 
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1  <tn  X  <M 


J ^F'da;  =^^  /«-log-osdar  =  2 

0  0  Ö  0 


=  'V  (-1)' 

d.h. 


1 

111 

löö     •    .    .     . 


fx'dx~l-^~i  +  ^-^  + 0. 


Allgemeiner  ist 

(-_!)!  /i..+/»log-a:Äa; 1         _    (n+l)«         (n+l)(n+8)«'_ 

«!     ,/  *  (P+l)"+»       11(^  +  2)"  +  *         8!(p  +  8)"  +  » 

Insbesondere .  bemerke  man,  daß 

1  1 

—  /  aflogxdx  =  /  afdx 

0  0 

ist. 

(1  -4—  x\  *   c2  J7 
'     ) zwisdien 

den  Grenzen  0  und  oo  zu  bestimmen  ist,  die  zu  integrierende  Funktion 
in  eine  Potenzreibe  entwickeln.  Man  bemerke,  daß,  w&brend  diese  Eni- 
Wickelung  in  dem  Intervall  (0,  l)  nach  den  Potenzen  von  x  fortschreitet, 
in  dem  Intervall  (1,  oo)  die  Funktion  nach  Potenzen  von  1/x  entwickelt 
werden  muß.  Man  kann  nichtsdestoweniger  diese  zweite  Entwickelung 
vermeiden,  indem  man  die  Integration  auf  das  Intervall  (0,  l)  beschränkt 
Es  genügt  das  Integral  in 

J      °l  —  x     X     '      J      °a:— 1      X 

0  1 

zu  spalten  und  zu  beachten,  daß  das  zweite  Integral,  wenn  man  x  darck 
1/x  ersetzt,  in 

0  1 

,       X  jl  /,      1  +x    dx 


X 
1  0 


übergeht.     Also  hat  das  vorgelegte  Integral  den  Wert  (§219) 

d.  h.  es  ist  gleich  dem  Achtfachen  der  Summe  der  Beihe  (§  365,  a) 

i  +  i.  +  jL  + y^-^  y±^iyi^i„^ 

^  ^  8*  ^  6»  ^  ^  w«        ^  4n»        4  ^  n«         8  ^  ' 


1 
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sodaß  man  hat 


00 


Mrt-Ti-''- 


d)  Umgekehrt  kann  man  sich  der  Integration  durch  Reihen  zur 
Summierung  mancher  Reihen  hedienen,  indem  man  ihnen  die  Form  he- 
stimmter  Integrale  giht.  Will  man  z.  B.  die  Sunmie  der  Reihe  1  +  ^ 
—  \  —  i  +  4^  +  •  •  •  kennen  lernen,  so  wird  die  Bemerkung  genügen,  daß 
ihr  Wert  der  des  Integrals  (§  725,  d) 

1  1 

/(l+x—x^—a^  +  x^-\ )dx  ==   / -—. — =  =  --_(arctg  ^~^)  =  — % 
^    ^    ^                   ^      ^     ^           J  i-x  +  x*      ys\       ^   ys  A     8^3 

ist.     Also  hat  man 

~2  4  5~7^8         10        11~13~  3|/3 

Ebenso  ist  die  Summe  der  Reihe  -J^  —  -J-  +  ^  —  i  +  i^  —  i4-*''  gegeben 
durch  das  Integral 

1  1 

0  0 

=  (log  >/iT^+^«  -  ^  arc  tg  i±p); , 
und  man  hat  folglich 

2  8^5  6^8  9   ^  U        12  ^  ^"K  K  ^        ^y- 

e)  Das   erste   der  beiden  soeben  erhaltenen  Resultate  ist  ftir  a  =»  — 
in   der  bekannten  Formel  (§  363) 

(17)  sina  +  y  sin2a  +  y  sin3a+  •  •  •  ==*  ^"^"^  +  \jii\^ 

enthalten,   die  man   in   derselben  Weise  herleiten   kann,  d.  h.  indem  man 
die  Summe  der  Reihe 

sin  a  +  a;  sin  2 a  +  05*  sin  3 a  +  rc'  sin  4a  +  •  •  • 

zwischen  den  Grenzen  0  und  1  integriert.    Da  sin  (n  —  l)  a  +  sin  (n  +  l)  a 
=  2  sinn  er  cos  of  ist,  so  hat  man  identisch 

OP  00 

(l  +  x^)  ^^  (xf*"  *  sin  ««  =  sin  «  +  2x  cos  u  ^  a?""  ^  sin  na, 
1  1 

woraus  man  entnimmt 


OD 

sin  a 


(lö)  ^af-'smnw^^j 


■  2xcoaa-{-x* 
1 


46 
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Also   läßt  sich  die  Summe   der  Reihe  (17),  vorausgesetzt,   daß  man  die- 
jenigen Werte  von  a  ausschließt,  welche  sin  er  zum  Verschwinden  hringen, 
in  folgender  Weise  ausdrücken: 
1 

T—  «  i — i=»(arctflr- )  =  arctff  Itff   -I  +  arct^fcotcK 

1— 2a:coßa  +  ^         \  ein  a     /o  ^\°  2/    '  ^^ 

0 

Sie  ist  mithin  (§  254,  d)  gleich  arc  tg  (cot  —j ,  da  cot  a  tg ^  <  1  ist    Der 

so  erhaltene  Ausdruck  ist  nicht  verschieden  von  dem  Ausdruck  (17)  uod 
stellt  die  Summe  der  Reihe  auch  dar,  wenn  a  ein  ungerades  Vielfache? 
von  7t  ist.  Er  hat  aher  keine  Bedeutung,  wenn  a  ein  gerades  Viel&cbes 
von  Ä  ist,  in  welchem  Falle,  wie  wir  wissen,  auch  (17)  zu  gelten  aufhört, 
f)  Zu  andern  bemerkenswerten  Resultaten  führt  die  Integration 
von  (18)  in  Bezug  auf  a  zwischen  0  und  einem  beliebigen  Wert  von  c 
wobei  X  konstant  gelassen  wird  und  zwischen  0  und  1  eingeschlossen 
bleibt.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  bekanntlich  (§  320,  b)  die  Reibt 
gleichmäßig  konvergent.     Man  findet  durch  jene  Integration  sofort 


00  /i 

Vr^aj"/.  X         /       d(—x  cos  cc)  1  ,      1 

2j  „(1  -cos««)  =J   i-2.rcosa  +  x'  =  Y  1«»  - 


—  2xeosa  -j-  ** 


1  0 

d.h.,  wenn  man  a  in  2a  verwandelt, 
a:sm*a  +  —x^siir2a  +  yrc^sm^Sa  +  ...  =  --  log _     ^ — ' 

Bemerkt  man  femer,   daß  sin  er  sin^  =  sin* —^^^  —  sin* — ^  ist,  so  erhäl* 
man  noch 

a;  sin  «  sin  /3  +  ^  ar*  sin  2  a  sin  2  /3  +  ^  ar*  sin  3  a  sin  3  /3  +  •  •  • 

=   ^   iQQ.  l-2^co8(tt  +  /?)  +  a;« 
4    ^  1  —  2aj  cos  (a  —  P)  +  a;*  ' 

Daraus  folgt,  wenn  man  sich  an  das  Theorem  von  Abel  (§  340)  erinnert 


sin  a  sin  j3  -)-  Y  sin  2  cf  sin  2  j3  +  -V  sin  3  a  sin  3  ^  +  •  •  •  =    ~  log 


am — ^ 


8in — -~^ 


Diese  Formel  setzt  uns  in  den  Stand,  ein  anderes  Integral  zu  berechnen, 
welches  zu  den  Integralen  (11)  analog  ist.  Durch  ein  nicht  strenges 
Verfahren,  welches  wir  schon  in  andern  Fällen  angewandt  haben  (§721,  e,f,h), 
findet  man  leicht 


QO 


smaa;sm/3a:  ^   ^-log^_J|. 

0 

g)  Wir  wollen  endlich  noch  das  Dirichletsche  Integral  (§  721,  f)  be- 
rechnen, indem  wir  alle  Elemente  zusammenfassen,  die  einem  imd  dem- 
selben absoluten  Betrage  von  sina:  entsprechen.     Man  wird  dabei,  wenn  x 
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zwischen  0  und  y  gewählt  ist,  für  die  Bogen  x,  n  —  x,  2«  +  aJ,  ^n  —  x, 

4  7t  +  a?,  ...  einen  einzigen  Wert  des  Sinus  haben  und  für  die  Bogen 
7t  +  X,  2n  —  a?,  Stt  +  o;,  4«  —  x^  ...  denselben  Wert  mit  umgekehrtem 
Vorzeichen.  Daraus  folgt,  daß  das  vorgelegte  Integral  sich  in  folgender 
Weise  schreiben  läßt: 

i 

J  t  +  ;r=:5^M^~2i^r^  + 2^+^  +  3^^=75 )8mxdx. 

0 

Inzwischen  (§  464,  c)  hat  die  Reihe  in  Klammem  den  Wert 


00  QO 


V  (-ir  ^  yr 1 y? 1 


—  00  —  00  —  CO 

00  00 


~~2  ^ia;-n«+  2  ^  f (»  -  x) -7^  ""  Y  T^*  2  +^^"1) 


sin  a? 

—  00  —  00 


Also  ist 


9>  2 


dX  =^     I  dX  =^  -rr-71. 

X  J  2 


0  0 


Es  ist  leicht^)  diese  Rechnung  ganz  ein  wandsfrei  zu  machen. 


▼ielfiu>he  Integration. 

730.  Unbestiininte  Integration.  Nach  unsem  bisherigen  Aus- 
einandersetzungen ist  klar^  daß  das  Problem  der  einfachen  Integration 
im  Grronde  darin  besteht,  daß  die  Funktion  y  bestimmt  werden 
soll,  wenn  die  Funktion  dy/dx  =  f(x)  bekannt  ist.  Man  hat  kein 
wesentlich  neues  Problem,  wenn  die  unbekannte  Funktion  von  mehreren 
Veränderlichen  abhängt.  Will  man  z.  B.  eine  Funktion  e  der  Ver- 
änderlichen X  und  y  bestimmen,  wenn  man  djs/cx  ^  f(x,y)  kennt,  so 
ist  beim  Bilden  der  partiellen  Derivierten  nach  x  das  z  nur  als 
Funktion  von  x  zu  betrachten,  und  dieselbe  Auffassung  wird  folglich 
auch  bei  der  Integration  herrschen  müssen,  d.  h.  man  wird  haben 
js  ^  J  f(x,y)dx.  Hier  ist  also  bei  der  Integration  y  als  eine  Kon- 
stante zu  behandeln,  und  man  hat  daher  wohl  zu  beachten,  daß  bei 
dieser  Integration  unter  einer  willkürlichen  Eonstanten  eine  von  x 
unabhängige  Größe  yerstanden  werden  muß.  Sie  kann  daher  von  y 
abhängen  und  ist  in  Wirklichkeit  eine  willkürliche  Funktion 
von  y.  Ebensowenig  ist  die  Bestimmung  von  y,  wenn  man  d*y/dx^^f{x) 

1)  Siehe  den  „Calcolo  integrale**  von  d^Arcais,  p.  198. 


726  VII,  1.    Die  Integrration.  §§  730-731 

kennt;  oder  die  Bestimmung  von  Zy  wenn  rJz/cx^  =  f{Xy  y)  oder 
irgend  eine  andere  Derivierte,  immer  nach  einer  einzigen  Veränder- 
lichen;  gegeben  ist,  ein  wesentlich  neues  Problem.  Zwei  oder  mehr 
einfache  Integrationen,  nacheinander  ausgeführt,  werden  in  jedem 
Falle  zum  Ziele  führen,  ohne  daß  zu  dem  bereits  Gresagien  irgend 
etwas  hinzuzufügen  wäre.  Das  erste  wirklich  neue  Problem,  welches 
sich  uns  bietet,  ist  die  Bestimmung  von  Zy  wenn  die  Funktion 

(19)  äS-, = /"C^'  y) 

gegeben  ist.  Da  die  linke  Seite  die  Derivierte  von  czjdy  nach  x  ist, 
bei  deren  Bildung  y  als  konstant  vorausgesetzt  wird,  so  hat 
man  cz/iy  ==Jf(Xyy^dx,  Integriert  man  darauf  noch  einmal,  unter 
der  Voraussetzung,  daß  x  konstant  bleibt,  so  kommt 

z^fdyff{x,y)dx. 

Betrachtet  man  dagegen  die  linke  Seite  von  (19)  als  die  Deri viert« 
von  dz/cx  nach  y,  so  erhält  man  z  =  Jdxjf(x,y)dy.  Das  gemein- 
same Resultat  dieser  Paare  von  aufeinanderfolgenden  einfachen  Inte- 
grationen, die  in  Bezug  auf  verschiedene,  voneinander  unabhängige 
Veränderliche  ausgeführt  sind,  nennt  man  ein  Doppdintegral  und 
stellt  es  folgendermaßen  dar: 

(20)  Z'^fff{x,y)dxdy, 

Wenn  man  bei  jeder  einfachen  Integration  den  willkürlichen  Teü  in 
Evidenz  setzt,  so  erkennt  man  folgendes:  Ist  eine  spezielle  Funktion 
z  ==  F(Xy  y)  bekannt,  welche  der  Gleichung  (19)  genügt,  so  sind  alle 
Funktionen,  die  dieselbe  Gleichung  erfüllen,  durch  die  Formel 
z  =  F{x,y)  +  q}(x)  +  i^iy)  gegeben,  wo  9  und  ^  Symbole  willkür- 
licher Funktionen,  die  voneinander  unabhängig  sind,  darstellen.  Das, 
was  bei  der  doppelten  Integration  an  die  Stelle  der  willkürlichen 
Eonstanten  der  ein&chen  Integration  tritt,  ist  also  die  Summe  von 
zwei  willkürlichen  Funktionen,  deren  eine  nur  von  a?,  die  andere  nur 
von  y  abhängt. 

731*  Bestinunte  Integration.  Bei  der  einfachen  bestimmten  In- 
tegration läßt  sich  die  der  Veränderlichen  auferlegte  Beschrankung 
durch  die  Ungleichung  (a;  —  a)  (a?  —  6)  ^  0  ausdrücken,  welche  gerade 
das  Intervall  (a,  V)  definiert.  Allgemeiner  kann  jede  Ungleichung 
L(x)  <iO  eins  oder  mehr  Intervalle  darstellen,  die  das  Integrations- 
gebiet bilden.  Wird  die  Berechnung  des  Integrals  (20)  in  der  Weise 
ausgeführt,  daß  die  Veränderlichen  x  und  y,  obwohl  sie  voneinander 
unabhängig  bleiben,  beständig  eine  gewisse  Ungleichung 

(21)  L  {X,  y)  <  0 
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erfüllen^  so  heifit  das  Resultat  (20)  der  doppelten  Integration  be- 
stimmt, und  die  Ungleichung  (21)  definiert  das  Integrationsgebiet. 
Es  werde,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  haben,  vorausgesetzt,  daß 
sich  für  einen  gegebenen  Wert  von  x  aus  (21)  a(x)  ^  y  ^  h(x)  ent- 
nehmen läßt,  und  daß  diese  Einschränkung  die  Existenz  von  y  zu- 
läßt, so  lange  x  zwischen  gewissen  Grenzen  a  und  ß  bleibt,  die  f&r 
gewöhnlich  Wurzeln  der  Gleichung  a(x)  =^b(x)  sind.  Alsdann  wird 
das  Integral  (20),  erstreckt  über  das  Gebiet  (21)  in  folgender  Weise 
berechnet:  .        . , , 

(,22)  z  ^fdxffix,  y)  dy. 

a  a{x) 

Mit  andern  Worten,  wenn  man  findet,  daß,  x  als  konstant  voraus- 
gesetzt, F(x,  y)  eine  primitive  Funktion  von  f{Xy  y)  ist,  so  erhält 
man  för  z  den  (konstanten)  Wert 

/ 

z  =  /  {F{x,  h(x))  —  F{Xy  a{x))\dx, 

a 

732»  Beispiele.    Wenn  das  Integrationsgebiet  durch  die  Ungleichung 

x^-\-y'^2x  definiert  ist,  so  muß  man  haben  — y2x—x^^y^y2x—x^, 
und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  x  zwischen  0  und  2  enthalten  ist.  Also 
hat  das  Integral  (20),  erstreckt  über  das  genannte  Gebiet,  den  Wert 

2  Yix-x* 


z^jdxjf{x,y)dy. 


Man  kann  aber  auch,  indem  man  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um- 
kehrt, bemerken,  daß  bei  festgehaltenem  y  sein  muß 

1  -  i/r=7  <  0?  ^  1  +  vT=v , 

sodaß  y  nicht  außerhalb  des  Intervalles  ( —  1,  l)  liegen  kann.    Es  ist  mithin 

1      i+yr^ 
^^Jdyjf(^,y)dx. 

Daraus  ergibt  sich  folgendes:  Wenn  (p(x^y)  eine  primitive  Funktion  von 
f{x,y)  ist,  die  man  unter  konstant  gedachtem  x  erhalten  hat,  und 
^(x,y)  eine  andere  primitive  Funktion,  die  unter  konstant  gedachtem  y 
erhalten   ist,   so  laßt   sich  der  Wert   des  über  das   Gebiet    x^  +  y^  ^2x 

erstreckten  Integrals   fjf(x^y)dxdy  auf  eine  der  beiden  folgenden  Formen 

bringen: 

s 

f{q>{t,  y2t'-t')  ^ip{t,^y2t-fi)]dt, 

0 

1 

f[t(i  +  VT^^^t)  -  t(i  -Vi-i\f)} dt. 

-1 


728  VII,  1.    Die  Integratioo.  §§  733— 7S4 

733.  Da  ein  Doppelintegral  sich  als  das  Resultat  der  IntegraUon 
eines  Integrals  betrachten  läßt,  so  liegt  es  nahe  sich  zu  fragen^  wie 
man  die  DerivaHon  eines  Integrals  nach  einer  Veränderlichen  auszu- 
führen hat,  die  von  der  Integrationsyariablen  unabhängig   ist.      Das 

6 

ZuwachsTerhältnis  der  Funktion  9  (x)  =  ff(x,  y)  dy  ist 

a 
h  b 

^+Ky-yj^  _  Jnx  +  Ky)^-  f(.x, y) ^^  _ßj^^^g,,^  y^^y^ 

a  a 

WO  6  zwischen  0  und  1  liegt.  Kann  man  nun  jeder  noch  so  kleinen 
positiven  Zahl  c  eine  Zahl  d  entsprechen  lassen  derart^  daß  für  ,  %  |  <  d 
immer  \fx{x  +  hyy) '—f^{Xyy)\<iB  ist,  was  auch  y  in  (a,  6)  sein 
mag,  so  ist  klar,  daß  man  haben  wird 

b  ' 

a 

und  infolgedessen 

b 

y'(^)  =  ii„,  fi^+jcL-iyJ^  =  />;(^,  y)  ay. 

a 

Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  die  obige  Bedingung  für  fj  immer 
erfüllt  ist,  wenn  die  Derivierte  fJx  von  fj  existiert  und  endlich  ist. 
Wenn  nämlich  fJx  seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  bleibt  als 
eine  feste  Zahl  Z,  so  wird  es  genügen  \h\<s/l  zu  nehmen,  damit 
man  hat 

^f:{'^+h,y)-fj(x,y)\<{\f.",(.x+eh,y)\<e. 

Um  also  ein  Integral  nach  einer  Veränderlichen  zu  derivieren,  die 
von  der  Integrations variablen  unabhängig  ist,  genügt  es  die  der 
Integration  unterworfene  Punktion  zu  derivieren.  Wenn 
ferner  a  und  h  Funktionen  von  x  sind,  so  erhält  man  die  Derivierte, 
indem  man  9  als  eine  zusammengesetzte  Funktion  (§  369)  betrachtet 
und  bemerkt,  daß  die  Derivierte  eines  Integrals  nach  einer  seiner 
Grenzen  die  zu  integrierende  Funktion  ist  (§  713),  berechnet  für  die 
genannte  Grenze  imd  mit  dem  eignen  oder  dem  entgegengesetzten 
Zeichen  (§  711,  a)  genommen,  je  nachdem  es  sich  um  die  obere 
oder  die  untere  Grenze  handelt.     Man  erhält  auf  solche  Weise  sofort 

6 

^\x)  =  Vf{x,  h)  -  af{x,  a)  +ffJix,  y)  dy, 

a 

» 

734.  Dies   vorausgeschickt   wollen   wir   wieder   zur   Integration 
zurückkehren  und  wieder  a  und  1)  als  konstant  voraussetzen.     Wir 


§§  734—786  Vielfache  Integration.  729 

b 

stellen   uns   die   Aufgabe,   das  Integral   q>{x)  ^  Jf{x,y)dy  zwischen 

a 

den  Grenzen  a  und  ß  zu  integrieren.     Wenn  man  setzt 

X  b 

^(^; y) -ffi^y y)^^y    ^(^)  ^-/Vc^, y)dyy 

a  a 

SO  hat  man  offenbar 

b  b 

F\x)  =ftj(x,  y)  dy  =ff{x,  y)dy~q>  {x), 

a  a 

mithin 

ß  ■  b  ^      J 

fip  (x)  dx  =  F{ß)  -  F(cc)  =/v  iß,  y)  dy  ^fdyjf{x,  y)  dx. 

a  a  a  a 

Um  also  ein  gegebenes  bestimmtes  Integral  in  Bezug  auf  eine  von 
der  Integrationsvariablen  unabhängige  «Veränderliche  zu  integrieren, 
genügt  es,  die  der  gegebenen  Integration  unterworfene 
Funktion  zu  integrieren.  Es  ist  mit  andern  Worten,  wenn  man 
q>{x)  durch  seinen  Ausdruck  ersetzt, 

Jdxjf{x,  y)  dy  -  fdyjf{x,  y)  dx. 


a 


Wenn  femer  die  Grenzen  der  vorgelegten  Integration  selbst  Funk- 
tionen von  x  sind,  so  ist  es  immer  möglich  durch  Einführung  einer 
neuen  Integrationsvariablen  an  ihre  Stelle  Grenzen  zu  bringen,  die 
konstant  sind.     Es  genügt  zu  setzen  y  ^  a  '\-  (p  —  a)t, 

735.  Nene  Definition.  Die  obige  Definition  des  Doppelintegrals 
hat  dieselben  Nachteile  wie  die  am  Anfang  der  Integralrechnung  ge- 
gebene Definition  des  einfachen  Integrals.  Man  muß  sie  daher  derart 
umformen,  daß  sie  die  Bedingungen  für  die  Existenz  des  Integrals 
zu  finden  gestattet  und  uns  überdies  den  Weg  zur  Berechnung  seines 
Wertes  zeigt.  Wir  wollen  das  Integrationsgebiet  als  endlich  voraus- 
setzen, d.  h.  es  soU  möglich  sein,  zwei  endliche  Intervalle  (a,  ß)  und 
(y,  S)  anzugeben,  in  denen  die  Veränderlichen  x  und  y  bezüglich 
bleiben  müssen,  wenn  man  wünscht,  daß  die  Einschränkung  (21)  er- 
füllt ist.  Wir  teilen  das  (a,  ß)  in  Intervalle  Ä^,  A,,  . .  . ,  Ä„  und  (y,  Ö) 
in  Intervalle  /<^i;  Ä^;  •  . . ,  /f^-  ^^  Aie^Q  Teilintervalle  sollen  der  Null 
zustreben  (wobei  m  und  n  notwendig  ins  Unendliche  zunehmen),  ohne 
daß  irgend  eine  Beziehung  zwischen  ihnen  besteht.  Wir  wollen  auch 
die  Funktion  als  endlich  voraussetzen  und  die  Vereinbarung  treffen, 
sie  außerhalb  des  Integrationsgebietes  als  verschwindend  zu  betrachten. 
Wenn  x  und  y  bezüglich  in  den  Intervallen  ä,.  und  Äy  variieren,  in- 
dem sie  immer  voneinander  unabhängig  bleiben,  so  liegen  die  Werte 
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der  Funktion  zwischen  einer  oberen  und  einer  unteren  Grenze: 
zwischen  diesen  Ghrenzen  wähle  man  eine  Zahl  f^^  und  betrachte  die 
Doppelsumnie 

2Khfii  =  hhfn  +  hhfit  +  Aj^i/ii  +  •  •  •  +  KKfnm- 

US 

Wenn  dieselbe  beim  unendlichen  Zunehmen  von  m  und  von  n  nach 
einem  Grenzwert  konvergiert;  der  unabhängig  ist  von  dem  Gesetz, 
welches  man  bei  der  Konstruktion  der  Intervalle  h^  und  der  Inter- 
valle Jfey  befolgt,  und  ebenso  unabhängig  von  der  Wahl  der  2^hlen  /"<,, 
so  bezeichnet  man  diesen  Grenzwert  als  bestimmtes  Integral  in 
dem  angegebenen  Gebiete.  Legt  man  diese  Definition  zu  Grande,  so 
ist  68  nicht  schwer  daraus  analoge  Folgerangen  zu  ziehen,  wie  wir 
sie  bei  der  einfachen  Integration  gehabt  haben,  und  insbesondere  läßt 
sich  daraus  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Existenz  des  Integrals  ableiten.  Wir  wollen  uns  hier  aber  auf  die 
Definition  beschränken  und  verweisen  den  Leser  auf  die  ausführlichen 
Lehrbücher  der  Infinitesimalrechnung. 

736.  Es  bleibt  uns  aber  noch  zu  zeigen  übrig,  daß,  fSsüls  das 
Integral  existiert,  sein  Wert  sich  in  der  in  §  731  angegebenen.  Weise 
erhalten  läßt.  Wird  die  Existenz  des  Integrals  a  priori  zugelassen, 
so  ist  es  erlaubt  zuerst  m  und  dann  n  unendlich  werden  zu  lassen 
und  den  Wert  /|.^  zwischen  der  unteren  und  der  oberen  Grenze 
der  Werte  zu  wählen,  die  f{Xj  y)  annimmt,  wenn  x  im  Anfangspunkt 
des  Intervalles  }i^  fest  bleibt  und  y  in  Tc^  variiert  Alsdann  zerlegt 
sich  die  vorhin  betrachtete  Doppelsumme  in  n  einfache  Summen^ 
deren  eine  \(Ji\f^^  +  ^8/i2  +  * " '  +  Kfin)  ^^  ^^^  ^®^  Grenzwert 

\ff{^,  y)  dy  =  hff(x,  y)  dy  =  h^F^ 

Y  a(af) 

hat,  wenn  mit  F^  der  Wert  bezeichnet  wird,  den  eine  gewisse 
Funktion  von  x  im  Anfangspunkt  des  Intervalles  h^  annimmt.  Lassen 
wir  jetzt  auch  n  (welches  bisher  zusammen  mit  den  h^  konstant  war) 
ins  Unendliche  wachsen,  so  finden  wir  als  Grenzwert  der  Doppelsamme 


S  b{x) 


lim  (A,F,  +  Ä,F,  +  . . .  +  KF,)  ^J  clxj  f{x,  y) dy, 

*»  =  *  a  a{x) 

d.  h.  gerade  das  Doppelintegral  (22).  Hiemach  ist  klar,  daß  die  Um> 
kehrung  der  Integrationenfolge  darauf  hinauskommt,  daß  man  zuerst 
n  und  dann  m  ins  Unendliche  wachsen  läßt;  es  lassen  sich  aber  an- 
endlich viele  andere  Arten  denken,  m  und  n  unendlich  werden  zu 
lassen,  und  sie  müssen  alle  denselben  Wert  für  das  Integral  lief^ 
wenn  es  erlaubt  sein  soll  zu  sagen,  daß  es  existiert.     Wenn  wir  an 
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die  mannigfachen  Formen  denken,  die  eine  Doppelsumme  annehmen 
kann  (§  243),  wenn  man  yersucht  sie  auf  eine  Summe  einfacher 
Summen  zu  reduzieren,  so  wird  es  klar,  weshalb  die  Möglichkeit,  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  umzukehren,  so  beschrankt  ist.  Diese 
Umkehrung  ist  trotzdem  ein  wertvolles  Forschungsmittel,  welches 
sich  häufig  mit  großem  Nutzen  anwenden  läßt.  Bei  seinem  Gebrauch 
darf  man  aber  nie  vergessen,  daß  sich  dabei  f&lsche  Resultate  ergeben 
können,  wenn  die  Funktion  oder  eine  ihrer  ersten  Derivierten  un- 
endlich wird,  oder  wenn  das  Integrationsgebiet  selbst  unendlich  ist. 

737*  Einführung  neuer  Veränderlicher.    Wir  wollen  annehmen, 

daß  bei  dem  Integral   f  ff  (x,y)dxdy   die  Substitution   x  ^  q}(u,v), 

y  —  ilf(u,v)  ausgeführt  werden  soll,  wo  u  und  v  die  neuen  (unab- 
hängigen) Integrationsvariablen  sind.  Für  die  Abhängigkeit  der  Funk- 
tionen X  und  y  yoneinander  wird  erfordert  (§  579),  daß  die  Deter- 
minante 


25  = 


^  {x,  y) 
d{u,v) 


dx 

dx 

du 

OV 

dy 
du 

dv 

von  Null  verschieden  ist.  Dies  vorausgeschickt  sei  g(ujv)  das,  was 
aus  f(x,  y)  durch  die  genannte  Substitution  wird,  und  das  Integral 

werde  in  folgender  Weise  geschrieben:   fdyff{x,y)dx.    Wir  wollen 

außerdem,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  uns  zu  haben,  vereinbaren, 
daß  die  einzehien  Integrationen  immer  in  dem  Sinne  auszuführen 
sind,  in  welchem  die  zugehörige  Veränderliche  wächst,  sodaß  die 
Differentiale  der  vier  Veränderlichen  stets  als  positiv  betrachtet 
werden  können.  Bei  der  auf  x  bezüglichen  Integration  muß  y 
konstant  bleiben,  d.  h.  es  muß 


sein,  mithin 


^ydu  +  p-dv-o 

du         •   dv 


,    dx  j      ,  dx :,         l  dx       dx     du  \  j  2)  , 

du  dv  \du      cv     dy   j  cy 

\  dv  J  dv 

Das  Integral  wird  folglich  (wenn  man  erforderlichen  Falles  die  auf  u 
bezüglichen  Integrationsgrenzen  vertauscht) 


dyjg(u,v)-j:^du^jdujg(u,v)-^  dy. 


dy 

dv  dv 

Dabei   stellt  v   diejenige   Funktion  von  y  und  u  dar,   welche   unter 
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der  Voraussetzung  (§572)  cy/cv'^0  durch  y««^(w,  t;)  definieit 
wird.     Bei  der  Integration  nach  y  muß  u  konstant  bleiben,  sodaß 

^       du         '   öt?  cv 

ist.  Das  letzte  Doppelintegral  verwandelt  sich  daher  (indem  man, 
wenn  nötig,  die  auf  v  bezüglichen  Integrationsgrenzen  vertauscht)  in 
Jdujgiu,  v)\^\ dv.     Man  hat  also 

(23)  fff{^,y)dxdy^ffg{u,v)  2>  dudv. 

Allgemeiner  kann  man  beweisen,  daß 

ff-'ff{^?y>^r'')dxdyd0..,^ff..jg(uy^^^^^ 
ist. 

738.  Legt  man  den  Veränderlichen  x,  y  die  Bedeutung  recht- 
winkliger cartesischer  Koordinaten  bei,  so  läßt  sich  der  Übergang  zu 
den  neuen  Veränderlichen  geometrisch  interpretieren  als  ein  Über- 
gang zu  krummlinigen  Koordinaten  (§  413),  wobei  das  Integrations- 
gebiet durch  die  Kurven  u  und  die  Kurven  v  in  anderer  Weise  in 
infinitesimale  Elemente  zerlegt  wird.  Die  Formel  (23)  sagt  uns  in 
der  Tat,  daß  wir,  anstatt  das  Integrationsgebiet  in  rechteckige  Ele- 
mente dxdy  zu  zerlegen,  wie  es  die  Definition  will,  das  Gebiet 
durch  die  genannten  Kurven  in  andre  Elemente  teilen  können.  Jedes 
dieser  Elemente  läßt  sich  (unter  Vernachlässigung  infinitesimaler  Teile 
von  höherer  Ordnung)  als  ein  Parallelogramm  mit  den  Seiten  dö  nnd 
dt  betrachten,  dessen  Winkel  cd  einen  Sinus  hat,  welcher  nach  einer 
bekannten  Formel  (§  571,  d),   durch   den  Quotienten   von   S)   durch 

,—  •  -,—  gemessen  wird,  sodaß  der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms 

durch  den  absoluten  Betrag  von  smo  -  dödt  ^  S)dudv  ausgedrückt 
wird.  Also  liefert  die  Formel  (23)  das  Integral  als  Summe  unendlich 
vieler  infinitesimaler  Elemente,  die  man  erhält  durch  Multiplikation 
des  Inhalts  jedes  Parallelogramms  mit  einer  zwischen  den  Werten 
der  zu  integrierenden  Funktion  in  dem  Parallelogramm  li^enden 
Zahl  g.  Man  gelangt  so  zu  einer  allgemeineren  Auffassung  der  in 
§  735  gegebenen  Definition. 

739.  Beispiele,  a)  Die  geometrische  Darstellung  des  Integrations- 
gebietes erleichtert  sehr  die  Diskussion  der  Grenzen,  die  den  einzelnen 
Integrationen  aufzuerlegen  sind,  sei  es,  daß  es  sich  um  die  ümkehrung 
der  Integrationenfolge  bandelt,  sei  es,  daß  man  zu  neuen  Veränderlichen 
übergehen  will.  So  wird  in  dem  Beispiel  des  §  732  alles  evident,  wenn 
man  bemerkt,  daß  das  Integrationsgebiet  ein  Kreis  vom  Radius  1  ist,  der 
Oy  im  Anfangspunkt  berührt,     um   ein   anderes  Beispiel  zu  haben,    sei 
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fdxdy  zu  integrieren  in  dem  Dreieck,  welches  von  den  Geraden  rr  »  1, 
y  ='  ax^  y  =^  ßx  eingeschlossen  wird.     Man  sieht  sofort,  daß 

1  ßx  a  y'a  ß  1 

J dxj  f{x,  y)dy  ^^Jdyj  f{x,  y)dx  +JdyJf{x,y)dx 

0  aar  0  y/{i  a         ylß 

Ebenso  hat  man 


ist. 


00 


00 


J  dxj  f{x,  y)  dy  =  J  dyj  f(x^  y)  dx. 

0  0  0  y  ' 

b)  Die  geometrische  Interpretation  der  Formel  (23)  vermag  uns 
auch  in  vielen  Fällen  die  Berechnung  von  S)  zu  ersparen.  Geht  man 
z.  B.  in  der  Ebene  von  den  cartesischen  Koordinaten  zu  Polarkoordinaten 
über,  so  hat  man  a;  =  rcosö,  y  =  rsinö  und 

cos  ö     —  r  sin  6 

sin  0         r  cos  ö 


^(a?»y) 


d  (r,  ö) 


=  r. 


Also  ist 

(24)  fffi^^  y)  ^^  ^y  ^fff^^  cos  ö,  r  sin  ö)  r  dr  dO, 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  geometrisch  durch  die  Bemerkung, 
daß  die  Kurven  r  und  die  Kurven  Q  die  Ebene  in  infinitesimale  Elemente 
zerlegen.  Jedes  dieser  Elemente  läßt  sich  als  ein  Rechteck  ansehen,  dessen 
Seiten  folgende  sind:  erstens  der  Abschnitt  (2r,  welchen  die  Kreise  von 
den  Radien  r  und  r  -{-  dr  auf  jeder  durch  den  Anfangspunkt  hindurch- 
gehenden Geraden  bestimmen,  zweitens  der  Bogen  rdO^  welchen  die  durch 
die  Winkel  0  und  0  -\-  dO  definierten  Geraden  auf  dem  Kreise  vom  Ra- 
dius r  ausschneiden.  Der  Flächeninhalt  des  Rechtecks  ist  also  rdO  *  dr, 
c)  Ahnlich  hat  man  im  Räume,  wenn  man  mit  <p  die  Länge,  mit 
tp  die  Breite  bezeichnet. 


rr  «=  r cos (p  cos tp ,     y  =  r&mq>  cos i/; , 

und  infolgedessen 

cos  (p  cos  1/;  sin  (p  cos  t|; 

-^-fiin  q>  cos  i\f  cos  q>  cos  i/; 

—  cos  g)  sin  if;  —  sin  <p  sin  i/; 


Z  =  r  sin  1/; 


d{x,y,z) 


sintf; 

0 
cosif; 


.2 


r'  cos  if; . 


Mithin  ist 

lflf{x^yg)dxdydz'=jfjf{rcos(pco&'ilf^rsm(poos'ilf^rsin^^ 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  durch  folgende  Bemerkung:  Wenn 
nur  r  allein  unendlich  wenig  zimimmt,  so  beschreibt  der  'Punkt  M (Xjy,  z) 
ein  geradliniges  Element  MM'  =>  dr]  wenn  nur  q>  wächst,  so  beschreibt 
er  in  einer  zu  Oz  senkrechten  Ebene  ein  Kreiselement  MM"==^r\coa^\dq>] 
und  wenn  nur  i/;  wächst,  so  beschreibt  der  Punkt  M  in  der  durch  den 
Winkel  <p  definierten  Ebene  ein  Kreiselement  MM""  ==  rdi\f.  Die  drei 
Elemente  lassen  sich  als  Kanten  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedons 
MM'M*'M*"  ansehen,  durch  welches  der  zwischen  den  Kugeln  r,  r  '\-  dr^ 
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den  Ebenen  tp^  q>  -^-  dq>  und  den  Kegeln  tf;,  tf;  +  ^^  enthaltene  Körper 
ersetzt  werden  kann.  Das  Volumen  dieses  Körpers  wird  also,  abgeseben 
von  Infinitesimalen  höherer  Ordnung,  durch  das  Prodakt  r '  cost^ j  dg)'rd^'dr 
gemessen. 

740.  Übungen,  a)  Um  zu  sehen,  wie  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen das  Resultat  beeinflussen  kann,  berechne  man  die  folgenden 
Integrale: 

11  1  11  1 

0  0  0  0  0  0 

11  1  11  1 

0  0  0  0  0  0 

Man  beachte,  daß  in  beiden  Fällen  die  der  Integration  unterworfene 
Funktion  im  Punkte  (0,  0)  unendlich  wird.  Nichtsdestoweniger  existieren 
die  unbestimmten  Integrale 

Y  J^y  +  9>{^)  +  ^(y),      arctg-  +  (p(x)  +  if;(y), 

aber  sie  sind  in  dem  genannten  Pimkte  unstetig,  insofern  sie  in  seiner 
Umgebung  jeden  beliebig  vorgeschriebenen  Wert  annehmen  können. 

b)  Findet  man  es  bei  der  Berechnung  eines  Integrals  zweckmäßig 
z  =^  xy  als  neue  Verftnderliche  anzunehmen,  die  z.  B.  an  die  Stelle  von  y 
treten  soll,  so  muß  man,  um  die  Formel  (23)  anzuwenden,  bemerken,  daß 

^(^>^)  ^^^rx:  S)  «  -^- 

^(«,y)       cy         '  X 

ist.     Z.  B.  hat  man  (§  729,  b) 
11  11  1  1 

/  I  {xyyvdxdy^  j  g*dz  i^^—  1  e*  löge  dg  ^  1  e'dz^  0,783  .  .. 


0     0  0  »  0 


Dies  kommt  darauf  hinaus,  die  Ebene  mit  Hilfe  der  gleichseitigen  Hyperbeln 
xy  *=>  Gonst.  in  Streifen  von  infinitesimaler  Breite  zu  zerlegen. 

c)  Es  kann  vorkommen,  daß  die  Kurven  u  imd  die  Kurven  v  eine 
einzige  Kurvenschar  bilden.  So  kann  man  z.  B.,  um  die  Punkte  darzu- 
stellen, die  in  dem  Winkelraum  zwischen  Ox  und  der  Halbierenden  des 
Winkels  xOy  liegen,  dazu  gef&hrt  werden,  x  und  y  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  und  dem  geometrischen  Mittel  von  zwei  neuen  Veränder- 
lichen zu  setzen:   x  =>  ^(u-{-v),  y^^ytiv.     Offenbar  ist  dann 

S)  =  (u  —  v)/4:Yüv. 

Damit  eine  der  neuen  Veränderlichen  einen  konstanten  Wert  a  bewahre, 
muß  notwendig  zwischen  x  und  y  die  Relation  bestehen,  die  man  durch 
Elimination  der  andern  Veränderlichen  erhält,  also  die  folgende:  y*»  2ajt;~a^ 
Das  ist  die   eine  und  einzige   Schar  von  i<-KuiTen  und  v- Kurven.     Sie 
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bestellt,  wie  man  sieht,  aus  allen  Parabeln,  welche  die  Achse  Ox  und 
die  Direktrix  Oy  gemein  haben.     Die  Werte  von  u  und  v  sind  in  jedem 

Punkte  gegeben  durch  den  Ausdruck  x  Hh  yx^  —  y* .    Konmit  man  überein 

zu  setzen  t*  =  ä  +  Yx^  —  y^  und  infolgedessen  i?  =  ä  —  y^a?*  — y*,  so  hat 
man  längs  der  Parabel  vom  Parameter  a 

tt  =  aj+]a;  —  «',       v  =^  x  —  \x  —  a\ 

und  daher  u  =  a  für  x  ^a  und  t?  =  a  für  x^a.  Wenn  man  also  in 
dem  genannten  Winkelraum  die  Parabel  in  einen  endlichen  Bogen  j  der 
vom  Scheitel  bis  zum  Berührungspunkt  mit  y  ^='  x  geht,  und  in  einen 
unendlichen  Bogen  teilt,  so  ist  Iftngs  des  ersten  u  konstant,  während 
V  =  2x  —  a  von  0  bis  a  variiert;  längs  des  zweiten  ist  v  konstant, 
i?vährend  u  =  2x--a  von  a  bis  Unendlich  variiert.  Erstreckt  man  z.  B. 
die  Integration  über  das  Gebiet,  welches  zwischen  der  Achse  Ox  und  den 
Parabeln  mit  den  Parametern  a  und  h  enthalten  ist,  so  läßt  sich  das  In- 
tegral von  fdxdy  in  der  einen  oder  der  andern  der  beiden  folgenden 
Weisen  schreiben: 

y>.f6»  1  1 

jdyjf{x,  y)  dx  ^jdxjf{x,  y)  dy  +jdxjf{x,  y)  dy. 

Wenn  man  dagegen  die  Veränderlichen  u  und  v  anwendet,  so  nimmt  das 
Tntegral  die  einfachere  Form  au 

6  a 

fffii (u  +  v),  yüi) {u  -  v)dyudY^K 

a  0 

d)  Durch  ein  sehr  gebräuchliches  Verfahren,  welches  zwar  nicht 
streng  ist,  sich  aber  streng  machen  läßt^),  gelingt  es  das  Dirichletsche 
Integral  (§  729,  g)  zu  berechnen,  indem  man  bemerkt,  daß  für  positives  x 

OD 

^vdy 

u 
ist  und  infolgedessen 

OD  QfO      OD  OO  OD 

/ dx  =   j  j  e~'^8uixdxdy  =^  I  dy  j  e''*^smxdx 

0  0     0  0  0 

Da  nun  (für  y  >  0) 

(c-'y  cos a;)*  =  -  1 ,       (e"^  sin  x)^  -  0 
ist,  so  gibt  die  partielle  Integration 


OD 

i-f'- 


00 


/  c"*''  sinxciic  =  1  —  y  j  C'^^cosxdx  =1  —  y*  /  e^'^smxdxj 


1)  Siehe  z.B.   den  ,,Calculo  integral'^   von  Gomes-Teixeira  (Primeira 
parte,  p.  94)  oder  den  „Trait^  d' Analyse"  von  Picard  (t.  I,  p.  34). 
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woraus  man  entnimmt 

QO 

(l  +  y^  I  e~*y  sin  Ä  da;  =  1 . 

0 

Mithin  ist 


00 


fZ''  '^^  =  fr+v  "  (''«'  *«  y)o*  -  Y  • 


9 


e)  ÄhnUch  kann  man,    um  das  Integral  ^ -/sina;  •  logsinxdx  «i 
berechnen,  schreiben  o 


n  7t  n 

T  2  T 


3  '^^  —  j  sinxdx  I  cot  y  dy  =^  —  j  cot  ydyj  sin  rc  da: 
0  z  u  u 

(tg  y- -  sin  yj  di/ =  (cos  y  —  log  cos*  ^  )   =-  —  1  +log2. 
u 

Übrigens  läßt  sich  das  vorgelegte  Integral  leicht  durch  partielle  Integration, 
auch  in  unbestimmter  Form,  berechnen: 


/ 


sin  X  '  log  sin  xdx  ^  —  cos  a;  log  sin  x  +  log  tg  ^  +  cos  x  -\-  C. 


Daraus  folgt  (§312,  b) 

c^  =  —  1  +  lim  (cos  X  •  log  sin  x  —  log  tg  ^)  =»  —  1  +  log  2- 

f)  Um  den  Wert  cf  des  Poissonschen  Integrals  (§  721,  e)  zu  berechnen, 
betrachte  man  das  Doppelintegral 


OD   OD  OD 


(25)  ffe-^'^'^^^dxdy  ^fde-'^dx  =  d^ 

0  0  0 

und  suche  es  auf  andre  Weise  zu  berechnen.     Man  schreibe 


00  oo 


d^  ^fe-'^dxfe-^dy 

0  0 


und  ersetze  bei  der  ersten  Integration  (nach  ^)  y  durch  eine  andere  Ver- 
änderliche, die  so  definiert  ist:  y  =>  tx.     Man  erhält  dann 


00  QO  00 


g^^  fe'-'^xdxfe-'''^dt=fdtfe'-^^-^^^'^'Xdx. 


0  0  0         0 

Nun  hat  man  sofort 


OD 


-{i-H')i'.xdx  = 


8(l  +  0 
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Also  ist  successiv,  wenn  man  beachtet,  daß  3  positiv  sein  muß, 

0 

g)  Zu  dem  vorstehenden  Besultat  gelangt  man  auch,  indem  man  das 
Integral   (25)   nach   der   Formel   (24)   transformiert    und    dann  berechnet. 

Beachtet  man,  daß  r  von  0   nach  oo  und  B  von  0  nach  —  geht,  wenn 

X  und  y  unabhängig  voneinander  alle  positiven  Werte  annehmen,  so  erhält 
man  sofort 

7t 
OD      "jf  OO 

0    0  *ö 

übrigens  ist  dieses  der  Strenge  entbehrende  Verfahren^)  nicht  wesentlich 
verschieden  von  dem  vorigen,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  wenn  man  be- 
merkt, daß  ^  =  tgd  ist.  Bei  beiden  ist  noch  erforderlich  der  Nachweis 
der  Existenz  von  d\  dieser  ergibt  sich  aber  sofort  (§  717,  b)  aus  dem 
UncLStand,  daß  für  unendliches  x  die  Funktion  rc^e"**  nach  Null  konvergiert, 
was  auch  n  sein  mag. 

h)  Auch  die  Derivation  (§  733)  nach  einer  von  der  Integrations- 
variablen  unabhängigen  Veränderlichen  läßt  sich  mit  Nutzen  auf  die  Be- 
rechnung zahlreicher  Integrale  anwenden.  So  z.  B.  leitet  man  aus  dem 
zweiten  Integral  (ll)  immittelbar  das  erste  ab  durch  Derivation  nach  |3, 
wenn  man  beachtet,  daß  die  Derivierte  von  |  x  I  gleich  sgn  x  ist.  Ebenso 
leitet  man  aus  dem  bekannten  Integral  r{a)  durch  Derivation  nach  a 
sofort  ab  (§314,j) 


oo 


JT-U-'\ogxdx  =  (_  c  +  1  -  A-  +  -i-  -  --^1  +  •  •  •)  r{a). 


0 

Insbesondere  ist 

00  OD 


Je^^\ogxdx^  —  C,      Je-'^logxdx^  —  |  y^  (C  +  log  4) . 

0  0 

Wenn  man  in  dem  ersten  Integral  a;  in  —  log  x  verwandelt,  so  findet  man 
das  Integral  von  Mascheroni  (§  721,  g)  wieder.  Nach  einer  nochmaligen 
Derivation  findet  man  für  a  «=  1 ,  a  =*  -J-  u.  s.  w. 


oo 


O 


fe''log^xdx  =  C^  +  i7t^,fe-'^log^xdx^iyit[(C+\og^y+\7t*]u.s.vr. 


1)  Es  wurde  von  Poisson  angegeben  und  von  Caylej  verbessert  im 
„Quarterlj  Journal  of  Mathematica**  (1872 ,  p.  120).  Siehe  die  „M^langes  math^- 
matiques''  von  Mansion  (p.  15)  und  den  ,,Trait^  d' Analyse**  von  Picard 
(t.  I,  p.  103). 
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i)  Man  berechnet  leicht  das  Integral 


(26) 


7> 

/dx  n 

a*8in*a;  +  6'co8*:c       2ai 


mit  Hilfe  der  Substitution  tgo;  =»  — t,  wenn  man  yereinbart  mit  a  und  5 

die   positiven  Wurzeln  von  a*  und  b^  zu  bezeichnen.     Deriyiert  man  das 
eine  Mal   nach   a,   das   andere   Mal   nach   bj  so   erhält  man  die  Integrale 

ft  Tt 

»                                                              T 
/*  vm^xäx  n  C  GOB*xdx  n 

J  (a*8in*a:  +  t*co8*a;)*       4a'ö'       J  (a*8in'a;4-  ft'cos'a:)*       4a  fc*' 

0  0 

deren  Summe 


n 

T 


r 

^  (a*  sin*  a;4- 6*008*  a;)*  4a*6' 

0 


dx  o*  +  6* 

=  n 


1  •  8  •  5  •  •  •  (2  n 1) 

ist.     Fährt  man  so  fort  und  setzt  zur  Abkürzung  Jfc^  ==  --—  — — -. 

so  findet  man  endlich 


n 


^ dx^ 

J  (o*  8in*a;  4-  6*  co8*a:)*'+  * 


0 


2(06)*"  +  * 

Durch  das  umgekehrte  Verfahren  fließen  aus  dem  Integral  (26)  unendlich 
viele  andere.  Zunächst  bemerke  man,  von  der  Identität  (a*  — 5*)sin*j 
==  (a^sin^rr  +  6*cos'ir)  —  6*  ausgehend,  daß 

n 

(  8      7l2^  I  8in*a;da:  w        uh 

^  ^J  a*  sin*  a;  +  6*  cob*  ar         2         2  a 

0 

ist,  woraus  sich  ergibt 

Tt 

T 

/2a8in*a;(2a;  n 

a*sin*rc  +  6*co8*a;        a-\-b 

0 

Daraus  folgt  durch  Integration  in  Bezug  auf  a  zwischen  den  Grenzen  h 
und  a  und  Ersetzung  von  a  durch  b  y\  —  k^ 

n 

T  

/  log  yi  —  k^  sin*  X  dx=»  —  Yn  log         ^ 
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Als  Verifikation  bemerke  man,   daß   das  letzte  Integral  für  Ä;  =  0   ver- 
schwindet, während  es  sich  für  Ä  =  l    auf  — ^  7t  log  2   reduziert,    einen 
Wert,  den  wir  bereits  auf  andern  Wegen  erhalten  haben  (§§721,d;  725,  f.). 
j)  Durch  partielle  Integration  lassen  sich  die  beiden  Integrale 


00 


/  e"**co8&rc  •  dic,      j  f^'Auhx  -  dx         (a  >  0) 

0  0 

aufeinander  reduzieren.     Man  hat  in  der  Tat 

00  00  oo 

hj  c"^*cos&a;-<la;  =  (c"**sin&fl:)*  +  ö/  e~^' sinhx •  dx  =  a  I  e^^'smhX'dXj 

0  0  0 

00  00  oo 

hl  e''^'sinhx-dx=^{e''^'coshx)l^—al  6""***cosfeicrfrc=l— o/  e~*"cosfea;-dar, 

0  0  0 

woraus  folgt 


00 


(27)      J  e-^'co8hxdx=^  a*+b^'     J  e""sinhx  •  dx -= -i^-^- 

0  0 

Integriert  man  das  erste  in  Bezug  auf  6,  zwischen  den  Grenzen  0  und  &, 
oder  das  zweite  in  Bezug  auf  a,  zwischen  den  Grenzen  a  und  oo,  so  er- 
hält man 


X  ^  a 


0 

Für  infinitesimales  a  gelangt   man    zu  der  Formel    (9)    zurück,    da    die 
rechte  Seite  nach  ^7rsgn&  konvergiert. 

k)  Zum  Zwecke  der  Verifikation  gewisser  früherer  Resultate  wollen 
wir  einen  andern  Weg  angeben,  der  zu  dem  Dirichletschen  Integral  führt. 
Vorher  ist  es  aber  nötig,  die  Existenz  dieses  Integrals  direkt  nachzu- 
weisen. Das  läßt  sich  sehr  schnell  machen,  wenn  man  sich  auf  ein  früheres 
Eesultat  (§  717,  c)  stützt  und  bemerkt,  daß 


/• 


siaxdx 


==  I  cos  a  —  cos  /5  I  ^  2 


ist.     Wir  wollen  hier  aber  zur  Übung  in  anderer  Weise  vorgehen.     Offen- 
bar existiert  das  Integral 


nn  n 

dx 
T)3r 


3  =  ri55^da:=  r_^i^ 

{n-l)7t  0 

und  hat  einen  Wert,  der  zwischen   2/njr  und  2/(«— 1)ä  enthalten  ist, 

n 

-weil  /sin  a;  rfrc  =  2 .     Daraus  folgt 

0 

c^^>  — ><?^.i,       lim(?^«0, 

n  =  00 

47* 
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und  68  ist  daher  (§195)  die  Reihe  <3^i  —  <?2  +  <^8  —  *  *  konvergent    In- 
zwischen hat  man,  wenn  n  das  größte  in  a/je  enthaltene  Granze  ist, 


/sinrz; 


^a;  =  <?i  —  ^g  +  <?, ±  <?,  qp  ö<?,^j , 


wo  0  zwischen  0  und  1  liegt.     Läßt  man  also  a  und  infolgedessen  n  un- 
endlich wachsen,  so  existiert 

0 

Dies  vorausgeschickt  hat  man  (§  729,  f,c) 


00 


00  OD  00  00 

S*-f'^^-  dxp^  dl,  =   A^  dxß^  dt 

0  0  0  0 


00  QO  00 


Cdt  r .     .  .  dx    1  A   /i+t\»<jt    1  t 

~.J   Jsxnxsmtx--  =  -J  log (- — ^)  -j  =  -- «*. 

0  0  0 

Mithin  hat  man,  weil  3  positiv  ist,  cf  =  \n. 

00 

1)  Es  sei  zur  Berechnung  vorgelegt  das  Integral  ^—  J€~^co82aX'dx^ 

0  _ 

welches  sich  für  a  ==  0  auf  das  bekannte  Poissonsche  Integral  3^==*  ^Yn 
reduziert.  Wir  wollen  es  nach  a  derivieren  und  das  Resultat  partieU  in- 
tegrieren: 

00  00 

^'=^/sin  2  arr -(1(6-^)  =  —  2ocJ e-'^  (iOs2cix  -  dx  ^  —  2ad , 

0  0 

Daraus  folgt  log«?  =  —  a*  +  log<?Q,  mithin  3  =  ^qC~**',  d.  h. 


X 


y^p-^cos2aa;Ja;  =  ^l/«c-^. 

0 

OD 

/C08  CLX 
YT — t^^   ZU  be- 
rechnen, indem  wir  es  als  die  Derivierte  der  Funktion       ® 


00 


0 

betrachten  und  bemerken,  daß 


00 


f{a)  -  r{a)^J-^-dx  «  y  orsgna 


1)   Dies  Übungsbeiapiel   ist   dem  „Trattato  di  Calcolo**  von  Todhunter 
entnommen ,  der  die  „TransactionB  of  the  Royal  Irish  Academy*^  (vol.  XIX,  p.  227 
zitiert. 
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ist.    Da  —  e-«(/'--  r)  die  Derivierte  der  Punktion  e"  «(/•+/")  ist,  welche 
sich  för  a  =»  0  auf  /^(O)  =  arctgcx)  —  —  reduziert,  so  hat  man 


7t 


e-(/-+r)-5  =--jye-«8gD«da-|-(c-«-l)8gn«, 

0 

woraus  sich  ergibt 

f{a)  +  r(«)  =  -J  e«  +  y  (1  -  e«)  sgn  «, 

femer,  wenn  man  a  in  —  or  verwandelt, 

Daraus  folgt  durch  Addition 

r(«)=-Y{(l-sgn«)e«  +  (l+8gna)c-«}. 

Der  Ausdruck  in  Klanmiem  reduziert  sich  fftr  a  >  0  auf  2  6"",  auf  2e" 
für  a  <  0  und  auf  2  fOr  a  =  0,  sodaß  er  in  jedem  Falle  den  Wert  20-'**'  hat. 
Also  ist 

008  ax 


/ 


-jdrr«  — jte-'**'. 


1  +  x^  2 


n)  Das  letzte  Resultat  ist  mit  unendlich  vielen  andern  in  einer 
wichtigen  Formel  von  Fourier^)  enthalten,  welche  es  erlaubt  eine  beliebige 
differentiierbare  *)  Funktion  /"(«),  die  föi*  alle  Werte  von  er  gegeben  ist 
und  fftr  a  »  ±  oo  nach  Null  konvergiert,  durch  ein  bestimmtes  Integral 
auszudrücken.     Zunächst  bemerke  man,  daß 


OD 


fr  (6)  sgn  («  -  e)  dB  ^f riß)  de  -ff{d)d6  -  2f{«) 


—  00  —00 

ist.     Daraus  folgt  nach  der  Formel  (9) 


QO  40 


—  00  0  0—00 

Inzwischen  liefert  die  partielle  Integration 

00  X 

J^fiß)  sin  {a'-e)x'de^  ^J^fi^)  cos (a  —  ö) a;  •  dÖ . 

—  OD  —  OD 

Also  ist 

00  00 

/•(«)-i.  fax  ff(e)QOB(a--e)x'de. 


0  —OD 


1)  „Th^rie  analjtique  de  la  chaleur**  (Oeuvres,  1 1,  p.  408). 

2)  Die  Bedingung  ist  zu  eng.     Siehe  z.  B.  Poincar^  „Theorie  analytique 
de  la  propagation  de  la  chaleur",  p.  102. 
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Wenn  man  daher  setzt 

(28)  (p  (x)  ^ffiff)  cos  fix  •  de,    ^{x)  =ff{ß)  sin  Bx-dd, 

—  CO  —  00 

so  bat  man 

(29)  /"(«)  —  —  I  { 9 (ic) cos  a«  +  tf; («)  sin ax]dx. 


¥" 


Dies  ist  die  Formel  von  Fourier.     Z.  B.  liefern,  so  oft  /"( — a)  ^  f{a) 
ist,  die  Formeln  (28) 

CO 

(p  (x)  =  2jf{0)  cos  6x  '  dO,      ^{x)  =  0, 

«O 

und  infolgedessen  wird  die  Gleichung  (29)    f(a)  =  —  j  q>(x)  cosax  -  dz. 

0 

Insbesondere  hat  man  fOr  /*(«)  =  6"'^',  wenn  man  sich  an  das  erste  In- 
tegral (27)  erinnert,  g>  (x)  »  2/(1  +  ^')  und  findet  so  das  Resultat  des 
vorigen  Übungsbeispiels  wieder^).  Man  bemerke  schließlich,  daß  der  obige 
Beweis  der  Founerschen  Formel  unverändert  bestehen  bleibt,  wenn  man 
den  Integralen  (28)  als  Grenzen  zwei  Wurzeln  von  f(0)  gibt.  Die  rechte 
Seite  von  (29)  stellt  alsdann  f(a)  dar,  wenn  a  zwischen  die  beiden 
Wurzeln  fftllt,  reduziert  sich  aber  auf  Null  im  entgegengesetzten  Falle. 
So  findet  man  für  /*(0)  =  cos0,  wenn  man  mit  ß  eine  Wurzel  dieser 
Funktion  bezeichnet,  daß  das  Integral 


/ 


cosa«-  cosAo;  , 
|-^~  dx 


X' 


(welches  offenbar  bedeutungslos  ist,  wenn  cosa  und  cosj?  beide  von  Null 
verschieden  sind)  filr  |  <x  |  ^  |  j3  |  den  Wert  ^  n  cos  a  cos  ß  hat  und  im  ent- 
gegengesetzten Falle  null  ist.  Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  übrigens, 
indem  man  (durch  eine  einfache  Transformation)  das  vorgelegte  Integral 
auf  das  erste  der  Integrale  (11)  reduziert. 

741.  Integration  der  totalen  Differentiale.  Das  Problem  der 
vielfachen  Integration  bietet  sich  in  der  natürlichsten  Weise  als  die 
Ausdehnung  des  am  Anfang  (§  708)  behandelten  Problems  dar,  wenn 
man  sich  die  Aufgabe  stellt^  eine  Funktion  von  zwei  oder  noiehr 
unabhängigen  Veränderlichen  zu  bestimmen;  deren  totales  Diffe- 
rential bekannt  ist.  Wir  behandeln  zunächst  den  einfachsten  Fall, 
wo  ein  Differentialausdruck 

u(x,y)dx  +  v{Xyy)dy 

vorliegt;  und  stellen  uns  zuIuU^llst  die  Frage,  ob  er,  wie  man  zu 
sagen  pflegt^  ein  vollständiges  Differential  ist;  d.  b.  ob  er  das  Difie- 


1)  Fourier,  a.  a.  0.,  p.  896. 
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rential  einer  Funktion  z  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y 
darstellen  kann.  Dies  kommt  darauf  hinaus ;  zu  fragen,  ob  es  eine 
Funktion  z  gibt,  ftir  welche  man  hat 

(30)  äi^^C^^y)^    ä7==^(^^y)^ 

und  man  sieht  sofort,  daB  für  die  Existenz  einer  solchen  Funktion  die 
Bedingung 

(31)  ay"(^'^)^ä^^*^^^^) 

notwendig  ist  (§  368),  wenigstens  in  dem  Falle,  auf  welchen  wir  uns 
beschränken  wollen,  wo  die  Funktionen  u  und  v  und  ihre  ersten  De- 
rivierten  stetig  sind.  Wir  werden  nun,  indem  wir  die  wirkliche  Be- 
stimmung von  z  versuchen,  auf  die  notwendige  Bedingung  (31) 
geführt  werden,  aber  wir  werden  auch  jBnden,  daß  sie  für  die  Existenz 
von  z  hinreichend  ist.  Integriert  man  (§  730)  in  der  Tat  die  zweite 
der  Gleichungen  (30),  so  erhält  man  z  =  fvdy  -{-  q)(x),  Deriviert 
man  dann  diese  Gleichung  nach  x  und  beachtet  die  erste  der  Glei- 
chungen (30),  so  sieht  man,  daß  außerdem  sein  muß 


9\^)-^{^,y)-J^dy, 


Soll  die  rechte  Seite  wie  die  linke  von  y  unabhängig  sein,  so  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Deri vierte 

du      dv 


4(«-/ls''y) 


dy       dx 

verschwindet,  d.  h.  daß  cu/cy  imd  cv/cx  durch  eine  und  dieselbe 
Funktion  f(x,  y)  ausgedrückt  werden.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  so  hat  man 

z  ^jvdy  +J  (u  —j^dy"^  dx  =  /  udx  +J  vdy  —JJfdxdyy 

ein  Resultat,  welches  leicht  auf  die  Form  (20)  reduzierbar  ist.  Also 
gilt  der  Satz:  Damit  udx  +  vdy  ein  vollständiges  Differential 

sei,   ist   notwendig   und   hinreichend,    daß  man  hat  ö—  ="  o    ' 

Ebenso  sind  für  die  Existenz  einer  Funktion  O  der  unabhängigen 
Veränderlichen  x,  y,  z,  die  das  totale  Differential 

dO  ^udx  +  vdy  +  wdz 

hat,  notwendig  und  hinreichend  die  Bedingungen 

yoo\  ^_^       du  _dw       dv  _  du 

^     ^  dy  ~' dz^     de  ~^  dx^     dx"^  dy 

Geht  man  in  der  Tat  davon  aus  dO/dz^w  zu  integrieren  (bei 
konstant  gedachten  x,  y),  so  erhalt  man  $  ^Jwdz  +  q>{Xjy).  Mithin  ist 
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dtp  rdw  j  dw  /*^«7  ^ 

dx  J  ex      '     dy  J  cy 

Da  K-    und  >,-  frei  von  z  sind,  so  sieht  man  sofort,  daß 

sein  muß,  d.  h.  daß  die  beiden  ersten  Bedingungen  (32)  erfüllt  sein 
müssen.  Damit  femer  q>  existiere,  ist  nach  dem,  was  wir  im  Falle 
zweier  Veränderlicher  gesagt  haben,  die  Bedingung 

notwendig  und  hinreichend,  d.  h.  gerade  die  dritte  Bedingung  (32). 
In  analoger  Weise  beweist  man  allgemeiner  folgendes:  Sind  n  Funk- 
tionen ti^,  u^j  . .  .  der  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^j  x^,  . . . 
gegeben,  so  sind  die  \n{n  —  l)  Bedingungen 

d^-d^,       (»,J  =  1,2,...,») 

notwendig  und  hinreichend  dafür,  daß  u^äxi  +  u^dx^  -}-... 
ein  vollständiges  Differential  ist. 


Anwendungen  auf  die  Berechnung  einiger  bemerkenswerter 

Klassen  von  Integralen. 

Integration  der  rationalen  Differentiale. 

742.  Wenn  die  zu  integrierende  Funktion  rational  ist,  so  laßt 
sie  sich  immer  auf  die  Form  f(x)/g(x)  reduzieren,  wo  f{x)  und  g(x) 
ganze  Funktionen  von  x  sind,  die  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben. 
Sind  a,  /3,  y,  . . .  die  Wurzeln  von  g{x)  und  die  Ordnungen  ihrer 
Vielfachheit  bezüglich  r,  5,  ^, . . . ,  ist  femer  g>  (x)  die  ganze  Funktion, 
welche  man  den  Quotienten  von  f(x)  durch  g(x)  nennt,  so  läßt  sich 
bekanntlich  (§460)  der  Bruch  f(x)jg{x)  in  folgender  Weise  in  Parfcial- 
brüche  zerlegen: 

Mithin  ist 

j  ~^dx  ^  j q>{x)dx  +  a^\og\x-a\  +  \\o^\x-ß\+^^^ 

_  _«i (h K h       _ 

x^a       2(a;  — «)"•       '*'       x  —  ^       2(a;  — ß«       '"^ 
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und  das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  zerlegt  sich  sofort  in 
andere^  die  sich  unmittelbar  berechnen  lassen.  Die  Integrale  der 
rationalen  Differentiale  sind  also  immer  in  algebraisch- 
logarithmischer  Form  ausdrückbar,  d.  h.  durch  algebraische 
und  logarithmische  Symbole  in  endlicher  Anzahl. 

743,  Wenn  die  Wurzeln  nicht  alle  reell  sind,  so  bietet  sich  die 
rechte  Seite  in  imaginärer  Form  dar,  obwohl  sie  doch  reell  ist,  wenn 
in  dem  Differential  die  Eoefi&zienten  reell  sind.  Man  könnte  von  der 
imaginären  zu  der  reellen  Form  übergehen,  indem  man  die  bekannten 
Relationen  zwischen  den  Symbolen  arc  tg  und  log  (§  725,  d)  an- 
wendet; man  zieht  es  aber  vor  die  imaginären  Größen  direkt  zu  yer- 
meiden,  indem  man  sich  erinnert  (§  461)^  daß  die  zu  einem  Paar 
konjugiert  imaginärer  Wurzeln  von  g{x)  gehörigen  Partialbrüche  in 
der  Entwickelung  von  f{x)lg(x)  zu  einer  Summe  von  folgender 
Form  Veranlassung  geben: 


Die  Aufgabe  ist  also  reduziert  auf  die  Berechnimg  des  Integrals 

{ax-\-  h)dx 


/ 


welches  uns  für  n  =  1  bekannt  ist,  weil  es  sich  alsdann  in 
zerlegt,  sodaß  man  hat  (§  725,  d) 

Für  »  >  1  kann  man  analog  schreiben 

(x'  +  px  +  q)"-     2(n_i)(x'  +  p«  +  a)«-»'^V       a**^;*^«' 
sodafi  das  Integral 

zu  berechnen  bleibt.    Jetzt  liefert  die  partielle  Integration,  angewandt 


auf  ^,_i, 


3 


/d(x 


-1       i  /-.^.^^^g)-i 


-(,.+;t+v-  -^  ^<"-  '>'^-  -<^-  ^"''^•i  ■ 

wenn  man  die  Identität  {x  +  \py=-x^'\-px  +  q  —  (q  —  {p^)  beachtet. 
Daraus  folgt 
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Auf  diese  Weise  läßt  sich  aus  d^  ableiten  d^^  hieraus  if^  u.  s.  w. 

ff  fg* 
744,  Übungen,     a)  Um  das  Integral  von    ,  ,      zu  berechnen,  be- 
ginne man  damit  zu  setzen 

-T 


aji-l-l       aj^-i    •    x'^  —  x  +  1  ' 

sodaß  identisch  c{x^  —  a;  +  1)  +  {ax  +  6)  («  +  1)  =  1  sein  muß.  Es 
genügt  x^  —  1  zu  setzen,  um  c  =»  •)-  zu  erhalten.  Ersetzt  man  femer  c 
durch  seinen  Wert,  so  ergibt  sich  aa;  +  6  =  —  ^  (rc  —  2).  Das  vorgelegte 
Integral  zerlegt  sich  also  in 

zj  x+1        6j    Ä«  — a;+l  "*"  2j    x^  —  x  +  l' 
Mithin  ist 

/dx  1  ,  \x+l\        ,      1  .     2a;— 1    ,    ^ 

-_-— -  =  _  log    .  '      '      '=  +  -7=-  arc  tg  — T-r — h  C^- 
35* +  1         8      *^)/a;«  — Ä+l        /8         ^     j/S 

Xi^dx  i  i    scdx 

b)  Das  Integral  von  -^  _     zerlegt  sich  sofort  in   I  xdx^  f     ^ ^    • 

Das  erste  hat  den  Wert  ^x' +  (^onst.,  und  bei  dem  zweiten  ist  es 
zweckmäßig  x^  ^=>  t  als  Integrationsvariable  anzunehmen: 

/xdx  1    r    dt  l    C/    l  1    \  j^        1  ,        «  —  1 


«  +  i 


+  c. 


/: 


Es  ist  also 

c)  Leicht  ausführen  läßt  sich  die  Berechnung  des  Integrals 

/x^  —  x-\-l         ^    r        dx  r  dx r  {^x-\-l)dx 

(^•  +  ^  +  1)'  e/  x*  +  x+l^J  {x^  +  x  +  iy      J  (x^  +  x+T)^' 

Das  dritte  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  unmittelbar  zu  berechnen,  und 
das  zweite  reduziert  sich  auf  das  erste  durch  partielle  Integration  des 
letzteren: 

C dx x  +  i  r    {x  +  ^y 

J  x^  +  x+l'^  x^  +  x  +  1  "^  V  (a;'  +  a?  +  l)' 

x  +  i       ,   2  f        dx        _  ^  f         dx 

""aj'  +  aj  +  l"^  V  x^  +  x+1        2j  {x*+x  +  iy' 
Daraus  folgt 

/dx  __        2a;+l  2_  C        dx 

(a.t  +  a;+l)»""3(a;«  +  a;  +  l)"'"'s'J  x*  +  x+l' 

und  das  vorgelegte  Integral  wird 

2(a;-f  2)  b_  f        dx 

8(a;*  +  a; +  !)■*"  sj  a'  +  aj  +  l' 
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sodaß  schließlich 


!• 


.ax  =»  o/^i  I  ^  ,  IN  -r  ^,/-  arctg  —-7=      h  o 


ist.     Man  gelangt  rascher  zum  Ziele,  wenn  man  die  angegebene  partielle 
Integration  in  folgender  Weise  ausführt: 

/dx x  +  c  /*(a;  +  c)(2a;  +  l) 

x*  +  x+l~  x^  +  x+l'^J     {x*  +  x  +  l)*    ^^' 

Man  bestimme  jetzt  c  in  der  Weise,  daß  fCLr  passende  Werte  von  a  und  von  b 

(x  +  c){2x  +  l)=^a(x*+x+  l)  +  b(x^—x+  1) 

ist.     Man  sieht,  daß   2  =  c=«a  +  l),    2c+l  =  a--6    sein  muß,    d.  h. 
c  =  2  und  a  =  7/2,  6  =  —  3/2.     Also  ist 

/dx         _       a;+2  ^  ^        dx         _  ^  /*  x^  —  x+1 

x*  +  x  +  l^  x^  +  x  +  1^   2J  x^  +  x+1        2j  (x*+x+iy^^' 

woraus  man  wie  vorhin  den  Wert  des  vorgelegten  Integrals  ableitet. 

d)  Wenn  das  Integral  von  /   _li\/  ii  im  ^su  berechnen  ist,  muß  man 

{x  -f- 1}  ^x   -f- 1; 

vor  allen  Dingen  die  Eonstanten  Cj  a^h^  a\h'  derart  zu  bestimmen  suchen, 
daß  man  identisch  hat 

1  _      c       .   ax  -{-  b   ,    ax  -\-  b' 

1  ~zi~i~~r   I 


(a:+l)(a;«+l)»       x+1    '    x^+1    '   (a;«  +  l)»' 

d.  h.  c  (aj*  +  1)»  +  {ax  +  b)  {x*  +l)(x+l)  +  (ax  +  b')  (x+l)  ^  1. 
Für  05*  =  —  1  findet  man 

«'*  +  *'= STT  "  5^  =  ~  t(*  - 1)' 

imd  die  Gleichheit  zwischen  dem  ersten  und  dem  letzten  Gliede,  die  für 
einen  imaginären  Wert  gilt,  besteht  für  jeden  Wert  von  a;,  da  a'  und  V 
reell  sind.     Hiemach  reduziert  sich  die  obige  Identität  auf 

nnd  für  a?*  ==  —  1  gibt  sie  aa?  +  &  =  -J- (ax  +  ft').  Man  findet  mithin, 
wenn  man  einsetzt,  £»={-,  was  sich  übrigens  unmittelbar  aus  der  ur- 
sprünglichen Identität  ergibt,  wenn  man  darin  x  =^  —  1  setzt.  Dies  vor- 
ausgeschickt sieht  man  sofort,  daß  das  vorgelegte  Integral  gleichwertig  ist  mit 

1/1        ,    ,        |a!+l|   _L         .      \.     1    r      dx 

I 

Inzwischen  hat  man 

J  x*  +  l  x*  +  l^J  (x*  +  ir'"'  a!'  +  l^V«'  +  l  V  («'+1)" 
woraus  folgt 
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/dx L/^^  M  r  ^^  \ 

Also  ist 

dx 

e)  um  das  Integral  von  -rxi   ^^  berechnen,  bemerke  man  in  erster 
Linie,  daß 

x^  +  1  -(a:»+l)>-(a;|/2)'=(a;>+a;)/2  +  l)(a;«-a?/2  +  l) 

ist,  und  setze 

1       ax-{-b  ax  -{■  h' 


^*  +  l       a;*+a;y2  +  l       a;*  — »1/2  +  1 

Da  die  Verwandlung  von  o;  in  —  x  die  linke  Seite  nicht  ändert,  während 
sie  auf  der  rechten  Seite  die  Nenner  der  beiden  Brüche  vertauscht,  so 
muß  dasselbe  bei  den  Zählern  eintreten,  weil  die  Zerlegung  in  Paitial- 
brüche  nur  in  einer  Weise  möglich  ist.  Daraus  folgt  ax  +  &'=  —  ax-{-h^ 
sodaß  identisch  sein  muß 

1  =  (aa;+2>)(aJ^-a;l/2  +  l)- (ao?— 6)(x"+a;|/2  +  l)  =  2(ft— al/2)a;*+2&, 
mithin  6  =  a ]/2  =  -J- .     Also  ist 

/dx     ^     1      r{x  +  Y^)dx 1_    r{x  —  Y^)dx 
^*  +  l*^2}/2J   a;»  +  a;]/2  +  l        21/2«/   x^  —  x^i+l 

Setzt  man  nun  p  =  d:  K  ^i  ^  sieht  man,  daß  es  genügt  das  eine  Integral 


/{x+p)dx      1^  r  {'ix+p)dx    j_   r _ 
x^+px+1  ^  2j  lc*  +  px  +  l  "*"  YV   ¥ 


dx 


=  logYx^+px+l  +  ^  arotg(aJl/2  +  -^ W  C 

zu  berechnen  und  zu  bemerken  (§  254,  d),  daß 

arctg(a;l/2  +  l)  +  arctg(aj]/2  —  l)  =  —  arctg  ^^^^  +Congt. 
ist,  um  zu  erhalten 

J   x*  +  \       2>/2\    *  K    x^-^xY^+X  ^x^-1)  ^ 

f)  Noch  leichter  ist  die  Berechnung  des  folgenden  Integrals: 

/x^  +  l  j     ^  i_  f  äx J_   r  dx 

«*  +  l    ^"^  2j   a;»  +  Äl/2  +  l         2j    ^^^xY^  +  l 

= ;=  arctg    .^    ^  +  C/. 

|/2         "^  «*  —  1   ' 

Wenn  die  Integration   von  0   bis   1   erstreckt  wird,   so  erhält  man,   da 

lim  arctg  4^  =  -!« 
«=1-0       *x*-l  2 
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ist,  7t /2Y^  &ls  Wert  des  bestimmten  Integrals;  und  man  gelangt  daher, 
wenn  man  die  zu  integrierende  Funktion  in  eine  Potenzreihe  entwickelt, 
zu  der  Formel 

i  +  i-i-T  +  i  +  n «/2/2. 

welche  man  auch  aus  der  Formel  (17)  des  vorigen  Kapitels  (§  729,  e) 
för    a  =  -7-  ableiten  kann. 

g)  Ist  das  Integral  von     ^"T     dx  zur  Berechnung  vorgelegt,  so  gehen 
wir  von  der  Bemerkung  aus,  daß 

x'  +  i        8  U+l  "^  a?'  — Ä  +  lj 
ist.     Verwandelt  man  x  in  x*  und  bemerkt,  daß 

a^  _  a^  +  1  =  (fl.«  +  1)2  -  (xY^y  =  {x^  +  xYl  +  1)  (o?«  ~  xYl  +  l) 
ist,  so  findet  man 

«*+i ^ ,    1  /  1_  ,  1  ^       \ 

a;«  +  l        8(a;«  +  l)  "^  6  ^«»  +  .«^8  +  1        ««-ajys  +  l/ 

Inzwischen  ist  für  i>  =  ±  Vo 

r-TT^^-TT«    T-/ ^T5 r  =  2arctgf2a:+i>)+C. 

Also  hat  das  vorgelegte  Integral  den  Wert 

iarctga;  +  iarctg(2a;  +  /3)  +  ^ arc tg  (2 «  - -/s)  +  C7, 
und  es  ist  schließlich 


/ 


«*  +  l  j  1         X      8a(a;'— 1)     ,    _ 


Die  Entwickelung  der  zu  integrierenden  Funktion  in  eine  Potenzreihe 
zeigt,  daß  das  bestimmte  Integral  zwischen  0  und  1  denselben  Wert  hat 
wie  die  Summe  der  Reihe  l+"6~y  —  ^"f"'''  ^®  ^^  andererseits 
mit   Hilfe    der   beim    vorigen   Übungsbeispiel    zitierten  Formel    berechnen 


n 


können.     In  der  Tat  gibt  jene  Formel  für  a  =  ~ 

4('+M--)+l»^('+^-^-i+-)+i('-4+-^-)-ä-. 

woraus  man  gewinnt  (§  729,  d) 

■^6  7         11  "*"  18  "^  17  6  2     '  jy^         8   '   4   ""   3  ^" 

Dagegen  scheint  es,  als  ob  der  von  uns  gefundene  Ausdruck  des  un- 
bestimmten Integrals  als  Wert  des  bestimmten  Integrals  0  lieferte  (ein 
absurdes  Resultat);  aber  es  ist  zu  beachten  (§  725,  k),  daß  in  dem 
Intervall  (0,  1)  die  Funktion  3 rc(a?* -!)/(«:*- 4 ic»+ 1)  für 
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a:  =  c=- V2-I/3 


unendlich    wird  und   links  von  c  negativ,   rechts  von  c  positiv  ist,  sodaß 
man  hat 


/ 


1 

«*  +  !,  1/       ,      Sx(x*  —  l)Y-o      1/  Sx{x*  —  i)\i 

a  ,  .dx  =« ^(arctg-j — V    ,  ,  ,)      —  -r-larctg  -1 — \    »  .  M 

1  /       ^      8a;(a;*— 1)  V+o       1 

Ebenso    müßte    man,    wenn    die    Integration    von    0    bis    00    ausgedehnt 

werden  sollte,  auch  auf  die  andere  positive  Wurzel  c'=y2  +  y3  von 
ar*  —  4  ir*  +  1  Rücksicht  nehmen.    Man  würde  als  Wert  des  Integrals  finden 

1/       ^      Sx(x*—l)\c  +  o       1/  3a;(a;*  — 1)  V+0       2 

y  r^*»  a:^-4a;«  +  lLo+  T  (^'^  x<  -  ^x^  +  ll^o"^  Y''' 

Zum  Zwecke  der  Verifikation  bemerke  man  folgendes:  Zerlegt  man  das 
Intervall  (0,  00)  in  (0,  1)  +  (l,  00)  und  verwandelt  in  dem  auf  das 
Intervall  (l,  00)  bezüglichen  Integral  x  in  I/o;,  so  findet  man  gerade 


00 


--^--dx  =  2j  ^-^^dx^-^. 
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746.  Wenn  die  Irrationalität  des  Iniegranden  einzig  daran  liegt, 
daß  in  ihm  Potenzen  der  Integrationsvariablen  x  mit  gebrochenen 
Exponenten  vorkommen,  so  wird  durch  die  Substitution  x^  f,  wo 
n  das  kleinste  gemeinsame  Multiplum  der  Nenner  der  Exponenten  ist, 
die  Irrationalität  beseitigt,  und  das  Integral  läßt  sich  in  der  neuen 
Form  so  berechnen,  wie  wir  gesehen  haben.  Sobald  jedoch  in  der 
zu  integrierenden  Ftmktion  kompliziertere  Irrationalitäten  auftreten, 
ist  die  Integration  praktisch  fast  immer  unmöglich  in  dem  Sinne, 
daß  es  keine  Kombination  algebraischer  und  logarithmischer  Symbole 
in  endlicher  Anzahl  gibt,  die  geeignet  ist  das  vorgelegte  Integral  dar- 
zustellen. Es  gibt  jedoch  einige  Klassen  von  Integralen,  die  Aus- 
nahmen bilden  und  sich  durch  leichte  Kunstgriffe  berechnen  lassen 
Wir  wollen  hier  einige  wichtige  PäUe  dieser  Art  betrachten. 

a)  Um  das  Integral  von  '  zu  berechnen,  setzen  wir  das 

|/ic*-f-  px  +  q 
Radikal  gleich  t  —  x^  sodaß 

^  ^  2<-|-j)'  2^+1'  (2'  +  P) 

ist.     Das  Integral  verwandelt  sich  in 
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/ 


dt 


t  + 


log 


'  +  f 


+  c. 


Mithin  ist 


/, 


dx 


daß 


y  ä'  +  px  +  q 
b)  Um  das  Integral  von 


log 


x  +  ^  +  Yx^  +  px  +  q 


2 
dx 


+  0. 


y — x^-\-px-\-q 
—  X*  +  px  +  q  ^  —  (x  —  -^^  +  q  +  -jp 


zu  berechnen,  bemerken  wir, 


ist  (wo  5  +  -J-i?'  positiv  sein  muß,  wenn  man  in  dem  Gebiet  der  reellen 
Zahlen  bleiben  will),  und  setzen 

^^|.«^|/g+l^«,   sodaß    -x^+px+q^{q  +  \p^)(l-i^. 

/dt 
,  und  man  hat  daher 


A 


dx 


arc  sin  :  +  C, 


y-x*  +  PX  +  q  '        ^^     VT+VP 
c)  Die  partielle  Integration  liefert  (vgl.  §  727,  a) 


Nun  transformiert  sich  die  rechte  Seite  auf  Grrund  der  Identität 

±  («  ±  y)  ^±^^  +P^  +  9  —  (^  T  T^*) 


in 


(a?±-|-)  V±^^+P<^+q-JV±^^+P^+aäx+{q:^^p^)J^^^l 


Also  ist 


und  daher 


2  Cy±x^-{-px+qdx^{x±^')Y±^^^^^^^^ 

J  )/iC^  +  px+qdx'^Y\^  +  ^)  V^^  +  P^+q 

/  "|/^^  +  px  +  qdx  =^  Y  {^  —  ^)  V—  ^^  +P^  +  3 


+px  +  q 


dx 


+PX  +  q 


+  y(^  +  t^/  *^^^^^ 


Ä  — 


2 


Vq+TP 


+  c. 
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746.  Allgemeiner  sei  f{Xy  y)   eine  rationale  Funktion    von  x 

und  von  y,  und  man  betrachte  das  Integral  von  f{x,y±^a:^+px-\-q)dx. 
Wie  kompliziert  auch  der  zu  integrierende  Ausdruck  sein  mag,  so  kann 
man  sich  doch  leicht  überzeugen,  daß  es  durch  passende  Substitutionen 
immer  gelingt  ihn  rational  zu  machen,  und  daß  folglich  das 
Integral   immer    in    algebraisch-logarithmischer  Form    aus- 

drückbar  ist.  Es  genügt  in  der  Tat  t=^  x  -\-  Y x^  +  px  +  q  als  In- 
tegrationsvariable anzunehmen,  um  auf  Grund  von  (1)  jede  Irrationa- 
lität in  f{Xy  y)  verschwinden  zu  sehen,  wenn  y  =  y  a?  +px  +  q   ist. 

Dies  gilt  nicht  für  y  =  y~—  x^  +  px  +  g;  aber  es  gibt  in  diesem 
Falle  eine  andere  Substitution,  die  auch  im  vorigen  Falle  anwendbar 
ist,  so  oft  die  Wurzeln  von  y  reell  sind;  und  dieser  letztere  Umstand 
findet  sicher  im  zweiten  Falle  statt,  sonst  wäre  y  für  alle  Werte 
von^:  imaginär.  Sind  a  und  ß  die  Wurzeln  von  ■±  x^  -{-  px  +  g,  so 
genügt  es 

ZU  setzen,  um  zu  finden  (indem  man  t  ein  passendes  Zeichen  beilegt) 

und  sich  zu  überzeugen,  daß  f{x,y)dx  auf  solche  Weise  die  Form 
(p(t)dt  annimmt  mit  rationalem  reellem  <p(t)- 

747.  Übrigens  dienen  die  obigen  Substitutionen  nur  dazrt,  die 
ausnahmslose  Möglichkeit  zu  zeigen,  den  zu  integrierenden  Ausdruck 
unter  Vermeidung  imaginärer  Größen  auf  rationale  Form  zu  reduzieren. 
In  der  Praxis  ist  es  aber  besser  zunächst  den  vorgelegten  Ausdruck 
in  folgender  Weise  zu  vereinfachen.  Die  rationale  Funktion  f(Xjy) 
läßt  sich  immer  auf  die  Form  eines  Quotienten  aus  zwei  ganzen  Funk- 
tionen bringen.  Ersetzt  man  in  jeder  dieser  ganzen  Funktionen,  die 
nach  Potenzen  von  y  geordnet  sind,  jedes  y*"  durch  (:±x*+px  -^qY 
lind  jedes  j/*"+*  durch  (±  x^  +  px  +  qYy,  so  erhält  man 

'^^'2^>'       fp,(x)  +  y%{x)^ 

wo  9i,  9,,  ^1,  ^2  ganze  Funktionen  von  x  sind.  Multipliziert  man 
Zähler  und  Nenner  mit  g>^  —  y  V2  ^^^  setzt  wieder 

y*=^±x^+px  +  q,      y^^ — \f   ^^, 

y 

so  findet  man 

WO  9  und  ^  rationale  Funktionen  von  x  sind.  Zerlegt  man  femer 
(vgl.  §  742)  il;(x)  in  Partialbrüche,  so  sieht  man,  daß  abgesehen  von 
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Int^alen  rationaler  Differentiale  die  Berechnung  des  vorgelegten  In- 
tegrals sich  auf  die  Berechnung  eines  oder  mehrerer  Integrale  der 
folgenden  Typen  reduziert: 

/^dx  r- dx_ 

V±x^  +  VX  +  q'      J  (x-ary±x^'+px  +  q' 

WO  n  ganz  und  positiv  und  a  reell  oder  imaginär  ist.      Durch  die 

Substitution  x  ^  a  -\ sind  die  Integrale  des  zweiten  Typus  inuner 

reduzierbar  auf  diejenigen  des  ersten^  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  daß 

diese  letzten  sich  leicht  auf  das  einzige  Integral  /  —  reduzieren, 
welches  wir  in  §  745  berechnet  haben.     In  der  Tat  ist 

wo  man  wegen  ydy -.[±x  ^  ^)dx  hat 

Jar-^{±x  +  -\Yf^Jar-^dy 

-  a:-- ly  -  (n  -  1)  J  aj— »(±  x"  +  px  ■\- q)^ 
und  infolgedessen,  wenn  man  in  die  yorige  Gleichung  einsetzt, 

V *"^ ~ * '*"~^* T (« -  i)pJ'^~^Y  ^ ("~ ^) V *"~*y ■ 

Aus  dieser  Bekursionsformel  leitet  man  successir  fÜrn  =  1,2,3,...  ab 

/'  dx       .  «   /*d«        r  .dx       1/,  8\  1/         8,\  fdx 

748.  Durch  ein  analoges  Verfahren  kann  man  allgemeiner  die 
Integration  jedes  Differentials  f(x,y)dx  vereinfachen,  dessen  Irratio- 
nalität einzig  von  der  Quadratwurzel 


herrührt.  Zunächst  bemerke  man,  daß  sich,  wenn  m  gerade  ist,  der 
Grad  des  Polynoms  unter  dem  Wurzelzeichen  in  dem  zu  inteffrierenden 
Ausdruck  imTer  auf  «,  -  1  erniedrigen  laßt:  dies  erkennt  Sn  leicht 

mit  Hilfe  der  Substitution   x  ^  a-\ ,    in   welcher   a  eine   Wurzel 

'    z  '  

von  y  ist.  Kehren  wir  z.  B.  zu  dem  Fall  y  =  Y  ±^  x^  +  px  +  q  zu- 
rück und  bezeichnen  wir  mit  ß  die  andere  Wurzel  von  y,  so  ergibt 

sich  ye  -=•  y'q:  (/J  — a)jßf  ±  1.  Nimmt  man  nun  das  neue  Radikal  als 
Integrationsvariable  an,  so  wird  man  gerade  zu  der  Substitution  (2) 

0«s4ro^  AiMlytit.  48 
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gefülirt.  Ebenso  ist  der  Fall  m  =  4  auf  m  =  3  reduzierbar;  aber 
man  würde  vergebens  versuchen  diesen  auf  den  FaU  m  =  2  zurück- 
zuführen. Man  beweist  nämlich  bei  einem  tieferen  Studium  dieser 
Integrale^  welche  elliptische  heißen,  daß  es  unmöglich  ist  sie  in 
algebraisch-logarithmischer  Form  auszudrücken,  and  daß  der 
Versuch  sie  in  Integrale  rationaler  Differentiale  zu  transformieren  so- 
viel bedeutet  wie  das  Bemühen,  durch  stetige  Deformation  die  Flache 
eines  Ringes  auf  sphärische  Form  zu  reduzieren^).  Durch  eine  ähn- 
liche Rechnung  wie  die  des  vorigen  Pan^raphen  gelingt  es  nur  zn 
beweisen,  daß  die  elliptischen  Integrale  alle  auf  die  folgenden  reduzier- 
bar sind 


fdx         fxdx  r      dx 


Oy' 

welche  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  heißen;  und 
man  wird  weiter  durch  geeignete  Substitutionen  dazu  geführt,  bei 
den  beiden  ersten  Gattungen  als  typisch  die  Integrale 

/dip  r      sin'gxJq) 

yi  — Ä'sin*^'      J   Vi— ife'sm^ 

anzunehmen:  Das  erste,  genommen  zwischen  den  Grenzen  0  und  9^ 
bezeichnet  man  mit  F(k,q)),  und  das  zweite,  genommen  zwischen 
denselben  Grenzen,  kann  mai^  schreiben 

0 

9 

wenn  man  übereinkommt  mit  E(k,q))  das  Integral    Tl/l  —  i*  sin*  9  rfy 

0 

zu  bezeichnen.    Der  Wert  9  der  oberen  Grenze  heißt  die  Amplitude 

und  k  der  Modul  der  Integrale.  Bei  den  mechanischen  und  geo- 
metrischen  Anwendungen   sind    besonders    wichtig    die    Integrale   F 

und  E,  die  der  Amplitude  -g-  entsprechen.    Sie  heißen  vollständige 

elliptische  Integrale  und  werden  folgendermaßen  bezeichnet: 


2 


F(k)^  f^^—^,       Fik)=  fVl^k'sm^q>dg>. 

0  0 

749.  Wir  wollen  uns  nunmehr  mit  den  Substitutionen  bescbSf- 
tigen,  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen  nur  erwähnt  hab^i,  und 
sie  in  der  Weise  auszuführen  suchen,  daß  wir  die  imaginären  Größen 
vermeiden.     Zunächst  wollen  wir  die  Wurzeln  «,  /S,  y  von 


1)  Siehe,  für  w>4,  den  „Coura  d' Analyse  de  l'ficole  polytechniqne**  Ton 
Hermite  (pp.  291—297). 
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y  =  V^  i  ü?*  +  ax^  +  'bx  +  c 

als  reell  Toraussetzen:  a  sei  die  kleinste  oder  die  größte  von  ihnen, 
je  nachdem  vor  a?  das  Zeichen  +  oder  das  Zeichen  —^  steht,  ß  sei 
die  mittelste  Wurzel,  und  man  bezeichne  mit  Iz^  das  Verhältnis  yon 
ß  —  cc  zu  y  —  a,  welches  immer  zwischen  0  und  1  liegt.  Die 
Substitution  x^  a  +  (ß  —  a)  sin*  q>  liefert 

±  x^  +  ax^  +  bx  +  c  -=  \  y  —  a  \  {ß  —  ay  (1  —  h^  sin*  9)  sin* 9  cos* 9 ; 

mithin  transformiert  sich,  abgesehen  von  einem  reellen  konstanten 
Faktor,  das  Radikal  y  in  das  Produkt  aus  >/l  — ft*sin*9  und  sin  9»  cos  9, 
und  es  ist  daher 

dx  _..        1  dq> 

proportional  zu 


Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  wenn  die  Wurzeln  nicht  alle 
reell  sind.  Man  kann  unter  dieser  Voraussetzung,  wenn  man  immer 
die  Koeffizienten  als  reell  annimmt,  y*  die  Form  ±  (a?  —  a)  (x*  +px  +  q) 

mit  reellen  a,^,  q  geben.  Man  setze  alsdann  a:  ==  a  ±  Vtt^+p€C-\-q  tg*  y  • 

Eine  leichte  Rechnung  gibt 

±(x-  a){x^'{-px  +  q)^  (cc^+pa  +  g)*(l  -  Ä*sin*9) ^, 

wo  die  Zahl 


immer  zwischen  0  und  1  liegt,  da 

a'  +  pa  +  q^(a  +  f )  +  {q  -  |i>*)  >  (a  +  f )' 

/dx 
—  in  F(k,  9);  da- 

X  dx 

auf  die  Berechnung 

des  einen  oder  des  andern  der  Integrale 

r       8in«ydy_  r      ^'f^^ 

J  |/1  — ifc»8in*cp'       J  yi  — Ä'sinV' 

je  nachdem  die  Wurzeln  von  y  alle  reeU  sind  oder  nicht.  Wir  haben 
gesehen,  dafi  das  erste  auf  die  Integrale  F  und  E  reduzierbar  ist; 
und  um  zu  zeigen,  daß  sich  dasselbe  yon  dem  zweiten  behaupten  läßt, 
bemerken  wir,  daß 

ist,  woraus  durch  Integration  folgt 

48  • 
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/ 


1/1— *•  sin'»  ^      ^  \  'T/   '       -o  8 

V 

f 

Ist  femer  y*  ein  Polynom  vierten  Grades^  bo  haben  wir  bereits  ge- 
sagt, daB^  wenn  a  eine  seiner  Wurzebi  ist,  die  Substitution  x  =  a+  — 

genügt^  um  wieder  zu  dem  früheren  Fall  zurückgefELhrt  zu  werden. 
Wenn  aber  das  Polynom  keine  reellen  Wurzeln  hat,  so  ist  es  zweck- 
mäßig zu  einer  andern  Substitution  zu  greifen,  die  wir  hier  nur  an- 
geben wollen^  indem  wir  die  dazu  führende  Diskussion^)  beiseite 
lassen.  Es  sei  also  y^  =  {x^  +  px  +  q)  {x*  +  p'x  +  g')  und  man  setze 
jeden  Faktor  auf  der  rechten  Seite  als  wesentlich  positiv  voraus. 
Setzt  man 


(p-p')X  =  q-  3'-  /(^^^)«  +  (p  -pO  ipq'-qp"), 

(fi-p')(i~q-q'+V{q-qy  +  (p-p')  iPi'-qpl, 
80,  ist  die  anzuwendende  Substitution 

l+mtg9  ' 
WO  m  die  kleinste  der  Zahlen 


-i/^'-p^  +  g       -i/x'-p-x  +  g 

darstellt. 

750.  Die  Möglichkeit  f(x,y)dx  in  algebraisch -logarithmischer 
Form  zu  integrieren^  wenn  y*  =^  ±:  x^  +  px  +  q  ist,  beruht  einzig 
und  allein  auf  dem  umstand,  daß  diese  Gleichung  einen  EegeLschnitt 
darstellt,  welcher  eine  unikursale  (§  611)  Kurve  oder  eine  Kurve 
vom  Geschlecht  Null  ist.  Wenn  man  allgemeiner  annimmt^  daB 
in  f{x,  y)  die  Veränderliche  y  mit  x  durch  die  Gleichung  F(x,  y)  =^  0 
einer  beliebigen  unikursalen  Kurve  verbunden  ist,  so  wird  sich  offen* 
bar  f(x,  y)  dx  rational  machen  lassen,  indem  man  ab  neue  Int^ra- 
tionsvariable  denjenigen  Parameter  t  annimmt,  durch  welchen  sich  x 
und  y  rational  ausdrücken  lassen.  Auf  diese  Weise  kommt  es,  da£ 
unzählige  Differentiale,  deren  Irrationalität  scheinbar  viel  komplizierter 
ist  als  die  der  elliptischen  Differentiale,  sich  leicht  auf  rationale  Form 
bringen  und  daher  integrieren  lassen.  Weit  schwieriger  ist  der  Be- 
weis des  umgekehrten  Satzes:  Wenn  die  Kurve  F{Xj  y)  =«  O  mdU 
unikursal  ist,  so  läßt  sich  das  Integral  von  f(x,y)dx  nicht  in 
algebraisch-logarithmischer   Form   ausdrücken.     Hiermit   ist 


1)  Schloemilch:  ,,Compendinm  der  höheren   Analysis^^    8.  Aufl.,    Bd.  II, 
Seite  290  ff. 
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der  innere  Grund  der  bei  den  elliptischen  Integralen  bereits  angegebenen 
Unmöglichkeit  aufgedeckt^  da  die  Kurve  dritter  Ordnung 

die  im  allgemeinen  keinen  Doppelpunkt  hat,  vom  Geschlecht  1  ist: 
sie  ist  nur  dann  unikursal,  wenn  sie  einen  Doppelpunkt  hat,  wozu 
erforderlich  ist,  daß  zwei  von  den  drei  Wurzeln  von  y  in  eine  zu- 
sammenfallen (a  =-  ß)y  und  man  braucht  dann  nur  x^  y  -\-  fi  zu 
setzen,  um  den  zu  integrierenden  Ausdruck  rational  zu  machen. 
Etwas  allgemeiner  gilt  folgendes:  So  oft  y  mit  x  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 

a^  +  bxi/^-^  +  cx^y^-^  +  . . .  =  ay-^  +  Vxi/^-^  +  c'rrV'  H 

zusammenhängt,  genügt  esy^t,  zu  setzen,  um  zu  finden 


^ :;rTir:^si  i ,      y  = 


at'*  +  bir-^  +  -"  '     "^     ae  +  bf-^  +  -"' 

und  auf  diese  Weise  f(x,  y)dx  in  ip(t)dt  zu  transformieren  mit  ratio- 
nalem ip(t). 

751.  Binomisohe  Differentiale.  Man  nennt  so  die  Differentiale, 
welche  die  Form  xP(ä  +  haf^y  dx  haben.  Wir  wollen  das  Integral 
mit  3(p,q)  bezeichnen  und  bemerken,  daß  die  Substitution  a-f  6af*=< 
liefert 

Die  rechte  Seite  kann  man  berechnen,  wenn  {p+l)/fn  eine  ganze 
Zahl  ist.  Die  Integration  ist  unmittelbar,  wenn  dieselbe  ganz  und 
positiv  ist;  im  entgegengesetzten  Falle  wird  es  genügen  die  Substi- 
tution t==$^  auszuführen  und  die  ganze  Zahl  n  so  zu  wählen,  daß 
nq  ganz  ist,  wodurch  dann  das  Differential  auf  rationale  Form  reduziert 
wird.  Bringt  man  femer  af{a  +  laf^y  auf  die  Form  a;P+"*«(6-f-aa;-"»)«, 
so  sieht  man  unter  Anwendung  der  obigen  Bedingung,  daß  das  vor- 
gelegte Integral  sich  auch  dann  sofort  berechnen  läßt  (mit  Hilfe  der 
Substitution  h  +  ax"^  ^(),  wenn  die  Zahl  (|) -{- wj -f- l)/w  ganz 
ist.     Es  ist  also  das  gegebene  Integral,  wenn  eine  der  Zahlen 

P+i       l'  +  i 


w     '  m 


+  i 


ganz  ist,  transformierbar  in  ein  Integral  eines  rationalen  Differen- 
tials. Tchebycheff^)  hat  überdies  bewiesen,  daß  dies  die  einzigen 
Fälle  sind,  in  welchen  das  binomische  Differential  in  alge- 
braisch-logarithmischer  Form  integrierbar  ist.     Es  wird  hier 

1)  „LiouvilleB  Jonmal"  (1868,  p.  108). 
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stillscilweigend  Torausgesetzt,  daß  das  DifiPerential  nicht  bereits  rational 
ist  (und  daher,  daß  p,  q,  m  nicht  sämtlich  ganz  sind),  und  daß  es 
sich  nicht  durch  eine  Substitution  x^P*  sofort  auf  rationale  Form  redu- 
zieren fößt,  was  sich  (vgl.  §  745)  machen  läßt,  wenn  p  und  m  ge- 
brochen sind  und  q  ganz  ist.  Unter  Ausschluß  dieser  Fälle  wird  also 
vorausgesetzt,  daß  q  gebrochen  ist,  während  p  und  m  ganz  sind  und 
außerdem  m  >  0  ist,  was  sich  immer  erreichen  läßt,  indem  man 
eyentuell  x^ljt  setzt. 

752.  Um  ein  Integral  eines  binomischen  Differentials  zu  be- 
rechnen oder  nur  zu  yereinfachen,  sucht  man  es  durch  analoge,  aber 
einfachere  Integrale  auszudrücken.  Hierzu  gelangt  man,  indem  man 
in  erster  Linie  bemerkt,  daß  es  sich  immer  bewirken  läßt,  dafi 
q  zwischen  0  und  1  liegt.  In  der  Tat  liefert,  wenn  |>-|-  1^0 
angenommen  wird,  die  partieUe  Integration 

Andererseits  hat  man  identisch 

h3{p  +  myq—  1)  ^  ^(p,q)  —  a3(p,q  -  1). 
Mithin  ist 

(3)  (j>  +  mq+  l)cK(p,q)^af^^(a  +  baf'y  +  mqaSf(p,  q-  1). 

Aus  dieser  Formel  gewinnt  man  c^{p,q)  oder  ^ip^q  —  1),  je  nach- 
dem q  positiv  oder  negativ  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses 
Verfahrens  kann  man  von  g  >  0  so  viele  Einheiten  als  man  will 
subtrahieren  oder  zu  g  <  0  addieren.  Man  beachte,  daß,  wenn  einer 
der  Koeffizienten  von  d{pyq)  und  9{pyq — 1)  null  ist,  ein  int^rier- 
barer  Fall  vorliegt  und  die  Formel  (3)  den  Wert  von  ^(p,q—  1)  oder 
von  o^(jp,  q)  liefert.  Ebenso  kann  man  immer  bewirken,  daß  p 
zwischen  0  und  m  liegt.  In  der  Tat  liefert  die  partieUe  Integration, 
in  anderer  Weise  angewandt,  wenn  g  -f  1  ^  0  angenommen  wird, 

Andererseits  ist 

cf{p-m,  q+  1)  '^  aS (p  —  m,  q)  +  b3 (p,  q), 
mithin 

(4)  (p+W4+l)&<?(i),g)=af-'«+^(a-f6af«)?+^-(i?-m+l)ac?(i>~«i,5\ 

Aus  dieser  Relation  gewinnt  man  cf(p,q)  oder  ^(p  — w,^),  je  nach- 
dem p  positiv  oder  negativ  ist.     Man  sieht  also,  daß  mit  Hilfe  der 
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Formeln  (3)  und  (4)  die  Berechnung  des  Integrals  jedes  binomischen 
Differentials  immer  auf  den  Fall  zu  reduzieren  ist;  wo  man  hat 

j?  und  m  ganz ;    w>0,    0<g<l,    0<p<m. 

// d  X 
ya;*+2a; — 1 —    zu   berechnen,    setze 

man  die  Quadratwurzel  gleich  t  —  x,  sodaß 

'"^  2(4  +  1)'    y^+2a;-l  =  <*-a; i^t+i)    '     '^^  =  -2(rfi)'"'*' 

ist.     Das  vorgelegte  Integral  verwandelt  sich  in 

i.  r (fi+2t-jydt_ _  f(}LM.A^^^  1 ?  \dt 

Man  erhält  daher  als  Wert  des  Integrals  durch  eine  leichte  Rechnung 

yx^  +  2x—l  +  log(x+l+}/x^~+23Ö^)  —  2  arctg(a;+ya;'^+2a;-l)+  C. 

Rascher  gelangt  man  zum  Ziele,  indem  man  das  vorgelegte  Integral  in 

/{x+l)dx /•_       dx  _    r  dx 

yx^'+'^x  —  i    J  yx^+2x—i    J  xyx*  +  2x  —  i 

zerlegt  und  bemerkt,  daß 


/*  dx  -p     /  X 


r  =  H-  arc  sin  — -_  +  C 

»     —         xy2 


ist,  wo  man  (vgl.  §  725,  a)  die  oberen  Zeichen  oder  die  unteren  nehmen  muß, 
je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Die  erste  Form  ist  gerade  deshalb 
vorzuziehen,  weil  man  bei  ihr  keine  Zweideutigkeit  in  den  Zeichen  hat. 
Übrigens  ergibt  sich  die  Äquivalenz  der  beiden  Formen  aus  der  Identität 

±  arc  sin  -~i  =  2arctg(a;  +  yx^+2x—i)  -  (1  ±  2)~. 

// "~  d  fP 
yx^  —  1  —    Man  kann  dies 

Integral  aber  auch  als  das  Integral  eines  binomischen  Differentials  be- 
trachten,   für    welches    man   hat  i>  =  —  l,w=2,  g  =  ^.      Es  ist  also 

0-4-1 

=  0  und  daher  die  erste  Bedingung  für  die  Integrierbarkeit  erfüllt 


m 


(wie  es  immer  der  Fall  ist,  wenn  j)  «  —  1,  was  auch  w  ^  0  sein  mag). 
Man  wird  also  dazu  geführt  x^  —  1  =  ^  zu  setzen  und  erhält 

Ty^^^^  =   f:^4ri  ^  * ~  arctg<  +  C  =  V?^  +  aresin |-  +  C. 

c)    Will  man  das  Integral  des  Differentials  — ; berechnen,  in- 

x^y  X —  1 

dem    man    dasselbe   als   ein   binomisches   Differential   ansieht,   so   bemerke 
man    zunächst,   daß  i?  =  —  3,  m=l,   (Z  =  —  ^  ist.     Da  die   erste   Be- 
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dingung  für  die  Integrierbarkeit  erfüllt  ist  (wie  es  immer  der  Fall  ist  för 
m  =  ±  1 ,  wenn  p  eine  ganze  Zahl  ist) ,  so  genügt  es  x—  \  =^f  zu 
setzen,  um  das  Differential  rational  zu  machen  und  durch  eine  leichte  In- 
tegration zu  finden 


/. 


"•     -»--•  +!4+ly;rri  +  c. 


=«  —  arccos 


d)  Bei  dem  Integral  von  -z^z.  -,   -   hat   man  p  =  4,   m  =  2, 

(1  —  a?*)y  1  —  x' 

g  »  —  f ,  und  es  ist  die  zweite  Bedingung  für  Integrierbarkeit  erfüllt,  d& 

n  -X-  1 

^^ — |-  g  «  1   ist.     Man  muß  also  setzen  o;"*—  1  =  <"',  d.  h. 


m 

t  ^  dt 

dx  = 


Man  gelangt  aber  im  vorliegenden  Falle  rascher  zum  Ziele,  wenn  man  zu- 
erst eine  partielle  Integration  ausführt: 

Sx  —  x^  3  ,    ^ 

=  — —  -s"  arc  sm  a;  +  C/ . 

21/1  ~  Ä«       2 

Dies  konmit  darauf  hinaus  die  Formel  (4)  anzuwenden. 

jb)  Bei  dem  Integral  von  ^  "t^  dx   hat   man  i^  ^ ^,   m  =  i, 

|/x 

p-\-l 
g  » -)')  ^^^  ^  »  2  ist,  so  ist  die  erste  Bedingung  für  die  Integrier- 

barkeit erfüllt.     Man  kann  also  sicher  sein,  daß  man  zum  Ziele  gelangt, 

wenn  man  t  =^  1  -\-  yx  als  Veränderliche  annimmt.  Auf  diese  Weise  ver- 
wandelt sich  das  vorgelegte  Integral  in 

4.f{t-l)t^  dt  ^^{4.1-1)1^  +  C. 
Mithin  ist 

J        yx  ' 

f)  Wenn  das  Integral    1  — zu   berechnen    ist,    so    gehe    man 

von  der  Bemerkung  aus,  daß  wegen 

P+^  ^n  +  l        P+i    ,  *. 

m     "^      2     *  m     "^  ^        2 

die  Reduktion  auf  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  nur  dann 
möglich  ist,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Je  nachdem  n  ungerade  oder 
gerade  ist,  Iftßt  sich  das  Integral  auf  eine  der  folgenden  Formen  redn- 
zieren 

t^di 


-ß.-^'ä,.  J 


(1  +  t*)' 


4+1 
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indem  man  (bezüglich)  x  =  ]/l  —  t^  oder  x  «=  t/yi  +  ^  setzt.  Übrigens 
gibt  die  partielle  Integration  die  Formel 

welche  es  erlaubt,  das  vorgelegte  Integral,  je  nachdem  n  ungerade  oder 
gerade  ist,  auf  eines  der  Integrale 

r.^^  _  _  yir^  +  C,        T-ri^-.  =  ai-csina;  +*  C 

zurückzaftthren.     Denkt  man  sich  die  Integration  von  0  bis  1  erstreckt,  so 
gelangt  man  zu  bereits  bekannten  Resultaten  (§  727,  g),  wie  man  leicht 
durch  die  Substitution  x  «»  sin  0  erkennt, 
g)  Wenn  man  das  Integral^) 

J  (V«' +  /a;» +T«  +  yj?-y^  +  lc^^  dx 

berechnen  will,  so  braucht  man  nur  zu  bemerken,  daß  der  Koeffizient  von 
dx  auf  Ghrund  der  Formel  von  TartagHa  (§  528)  eine  Wurzel  der  Gleichung 
y*  +  3  j?y  —  2ar*  =  0  ist,  um  sogleich  unter  Erinnerung  an  die  Schluß- 
bemerkung   in   §  750    zu    der    Substitution   x  ^  3 1/(2  —  fi)    geführt   zu 

werden,  welche  das  gegebene  Integral  in  18  /  fTis\s  verwandelt 
und  dann  för2  —  ^«Söin  «/(»«) 

2/^^ö=^/-Vc=?;(.^-2y)  +  C. 

Inzwischen  hat  man  icy*— 2y'  =  2jc*  — 3a;V""  ^«/'  —  (a;*  — 2y)(2x*  +  y). 
Also  hat  das  vorgelegte  Integral  den  Wert 

x^iVx^  +  V^M^  ^  +  Vx^  —  yx^  +  x^)  —  2  x" 


Vx*  +  |/x»  +  X«  +  Vx^  —  Vä»  +  x«  +2x* 


+  c. 


Die  obige  Rechnung  läßt  sich  noch  etwas  abkürzen,  wenn  man  bemerkt, 
daß  x*dt  «  xdy  —  ydx  ist,  woraus  folgt 

j  ydx  «=  /  xdy  —  j  x^dt  ^  xy  —  j  ydx  —J  x^dt 

^^(y^^x)+C^x'^^,+  C     U.8.W. 
2y  ^^  ^    '  y-\-2x^ 


Integration  der  trannendenten  DUferentUde. 

754.    Ghmz   selten   sind   die   Fälle    von  Integrierbarkeit    (durch 
die  bekannten  Funktionszeichen)  bei  den  transzendenten  Differentialen; 

1)  Hermite:  ,,Gonr8  d^Analyse",  p.  248. 
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and  in  den  einÜGkchsten  Fallen  nimmt  man  lieber  zu  besondem  Kunst- 
griffen seine  Zuflucht  als  zu  allgemeinen  Regeln.  Es  sind  jedoch  die 
folgenden  allgemeinen  Regeln  zu  merken:  Wenn  f  das  Symbol  einer 
rationalen  Funktion  ist,  so  lassen  sich  immer  die  Integrale 

J  f{(f)dXf    J  fi^x)dx,    J  f(smXfCOsx)dx 

berechnexi,   indem   man  als  neue  Integrationsvariable  in  den  bezüg- 

licnen  Fällen  <  — e*,  t  =  tgx,  t  =  tgY  setzt  Man  erlüilt  auf  diese 
Weise 


+  t' 


Jf{Binx,cosx)dx^ff(^„  i^!)i^., 

und  die  rechten  Seiten  lassen  sich  als  Integrale  rationaler  Differentiale 
leicht  berechnen.  Dieselben  Substitutionen  sind  oft  auch  dann  Yon 
Nutzen,  wenn  das  Symbol  f  keine  rationale  Funktion  darstellt 

755.    Übungen,     a)  Das  Integral  von  — ~  berechnet  man  so- 
fort mit  Hufe  der  Substitution  <  =  e*:             *  +  ^ 

b)  Um  das  Integral  von  — r^ zu  berechnen,  braucht  man  nur 

^  ~  ^?  ~^  ^B  ^^^^  Integrationsvariable  zu  nehmen.  Man  erhalt,  je  nach- 
dem  a^  größer  oder  kleiner  als  b^  ist, 

f-r^ ±-^-arctg(l/?-gtg|-)  +  C 

J  a  +  b  COS  X      -^  Va*—  &"  *^\ra-f6^2/' 


"±7f^*°^ 


b-\-  acoBX  -\- 1/6*  —  a'  •  sin a5 
a  +  ö  C08  X 


+  c. 


WO  ±  für  sgn  (a  +  b)  gesetzt  ist  Von  der  einen  zu  der  andern  Form 
geht  man  leicht  über  mit  Hilfe  der  bekannten  Relationen  zwischen  den 
Symbolen  arctg  und  log. 

c)  Ebenso  reduziert  sich  die  Berechnung  von  ft^xdx  sofort  auf  die 

/f^dt 
.     ,   mit  Hilfe  der  Substitution  t^tgx.     Man  kann  aber,  wenn 

n  eine  positive  ganze  Zabl  ist,  auch  so  verfahren,  daß  man  die  folgende 
Formel  wiederholt  anwendet: 

Auf  solche  Weise  gelangt  man  schließlich,  je  nachdem  n  ungerade  oder 
gerade  ist,  zu  einem  der  folgenden  Integrale: 
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/  tgxdx  =  —  log  I  cos  a;  I  +  (7,       I  dx  ^  x  -{-  0. 

Dasselbe  Verfahren  kann  benutzt  werden,  wenn  n  negativ  ist;  aber  in 
diesem  Falle  ist  es  vorzuziehen  zu  bemerken,  daß 

/—^  =  /  coV^xdx  = z 1  eoif^^^xdx 
tg'^x      J                             n— 1         J 

ist;  u.  s.  w. 

d)  Um  das  Integral  von  — f=    zu   berechnen    setze   man    tg  a;  =  t^. 

Das  vorgelegte  Integral  verwandelt  sich  auf  diese  Weise   in    2  I      .     ^ , 

ein  Integral,  welches  wir  bereits  berechnet  haben  (§  744,  e).  Man  erhält 
also 

/'  dx 

e)  Man  kann  häufig  bei  den  Integralen  der    dritten  in  §  754   an- 

X 

gegebenen  Form  die  Substitution  <  =  tg  —  vermeiden,  wenn  man  die  par- 

tielle  Integration  benutzt  und  außerdem  geeignete  Kunstgriffe,  zu  denen 
(vgl.  §  723,  d)  die  Multiplikation  des  Differentials  mit  cos^a;  +  sin'a;  =  1 
gehört.     Z.  B.   kann  man  imter  Anwendung  jener  Substitution  berechnen 


=  — ^  log  I  sina;  +  cosa;  +  y^ sin 2a;  |  +  — ^  arc  sin  (sin a;  —  cos a;)  +  C 


/dx    _  ^  cota;  /    1  ^     \  _i_  *  i 

5n^  ~  T"  \8m»^  "^  28inx/  "^  ¥  ^^^ 


*     * 
tg^ 


+  C. 


Es  ist  aber  zweckmäßiger,  das  Integral  auf  eins  der  folgenden  (vgl.  §  723,  a) 
zu  reduzieren 


-^-—  ==  —  cot  a;  +  C^,       f  - —  =  log 


4.      * 


+  C, 


/dx 
o ^ ., ®"^  ^ 

/dx           /•8in*a?  +  co8*a:  ,            P     dx               1        /*  , 

— -—  =    I  !- dx  =    1  — -— ä I  COBXd 
sin^a;       J          sin^a;                   J  sin^-'a;       ^"V 


•   n- 1     ) 
am       X 


mithin  nach  partieller  Integration 

/dx         n  —  2    /*     dx  1        cosa; 

^^  ^  »— V  Bin"-*a;  ""  «— 1  sin—^a;  " 

In  analoger  Weise  berechnet  man    /  — -—  • 

J  008  a; 

f)  Die  Substitution  t  '^tg—  liefert 

dt 


J   ysma;  J 


Wir  haben  hier  also  ein  eUiptisches  Integral  vor  uns,  welches  sich  auch  als 
das  Integral  eines  binomischen  Differentials  betrachten  läßt,  wobei 
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ist.     Es  ist  daher  (§§  748,  751)  vergeblich,  zu  hoffen,  daß  man  auf  irgend 

/dx 
—==  in  algebraisch-logarithmischer 
^^ l/sina; 

g)   Zur  Berechnung  von  Integralen  wie   1  sin^xdx^    /  co8*xda?  u.s-w. 

sind  ebenfalls  keine  Substitutionen  nötig.  Die  Trigonometarie  (vgl.  §  725,  o) 
liefert  die  Relationen 

sin'^  =  f  sin  a;  —  J  sin  3  a;,     cos*a;  =«  i  cos  4a;  +  4^cos2a5  +  f, 

aus  welchen  sofort  folgt 

/  sin^xdx  =  —  jcosa;  +  ^cos  3a;  +  C, 

I  cos^xdx  =  ^8in4a;  +  7  8in2a;  +  f  a?  +  C 

Ebenso  wird  man,  wenn  das  Integral  von  sin'a;cos^a;da;  zu  berechnen  ist, 
davon  ausgehen,  die  beiden  obigen  trigonometrischen  Formeln  au&ustellen, 
um  daraus  durch  Multiplikation  abzuleiten  (vgl.  §  723,  d) 

32  sin'a; cos*a;  —  ^  (3  sina?  +  3  sin  3 a;  —  sin  5  a;  —  sin  7  ar), 

femer  durch  Integration 

/  sin^a;  cos^a;e2a;  =  ^(—  3co8a;  —  cos3a;  +  |^cos5a;  +  ycos  7a;)  +  C. 

In  analoger  Weise  berechnet  man  jedes  Integral  vom  Tjrpus  /  sin*" a;  cos" asdx. 

Man  kann  aber  auch  eine  Beduktionsformel  anwenden,  die  man  durch 
partielle  Integration  erhält: 

(w-f  n)/  sin'"a;cos"a;tia?=sin"*"*"*a;cos""*a;+(«— l)/sin'"a;cos""*a?fl[d5u.8.w. 

h)  Es  genügt  manchmal  schon  die  partielle  Integration,  um  gewisse 
Transzendenten  unter  dem  Integralzeichen  zu  beseitigen.  So  hat  man  fOr 
jedes  Paar  von  rationalen  Fimktionen  f  und  g 

f  9  (x) log f(x)dx  -  gix)logf(x)  -  JC^g-g{x)dx, 

und  das  letzte  Integral  ist  immer  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Fanktions- 
zeichen  ausdrückbar.     Z.  B.  ist  (vgl.  §  744,  b) 

Jx  log  {^-i)dx  =  \  xHog  (a^  - 1)  -  2  Jj^ 

=  (a;>-l)log}/a;»-H-  (a:*+  l)  lög^x'+l  -  a^  +  C. 


§§  756—767 


Bemerkenswerte  bestimmte  Integrale. 
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Bemerkenswerte  bestimmte  Integrale. 

756.  EUiptiBche  Integrale.  Das  vollständige  elliptische  Integral 
(§  748)  erster  Ghittung,  F{k)y  ist  leicht  durch  eine  Reihe  berechen- 
bar, da  man  hat  (§  233,  e) 


T 


Hieraas  eigibt  sich,  wenn  man  die  Formel  (15)  des  §  727  benutzt, 

(6)     ^W-T(i  +  (i*)*+(rJ*')"+(;4-»*+-|- 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  wie  F(k)  yariiert,  wenn  Je  von  0  nach  1 
geht     Offenbar  wächst  F{k)  beständig  von   1^(0)  «  —  bis 

—'^-  =  lim  log «  oo. 

C089  IT      ®     l_fc^9 

Rechts  von  k^O  wächst  die  Funktion  langsam,  da  die  darstellende 
Kurve  sich  wie  die  Parabel  y  »  ^  na^  rechts 
vom  Scheitel  verhält;  schließlich  wächst  die 
Funktion  aber  so  rasch,  daß  die  genannte 
Kurve  asymptotisch  zu  der  Geraden  Jc^  1 
wird.  Um  zu  sehen,  wie  sich  die  Funktion 
in  der  Umgebung  dieses  Wertes  von  k  ver- 
hält, bemerken  wir,  daß  der  Koeffizient  von 
Ä*"  in  der  Entwickelung  von  F(k)  asymp- 
totisch zu  l/2n  ist  (§  337,  c),  woraus  folgt 
(§  339),  daß  links  von  dem  Werte  Ä;  -  1  die 
Gleichung 

(6)  F(k) -loe^, 

die  Tendenz  hat  richtig  zu  sein.  Fig.  90. 

757.  Ebenso  berechnet  man  das  vollständige  elliptische  Integral 
zweiter  Ghittung,  F(k),  indem  man  schreibt 


n 
T 


E{k)^j  {\  —  y**sinV  —  ~Ä*sin*g?  —  g^^^^^sin^^g? )dg? 


and  gliedweise  integriert: 
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Wenn  k  von  0  bis  1  wächst,  so  geht  diese  Funktion  beständig  ab- 


nehmend von  -  -  bis 

Tu 


E{i)  -^J  cos  q>d(p  =  1. 


Rechts  Yon  k^O  verhalt  sich  die  darstellende  Kurve  wie  die  Parabel 
y  =»  —  I  «0^,  während  sie  für  Ä  =  1  die  Gerade  fc  =-  1  berührt.  Um 
sich  hiervon  zu  überzeugen  braucht  man  nur  die  Derivierte 

^'«— fl(T')'+ICri*'M(l^'-)"+-l 

ZU  berechnen  und  zu  bemerken,  daB 

kEXk)  =  E(k)  -  F(k) 

ist,  woraus  folgt  lim -£'(*)"=  ~"  *^-     Um  femer  genauer  zu  wissen, 

*=i-o 

wie  sich  E{k)  links  von  der  Einheit  verhält,  beachte  man,  daB  für 
nach  1  konvergierendes  k  das  Theorem  von  L'Hospital  gibt 

lim ^"-^(^     ^i-b-n.    ^;(^)^  ^-i-H — j::^^ l. 

{l—k*)logyi-k*       2  logyirrp  2  log  Vi-*«        2 

Also  ist  asymptotisch 
(8)  ^(Ä)  =  l+l^log 


2       '^°Yl       „ 

758.  Die  Formeln  (5)  und  (7),  die  sehr  nützlich  zur  Berechnung 
derjenigen  Werte  von  F  und  von  E  sind,  welche  sehr  kleinen  Werten 
von  k  entsprechen,  werden  unbrauchbar,  sobald  k  nicht  genügend  klein 
ist,  weil  die  Reihen  (5)  und  (7)  langsam  konvergieren.  Liegt  k  sehr 
nahe  an  1,  so  dienen  die  asymptotischen  Formeln  (6)  und  (8)  nur 
dazu,  den  allgemeinen  Verlauf  von  F  und  von  E  zu  zeigen;  will 
man  aber  die  Werte  dieser  Funktionen  berechnen,  so  muß  man  diese 
Formeln  verbessern,  um  auf  eine  genügende  Annäherung  rechnen  zu 
können.  Wir  wollen  uns  hier  darauf  beschränken  zu  zeigen,  daB  die 
Berechnung  der  Integrale  F  und  E  sich  immer  reduzieren  laBt  auf 
die  Berechnung  analoger  Integrale,  die  so  kleinen  Werten  des 
Moduls  entsprechen  als  man  wilL  Dieses  Ziel  erreicht  man 
durch  die  Landensche  Substitution 

(9)  sm  qp  =  \  ,       ♦  t  ; , 

v  /  ^        1  +  ft  Bin"  ^ ' 

WO  die  (zwischen  0  und  1  enthaltene)  Eonstante  fi  durch  die  Gleichung 
k  »  T^r~  definiert  ist     Eine  leichte  Rechnung  gibt 
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V 1  —  fr  8ur  w  «=  .  i       '  t  .  f     cos  g?  =  ^  ^   ,       .  >  .     cos ^. 

Aus  (9)  gewinnt  man  alsdann  durch  Differentiation 

dtp  (l  +  ^)d^ 

yi  —  Jb'sin'^        yx  —  fi'  sin*^ 
und  endlich 

(10)  F(A;)  =  (1+^)J'(^), 

wenn  man  beachtet^  daß^  während  ^  beständig  wachsend  von  0  nach 

Y   Tariiert;   die   ursprüngliche   Veränderliche  tp   dasselbe   tut.     Eine 

analoge  Rechnung,  die  wir  der  Kürze  halber  hier  nicht  yorbringen 
wollen,  liefert  eine  zweite  wichtige  Formel,  nämlich 

(11)  E(k)  _  jA_  i;(^)  _  (1  _  ^)  F{(,). 

Es  ist  klar,  daß  die  beiden  obigen  Formeln  auch  dann  gelten,  wenn 
die  Integrale  nicht  vollständig  sind;  aber  die  Amplituden  q)  und  ^ 
haben  in  diesem  Falle  verschiedene  Werte,  die  durch  die  Formel  (9) 
voneinander  abhängen.  Die  Gleichung  (11)  enthüllt  folgende  bemerkens- 
werte Tatsache:  Jedes  elliptische  Integral  erster  Gattung  läßt 
sich  durch  zwei  elliptische  Integrale  von  zweiter  Gattung 
ausdrücken. 

759.  Wir  wollen  zu  den  vollständigen  Integralen  zurückkehren 
und  zeigen,  wie  man  die  Formel  (10)  benutzen  kann,  um  F(k)  auch 
dann  zu  berechnen,  wenn  k  sehr  nahe  an  1  liegt  Von  h  ausgehend 
bilde  man  eine  Folge  von  Zahlen,  die  so  beschaffen  sind,  daß  man  hat 


,    _  2yk,       ,    _  2 


Allgemein  ist  dann 

'^"^^  -  i  +  yr^ki    ^+(i-*n)     *■ 

Die  Zahlen  ^,  welche  positiv  sind  und  mit  wachsendem  n  abnehmen, 
konvergieren   nach    einem   Grenzwert.      Dieser    Grenzwert    muß    der 

2yi 

Gleichung  l » ^-^  genügen.     Befreit  man  dieselbe  von  der  Wurzel 

Z  =  0  und  von  der  unzuBLssigen  Wurzel  ?  =  1,  so  reduziert  sie  sich 
auf  2  +  yl  +  i  =  0  und  hat  keine  reeUen  Wurzeln  mehr.  Es  ist  also 
Z  =  0.    Die  wiederholte  Anwendung  der  Formel  (10)  liefert  nun 

F(*)  =  (l  +  AJ(l  +  *,)(l+*,)...(l  +  *,)J'(U 

ivo  h^  so  klein  ist  als  man  will;  und  man  kann  auf  diese  Weise 
für  hinreichend  großes  n  zunächst  mit  Hilfe  von  (5)  FQc^  berechnen 
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und  dann  F(Jc).  Wächst  n  ins  Unendliche,  so  hat  man  liml^(j:j 
Y 


2^(0)  =  —  und  infolgedessen 


Hat  man  eine  Tafel  für  die  Werte  yon  F  konstruiert,  so  gestattet 
die  Formel  (11)  in  analoger  Weise  die  Werte  von  E  zu  berechnen. 
Solche  für  die  Anwendungen  sehr  nützliche  Tafeln  sind  von  Legendre 
konstruiert  worden  (auch  für  die  unToUstandigen  Integrale)  und  heißen 
elliptische  Tafeln^).  Wir  beschränken  uns  hier  darauf,  einige 
Werte  daraus  zu  entnehmen: 

F(])  =  1,617..,  i^{4)=l,685...,  f(^)=1,854..,  J'(1^)-2,156.., 
^(|)  =  1^26...,  e(|)- 1,467...,  £(-i=)= 1,350...,  ^1^=1,211._. 

760.    Übungen,     a)    Bei  dem  Integral  von  ——-—y  welches  wir  be- 

y  sin  de 

reits  (§  755,  f)  mit  Hilfe  der  Substitution  tg-r-  ^  ^  behandelt  haben,  ist 

die  einfachere  Substitution  sin  o;  =  ^  vorzuziehen.  Man  wird  dann  weiter 
durch  die  Substitution  t  »=  cos*  g>  (welche  durch  die  Betrachtungen  des 
§  749  nahegelegt  wird)  zu  folgendem  Normalausdruck  des  vorgelegften  In- 
tegrals geführt: 

J  }/r+C08*9  ^     J  }/l  — |8in«9 

Insbesondere  ist 

/Ä  =  >/2f(^-)- 2.622.... 

0 

b)  tn  analoger  Weise  berechnet  man  die  Integrale 

C-d^  und   f^i^, 

indem  man  x  =  cos  «p  setzt.     Sie  transformieren  sich  dadorch  bezüglich  in 
ysj  VT^isin'v'       l/2j  yi-iBin«9        ^     J'  ' 


Insbesondere  ist 

YT—x*      \%     Vi/2/ 


1 

/ 


Cjß^  =  _  ^  j./  M  +  /2£f-^\  =  0,599  . . .  . 


1)  Legendre:  „Trait^  des  fonctions  elliptiques",  t.  II. 
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c)  Etwas  weniger  leicht  ist  die  Berechnung  der  Integrale 

/dx  r     dx 

Die  Substitution   a?  =  —  1  +  K  3tg*^   liefert,   angewandt  auf  das  erste, 

/dx      ^  j     r ^9 

Auf  das  zweite  Integral  muß   man   auf  Grund  des  am  Schluß  von  §  749 
Gesagten  die  Substitution 

^       tgy-(l  +  VT) 
tg9  +  (l+y2) 
anwenden.     Dabei  transformiert  es  sich  in 

(2  +  ]/2)d<p 


/, 


y^sin*  9  +  6(8  +  2^2)  sin*^  cos«^  +  (s  +  2 1/2)*  cos*  9 
Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  entsteht  durch  Multiplikation  von 

sin«9)  +  (3  +  2  )/2)*cosV  -  (s  +  2  Y^fU ^^-  sin^) 

mit  sin*  q>  +  cos'  9  =  1.     Also  ist 

(2  —  >/2)  <2(p 


|/l^.f^LBin«9 


3+2}/2 

Beachtet  man  femer,  daß  man 

för   **  =■ — —    hat    tt  = -;==  —  -7- 

8  + 2/2  "^      i  +  yirz:]fe«     /2 

so  erhält  man  bei  Anwendung  der  Formel  (lO) 

2^2 


T-  » 


1  1 


r  äx^  =.  i  /*_  ''^    ={1-  ^  w^_i£i_\ 

Jyi+x*     2j]/i+x*    V     }/2^   Vi  +  v^v 

d)  Wenn  das  Integral     1  —  _.-:^t=z=,  welches  uns  an  ein  anderes, 

J  y  l  —  k  cos  qp 
0 

bereits  berechnetes  erinnert  (§  725,  i),  zu  behandeln   ist,  so  beginne  man 

damit,  die  partieUe  Integration  anzuwenden: 

Cetiro,  Analysia.  49 
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ft 


I  ^^  ==-r-  I  smqpayi— Ä  cos  9>  =  — r-  I  VI— «  cos  qo  •  cos  9>  a^c- 

J  yi  — ^'C08  9       «j  Äj 

0  0  0 

n  n  n 


V    y^^*<50sy  ^  y  1  —  Ä:  cos  9       ^  </   y^^icoflqp 

Das  letzte  Integral  wird,  wenn  man  q>  in  n  —  2ip  verwandelt, 

£.  iL                                                        — 

y  2                                            T 


2  r^+^^^l^  ei^  =.  A  ryi  +  ifccos29d<p~|-(l~it*)  T- 

0  0  0 

oder,  wenn  man  noch  1  +  Ä;  —  2  Ä;  sin*  9»  für  1  -f  Ä;  cos  2  9)  schreibt, 


ivm{^{}^-(.t-^)r{y^}. 


Also  ist 

9r 


0 
e)   Ein  elliptisches  Integral  kann  auch  mit  einem  Modul  k'^  1   vor- 
kommen; es  ist  aber  immer  möglich  dasselbe  auf  einen  zwischen  0  und  1 
enthaltenen  Modul  zu  reduzieren.     Man  betrachte  z.  B.  die  Integrale 

Jyi-*«8in>'       J  ^  ^    ^' 

0  0 

in  welchen  die  obere  Grenze  den  Wert  ^n  nicht  erreichen,  sondern  nur  bis 
zu  einem  Maximalwert  a  gehen  kann,  der  durch  die  Gleichung  sina=»  l,k 
definiert  ist.  Wenn  90  von  0  bis  a  geht,  so  wächst  die  Veränderliche  ^^^ 
welche  mit  q>  durch   die   Relation   sia  rff  =  k  sin  q>  verbunden  ist,    von   0 

bis  — ;   und  da 

d(p  dtj) 


y  1  —  ifc«  sin*  9       y^F— iSn«-^ 
ist,  so  hat  man 

J  yi^k^  Bin* <p       k      \*/' 
0 

a 


Z.  B.  ist 


n  n 

4  "4 


/yr-lY^i^°''^"--'      ri/l-2  8inVd,>-0,599.... 
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f)  Man  beweist  in  der  Mechanik,  daß  für  ein  einfaches  Pendel  von 
der  Länge  l  die  Dauer  einer  vollständigen  Schwingung,  von  der  Ampli- 
tude 2a,  gemessen  wird  durch  das  Integral 


-v^f 


de 


y  cos  6  —  cos  a 

wo  g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  an  dem  Ort  der  Beobachtung 
bedeutet.  Diese  wichtige  Formel  dient  gerade  dazu,  g  in  jedem  Ort  der 
Erdoberfläche  zu  berechnen  und  durch  eine  große  Zahl  von  Beobachtungen 

a  0 

die  Gestalt  dieser  Fläche  zu  ermitteln.  Setzt  man  A;  ~  sin  y  ui^cL  sin  -- 
=»  A;  sin  9 ,  so  hat  man 

cos  ö  —  cos  «  =  2  (sin* ~ sin* -r-)  ="  2 Ä* cos* 9. 

Beachtet  man  femer,  daß,  wenn  0  von  0  bis  a  variiert,  9  beständig 
wachsend  von  0  nach   -^   geht,  so  findet  man 

T=2y^F(.)  =  «-|/I(l+lsin«f  +  lsin*J  +  ,f,dn.|-  +  ...). 

Ist  ce  sehr  klein,  so  darf  man  T  auf  das  erste  Glied  reduzieren,  welches 
von  a  unabhängig  ist,  und  erhält  so  einen  Beweis  fClr  den  Isochronismus 
der  kleinen  Schwingungen.  Will  man  eine  größere  Genauigkeit  haben,  so 
genügt  es  in  der  Entwickelung  von  T  ein  Glied  mehr  zu  nehmen.  Man 
kann   auch   die  Formel   (10)   anwenden,   nachdem  man  bemerkt  hat,  daß 

im  vorliegenden  Falle  fi  =  tg*—  ist,  und  schreiben 


cos     . 
4 


%^  y  9 


g)    Ein  anderes  merkwürdiges  Integral,    welches  beim   Studium   der 
Wirbel  vorkommt,  ist  folgendos: 


_       ah    r  *  cosödö 

0  = 


1  c* 


•  +  ft*  +  c*  — 2a6co8d 

Wir  wollen  zunächst  das  Integrationsintervall  auf  die  untere  Hälfte  redu- 
zieren, indem  wir 'benierken,  daß  der  auf  die  obere  Hälfte  bezügliche  Teil 
des  Integrals  sich  in  den  andern  transformiert,  wenn  man  6  in  2it  —  6 
verwandelt.  Man  kann  femer  annehmen  ab  >  0;  denn  wäre  a&  <  0,  so 
brauchte  man  nur  0  in  tc  —  d  zu  verwandeln,  um  zu  der  ersten  Annahme 
geführt  zu  werden.     Andererseits  bemerke  man,  daß 

o*+6*  +  c*-2a&cose  =  (a-f  6)*-}-c*-4a6cos*|-  =  ^(l-Ä:*cos*|-) 
ist,  wenn  man  setzt 

49  • 
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Man  erhält  folglich,  wenn  man  als  Integrations variable  <p==^(7t  —  6)  wählt. 


Schreibt  man  1  —  2  sin^  q>  für  cos  2  9> ,  so  kommt 

(12)  -^_Q^]cF(k)  +  l{Eik)-  F(k) )  . 

Die  Formeln  (5)  und  (7)  ftOiren  femer  zu  einem  Ausdruck  for  <Z>    durch 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  k  fortschreitende  Beihe: 


,.K.»(*.  +  1*.  +  ...) 


Zu  einem  einfacheren  Ausdruck  gelangt  man,  wenn  man  von  dem  Modul  k 
zu  dem  Modul 


=  1— y^  — fc*  _  V {a  +  hy  +  c*  —y (a  —  by  +  c* 
^  ""  1  +  yT^k*  ~~  |/(a4-fe)*  +  c*  +  }/'(ä— 6)*  +  c* 

übergeht  unter  Benutzung  der  Formeln  (10)  und  (ll).     Beachtet  man  in 
der  Tat,  daß 

ist,  so  verwandelt  sich  (12)  in 

Mit  andern  Worten,  das  vorgelegte  Integral  ist  hiermit  reduziert  aaf  die 
typische  Form  (§  748)  eines  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung: 


ft 
T 


n  ^  ^      J  yT^fi*8in»9 

0 

Entwickelt  man  die  rechte  Seite  von  (13)  in  eine  Beihe,   so   erhält    man 

*  =  A  V7^  (,» + 1,»»  +  gf»"  +  •  •  •)• 

Wenn  k  sehr  klein  ist,  so  ist  diese  Entwickelung  zweckmäßiger  als  die 
vorhin  aus  (12)  abgeleitete;  dagegen  ist  es  für  ein  sehr  nahe  an  1 
liegendes  k  zu  empfehlen,  direkt  auf  (12)  die  asymptotische  Formel  (6) 
anzuwenden. 

h)   Durch   eine   etwas  lange  Rechnung,  die   aber  keine  wesentUcfaen 
Schwierigkeiten  bietet^),  gelangt  man  zu  dem  Resultat 

1)  Schlömilch,  Comp,  der  höheren  Analysis,  Bd.  2,  S.  822.     Siehe  auch 
das  „Bulletin  de  Darboux"  (1897,  p.  109). 
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0 

wo  Ä'=  yi  —  jfc*  ist;  und  hieraus  entspringen  dann  für  sehr  nahe  an  1 
liegendes  Je  die  Formeln,  auf  welche  wir  am  Anfang  von  §  758  hingewiesen 
haben.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  folgende  Bemerkung:  Bringt  man 
die  rechte  Seite  auf  die  Form 

-  I  [F(k)  -  f  jlogfc  -  ^{F{U)  +  logk] 

und  läBt  k  nach  0  konvergieren,  so  erhält  man,  wenn  man  sich  erinnert 

jt 

(§  721,  d),  daß   Aogsin^d^)  den  Wert ö^^og2  hat,   und   dann  k  mit 

k'  vertauscht, 

lim  [F{k)  +  logVIT-  k^}  =  log4. 

Diese  Formel  schließt  nicht  nur  die  Formel  (6)  ein,  sondern  sie  gestattet 
in  ihr  und  in  Formel  (8)  eine  kleine  Eorrekibion  anzubringen,  dadurch, 
daß  man  die  Differenz  zwischen  der  linken  und  der  rechten  Seite  von  (6) 
nicht  gleich  Null,  sondern  gleich  log 4  setzt: 

F{k)  =  log  ,-7=4==,       E(k)  =  1  +  -^-log       * 


i)  Um  den  Lesern  einen  Begriff  von  den  schwierigen  Fragen  zu 
geben,  die  sich  mit  Hilfe  der  elliptischen  Integrale  lösen  lassen,  wollen 
wir  hier  zwei  interessante  Formeln  vorbringen,  um  aus  ihnen  einige 
Schlüsse  zu  ziehen.  Wenn  k  von  0  nach  1  geht,  so  variieren  die  Inte- 
grale F(k)  und  F(Jc)  derart,  daß  das  Verhältnis  des  zweiten  zu  dem 
ersten  von  Null  nach  unendlich  geht,  und  zwar  beständig  wachsend.  Wenn 
daher  eine  beliebige  Zahl  x  zwischen  0  und  1  gegeben  ist,  so  wird  immer 
ein  Wert  k  und  auch  nur  einer  existieren,  für  welchen  man  hat 

Nun  läßt  sich  beweisen,  daß 

1  +  2a;  +  2a^  +  2a;^+  2a?^«  +  . .  .  =  |/ A jp(A;) 

ist,   wo  k  die  Funktion  von  x  ist,   welche    durch  die  vorige  Gleichung 
definiert  wird.     Insbesondere  wird,  wenn  x  sich  der  1  unbegrenzt  nähert, 

mit  immer  größerer  Annäherung  F(k)  ==  tu*/ 2  log  --  sein,  und  es  wird  da- 

her  die  Summe  der  Beihe  die  Form  (vgl.  §  342,  c) 


X 
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anzunehmen  streben.     Ebenso  hat  man 

1  -  2a;  +  2a?*  -  2a;»  -b  2a;'« =  ]/ 1 lcF{h) 

und  infolgedessen  (vgl.  §  342,  d),  wenn  man  sich  an  Formel  (6)  erinnert, 

lim  (a;  —  a;*  +  a;®  —  a;^«  +  •  •  •)  =  -5- ,  —  lim  1/  Ä'log  1^  =  -^  • 

«  =  1  ^2         >/2«i'=o  ^  H  ^ 

Dagegen  ist  fftr  A;  «  1/V^»  weil  alsdann  auch  ä;'=  l/V^  ist,   a;  =  €"^ 
mithin 


1  +  2e-''  +  2e-**  +  2e-»''  + "j/l"  f(-^  =  1,086  .  .  . , 

1  -  2c-*  +  2e-**  -  2c-»''  +  ...  =  y^pi^  «  0,913 

Will  man  femer  k  mit  ^'  vertauschen,  so  muß  man  x  durch  eine  anden 

1  1 

Zahl  X    ersetzen,  die  an  x  durch  die  Relation  log — log— ,  =»9C^  gebunden 

ist;  und  da  man  andererseits  hat 

(l  +  2a;+2a?*+2a;»  +  ...)(log-i-)   «  |/^F(ä)F(*0, 

so  sieht  man,  daß  die  linke  Seite,  ebenso  wie  die  rechte,  ungeändert  bleibt, 
wenn  man  x  durch  x  ersetzt.  Man  gewinnt  dadurch  einen  Beweis  fc: 
eine  frtlher  angegebene  Relation  (§  342,  c).  Endlich  bemerke  man,  daß. 
wenn  man   mit  Hilfe  der  Landenschen  Substitution  von  dem  Modul  k  n 

X  =  7472:  übergeht,  dieselbe  auch,  in  umgekehrtem  Sinne  angewandt,  vor 

Ic  zu  x'=  y  1  —  X*  führt.     Auf  Grund  von  (10)  ist  also 

F(x)  =  (1  +  Ä)  F{Tc) ,       F(x')  «  i  (1  +  fe)  FiX) , 

während  der  x  entsprechende  Wert  |  von  x  so  beschaffen  ist,  daß  man  b' 

«  '"^  S  F(x)  2   F(Ä;)  ""  2?r  ^°e  Ä  ' 

d.  h.  J  =  }/^.     Mithin  wird 


l  +  2V^  +  2l/^+  2V^  + |/-^  (l  +  Ä:)-^Wi 

1  -  2]/^+ 2}/?  -  2  vT»  +  .  .  .  =  ]/-^(l-Ä)2^(;k). 

Verwandelt  man  aufs  Neue  Ä;  in  x,  so  erhält  man 

1  +  2  V~ic  +  2  V^  +  2  VT»  + ^  (1  +  Vk)]/ ^F{k)  , 

1  -  2  Vx  +  2  t^  -  2  Vx»  + (1  --  •)/jfc)]/Al<'(jfc)  ^ 

und  daraus  ergibt  sich 
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Andererseits  ist 


+  2x  +  2x*+2x^  + 
l-^2x  +  2x*  —  2x^  + 


yw 


l-\-2x  +  2x*  +  2x^  + 

Erhebt  man  jetzt  zur  vierten  Potenz  und  addiert,  so  findet  man  die 
Identität 

(2V^  +  2J/x^+  2V^+---/+  (1  --2a;+  2iC*— 2a;®H / 

^(1  +  2x+2s^  +  2x^  +  "  •)*. 

Hieraus  kann  man  leicht,  indem  man  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen 
Yon  x  auf  der  linken  und  rechten  Seite  einander  gleich  setzt,  folgenden 
arithmetischen  Satz  ableiten:  Die  Anzahl  der  möglichen  Zerlegungen 
einer  ungeraden  Zahl  in  vier  Quadrate  ist  achtmal  so  groß  wie 
die  Anzahl  der  möglichen  Zerlegungen  der  vierfachen  Zahl  in 
die  Quadrate  von  vier  ungeraden  ganzen  Zahlen. 

761.  Snlersohe  Integrale.    Man  nennt  so  die  Integrale 

1  00 

0  0 

Das  erste  heißt  ein  Eulersches  Integral  erster  Gattung.  Es  ist  eine 
Funktion  der  beiden  positiven  Veränderlichen  \l  und  v^  eine  Funk- 
tion, die  offenbar  symmetrisch  ist  (wie  man  durch  Yertanschung  von  x 
in  1  —  a;  erkennt).  Das  zweite  Integral,  welches  eine  Funktion  der 
einen  positiven  Veränderlichen  /li  ist,  heißt  von  zweiter  Gattung. 
Wir  haben  gesehen,  daß  das  zweite  Integral  gleich  F(fi)  ist,  und 
werden  dieses  Resultat  jetzt  wiederfinden,  indem  wir  das  erste  Integral 
unter  der  Voraussetzung  eines  ganzzahligen  positiven  v  berechnen. 
Nimmt  man  außerdem  an  i^  >  1,  so  liefert  die  partielle  Integration 

1  1 

xf''-^{\-xy-''dx^'^-^fx^*(l-'xy'^dx 

1  1 

^'^fx^-'{l-xy-'dx-'^Cx^-\l-xy-'dx, 

0  0 

woraus  man  entnimmt 
1 


/ 


Cxf'-'{l-xy-^dx^-~^^^^Jxf'-\l-xy'^dx, 
*r  mithin  bei  successiver  Anwendung  dieser  selben  Formel 

Tr    fxf*-H\-xy-^dx^ -''r-^-'^^ --'^,  fx^'^dx — r-TTV^rn: — tn 

*       Ö  0 
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Verwandelt  man  nun  x  in  x/v,  so  findet  man 


/'-{'-Tr'-'-Mf 


0 

Läßt  man  v  über  alle  Qrenzen  wacliBen  und  erinnert  sich  (§  252,  c) 
an  die  Definition  der  Funktion  Fy  so  kommt 

00 

J xf-^e-'dx'^  r{fi). 

0 

Man  bemerke  hier^  daß  die  Verwandlung  von  x  in  nx  zu  der  Formel 

(14)  Jx^-'e-^'dx^^^ 

führt;  die  wegen  ihrer  zahlreichen  Anwendungen  Ton  Wichtigkeit  ist 

762,  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  auch  die  Integrale  erster 
Gattung  durch  die  Gammafunktion  ausdrückbar  sind.  Die 
Substitution  x  «=  y/(l  +  y)  gibt 

1  00 

und  man  kann  der  rechten  Seite  die  Form  eines  Doppelintegrals 
geben,  indem  man  die  Formel  (14)  benutzt,  in  welcher  (i  in  fi  +  v 
und  n  in  1  +  y  zu  verwandeln  ist: 

00  00  OD  00 

0  0  0  0 

Nun  hat  man  auf  Grund  derselben  Formel  (14) 

00 

(15)  fy^-ie-'i>dy  =  ^, 

'o 
folglich 


OD  OC 


fxf*-^"-^ e-' dxj*yf*-^e'*9 dy  ^  r{iiL)fx'"^e"'dx^  r((i)r{v) 


0  0 

Also  ist 


1 


(16)  J^-i(i_^).-id^_^Wrw. 

Man  kann  somit  jedes  Eulersche  Integral  berechnen,  indem  man  die 
auf  Veranlassung  von  Gauß^)  (bis  auf  20  Dezimalen)  berechneten 
Tafeln  für  logr(a;)  benutzt.  . 

1)  G a u ß'  Werke,  Bd.  m.  Siehe  anch  den  zitierten  „Trait^"  von  Legendre,t.E 
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763.    Die  Formel  (16),  die  in  den  Anwendungen  sehr  nützlich 
ist^  bietet  sich  häufig  unter  der  Form 

n 
T 

(17)  j  sin^^-^ö  .  co8'-^ö  .  dd=  4- .  ^^, 

0 

auf  welche  sie  sich  reduziert,  wenn  man  x » sin^  Q  setzt.  Ins- 
besondere kann  man  für  fi »  v  aus  ihr  einen  Beweis  für  die  Le- 
gendresche Formel  (§  252,  d)  gewinnen,  wenn  man  sich  erinnert, 
daß  r(i)  =  )/jr  ist.     In  der  Tat  hat  man 

ff  '  H  ■ 

T  T 


r(2rt 


=  2  jCsinÖ  cosö)»"-»«;«  =  -^^  fän'i'-^2e  ■  dO 


n 


0  0 

woraus  sich  ergibt 

Hiemach  folgt  aus  (17)  für  jeden  positiven  Wert  von  ^l 


n  ft 

T  T 

0  0 


9  S 

Tsin^^-^e  •  dö  -  fcos^f'-^e  •  de  =  2»^ 


und  es  ist  auf  diese  Weise  eine  Verallgemeinerung  eines  früheren  Re- 
sultates (§  727,  g)  gewonnen. 

764.    Übungen,     a)  Das  Integral  von  ig^xdx  zwischen  0  und  -- 

läßt    sich    mit    Hilfe    von    (17)    berechnen,     indem    man    2fi  — l»n, 
2  V  —  1  =  —  n  setzt,  sodaß  wegen  ^i  -\-  v  =^  1 


n 
T 


fein- X  cos-'  xdx^^r  (i±5)  T  (i^**) 


Benutzt  man  die  Formel  (§  464,  e) 
so  sieht  man,  daß  für  |n|  <  1 

n 
T 

20)  fi^xdx^       * 


2  cos  — 
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n 
T 


/dx    n 
7/Y~  ~"  y^ »    ^'^    ^^^    ^Mxh    aus    einem 

0 

früheren  Übungsbeispiel  herleiten  läßt  (§  755,  d).  Die  Einschränkung 
|n|  <  1  ergibt  sich,  abgesehen  von  den  Gültigkeitsgrenzen  der  Formel  (17\ 

auch  aus  früheren  Bemerkungen  (§  717,  a),  da  tg"«  für  iC  =  ^  ^^^  ^ 

a;  =  0  von  der  Ordnung  \n\  unendlich  wird,  je  nachdem  n  positiv  oder 
negativ  ist.  Man  kann  daher  a  priori  behaupten,  daß  das  Integral 
für  |»|^1  nicht  existiert. 

b)  Um  das  Integral  von  zwischen  den  Grrenzen  0  und  1  zn 

berechnen,  verwandle  man  o;  in  a;".     Das  Integral  wird  dann 


0 

Daraus  folgt  nach  (19) 


1 

/dx       7c 
^     Kl  —  x^        n sin    - 


n 

vorausgesetzt,  daß  »  >  1  ist.  Übrigens  läßt  sich  auch  das  unbestimmte 
Integral  leicht  in  algebraisch -logarithmischer  Form  berechnen,  da  es  sich 
um  ein  binomisches  Differential  handelt,  welches  der  zweiten  Integrabilitäts- 
bedingung  (§  751)  genügt.     Um  es  auf  rationale  Form  zu  bringen,  braucht 

man  nur  x  —  l/Yl  -\-f*  zu  setzen. 

dx  .    ,         ^         ,     w 

l/sino; 
werden  soll,  so  kann  man  die  Formel  (18)  anwenden,  welche  sofort  liefert 


c)    Wenn    das    Integral    von    ^^  ^        zwischen    0    und   —  berechnet 


/ 


n 

*  dx        r«(j) 


j/sin  X       %y^n 


Die  Vergleichung  dieses  Resultates  mit  dem  in  §  760,  a  bereits  erhaltenen 
führt  zu  folgendem  Ausdruck  eines  Eulerschen  Integrals  durch  ein 
elliptisches  Integral: 


^(i)  =  2'|/>^JF'(^)  =  3,625  .... 

Es  folgt  ferner  aus  (19) 

r(f)  =  «V2/ra)  =  1,225...  . 

d)   Auch  das  Integral  von  —===z  zwischen  0  und  1  läßt  sich  leicht 

|/l  — «* 
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auf  die  Form  eines  Eulerschen  Integrals  erster  Gattung  bringen.  Man 
braucht  nur  t  ^^  a^  als  Integrationsvariable  zu  wählen,  um  auf  Grund 
von  (16)  zu  erhalten 

0  0  \     4     / 

oder  nach  der  Formel  von  Legendre 


/ 


}         ^  n-6  r* 


=  2   ä 


(-f) 


Z.  B.  ist 


1 


yr-x*    1/2    vy2J'   j  yi^o;^    aviF/^— V 

Die   Vergleichung    des    letzten  Eesultates  mit  einem    früheren    (§  760,  b) 
liefert  folgende  Belation  zwischen  den  Werten  von  F  und  von  E,  welche 

dem  Modul  l/y2   entsprechen: 


E 


(1/2)     ^^\VV^  ^f(±.)' 


e)  Ein  anderes  Integral,  welches  sich  leicht  auf  die  Gammafunktion 
reduzieren  läßt,  ist  folgendes: 


^ j    sin**    ^  (pd(p 

""J  (1  +  kcoT^)»  ' 


Man  kann  immer  annehmen  A;  ^  0;  denn  wäre  7c  <  0,  so  brauchte  man 
nur  9  in  JT  —  <j0  zu  verwandeln,  um  wieder  auf  den  Fall  A;  >  0  gef&hrt 
zu  werden.  Man  bemerke  femer,  daß  für  m  ^  0  die  Funktion  an  den 
Grenzen  des  Integrationsintervalles  von  der  Ordnung  1  —  n  ^  1  unendlich 
wird.  Daraus  folgt  (§  717,  a),  daß  das  Integral  nur  für  n>0  existieren 
kann;  und  in  der  Tat  existiert  es,  wenn  A;  <  1  ist,  weil  dann  die 
Funktion  im  Innern  des  Integrationsintervalls  endlich  imd  stetig  ist  Bas 
Integral  existiert  dagegen  nicht  für  A;  =»  1 ,  weil  in  diesem  Falle  die 
Funktion  an  der  oberen  Grenze  des  Intervalls  von  der  Ordnung  w  +  1  >  1 
unendlich  wird.  Ist  ferner  A;>  1,  so  wird  die  Funktion  fflr  9)'^=  a,  wo- 
bei cos  a  =  —  1/A;  ist,  unendlich  von  der  Ordnung  n.  Das  Integral 
existiert  also  auch  für  ^  >  1 ,  vorausgesetzt,  daß  n  <  1  ist.  um  es  im 
ersten    FaUe    (0^A;<1,  « >  0)    zu    berechnen,   braucht   man    nur  die 

Substitution  ^E  ~ö  ^^  y  T~r~l^  ^  ^^  benutzen,  die  wegen  ihrer  Ver- 
wendung bei  verschiedenen  die  Elüpse  betreffenden  Fragen,  besonders  in 
der  Astronomie,  von  Bedeutung  ist.  Man  wird  zu  dieser  Substitution  in 
der  natürlichsten  Weise  geführt,  wenn  man  von  der  exzentrischen  Anomalie  9, 
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die  die  Lage  eines  Ellipsenpunktes  definiert,  zu  den  Polarkoordinaten  (r,  6i 
übergehen  will  und  dabei  als  Pol  einen  der  Brennpunkte,  wählt,  während 
die  Polarachse  nach  dem  andern  Brennpunkt  gerichtet  ist.  Offenbar  ist  r 
die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Seiten  ka-{-  a cos  (p 
und  hsmq)  sind,  sodaß  man  hat 

r»  =  a^{{k  +  co8(py+  (1  -  k^)sm\]  =  a»(l  +  Ärcosy)*, 

d,  h.  r  =  a  (1  4-  ^  cos  ip) ,  mithin 

sin  Cf  =  — ,    ,  , ,       cos  u  =  ^   ,   . , 

1  +  ä;  cob  qp     '  1  +  Ä;  cos  9  ' 

woraus  durch  Differentiation  der  einen   oder  der  andern  Gleichung  folgt 


dö  =  i^lii^*!^ ,  d.h.  rde~bd<p. 

l  -\-k  cos  qp  '  ^ 

Man  leitet  überdies  aus  denselben  Gleichungen  ab 


0  sinö      _      j/l — ib'sinqp      -i /l  —  k       <p 

^  T  ""  1  +  0086  ~  (1  +  *)(!  +  cos  9)  "~  r    1+^  ^  Y  ' 

Da  nun  0  beständig  wachsend  von  0  nach  it  geht,  wenn  (p  von  O  nach  % 
variiert,  so  hat  man  offenbar 

n 


(1  _  Jet)}  fL_r'f    r'rA- Ain-^örfO  =  2  /  8i 

^  J  \1  -\- k  COB  tp/       1  +  Ä;  cos  9        J  J 


sin"- ^  Ode 


oder  nach  (18) 


, .  ri'-'M 


(1— A«)«  r(n) 

Will  man  den  zweiten  Fall  (ä  >  1,  0  <  «  <  1)  behandeln,  so  bescbränkf 
man  die  Integration  auf  das  Intervall  (0,  a),  um  zu  vermeiden,  daB  die 
zu  integrierende  Funktion  imaginär  werden  kann.  Wendet  man  die  Sub- 
stitution  tg  Y  —  1/  7.  I  .  tg  Y  a^  ^ßd  beachtet,  daß  ö  beständig  wachsend 

von  0  nach  --  geht,  wenn  tp  von  0  nach  a  variiert,  so  erhält  man  dtux*h 
eine  ganz  analoge  Rechnung  wie  oben  das  Resultat 

/sin"-^ydy  ^. /.  ^.^^       _„.  ,.        ^^^VV^ 

f  /.   ■  T         T>  " I  sm"^öco8  "aaö  = 

J  (1  +  *  cos  9)«  JL  J 

0  (ÄJ*  — 1)*  <>  2V'«(Jfc*  — 1)« 

f)    Wir   wollen  jetzt  nach   einem   Verfahren,   welches   wir   in    einem 
speziellen  Falle  (§  740,  d)  bereits  angewandt  haben,  die  Integrale 

«  OD 

/C08X  ^  /•sinrc  - 
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berechnen,  wobei  fi  eine  positive  Zahl  darstellt,  die  im  ersten  Integral 
kleiner  als  1,  im  zweiten  kleiner  als  2  ist.  Daß  die  Integrale  fox  andere 
Werte  von  fi  nicht  existieren  geht  aus  der  Bemerkung  hervor  (§  717,  a), 
daß  die  zu  integrierenden  Funktionen  für  x  =  0  von  fi-ter  bezw.  {(i —  l)-ter 
Ordnung  unendlich  werden.  Dies  vorausgeschickt  transformiere  man  mit 
Hilfe  von  (15)  die  vorgelegten  Integrale  in  Doppelintegrale: 


OO     00  00     oo 


0     0  0     0 


Erinnert  man  sich  an  die  Werte 

oo  00 


/C"*"  cos xdx  ^  ^   .     t ,        \  e"'^  sin xdx  ^  - —  , , 

0  0 

die   in   einer  früheren  Übung   (§740,  j)   gefunden   worden   sind,   so   redu- 
zieren sich  jene  Doppelintegrale  auf 


OD 


0  0 


Inzwischen  liefert,  wenn  man  an  das  Resultat  (20)  denkt,  die  Substitution 
y=tgÖ 


1t 


«/        '  ^         «/  2  COS  — 

0  0  *wo    g 


Also  ist 

OD  OD 

'coso; 


dx  = ,        I  —  —  (tx  =» 

<^  2rO*)co8i^        J    ^  2rOi)Bin?^ 

Insbesondere  ist 


/ 


00  oo 


0        '  0        ^ 

765.  Wir  woDen  zum  Schluß  eine  wichtige  Formel  beweisen, 
welche  r{x)  mit  großer  Amiäherung  zu  bereclmen  gestattet,  wenn  x 
sehr  groß  ist.     Man  gehe  von  der  Definitionsformel  (§  252,  a) 


n 


aus   und   schreibe,   indem   man  auf  beiden  Seiten   die   Logarithmen 
nimmt, 


OD 


log  r{x)  =^—\ogx  +  2^  {a:log(w+l)  -  (a;— l)logw  —  log(rr +  n)). 
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Man  schaffe  rechts  die  Logarithmen  fort  mit  Hilfe  der  Formel 


ao 


log  X  -f^  ^Jdxje-''dt  -f(e-'  -  «"'Oy ' 

110  0 

Dann  findet  man  durch  eine  leichte  Rechnung 

OD 

(21)  log  rix)  =  Jj(x  -  i)e-'  -  '~^Z!-'']t' 

0 

femer  durch  Integration   nach  o;  zwischen  x  und   x+l    und   unter 
Erinnerung  an  die  Formel  yon  Raabe  (§  721,  i) 

OD 

a:  log  a;  -  a;  +  log y^  =  J  j^a:-  y  -  ^~i)^~'  +  ^J  Y  ' 

0 

Die  rechte  Seite  läßt  sich  zerlegen  in 


0 

Also  ist 


00 


(x-{)loga:-^+logV^=Jj(a:-l-— *^_-,).-'  +  (;-+i)c-"}f 


0 

Jetzt  wird  die  Formel  (21) 


log 


r(x)^(x^^)ioex-x  +  ioe}^2^  +  J\-^ 


Nimmt  man  in  den  bekannten  Ungleichheiten  (§  221) 

^<(**-T)^^g;r^<^+12n(n-l) 
n  ==  1/(1  —  ß"*),  so  findet  man 

o<— ^ l-l<^'+'"'-"<J- 

^  1_  g-'         t  2   ^  12t  ^12 

und  kann  folglich  schreiben 


CO 


j  (rr^'  -  T  -  -iY-'T  =  nj^"^'  =  r^x  ' 

0  0 

wobei  0  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  darstellt.     Es  ist  somit 
log  r{x)  -  (a:  - 1)  log  «  -  X  +  log  V^n  +  ^  J-  • 
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Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeri  über,  so  findet  man 

schließlich 

1  e 

X—  --   —  «  4- 


r(x)  =  y¥itx    u     1«'. 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  insbesondere  die  Formel  Yon  Stirling 
(§  221)^  wenn  man  x  einer  ganzen  Zahl  n  gleichsetzt  und  beachtet^ 
daß  n!  »  nr{n)  ist. 


Anwendungen  anf  geometrisches  Messen. 

L&ngen. 

766.  Da  wir  das  Differential  und  infolgedessen  die  Deriyierte 
des  Bogens  s  einer  Kurve  in  Bezug  auf  irgend  eine  Veränderliche  t 
zu  berechnen  wissen  (§§  583^  630) ,  so  sind  wir  jetzt  in  der  Lage 
durch  die  Integration  zu  dem  Bogen  selbst^  ausgedrückt  als  Funktion 
Yon  i,  zu  gelangen: 


Insbesondere  wird  man  bei  ebenen  Kurven^  die  in  cartesischen  Koor- 
dinaten (x,  y)  oder  in  Polarkoordinaten  (r,  ff)  gegeben  sind,  x  bezw.  B 
als  Integrationsyeränderliche  annehmen  können  und  wird  also  haben 

s^fyi+y^dx    bezw.    s  ^  fyp^+V^  dO . 
767«     Beispiele,     a)  Bei   der  Astroide,   die  durch   die  Gleichung 

2  2  2  "v  TT 

a;"^  +  r  =  a^  dargestellt  wird,  hat  man  y'«  —  (^\  ,  )/r+y^=  (^)  " 
Legt  man  also  den  Anfangspunkt  der  Bogen  nach  (0,  a),  so  ist 

s  «  a*  /  x~^dx  =  ia^x^. 

0 

Insbesondere  ist  fa  die  L&nge  des  ganzen  in  dem  Winkel  xOy  enthaltenen 
Bogens  und  daher  die  Gesamtlänge  der  Astroide  gleich  6a. 

X 

b)  Die  logarithmische  Kurve  y=^ae^  läßt  sich  darstellen,  indem 
man  setzt  x=^a  log  tg  9,  y  =  a  tg  9.  Daraus  folgt  (diurch  Anwendung  der 
partiellen  Integration  oder  auch  durch  Multiplikation  mit  sin^^-|-cos^9>=^l) 

s  ^  a  I  -^^  =  — — \-  a  I  -r^  =  a  (sec  w  +  log  iß  ~)  +  Const, 
^    8m  qp        cos  9    '     ^   am  9  \       ^    '       0    e  2  /    ' 
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Will  man  z.  B.  8  von  dem  Scheitel  oder  dem  Punkt  größter   Krümmw 
[y  s=  a/y2)  aus  rechnen,  so  findet  man 

c)   Bei   der  Kettenlinie   gleichen  Widerstandes,   die    durch  di« 
Gleichung  y  ^  —  a  log  cos  —  dargestellt  wird,  hat  man  y  -=  tg  — ,  niithia 


a 

X 


^/      cos  — 


s 

0  a 


Jetzt  sind  wir  in  der  Lage  (§  595,  m)  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve 
zu  finden.     Wir  brauchen  nur  die  Gleichungen 

zu  addieren  und  uns  zu  erinnern,  daß   q  cos       =^  a  ist. 

d)   Die  Länge  eines  Bogens  der  Parabel   tf*  ^^  2aXy   der  durch  des 
Scheitel  halbiert  wird,  ist  (§  745,  c) 


8 


=  ijVy*  +a*  dt,^^  >//+-«*  +  a  log  y-+yt+^ 


Z.  B.  hat  der  Bogen,  dessen  Sehne  durch   den  Brennpunkt  halbiert  wird, 
eine  Länge,  die  1,147  •  ■  •  mal  so  groß  ist  wie  die  Länge  der  Sehne. 

e)  Die  Länge  der  Lemniskate  r  =  |/sin  2d  (vgl.  §§  589,m;  760, a)  ist 


n  n 

~4  i 


4  (  ßl^  -  2  r-^*_.  -  ^V^f(^\  =  5,244  • 


0  0 


Ähnlich  findet  man  bei  der*  Sinuskurve  ^»sina;  als  Länge  eines  voll- 
ständigen Bogens  (der  also  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Wende- 
punkten enthalten  ist) 


n  n 

2"  2" 


2  {yi  +  cos*a;da?«2]/2  /|/l  — |sin*a;dx==2"|/2£r^j  =  3,820  •  •  • 

0  0 

f)   Die  Gesamtlänge   der  Ellipse,  die   durch   die  Halbachsen  a   und 

h  =  aj/lT^  }^  definiert  ist,  oder  durch  die  halbe  Fokalachse   und   durch 
die  Exzentrizität  Ä;,  wird 
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Ä  TT 


4  n/a*  cos*  9  +  6*  sin«  9  dg>  =  4a  (Vl-lc^  sin*  9>(lg>  -  4a-E?(Ä;). 


u 


Bezeichnen  wir  also  mit  2?  den  Radius  eines  Kreises,  der  denselben  um- 
fang hat  wie  die  Ellipse,  so  können  wir  schreiben  (§  757) 

"«"      W  —  ^  ^-^        4  64         266        168W         66636  '  / 

Man   kennt  mancherlei   Nfiherungsausdrücke   für  i2;    aber   die    einfachsten 
lassen  sich  bilden  mittels  der  Zahlen 


a'=^(a  +  6),    h'^yab,    a"=|(a+0,    6"=  VoF 

u.  s.  w.  Wenn  k  sehr  klein  ist,  so  kann  man  sich  unter  Vernachlässigung 
aller  Potenzen,  welche  die  zweite  übersteigen,  darauf  beschränken  B^^a 
zu  nehmen;  aber  dieser  Wert  ist  nicht  befriedigend  genug.  Sucht  man 
dagegen  in  der  Entwickelung  von  B  die  Potenzen  bis  zur  sechsten  zu 
bewahren,  so  wird  man  dazu  gefGÜbrt,  iJ=«=3&"— 26'  oder  Ä  =  -J-(3a'— 6') 
zu  nehmen,  Werte,  die  a  auch  deshalb  vorzuziehen  sind,  weil  sie  den 
genauen  Wert  von  B  immer  einschließen.  Übrigens  kann  man  den  ersten 
durch  das  arithmetische  Mittel  aus  beiden  Werten  ersetzen,  also  durch 
jR  =  |-(3a'—  56'+  66"),  dessen  Entwickelung  mit  derjenigen  von  B  bis 
zur  zehnten  Potenz  von  k  übereinstimmt;  u.  s.  w.  So  erhält  man  z.  B.  im 
Falle  a  =  1  und  6  =  ^ 


«'^T'    ^-;^^     ^"'^tV^'     |(3a'-56'+66")^0,7709.... 

Die  elliptischen  Tafeln  (§  759)  Uefem  B  «  ^-^(^7  ="  0,7709  •  •  • . 

g)   Die  Gesamtlänge   der   (§  589,  k)   Schnecke  r  =»  a  cos  d  +  6  ist 

n  T 

2  lya^+b^+  2ah  cos  ed0  -  4  ly{a  +  6)*  -  4a6  3in^  q>dip 
0  0 

Wenn  c  die  größte  und  ^c  die  kleinste  der  Zahlen  a  und  6  ist,  so  ge- 
stattet die  Formel  (ll)  des  §  758,  den  letzten  Ausdruck  folgendermaßen 
zu  schreiben: 

Z.  B.  ist  die  Länge  der  Schnecke  mit  zwei  zusanunenfallenden  Wende- 
punkten (6  »  2a)  3,341  •  •  •  mal  so  groß  wie  die  Strecke,  welche  die 
Kurve  auf  der  Symmetrieachse  ausschneidet. 

h)  Es  soll  die  Länge  eines  Bogens  der  Hyperbel   -^  —  p-  =  1   be- 

Oetäro,  Analytit.  60 
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rechnet  werden,   der  zwischen   dem   Scheitel  (a,  0)   und  einem  beliebigen 
Hyperbelpunkte  (o?,  y)  mit  positiven  Koordinaten  liegt.    Bemerkt  man,  dafi 

ist,  so  wird  man  dazu  gefEQirt  zu  setzen  y  =  —====:  und  erhält 


^        b*         r d^ 

0 


wobei  k  =  al^G?  +  6'  ist,  also  l/Ä  die  Exzentrizität.  Multipliziert  man 
das  obige  Integral  mit  1  —  fc*  =  (1  —  if  sin'  ^)  —  J?  cos*  y,  so  spaltet  es 
sich  in  zwei  andere: 

Inzwischen  liefert  die  partielle  Integration 

0 

Also  ist 

s  =  -^-^~  J'(Ä,  -P)  -  Va*  +  b*  E(k,  9)  +  tg  V  •  Vo»  coa>  +  6« . 

Die  Berechnung  von  5  verlangt  in  jedem  speziellen  Falle  die  Benutzung 
der  Legendreschen   Tafeln   (mit  doppeltem  Eingang).     Man  beachte,  daß 

das  unendliche  Zunehmen  von  5,  wenn  ^  nach  —  konvergiert,  einzig  und 

allein  von  dem  letzten  Gliede  herrührt,  welches  den  Abstand  des  Mittel- 
punkts von  der  Normale  im  beweglichen  Endpunkt  darstellt. 

i)  Betrachten  wir  die  Logocjklika  (§  602,  b),  welche   durch   die 
Gleichung 

(2)  (x  +  y)(a:»  +  y*)  =  2aa;y 

oder  in  Polarkoordinaten  durch  r  =  -~=r -^  darirestellt  wird,  wenn  man 

die  Symmetrieachse  der  Kurve  als  Polarachse  nimmt.  Die  Länge  eines 
beliebigen  beim  Scheitel  anfangenden  Bogens  ist 

0 
cf      /*-,/" — ^~:z~^ — \ — 7. — r~^3r^       dB 


^~  fy^^^e  +  28111^20' 


C08"Ö 


und  daher  die  Gesamtlänge  der  von  der  Kurve  gebildeten  Schleife 
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T  2    

J  cos'  6  J        1  +  Bin  qp         ^ 


n 


0 

Inzwischen  erhält  man  aus  (l) 


=  2aJ(l-8m9,)]/l-y8iiiV^^- 


h 


und  eine  partielle  Integration  liefert  uns 


I  sin 


an  9  |/  1  -  y  sin  9,  — .--  =  ^^ ^^ j^  -  --^J  y^  -pe^.- 


Also  ist 


}/l  —  \  sin*  (p  1     .       cofl  9  +  }/l  +  C08*  9 

""  cos  9  ""  y  2    ^^  1  +  y  2 


Al  -  sin  9)T/l_isin«9    ''^—  1  -  '— ''' ^  l/l  -  '  sin«  9 

0  

Setzt  man  endlich  <p'=^-^^  so  findet  man,  daß  die  Länge  der  Schleife 
der  Logocyklika 

2«(l  +  .^log(>/2-l)  +  ^(J.)-i.(-^)), 

d.  h.  2,489  •  •  •  mal  so  groß  ist  wie  die  Strecke,  welche  die  Kurve  auf  ihrer 
Symmetrieachse  ausschneidet.  Die  Eigenschaft  Bogen  zu  haben,  die  durch 
elliptische  Integrale  der  ersten  beiden  Gattungen,  d.  h.  durch  Bogen  von 
Kegelschnitten  ausdrückbar  sind,  kommt  unendlich  vielen  anderen  unikur- 
salen  Kurven  dritter  Ordnung  zu.  Sie  bilden  zusammen  mit  der  Logo- 
cjklika  die  sogenannte  Klasse  der  zirkulären  Kurven  dritter  Ord- 
nung^). Diese  Kurven  können  alle  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt 
werden,  in  welcher  man   auf  der  rechten  Seite  ein  Glied  von  der  Form 

(x  +  y) (i>a;  +  qy)  hinzuzufügen  hat.  a/y^  bezeichnet  nach  wie  vor  die 
Entfernung  der  Asymptote  vom  Doppelpunkt. 

j)  Man  betrachte  die  Yivianische  Kurve,  den  Schnitt  einer  Kugel 

1)  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven, 
S.  221  ff. 
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mit  einem  Zylinder,  dessen  Basis  ein  über  einem  Eugelradius  als  Durch- 
messer beschriebener  Kreis  ist.     Aus  den  Gleichungen  der  Eunre 

^'  +  y*  +  ^*  =  ö*>     ar*  +  y*  =  ax 
entnimmt  man 

y*  =  x{a  —  a?),     e^  =  a{a  —  x), 

und  es  liegt  nahe  zu  setzen  x  ^=  a  cos^  q> .  Beschränkt  man  sich  auf  das 
Viert«!  der  Kurve,  welches  in  der  Region  der  positiven  Koordinaten  liegt 
so  hat  man  y  »  a  sin  qp  cos  9,  ie^^asin^.  Die  letzte  Gleichung  sagt 
aus,  daß  9  die  Breite  des  Punktes  {x^  y,  z)  ist,  während  man  aus  dem 
Ausdruck  von  x  leicht  ableitet,  daß  9  der  Wert  der  Länge  desselben 
Punktes  ist.  Die  Yivianische  Kurve  läßt  sich  also  auf  der  Kugel  auch 
definieren  als  der  Ort  der  Punkte,  deren  Länge  gleich  der  Breite 
ist.     Dies  vorausgeschickt  hat  man 

dx  ^^  —  a  sin  2  9^9,     dy  ^^  a  G0^2q>dtp^     de  ^^^  a  cos  g>dip^ 

woraus  sich  durch  Quadrieren  und  Addieren  ergibt  d5*~a*(l  +  cos^  g>)d<p'. 
Mithin  ist  die  Gesamtlänge  der  Kurve 

ft 

Y 

4a  fyi  +  cos*  (pd(p  ^  ^ay2  '  e{-^\' 
0 

Mit  andern  Worten,   die  Yivianische  Kurve  auf  der  Kugel  vom  Radius  a 

ist  ebenso  lang  wie  die  über  den  Halbachsen  a  und  ay2  beschriebene 
Ellipse,  d.  h.  so  lang  wie  der  mit  1,216  •  •  •  multiplizierte  Umfang  eines 
größten  Kreises.  Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  noch  leichter  durch 
folgende  Bemerkung:  Wenn  der  Zylinder  auf  eine  Ebene  abgewickelt 
wird,  so  verwandelt  sich  die  Kurve  in  zwei  vollständige  Bogen  einer 
Sinuskurve.     Umgekehrt   hat   man,    um    die   Yivianische    Kurve    zu    kon- 

X 

struieren,  das  Paar  von  Sinuskurven  y  ==  ±  a  sin  —  zu  zeichnen  und  aus 

dem  Papier  das  Stück  auszuschneiden,  welches  zwischen  zwei  durch  die- 
selben Wendepunkte  begrenzten  Bogen  liegt.  Biegt  man  das  Papierstack 
derart,  daß  die  gemeinsame  Sehne  der  beiden  Bogen  ein  Kreis  wird,  so 
verwandelt  sich  der  Band  in  die  Yivianische  Kurve,  welche  der  Kugel 
vom  Radius  a  angehört. 


Bbene  Fl&chen. 

768.  Um  die  Fläche  auszuwerten^  die  zwischen  der  Kurve 
y  =»  f{x),  der  Abscissenachse  und  den  zu  den  Abscissenwerten  a  und  b 
gehörigen  Ordinaten  enthalten  ist^  teilen  wir  {a,  h)  in  Inteiralla 
Aj,  Aj,  •  •  •,  Ä„  und  machen  folgende  Bemerkung:  Der  Streifen,  welcher 
von  den  in  den  Endpunkten  des  Intervalles  h^  errichteten  Ordinaten 
begrenzt  wird,  läßt  sich  ersetzen  durch  ein  Rechteck  mit  der  Chrund- 
linie  h^   und  einer  Höhe  y^,   die   zwischen   dem   kleinsten    und    dem 
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größten  Wert  von  y  in  h^  liegt.    Die  gesamte  Fläche  Ä  wird  also 

immer  durch  ^KVi  dargestellt^  wemi  die  Intervalle  \  an  Zahl  zu- 

1 

nehmend  gleichzeitig  der  Null  zustreben;  and  da  unter  diesen  Be- 
dingungen die  genannte  Summe  nur  das  Integral  von  ydx  m  (a,  b) 

b 

als  Grenzwert  haben  kann^  so  ist  notwendig  A  ^  Jydx,    In  analoger 

a 

Weise  laßt  sich  zeigen ,  daß  die  zwischen  einem  Bogen  der  Kurve 
r  ==  f{ff)  und  den  Radienvektoren  in  den  Endpunkten  enthaltene  Fläche 

h 

A  =  ^Jf^dO   ist,   wo   a   und   b   die   äußersten   Werte   von   6   sind. 

a 

Handelt  es  sich  femer  darum,  die  Fläche  auszuwerten,  die  von  einer 
geschlossenen  Kurve  umgrenzt  wird,  in  dem  einfachsten  Falle,  wo  die 
Kurve  von  keiner  Parallelen  zur  y-Achse  oder  von  keiner  vom  Pol 
ausgehenden  Geraden  in  mehr  als  zwei  Punkten  getroffen  wird,  so 
hat  man 

b  b 

(3)  Ä^f{ß-a)dx,    Ä^^f{ß^-a^)de. 

a  a 

Dabei  sind  a,  ß  der  kleinste  und  der  größte  der  beiden  Werte  von  y 
(oder  von  r),  die  jedem  Werte  von  x  (oder  von  ö)  entsprechen,  und 
a,  b  die  äußersten  Werte  der  Integrationsvariablen  (fGLr  gewöhnlich 
Wurzeln  von  ß  —  a).  Wir  sind  zu  den  obigen  Formeln  gelangt  durch 
Zerlegung  der  Fläche  in  infinitesimale  Elemente  von  erster  Ord- 
nung. Wir  können  sie  aber  auch  in  infinitesimale  Elemente  von 
zweiter  Ordnung  zerlegen,  indem  wir  als  solche  im  Falle  der  car- 
tesischen  Koordinaten  die  über  den  Seiten  dx  imd  dy  konstruierten 
Rechtecke  annehmen,  im  Falle  der  Polarkoordinaten  die  Rechtecke 
mit  den  Seiten  dr  und  rdd.  Alsdann  ergibt  sich  auf  Grund  der 
Definition  des  Doppelintegrals  die  eine  oder  die  andre  der  Formeln 

A^JJdxdyy    B^^JJrdrdB,    Diese   schließen   die   Formeln   (3) 

ein^  wie  man  erkennt,  wenn  man  schreibt 

b         ß{x)  b        ß{e) 

A  ^fdxfdy,    A  ^fdofr  dr , 

a  a{x)  a  a(6) 

Sie  sind  aber  allgemeiner,  insofern  sie  zur  Berechnung  der  von  einer 
beliebigen  Kurve  umgrenzten  Fläche  dienen  können.  Man  hat  übrigens 
(§  738)  für  irgend  ein  System  krummliniger  Koordinaten 

wobei  die  Integration  über  die  auszumessende  Fläche  zu  erstrecken 
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; 


ist  und  die  Vereinbarung  getroffen  wird,  die  einzelnen  einÜEU^heu 
Integrationen  in  dem  Sinne  auszuführen,  in  welchem  die  betreffenden 
Veränderlichen  wachsen. 

769,    Andere  Formeln  sind  besonders  in  dem  Falle  nützlich,  wo 

die  Koordinaten  x  und  y  der 
Punkte  der  Randkurve  als 
Funktionen  eines  Parameters  t 
gegeben  sind.  Wir  werden 
diesen  Parameter  immer  so 
variieren  lassen,  daß  der  zu- 
gehörige Punkt  beim  Durch- 
laufen der  Randkurve  die 
Fläche  zur  Linken  läBt. 
Als  Element  wählen  wir  das 
Viereck  MM'L'L,  welches 
zwischen  zwei  vom  Anfangs- 
punkt  ausgehenden  unendlich 
benachbarten  Geraden  li^. 
Bemerken  wir  nun,  daß 

MM'VL  =  OMM'-  OLV=^  OMM'+  OL'L 

ist,  so  können  wir  als  positives  oder  negatives  Element  das  Dreieck 
OMM'  annehmen,  betrachtet  mit  dem  ihm  zukommenden 
Zeichen  (vgl.  §  348,  d): 


1 

0 
0 


X 


1 

X  -\-  dx 
y  +  dy 


^-^{xdy-ydx). 


Diesen  Wert  erhält  man  auch,  wenn  man  die  Hälfte  des  Produktes 
der  Basis  ds  mit  der  Höhe  :r  sin  9  —  y  cos  9  nimmt.  Denkt  man 
sich  immer  x  und  y  als  Funktionen  der  imabhängigen  Veränder- 
lichen t  ausgedrückt,  so  hat  man 


(5) 


Ä  =  ^J  (xdy  —  ydx). 


Da  femer  der  Wert  des  Integrals  von  xdy  +  ydx,  erstreckt  längs  eines 
beliebigen  Bogens,  nichts  anderes  ist  als  die  Differenz  der  Werte  von 

xy  in  den  Endpunkten  des  Bogens,  so  ist  offenbar   r(a?dy  +  ydx)  =  0. 

wenn   man   die   Integration   längs   der   ganzen   Randkurve   erstreckt 
Daraus  folgt,  daß  man  Ä  jede  der  beiden  folgenden  Formen  geben  kann 

(6)  A'^jxdy,    Ä-=  —  I  ydx. 

Dies  läßt  sich  übrigens  auch  konstatieren,  indem  man  in  geeigneter 
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Weise  die  doppelte  Integration  JJdxdy   ausführt.    Endlich   nimmt 

die  Formel  (5),  wenn  man  t  =  yjx  als  Integrationsyariable  wählt,  die 
Form  an 

(7)  A^\f  x^dt. 

Dieselbe  ist  den  Formeln  (6)  vorzuziehen,  weil  sie  nicht  die  Deriva- 
tion  von  x  oder  y  nach  t  verlangt  und  wie  (5)  auf  jedes  von  zwei 
Radienvektoren  begrenzte  Flächenstück  anwendbar  ist.  Um  dagegen 
die  Formeln  (6)  auf  den  Fall  eines  beliebigen  Bogens  anwenden  zu 
können,  muß  man  die  Differenz  der  Werte  von  \xy  in.  den  End- 
punkten des  Bogens  zu  A  addieren  oder  von  A  subtrahieren.  Man 
gelangt  auf  solche  Weise  zu  der  Formel  zurück,  die  wir  zu  Anfang 
für  die  Fläche  angegeben  haben,  welche  zwischen  einem  Eurvenbogen, 
einer  Achse  und  den  von  den  Endpunkten  des  Bogens  auf  die  Achse 
gefällten  Loten  enthalten  ist.  Übrigens  unterscheidet  sich  die  Formel  (7) 
nicht  wesentlich  von  der  zweiten  Formel  (3),  auf  die  sie  sich  sofort 
durch  die  Substitution  t^igO  reduziert. 

770.   BeiBpiele.    a)  Die  gesamte  in  der  Lemniskate  r'=»a' cos 20 
eingeschlossene  Fl&che  ist 


n 

T 


^=-2a*y'cos2edö  =  al 


Sie  ist  also  so  groß  wie  das  Dreieck,  welches  von  der  Tangente  in  einem 
Scheitel  und  den  Tangenten  im  Doppelpunkt  gebildet  wird.  Analog  findet 
man  für  die  Schnecke  r  =  a  cos  ö  +  6 

A  ^Cf^de  ^fiW  +  &'  +  2a5  cos  e  +  ^a^  cos  2Ö)  eiö  -  tc  {^a^  +  &»). 

Dieses  Resultat  setzt  voraus  b^a  und  insbesondere  wird  bei  der  Kar- 
dioide  A^^ita^,  Für  5<a  dagegen  stellt  der  gefundene  Wert  die 
Summe  der  von  den  beiden  Schleifen,  der  äußeren  und  der  inneren,  be- 
grenzten Flächen  dar,  die  die  bezüglichen  Werte 

|«(|a*+  6«)  ±  j|6l/ä«~ft'  +  (!»'+  ^*)  »r«  sin  |) 

haben. 

b)  Bei  der  Parabel  y^  =  2ax  hat  man 


A^Jydx=^\JyUy^ll 


2 


Die  Parabelfiftche  OMP  beträgt  also  zwei  Drittel  von  der  Dreiecksfläche 
TMP,     Hieraus  läßt  sich  weiter  leicht  ableiten,  daß  die  zwischen  einem 
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beliebigen  Parabelbogen  und  seiner  Sehne  enthaltene  Fläche  zwei  Drittel 
von  dem  Dreieck  ausmacht,  welches  von  der  Sehne  und  den  Tangenten 
in  den  Endpunkten  gebildet  wird.  Übrigens 
kann  man  zu  diesem  Resultat  auch  direkt  ge- 
langen, wenn  man  sich  die  su  Anfang  ge- 
machte Rechnung  wiederholt  denkt,  nachdem 
man  ab  y- Achse  die  zur  Sehne  parallele 
Tangente  gewBhlt  und  den  Anfangspunkt  in 
den  Berührungspunkt  verlegt  hat.  Als  Ele- 
ment der  Flftche  hat  man  dabei  das  Produkt 
von  t/dx  mit  dem  Sinne  des  Achsenwinkela 
anzunehmen. 
ng.n.  c)  BeiderKBttenlinie(§589,  c)init  dem 

Parameter  a  ist  die  zwischen  einem  beliebigen 
Bogen,  der  Direktrix  nnd  den  änfiersten  Ordinaten  enthaltene  FlSche  so 
groß  wie  das  Rechteck,  dessen  Seiten  gleich  a,  und  gleich  der  Länge  des 
Bogens  sind.  In  der  Tat  ist,  wenn  der  eine  Endpunkt  des  Bogens  im 
Scheitel  liegt. 


^-i^P 


+  e   ■']dx  = 


Mithin  hat  man  fär  einen  beliebigen  Bogen  MM' 

A  =  a(s'  —  s)  =  ffl  ■  Bogen  MM'. 

d)  Man  lasse  einen  Punkt  eine  logarithmische  Spirale  (§  589,el 
durchlaufen,  bis  er  anf  den  alten  Radiusvektor  znrQckkehrt  Dieser  Badius 
imd  der  dnrchlanfene  Bogen  begrenzen  eine  FlSche,  die  sich  leicht  als 
Funktion  der  Entfernungen  a  und  &  des  Pols  von  den  Endpunkten  des 
Bogens  ansdrScken  l&fli  Setzt  man  h  >>  ae'™",  so  ist  die  Gleichang  der 
Spirale  r  =  ae"*,  and  man  hat 

Wenn  die  auf  der  Sehne  in  ihrem  Mittelpunkt  errichtete  Senkrecht«  in  P 
und  in  Q  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  trifft,  so  ist  der  Inhalt  des 
(gleichschenkligen)  Dreiecks  OP<i  gerade  A.  Wir  können  ferner  die 
Fläche  des  Kreises  vom  Radius  a  finden,  indem  wir  uns  denken,  dafl  m 
nach  Null,  mithin  b  nach  a  konvergiert: 


6+0    6--_o 


Man  bemerke  überdies,  dafi  PQ  nach  dem  Umfang  des  Kreises  konvergien. 

e)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen  die  Fl&cbe  m  berechnen,  die 

zwischen  einem  vollständigen  Bogen  einer  Cykloide  (§  595,  n)  und  dessen 


§  770 


Ebene  Fl&chen. 
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Sehne  enthalten  ist.  Wir  legen  den  Anfangspunkt  in  den  Scheitel  und 
wählen  die  Tangente  als  Achse  der  a;;  L  und  H  seien  die  Projektionen 
einer  Spitze  R  auf  die  Achsen  und  P,  Q  die  analogen  Projektionen  eines 
beliebigen  Punktes  M  der  Cykloide. 
Der  über  OH  als  Durchmesser  be- 
schriebene Kreis  trifft  die  Strecke  MQ 
in  einem  Punkt  N^  und  es  ist  be- 
kannt, daß  die  Tangente  der  Cykloide 
in  M  gerade  parallel  zu  ON  ist,   so 

daß  dy/dx  =  tg  NOx  =  y/NQ.   Folg- 
lich hat  die  Fläche   OFM  den  Wert 

X  y 

Jy  dx  =  JNQ  •  dy^    ist    also    gleich 

0  0 

dem  Inhalt  des  halben  Kreissegments  ONQ.  Aus  allem  ergibt  sich,  daß 
man  die  Hälfte  der  gesuchten  Fläche  bekonunt,  indem  man  ^na*  yon  dem 
Inhalt  des  Rechtecks  OL  RH  abzieht,  der  gleich  dem  Produkt  von  OL^'^na 
mit  OH  =  2a  ist.    Also  wird 

A  =  2(27ra*  —  \%a^)  =  Sma*, 

d.  h.  die  gesuchte  Fläche  ist  dreimal  so  groß  wie  die  des  erzeu- 
genden Kreises. 

f)  Wir  wollen  die  Fläche  ausrechnen,  die  zwischen  der  a;-Achse  und 
demjenigen   Bogen  der  Quadratrix  y  =  a;cot—  liegt,  welcher  durch  ihre 

OL 

beiden  dem  Anfangspunkte  nächsten  Treffpunkte  mit  dieser  Achse  be- 
grenzt wird.     Offenbar  hat  man 


I  xooi^dx^2a^  I  e 


cot  0 dB 


-  2a»(«  log  sin  «)J*  -  2a»  Aog  sin  OdO. 


Nun  ist  auf  Grund  des  Theorems 
von  L'Hospital  für  nach  Null  kon* 
vergierendes  0 

lim  (6  log  sin  Ö)  ==  —  lim  ^— ^  =  0  . 


y 


sin  6 


Also  wird  (§  721,  d) 


,,^      ^jca 


—  2  a*  /  logsi 


8indde=«a*log2. 


^JCO'     y' 


CL 


Fig.  94. 


g)    Die    gesamte   Fläche    der  Ellipse,    deren  Halbachsen    a  und   h 
sind,  ist 
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a 1 

A  «  46  Jl/l  -^^dx^  4:ab  CyiT^dt. 

0  0 

Die    Berechnung   des    letzten  Integrals    ist   ganz   leicht    (§  727,  a);    wir 

können  sie  aher  vermeiden,  indem  wir  bemerken,  daß  fQr  a^^b  sein  mnfi 

Ä  ==  na*.     Also  ist 

1 


fV' 


1— <*c2^  =  ^ff,     A=^nab, 

Ein  wenig  umständlicher  wird  die  Rechnung  mit  Polarkoordinaten,  wenn 
der  Pol  ein  Brennpunkt  der  Ellipse  ist.  unter  dieser  Voraussetzuzig  ist« 
wie  wir  wissen,  die  Gleichung  der  Kurve 

6« 
a(l  —  ifccosö) 

Man  gelangt  jedoch  rasch  zum  Ziele,  wenn  man  sich  erinnert  (§  764,  e\ 
daß  nach  den  Relationen,  die  zwischen  r  und  d  und  der  exzentrischen 
Anomalie  <p  bestehen,  rdO  =  bdtp^  r  =  a(l  +  k  gos  tp)  ist.  Dann  folgt 
nämlich 

Ä^  j  r^dd  =  abj  (1  +  ^  cos  (p)dfp  «=  nab, 

0  0 

h)  Es  sei  die  Ellipse  gegeben  durch  ihre  allgemeine  Gleichung^ 

as^  +  6y«  +  c  +  2fy  +  2gx  +  2Äa?y  =  0, 

in  welcher  man  immer  voraussetzen  kann,  daß  a  und  i^  positiv  sind,  und 
daß  überdies 

a     h    g 

a6-Ä*>0,     D=Ä     b     f   <0 

9     f     c 

ist.     Bringt  man  die  Gleichung  auf  die  Form 

b^  +  2{hx  +  f)y  +  ax*  +  2^a;  +  c  -  0, 

so  sieht  man,  daß  jedem  Wert  von  x  zwei  Werte  von  y  entsprechen,  die 
in  einen  zusammenfließen  für  diejenigen  Werte  a  und  ß^  a  von  o?,  welcbe 
der  Gleichung  b(ax*  +  2gx  +  c)  —  Qtx  +  /*)*=»  0  genügen.  Diese  Glei- 
chung läßt  sich  schreiben  ex*  —  2g'x'-\-a^ 0,  wenn  man  mit  a',  &',•••,*' 
die  algebraischen  Komplemente  von  a,  6,  •  •  - ,  A  in  D  bezeichnet.  Dies 
vorausgeschickt  ist  die  Differenz  zwischen  den  oben  genannten  Werten  von  y 

Setzt  man  also  x  =  a  -\-  (ß  —  a)t  und  wendet  die  erste  der  Fonneln  (3} 
an,  so  kommt 


l^(ß-ayfyi(i-t)dt 
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Der  Wert  des  letzten  Integrals  Iftflt  sich  sofort,  ohne  jede  Rechnung,  er- 
halten, wenn  man  bemerkt,  daß  es  die  Hälfte  von  der  Fläche  des  Kreises 
^3  «  X  (l  —  x)    darstellt :     es    ist    also    gleich    \  n .      Andererseits     ist 

/3  —  a  =  -7-  Yg'^  —  de    und  de  —  g"^  hat  bekanntlich  (§  38),  als  das  alge- 

braische  Komplement  von  V  in  der  reziproken  Determinante  von  D,  den 
Wert  \>J),     Also  ist 

A^ 3- 

Es  ist  übrigens  leicht  zu  erkennen  (§  384,  c),  daß  die  rechte  Seite  das 
mit  %  multiplizierte  Produkt  der  Halbachsen  darstellt. 

i)  Die  in  dem  Zweihorn  (§610,  e)  eingeschlossene  Fläche  wird  so- 
fort erhalten,  wenn  man  die  erste  der  Formeln  (3)  anwendet: 

0  0 

Spaltet  man  das  letzte  Integral  in 

.  a  a  a 


0 

und  berechnet 

dx  1  .  2x 


l 


arcsm 


ri  +  <^' 


(8a'  +  a;»)Va«  — ä'       2a*y3  Y^öJ+x^ 

so  findet  man  leicht  Ä  =  (l6  —  9^3)—-=-  Man  erhält  also  die  ge- 
suchte Fläche,  indem  man  den  Inhalt  des  größten  einbeschrie- 
benen Kreises  mit  2,13843  .  . .   multipliziert. 

1        ^        -^ 
j)  Die  in  der  Astroide  o;    +  y    =  »     eingeschlossene  Fläche  ist 

a  3  1 

A  «  4 /'(a*  -  x^)dx  =  6  a\f{^  {l-t)idi. 


Durch  Verwandlung  von  ^  in  1  —  ^  erhält  man 
11  1 

16 


11  1 


Also  ist  Ä^^j^na*.  Übrigens  kann  man  unter  Benutzung  der  Gamma- 
fiinktion  allgemeiner  die  zwischen  der  Kurve  rc"  -|-  y"  =  o"  und  den  posi- 
tiven Hälften  der  Achsen  enthaltene  Fläche  finden: 
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So  oft  der  (positive)  Exponent  n  der  Quotient  einer  geraden  Zahl  durch 
eine  nngerade  Zahl  ist,  hat  man  eine  geschlossene  Kurve  (die  der 
Astroide  oder  dem  Ejreis  analog  ist,  je  nachdem  n  <  1  oder  n  >  1).  Sie 
umgrenzt  eine  Fläche,  die  viermal  so  groß  ist  wie  die  vorige.  Insbesondere 
findet  man  fftr  n  ==  2  und  n  =  ^  die  Werte  wieder  Tta'  und  f  «a*. 

k)  um  die  Flftche  zu  berechnen,  die  in  einer  der  beiden  Schleifen 
der  durch  die  Gleichung  a^  =  (a:*  — y*)y  dargestellten  Kurve  (§610,  b") 
eingeschlossen  ist,  wende  man  die  Formel  (7)  an.     Man  erh&lt  sofort 

1 


^  =  i/(«-'«)''rf«-i(i-l  +  l)  = 


_4_ 

105 


Ebenso  ist  die  in  der  Schleife  des  Folium  x^  +  y^  =  Saxy  eingeschlossene 
Flache 

^='»'/i.':;^--»»'(TTi'):-i''' 

0 

sodaß  das  Folinm  das  von  den  Tangenten  im  Scheitel  und  im 
Doppelpunkt  gebildete  Dreieck  in  drei  gleiche  Teile  teilt.  All- 
gemeiner findet  man  för  die  durch  die  Gleichung  ä*"+^  +  y*""*"^ 
—  (2«  +  1)  aaf^f^  dargestellten  Kurven   -4  =  (n  +  -J-)  «*• 

1)  Will  man  die  in  den  beiden  Schleifen  der  Kurve  (ir'+y^—ay)*^  2  a^i]/ 
eingeschlossenen  Flächen  bestimmen,  so  ist  der  Gebrauch  der  zvireiten 
Formel  (3)  vorzuziehen.     Dieselbe   erfordert,   daß   man  die  Gleichung  der 

Kurve  in  Polarkoordinaten  schreibt:  r  =  a(sinö  ±  y sin 26).  Jedem  Wert 
von  6  zwischen  0  und  a  =  arctg2  =  63^26'.  .  .  entsprechen  zwei  Punkte, 
deren  einer  in  der  Begion  der  negativen  x  und  y  eine  vollständige  Schleife 
beschreibt  (und  zwar  die  kleinere),  während  der  andere  nur  einen  Boges 
der  größeren  Schleife  beschreibt.  Diese  wird  (wenn  0  noch  von  a  bis  4?t 
variiert)  durch  einen  zweiten  Bogen  vervollständigt,  der  die  jf- Achse  im 
Punkte  y  —  a  und  die  Gerade  y  »  2  o;  im  Anfangspunkte  berührt  Daraus 
folgt,  daß  die  in  dieser  Schleife  eingeschlossene  Fläche 

A  =  -l-ay  (sin 0  +  Ys^JofdO  -  \ a»J  (sin 0  -  ysin2ej dÖ 

0  a 

ist,  während  die  andere  Schleife  die  Fläche 

a 

A'^^  a^f  (sm  6  -  Y^JÖYde 

0 

eingrenzt,  sodaß 

i''     ^ 

A  -  A'^  2a^J  sinö>/8in2«(ie  «  ^na^ 

0 

ist.     Femer  wird 

a  i* 

Ä  +  Ä^  a^f{siD^e  +  sm2e)de  +  2ay  sindysin2Öd». 
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Das  erste  Integral  bietet  keine  Schwierigkeit.  Das  zweite  läßt  sich  be- 
rechnen, indem  man  t^'tgO  als  Integrationsvariable  wählt.  Auf  diese 
Weise  findet  man 

^'=^a*(l  -  J  log  6  — arctg^)=- a«.  0,06682  ..., 

und  darauf  A  -=  A  +  ^na*  «  a*  •  1,63762  •  •  •  >  24^'. 

m)  Wir  wollen  diejenigen  unter  den  Kurven  (§  602,  b) 

(8)  (^  +  y)(jc^  -  ^^xy  +  y»)  =  2  (1  +  k)axy 

betrachten,  welche  nur  eine  Asymptote  haben  (J^  <  l),  und  uns  die  Auf- 
gabe stellen,  die  in  der  Schleife  einer  jeden  enthaltene  Fläche  zu  be- 
rechnen.   Verföhrt  man  wie  im  Falle  des  Folium  (A;^^  l/^)»  so  erhält  man 

1 

Es  ist  hier  zweckmäßig  e  =      .      als  Integrationsyariable  zu  wählen  und 

zu  schreiben 

1 

0 

/ —  1  -f-ifc 

Verwandelt  man  z  in  z/ym,  wobei  «i  =  7-37.  ist,  so  findet  man 


^  =  ^/(r+ '•T'^' 


0 

Vm  Vm 


-,1^|>^-'(»  +  '7Tf7-  +  (-+')'/(rT^-|- 


Bemerkt  man  endlich,  daß 

Ym  Vm 


Jj^'^i^Vm,      y^^^-^.-|(arctgl/m  +  J^) 


ist,  so  ergibt  sich 


,    ^    ,   (m  +  l)(m  — 8) 
w  +  3  +  ^^ 7^ arc 


Insbesondere  wird  im  Falle  des  Folium  (m  =  3)  und  der  Logocyklika  (m  »  l) 

n)  Zu  dem  obigen  Resultat  gelangt  man  auch  mit  Hilfe  der  ersten 
in  §  768  bewiesenen  Formel,  wenn  man  zunächst  die  Achsen  eine  Drehung 
um  ^n  um  den  Anfangspunkt  ausfOhren  läßt.  Alsdann  nimmt  die 
Gleichung  (8)  die  einfachere  Form  an 
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y^±x 


a?l/2 

a — 

m 


a  +  xY^  ' 
und  eine  leichte  Rechnung  gibt  (§  725,  m) 


a  +  ajy'2 


-^..d.— i((«+3)|-.l/2)l/(a+./2)(«-5^ 


+ 


.    „  ,   (m+l)(t»— 8)         .         •  *  K    m 

«1  +  3  +  - — ' — -p= arc  tg 


a  +  l/(a  +  a.l/2)(a-^) 


8 


Man  braucht  nur  o;  ==  tna/y2  zu  setzen,  um  den  oben  angegebenen  Aus- 
druck von  A  wiederzufinden.  Dagegen  erhält  man  fEb:  x  =  —  a  y2  den 
Wert  Ä'  der  zwischen  der  Kurve  und  der  Asymptote  enthaltenen  Fläche: 

sYm 

Für  «»=«3  ist  Ä'^Ay  d.h.  die  in  der  Schleife  eines  Polium  ein- 
geschlossene Fläche  ist  gleich  der  zwischen  der  Kurve  und 
ihrer  Asymptote  enthaltenen  Fläche:  diese  letztere  wird  durch  die 
Tangenten  im  Doppelpunkt  in  drei  gleiche  Teile  geteilt.  Für  m  ^^  1  er- 
hält man  J.'=  (1  +  ^jt)»*,  mithin  J.  +  J.' =  2 a*.  Also  ist  die  ge- 
samte Fläche,  die  von  einer  Logocyklika  und  ihrer  Asymptote 
begrenzt  wird,  das  Vierfache  der  von  dieser  Geraden  und  den 
Tangenten  im  Doppelpunkt  umgrenzten  Dreiecksfläche.  £ndlicb 
hat  man  für  unendliches  m  folgendes:  lim^»==ao,  lim^'=-§^a^.  Die 
Schleife  hat  die  Tendenz  sich  in  parabolischer  Form  zu  öffnen,  d.  h. 
sie    strebt    danach    sich    in    zwei    unendliche    Zweige    zu    zerlegen,    die 

beide  zu  der  Parabel  y*  =  ^  a  (o;  Y^  —  a)  asymptotisch  sind.  Dagegen 
bleibt  die  zwischen  der  Kurve  und  ihrer  geradlinigen  Asymptote  ent- 
haltene Fläche  endlich. 

o)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  denjenigen  Teil  der  Fläche 
einer  Ellipse  zu  berechnen,  welcher  zwischen  den  beiden  Zweigen  der  kon- 
fokalen gleichseitigen  Hyperbel  enthalten  ist.     Die  Oleichung 

stellt  unendlich  viele  konfokale  Kegelschnitte  dar  (unter  ihnen  für  X  =  0 
die  gegebene  Ellipse),  und  zwar  für  X  <Cb^  unendlich  viele  Ellips^i  (die 
innerhalb  oder  außerhalb  der  gegebenen  liegen,  je  nachdem  l  positiv  oder 
negativ  ist),  für  A  >  5*  unendlich  viele  Hyperbeln,  die  mit  der  |r>Achse 
zusammenzufallen  streben,  wenn  X  nach  a^  konvergiert.  Eine  von  diesen 
Hyperbeln    ist    gleichseitig:    sie    entspricht   dem   Wert  ^(a*  +  6*)  von  L 
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Wir  wollen  mit  fi  die  Werte  von  X  bezeichnen,  für  welche  die  Gleichung  (9) 
eine  Hyperbel  darstellt,  und  bemerken,  daß  durch  jeden  Punkt  (rr,  y)  in 
dem  betrachteten  Flächenstück  zwei  Kegelschnitte  (9)  hindurchgehen, 
nämlich  eine  Ellipse  und  eine  HjperbeL  Die  erste  wird  charakterisiert 
durch  einen  Wert  X  zwischen  0  und  6*,  die  zweite  durch  einen  Wert  (i 
zwischen  "J-(a*  +  2>*)  und  a\  Die  beiden  Werte  sind  die  Wurzeln  der 
Oleichung  (9),  d.h.  der  Gleichung  (A-a*)(;L~6*)+(A~6^a;*+(A-a*)y*=0, 
sodaß  man  haben  muß 

A  +  fi  =  a»  +  6*  -  rc*  -  y«,       X(i^  a«&«  -  aV  -  6*x*, 
woraus  folgt 


,_(a«-;)(a'-^)  ._       (&'-X)(&>-ft) 

^   "        a«-&»         '       ^   "  a«  — 6* 

und  weiter 


d{x,y) 


i(p-X) 


V-(a«-X) (6*  -  l)  (a«  -  fi)  (6«  -  ^ 
Man  erhält  also  bei  Anwendung  der  Formel  (4) 


6>  (fi 

^X)dit 


Um  die  erste  Integration  auszuführen  setze  man  fi  —  a*  cos'  0  -\-  b^  sin'  0 
und  lasse  0  von  ^tt  bis  0  variieren.  Man  erhält  dann  sofort  als  Wert 
dieses  Integrals 

^^ 

2J  (a'cos'e  +  6'sin»ö  -  A)(?Ö  =  i^  |i(«*  +  &*)  -  A}  +  ^(a'  -  6«); 

0 

mithin 


6» 


0  0 

und  endlich  (§§  723,  c;  745,  a) 


Obdrflftohdn  und  Tolmiiiiia  bei  Botattonskörpem. 

771.  Es  sei  in  der  Ebene  ein  Euirenbogen  gegeben  und  man 
lasse  ihn  um  eine  Gerade  derselben  Ebene  rotieren.  Als  Element  der 
so  erzengten  Oberfläche  können  wir  den  Streifen  annehmen,  der 
zwischen  irgend  einem  Parallelkreis  yom  Radius  R  und  dem  Parallel- 
kreis vom  Radius  B  +  dB  enthalten  ist.  Wir  können  diesen  Streifen 
als  die  Seitenfläche  des  abgestumpften  Kegels  betrachten,  welchen  das 
geradlinige  Element  ds  erzeugt.     Der  elementare  Flächenstreifen  wird 
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also  gemessen  durch  das  Produkt  aus  der  Seitenlinie  ds  und  dem 
arithmetischen  Mittel  der  Umfange  der  Basen  des  Eegelstumpfee,  d.  L 
2ä(B  +  ^dB)  oder  einfach  2%B.  Man  sieht  folglich  unter  Vernach- 
lässigung höherer  Infinitesimalen  in  dem  Differential^  wodurch  der  Wert 
des  Integrals  nicht  geändert  wird,  daß  die  gesuchte  Fläche  A==2xfRd$ 
ist^  wo  man  R  immer  das  Zeichen  von  ds  beilegen  muß. 
Nimmt  man  ähnlich  als  körperliches  Element  die  zwischen  dem  Ober- 
flächenelement und  den  Ebenen  der  beiden  Parallelkreise  enthaltene 
Scheibe  an^  und  betrachtet  man  diese  Scheibe  als  einen  Zylinder  mit 
der  Basis  ä  B*  und  der  Höhe  dis  (der  Projektion  von  ds  auf  die  Ro- 
tationsachse); so  sieht  man,  daß  das  Volumen,  welches  zwischen  der 
Yon  dem  Bogen  erzeugten  Oberfläche  und  den  Ebenen  der  äußersten 
Parallelkreise  eingeschlossen  ist,  den  Wert  F=  xflPdg  hat.  Beim 
Pestsetzen  der  Grenzen  bei  diesen  Integrationen  muß  man  auf  das 
Verhalten  der  Veränderlichen  längs  des  erzeugenden  Bogens  PQ 
Rücksicht  nehmen  und  das  Zeichen  des  Differentials  beachten.  Bei 
der  Berechnung  von  A  ist  die  Veränderliche  s  ihrer  Natur  nach  yod 
einem  Ende  des  Bogens  PQ  bis  zum  andern  wachsend  (wenn   man 

wiU);   wenn   aber   die   Bedürfnisse   der    Inte- 
gration   dazu   führen   eine  andere   Veränder- 
liche an  ihre  Stelle  zu  setzen,  so  muß   man 
^  eyentuell    das    Integral    in    andere    zerlegen. 

UjjjAAf '  nach  den  Bemerkungen  (§  724),  die  wir  früher 
__..J^    über   den   Wechsel   der  Integrationsy&riablen 
y        gemacht  haben.     Es  möge  z.  B.  PQ  einer  ge- 
/         schlossenen  Kurve  angehören,   und   die    Ver- 
/  änderliche  0  möge  längs   PQ   zuerst    yon   a 

^  bis   c  wachsen    und   dann   yon   c   bis   6    ab- 

nehmen.    Führt   man   z  anstatt  s  als    Inte- 
grationsyariable   ein,   so   würde   das   Integral 

2jtjRds,  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  der  Veränderlichen  s  ge^ 
nommen,  nur  die  yon  einem  Teil  PH  des  Bogens  PQ  erzeugte  Ober- 
fläche darstellen,  während  man  hat 

e  b 

A  =  2njRj^dz  +  2%jR^dz. 

a  c 

Die  beiden  Summanden  (die  wesentlich  positiy  sind)  stellen  die  yon 
den  Bogen  PL  und  LQ  erzeugten  Oberflächen  dar.     Ebenso  ist 


vig.  95. 


C  Q 

F=  otfR*dg  +  Ttfl^dg. 


Hier  ist  der  zweite  Summand  negativ,  und  so  maß  es  auch  sein, 
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weil   das    dem    Bogen   LQ    entsprechende   Volumen    von    dem    znm 
Bogen  PL  gehörigen  subtrahiert  werden  muß. 

772«    Beispiele,     a)  Für  eine  Astroide,  die  um  eine  ihrer  Wende- 
tangenten rotiert,  hat  man 


x  =  a 


Ä  =  An  I  xds  =^  4  jra    1  ardx  =  yJKa^ 

d.  h.  die  gesamte  erzeugte  Oberfläche  ist  gleich  drei  Fünfteln  von  der  Ober- 
fläche der  umbeschriebenen  Kugel.     Das  Volumen  unseres  Rotationskörpers 

ist  (§  762) 


7  -  2ä  js^dy  =  37ta»  jt^(l  -  tydt  =  Sjra»  j-^f^ 


__       82«a* 
8  °^     105 


b)  Die  Oberfläche  des  Katenoids,  zwischen  dem  Kehlkreis  und 
einem  beliebigen  Parallelkreis  vom  Radius  ^,  ist  (wenn  man  sich  an  die 
Relation  ydx  =  ads  erinnert) 


*   ix  %x 


0  0 

Sie  ist  also  proportional  zu  dem  Abschnitt  der  Rotationsachse,  welcber 
zwischen  der  Normale  und  der  Ebene  des  Kehlkreises  liegt.  Daraus 
folgt,  daß  die  zum  Katenoid  normalen  Kegel,  welche  ihre  Spitzen  in  den 
Endpunkten  eines  beliebigen  Abschnitts  von  der  Länge  h  auf  der  Rota- 
tionsachse haben,  auf  der  Fläche  einen  Streifen  abgrenzen,  dessen  Inhalt 
A  =^  nah  ist.  Das  Volumen  des  Körpers,  der  durch  diesen  Streifen  imd 
durch  die  Ebenen  der  äußersten  Parallelkreise  begrenzt  wird,  ist 

c)  Bei  den  die  Cykloide  betreffenden  Fragen  ist  es  gut  sich  an 
folgendes  zu  erinnern  (§  770,  e):  Nimmt  man  als  Achsen  die  Tangente 
und  die  Normale  im  Scheitel,  so  wird  der  Richtungskoef&zient  der  Tan- 
gente dy/dx  =  yiy y(^o,  —  y)-i  mithin 

dx  dy         ds 


y2a-y       Yy       l/2a 

Wenn  z.  B.  ein  vollständiger  Cykloidenbogen  um  die  Tangente  im  Scheitel 
rotiert,  so  erzeugt  er  eine  Fläche,  deren  Inhalt 

4a  2a 

A  =  Anjyds  =  4«}/¥ä  A/y  dy  ^  ^na^ 

0  0 

ist,  d.  h.  ungefähr  elftnal  so  groß  wie  der  Inhalt  des  erzeugenden  Kreises 
(der  Gjkloide).  Der  durch  diese  Fläche  imd  die  Ebenen  der  äußersten 
Pai-allelkreise  begrenzte  Körper  hat  ein  Volumen  (vgl.  §  770,  j) 

Cesi^roi  AxuJyaii.  61 
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na  %a  X 

Wenn  der  Bogen  aber  um  die  Direktrix  rotiert,  so  bekommt  man   eine 
doppelt  so  große  Oberfläche 

4a  4a 

A^  ^nj(2a'-'y)d8  =  32jra*  —  ^njyds  =^^na* , 

0  0 

und  das  Volumen  ist  fünfmal  so  groß  wie  vorher.     Erinnert  man  sieb 
nämlich  an  die  Resultate 


na  na 


0 

SO  findet  man  sofort 


J  ydx  =  \na*^      J  y^dx  =  ^«a*, 


na 


V  "  2nf(2a'-yydx  ^  57t*a^ 


Wenn  endlich  der  Bogen  um  die  Normale  im  Scheitel  rotiert,  so  muB 
man  zunächst  bemerken,  daß  die  Länge  eines  beliebigen  Bogens,  dessen 
eines  Ende  im  Scheitel  liegt, 


-  yja  1^  ==  2|/2äy 


8 

0 

ist.     Da  man  femer  in  der  Spitze  5=4a,  x^^ra  hat,  so  erhält  man 
durch  partielle  Integration 

4a  na  ia 

Jxds'^  ^na*  —Jsdx  ^  4:na^  —  2  YYäjy  2a— y(Jy  =  4a»(Ä  —  ^i. 

0  0  0  , 

Also  ist  der  Inhalt  der  erzeugten  Fläche  Sna^(n  —  -f^). 

d)  Wir  wollen  die  gesamte  Oberfläche  eines  Sphäroids  (Rotations- 
ellipsoids) zu  bestimmen  suchen.  Aus  der  Gleichung  des  Meridians  ge- 
winnt man 


X 

mithin  ist 


b 

Wenn  das  Sphäroid  abgeplattet  (a>ft)  ist,  so  genfigt  es  y  — 5*</}/a*^6* 
zu  setzen,  um  zu  erhalten 


Ka»-6» 
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Wenn  der  Meridian  nur  schwacb  exzentriscb  ist  (was  z.  B.  bei  der  Erde 
zutriflFt),  so  hat  man  angenähert  A  =  4i7ca^(l — -J-Ä^).  Dagegen  erhält  man 
im  Falle  eines  gestreckten  Sphäroids,  nachdem  man  a  mit  b  vertanscht 
hat,  mn  immer  mit  2a  die  Länge  der  Fokalachse  zu  bezeichnen, 


a 


0 

sodaß,  wenn  man  y  «=  a^t/Ya^ —  6*  setzt,  herauskommt 


}^a«-6» 


b 
arc  cos  — 
a 


Im  Falle  einer  schwachen  Exzentrizität  erhält  man  den  Näherungswert 
A  ^^  4:nb^(l  -{--)- Ä^).  Also  ist  die  Oberfläche  jedes  schwach  exzentrischen 
Sphäroids  näherungsweise  gleich  der  Oberfläche  der  längs  des. 
Äquators  berührenden  Kugel,  multipliziert  mit  1  iip-J-A;^,  je  nachdem 
das  Sphäroid  ein  abgeplattetes  oder  ein  gestrecktes  ist. 

e)  Wir  wollen  die  Oberfläche  und  das  Volumen  eines  Torus  zu  be- 
stinunen  suchen,  d.  h.  des  Ringes,  den  ein  Kreis  erzeugt,  wenn  er  um 
eine  Gerade  seiner  Ebene  rotiert.  Ist  b  der  Abstand  des  Zentrums  von 
der  Rotationsachse  und  a<&  der  Radius  des  Kreises,  so  ist  der  Radius 
des  Parallelkreises  i2  »  6  +  ^cos 0,  imd  man  hat  ds  ^=  add\  mithin  wird 

A  =  4:naf{b  +  «cos  0)  dO  =  4.%^  ab. 

0 

Die  Fläche  hat  zwei  singulare  Tangentialebenen,  welche  sie  längs  Parallel- 
kreisen berühren  und  sie  in  einen  innem  und  einen  äußeren  Teil  zerlegen. 
Um  die  Inhalte  Ä  und  Ä'  dieser  beiden  Teile  zu  kennen,  genügt  es  ihre 
Differenz  zu  berechnen: 

^'~  ^"=  Sna^fcosOdO  =  Sna^. 

0 

Ebenso  zerlegt  der  durch  die  beiden  genannten  Parallelkreise  bestinmite 
Zylinder  den  Ring  in  zwei  Teile,  deren  Volumina  sind 


'  ^2%aj  {b  +  a 


V  ^2%aJ  (&  +  acos0)*cosed0-  2nab^, 

0 

n 

r'=  2  710^(6 +  a  cos  ö)^  cos  0dÖ+  2nab^, 
sodaß  das  Gresamtvolumen  des  Ringes 

n  n 

V  =  2naf(b  +  acos0Yeosede  ^^^  ^na^bfcos^Odd^  27tV& 

0  0 

51  • 
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ist.     Außerdem  hat  man 


F'~  7" 


«  ^TtaJ  (h^+a^ cos* e) cosödö-  47i;a6* -  ^na^Joos^ede  =  f  äo' 


Man  beachte,  daß  die  Hälften  der  Differenzen  A' —  Ä'  nnd  F' —  F"  die 
Oberfläche  und  das  Volumen  einer  Kugel  vom  Radius  a  darstellen,  und 
daß  sie  sich  folglich  nicht  ändern,  wenn  der  Ring  sich  unaufhörlich  er- 
weitert, während  er  immer  zwischen  den  beiden  als  unbeweglich  geda<dLteo 
singulären  Tangentialebenen  eingeschlossen  bleibt.  Für  dies  Verhalten 
werden  wir  in  kurzem  (§  774)  eine  Erklärung  finden.  Wenn  endlich 
&  <  a  ist,  so  trifft  der  Kreis  die  Achse,  und  die  sichtbare  Oberfläche  wird 

arcco.(-l) 

A  =»  ^ita  j  (6  +  acosö)(lö  =  4jra&  arccos^ )  +  4Äa|/a* —  b*; 

0 

das  Volumen  des  von  ihr  begrenzten  Körpers  ist 

aro  coil 1 

V^2na  I  {b+a(M8eyco9ede^2na%2Lrcc^s(--^)+~^ 


'-h' 


Insbesondere  erhält  man  fiir  b  ='  0  eine  Kugel  vom  Radius  a  und  findet 
A^  47i;a*,   V  =  i7ta\ 

f)  Man  lasse  die  Kardioide  r  «  2acos^-ä-  um  ihre  Symmetrieachse 

rotieren.     Der  Radius  des  Parallelkreises  für  einen  gegebenen  Wert  von  6 

ist  i2»=rsind,    das  Bogenelement   der  Kardioide   ist   ds  ^=  2  a  cos  ~dß. 

Mithin  wird,  da  6  längs  der  Kurve  immer  in  einem  und  demselben  Sinne 
variiert. 


n 


=  IQ  na*  /( 


cos*  Y  ^^^  TT  ^ 


Um  das  Gesamtvolumen  des  Körpers  zu  berechnen,  ist  es  zweckmäßig  ab 
Integrationsvariable  den  Radiusvektor  r  anzunehmen,  der  von  der  Spitie 
bis  zum  Scheitel  beständig  wächst.     Da 

cosd«?^^^,      JB«rsin«  =  — l/2ar-r« 
a     '  a  ^ 

ist,  so  erhält  man  sofort 

Sa 

F- J  /r»(2a--r)(2r--a)dr  =  y«a». 

Als  Kontrolle  ist  ntitzlich  die  Vergleichung  dieser  Resultate  mit  denjenigen, 
welche  man  erhält,  wenn  man  z.  B.  die  kleinste  umbeschriebene  Kugel  be- 
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trachtet  Um  den  Radius  B  des  kleinsten  unter  den  Kreisen  zu  finden,  die 
ihren  Mittelpunkt  auf  der  Symmetrieachse  haben  und  die  Eardioide  be- 
rühren, genügt  die  Bemerkung,  daß,  um  die  Bedingung  des  Minimums  zu 
erföllen,  BdB  ^  0  sein  muß,  und  daß  infolgedessen  die  Berührungs- 
sehne normal  zur  Eardioide  ausfallen  muß.  Daraus  folgt,  daß  der  Badius 
des  Berflhnmgsparallelkreises,  der  mit  dem  Badius  B  der  gesuchten  Kugel 
zusammenfllllt,   gleich   dem   Maximum   von   rsind   ist.     Dieses   tritt  für 

6^^n  ein,  sodaß  r^^^a  und  der  genannte  Badius  jR=»fa|/3  ist. 
Es  ist  nun  leicht  zu  konstatieren,  daß  die  Kugel  vom  Badius  B  ein 
etwas  größeres  Volimien  hat  als  der  betrachtete  Körper;  und  dasselbe 
gilt  für  die  Oberflächen,  obwohl  man  a  priori  nicht  sicher  darüber  sein 
kann.  Der  Leser  kann  in  analoger  Weise  das  Volumen  des  Körpers  be- 
rechnen, der  von  einer  beliebigen  Schnecke  r'^acoad  +  b  ohne  Doppel- 
punkt (b  >  a)  erzeugt  wird,  wenn  dieselbe  um  ihre  Symmetrieachse  rotiert. 
Er  wird  finden  V  ^  ■^%b(a^  +  h^.  Im  Falle  ft  <  a  ist  dies  das  Maß  des 
Volumens,  welches  zwischen  den  von  den  beiden  Schleifen  erzeugten  Fl&chen 
enthalten  ist;  aber  diese  Flächen,  die  innere  und  die  äußere,  begrenzen  je 

einen  Körper,    dessen   Volumen  g— («  —  &)*   bezw.   ß~  («  +  &)*   ist.      Zu 

diesen  Besultaten  gelangt  man  fast  ohne  Bechnung  mit  Hilfe  einer  andern 
Formel,  die  wir  am  Ende  von  §  779  angeben  werden. 


Sohworpnnkte. 

773.  Man  betraclite  im  Raum  eine  Punktmenge,  die  ans  den 
Punkten  eines  begrenzten  Stückes  s  einer  Linie^  Fläche  oder  des 
dreidimensionalen  Raumes  selbst  bestellt.  Man  bezeichnet  als  Schwer- 
punkt von  s  den  Punkt  G,  dessen  Koordinaten  gleich  den  Mittel- 
werten (§712)  der  entsprechenden  Koordinaten  der  Punkte  von  8  sind. 
Wenn^  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  s  eine  Linie  ist,  so 
werden  die  Koordinaten  iy  rj,  t  von  G  durch  folgende  Gleichungen 
gegeben  sein 

is^Jxds,    rjS'^J  yds,    is^^fzds. 

Da  jede  lineare  Transformation,  die  man  auf  die  Koordinaten  Xy  y,  z 
der  Punkte  von  s  ausübt,  sich  in  ^yViyi  identisch  wiederholt,  so  ist 
klar,  daß  die  Lage  des  Schwerpunkts  von  der  Wahl  der 
Achsen  unabhängig  ist.  Wir  wollen  sogleich  bemerken,  daß  bei 
einer  Figur,  die  eine  Symmetrieebene  besitzt,  der  Schwerpunkt  in 
dieser  enthalten  ist.  Wählt  man  nämlich  die  genannte  Ebene  zur 
Ebene  Oxy^  so  wird  jedes  Element  zds  des  Integrals  fdr  ^  durch  ein 
anderes  —zds  zerstört,  sodaß  i^O  ist.  Insbesondere  bemerke  man, 
daß  jede  ebene  Figur  ihren  Schwerpunkt  in  der  eignen  Ebene  hat, 
und  daß  bei  einer  Figur,  die  ein  Symmetriezentrum  besitzt,  der 
Schwerpunkt  notwendig  in  dieses  fällt.    Endlich  beachte  man  folgendes: 
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Besteht  eine  Figur  aus  zwei  Teilen  s^  und  s^,  deren  Schwerpunkte  G^ 
und  G^  man  kennt;  so  teilt  der  Schwerpunkt  der  ganzen  Figur  G^Gj 
im  umgekehrten  Verhältnis  von  Si  zu  s^.  Dies  leitet  man  sofort  aus 
den  evidenten  Formeln  1«  =  Si^i  +  IjSj^  •  •  •  *''• 

774.  Theorem  von  Gnldin.  Wir  wollen  die  Formeln  in  §  771 
wieder  Tomehmen,  welche  die  Oberfläche  und  das  Volumen  aasdr&cken. 
die  von  einem  ebenen  Bogen  s  oder  einer  ebenen  Fläche  6  durch  Ro- 
tation um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade  erzeugt  werden 
Nimmt  man  diese  Gerade  zur  rr-Achse,  so  lassen  sich  jene  Formeln 
offenbar  in  folgender  Weise  schreiben: 

A  ==  2%J  yds  =^2x7] '  s,       V  =  %J  y^dx  =  27tJJ  ydxdy  =  2xri  •  6. 

Man  erhält  also  die  Oberfläche  und  das  Volumen,  von  denen  hier  die 
Rede  ist,  indem  man  die  Länge  bezw.  die  Fläche  der  er- 
zeugenden Figur  mit  dem  Umfang  des  von  ihrem  Schwer- 
punkt beschriebenen  Kreises  multipliziert.  Wünscht  man  nur 
den  Teil  der  Oberfläche  oder  des  Volumens  zu  haben,  der  zwischen 
zwei  Meridianebenen  enthalten  ist,  so  wird  es  offenbar  genügen,  statt 
des  ganzen  Ereisumfanges  nur  den  Bogen  zu  nehmen,  den  auf  ihiD 
die  genannten  Ebenen  eingrenzen.  Dies  Yorausgeschickt  wollen  wir 
allgemeiner  einen  Bogen  s  oder  eine  Fläche  6  in  einer  Ebene  be- 
trachten, die  sich  im  Räume  derart  bewegt,  daß  sie  beständig  normal 
zu  den  Trajektorien  ihrer  Punkte  ist.  Offenbar  kann  unter  diesen 
Bedingungen  eine  infinitesimale  Bewegung  der  Ebene  als  eine  Rotation 
derselben  um  ihre  Charakteristik  (§  674)  betrachtet  werden.  Mithin 
kann  man  die  elementare  Oberfläche   und  das  elementare  Volumen, 

w 

die  auf  solche  Weise  von  s  bezw.  von  6  erzeugt  werden,  abgesehen 
von  höheren  Infinitesimalen,  ausdrücken  durch  das  Produkt  von  s 
bezw.  6  mit  der  Verrückung  dl  des  Schwerpunkts.  Bei  einer  end- 
lichen Bewegung  wird  man  also  haben  Ä  ^fs  dl^sfdl,  V^födl «» <fjdl, 
d.  h.  die  Oberfläche  und  das  Volumen,  die  von  der  betrachteten  Figur 
erzeugt  werden,  erhält  man  durch  Multiplikation  von  s  oder  ö 
mit  der  Länge  des  von  dem  betreffenden  Schwerpunkt  durch- 
laufenen Weges.  Diese  Theoreme  sind  von  Nutzen  für  die  Be- 
rechnung gewisser  Oberflächen  und  gewisser  Volumina,  können  aber 
auch  umgekehrt  zur  schnellen  Bestimmung  der  Schwerpunkte  gewisser 
Figuren  gebraucht  werden. 

776.  Beispiele,  a)  Bei  einem  Bogen  der  Eetteniinie,  welcher 
in  Bezug  auf  die  Normale  im  Scheitel  symmetrisch  ist,  befindet  sich  der 
Schwerpunkt  G  auf  dieser  Normale  in  einem  Abstand  ij  von  der  Direktrix« 
den  man  berechnet  (vgl.  §  772,  b),  indem  man  schreibt  27iri' 28  ^^2 nah. 

Es    ist   also   iy  = -T- =  —  ft  cotqp,    d.h.    G   halbiert    den    Abschnitt. 
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welchen  die  äußersten  Normalen  auf  der  Scheitelnormale,  von 
der  Direktrix  aus  gerechnet,  bestimmen.  Dagegen  ist  für  G\ 
den  Schwerpunkt  der  von  demselben  Bogen,  der  Direktrix  und  den 
äußersten  Ordinaten  eingeschlossenen  Fläche,  i}  durch  die  Formel  gegeben 
2itri '  2a8  ^  ita^h.  Also  ist  ly  —  ^ftcoty,  d.h.  ©'  ist  der  Mittel- 
punkt von  OG. 

b)  Der  Schwerpunkt  eines  vollständigen  Bogens  der  Cykloide  liegt 
auf  der  Normale  im  Scheitel,  in  einer  Entfernung 

0 

von  demselben.  Also  ist  (vgl.  §  772,  c)  die  Oberfläche,  welche  der  Bogen 
beim  Kotieren  um  die  Basis  erzeugt,  ^Tca  *  Sa^Y^a^.  Den  umgekehrten 
Weg  verfolgend  sieht  man,  wenn  man  weiß,  daß  das  Volumen,  welches 
die  zwischen  dem  genannten  Bogen  und  der  Basis  enthaltene  Fläche  er- 
zeugt, gleich  Sn^a^'  ist,  folgendes:  Der  Schwerpunkt  der  genannten 
Fläche,  der  offenbar  auf  der  Normale  im  Scheitel  liegt,  hat  einen  Ab- 
stand ri  von  der  Basis,  den  man  sofort  berechnet,  indem  man  bn^a^ 
gleich  dem  Produkt  von  2jrt^  mit  3na^  setzt.    Man  erhält  auf  diese  Weise 

c)  Auf  einem  Kreise  vom  Radius  a  betrachte  man  einen  Bogen  LM'^ 
r,  0  seiend  die  Koordinaten  des  Schwerpunkts  G  von  LM  in  Bezug  auf 
den  Pol  0,  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  und  die  Achse  OL.  Nach  einer 
ui  §  773  gemachten  Bemerkung  wissen  wir,  daß  G  anf  der  Halbierenden 
des  Winkels  LOM  liegt.     Femer  liefert  die  Definition  des  Schwerpunkts 

e 
2aÖ  •  r  =  2  /  acos^)  •  a(Jg)  =  2a^sinö,    d.h.  r '^  a—^ - 

0 

Also  ist  (§589,h)  der  Ort  der  Schwerpunkte  aller  Bogen  eines 
Kreises,  die  einen  gemeinsamen  Endpunkt  L  haben,  eine  Koch- 
leoide, deren  Scheitel  in  L  liegt,  während  ihr  Pol  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  ist  Wegen  dieser  Eigenschaft  wird  die  Kochleoide 
bei  den  Zeichnungen  ffir  Gewölbekonstruktionen  benutzt^).  Wenn  man 
auf  die  Art  und  Weise  achtet,  wie  sich  G  verschiebt,  wenn  M  den  Kreis 
wiederholt,  und  zwar  immer  in  demselben  Sinne,  durchläuft,  so  kann  man 
sich  leicht  von  der  Gestalt  und  von  den  Eigenschaften  der  Kochleoide 
Rechenschaft  geben.  Will  man  femer  den  Schwerpunkt  G'  des  Kreissektors 
LOM  haben,  so  ist 

a    6 

a^0  .  r  ^2  I  f  lcos<p  •  ldldq>  =  -^a^^mO^    d.  h.    r  =  'J^~ö~''^ 

0     0 

mithin  teilt  G'  die  Strecke  06r  im  Verhältnis  von  2  zu  1. 

d)  um  rasch  den  Schwerpunkt  eines  Halbkreises  vom  Radius   a 


1)  Siehe  z.  B.  den  „Cours  de  Construction^'  von  N.  de  Vob  (t.  I,  p.  276). 
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zu  bestimmen,  genügt  es  folgendes  zn  bemerken.  Der  Schwerpunkt  liegt 
offenbar  auf  dem  zur  Sehne  des  Halbkreises  senkrechten  Radius,  und  zwar 
in  einer  solchen  Entfernung  f}  vom  Mittelpunkt,  daß  die  Multiplikation 
von  2  7tri  mit  7t a,  der  Länge  des  Halbkreises,  die  Oberfläche  4nd^  der 
Kugel  vom  Badius  a  hervorbringen  muß.  Also  ist  17  »  2  a/ n.  Ähnlich 
erhält  man  für  die  Fläche  des  Halbkreises,  indem  man  das  Volam^ 
^na^  gleich  dem  Produkt  aus  2%fi  und  ^jca^^  dem  Inhalt  des  Halbkreises, 
setzt,  sofort  ri  ^^  ^a/3n.  Allgemeiner  findet  man  in  derselben  Weise  die 
Resultate  des  vorigen  Beispiels  wieder,  wenn  man  sich  aus  der  Elementar- 
geometrie  daran  erinnert,  das  die  Fläche  der  Kalotte  und  das  Yolnmen  des 
sphärischen  Sektors,  die  von  dem  Bogen  LM  und  von  dem  Sektor  XOAf 
bei  der  Rotation  um  OL  erzeugt  werden,  27t ah  und  ^ 7t a^h  sind,  wo  h 
die  Höhe  a  (1  —  cos  2  0)  bedeutet. 

e)  Die  Oberfläche  des  Torus  (vgl.  §  772,  e),  der  durch  den  Radius  a 
des  erzeugenden  Kreises  und  den  Abstand  b  (]>  a)  des  Kreismittelpunkts 
von  der  Rotationsachse  definiert  ist,  hat  den  Wert  27ta  -  27tb  ^=^  A^^ab; 
das  Volumen  ist  Tta^  »  27tb  ^^  27t^a*b.  Allgemeiner  sind  die  Seitenfläche 
und  das  Volumen  eines  Tubus  (§  678,  b),  zwischen  zwei  beliebigen  zur 
Mittelpunktskurve  senkrechten  Ebenen,  2  7tal  und  jra'/,  wenn  man  mit  { 
die  Länge  desjenigen  Bogens  dieser  Kurve  bezeichnet,  der  durch  die  ge- 
nannten Ebenen  begrenzt  wird.  Noch  allgemeiner  sind  die  Seitenfläche 
und  das  Volumen  eines  ursprünglich  zylindrischen  Barrens,  den  man 
(durch  Änderung  der  Flexion  und  Torsion  der  Schwerpunktlinie)  derart 
deformiert,  daß  die  Fläche  des  Querschnittes  erhalten  bleibt,  unveränder- 
lich bei  allen  Formen,  die  der  Barren  annimmt,  bis  er  z.  B.  durch  Ver- 
einigung der  Basen  ein  Ring  wird. 

f)  Betrachten  wir  schließlich  eine  Klothoide,  die  interessante  Kurve^ 
welche  man  erdacht  hat,  um  die  Erscheinungen  der  Diffraktion  zu  disku- 
tieren^). Die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Kurve  sind  die 
Fresnelschen  Integrale 


a     /7508  q?  ,  a      r^in  cp  , 


X    SS 

die  man  nicht  in  endlicher  Form  auszudrücken  weiß,    deren    Werte    ftr 

unendliches  (p  wir  aber  bereits  kennen  (§  764,  f):    aj  =  y  ■*  c  =  ^oY^. 

^^^  Man    sieht  sofort,   daß  dy/dx  ^  t^^  ist, 

]  sodaß  (f  die  Neigung  der  Tangente  gegen 

/  die  a;>  Achse  angibt     Wenn  daher  q>  von 

Null  nach  Unendlich   wächst,  so  geht  die 

Kurve  vom  Anfangspunkt  tangential  am  der 

,^^^   /'^     ^  genannten  Achse  aus,  um  sich  dann  asymp- 

/  totisch    um    den   Punkt    (c,  c)    herumzu- 

^''  wickeln,  während  ihre  Krümmung  pro- 

^  portional  zum  Bogen  wächst: 

Flg.  96. 

1)  Cornu  „Journal  de  PhjBique"  (1874,  p.  9). 
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JP 


d(p        8 


Die  Gestalt  der  Kurve  zeigt  deutlich,  daß  x  und  y  nach  c  konvergieren, 
indem  sie  unaufhörlich  um  diesen  Wert  oszillieren,  um  aber  die  Lage 
der  Elothoidenpunkte  in  Bezug  auf  den  asymptotischen  Punkt  Q  zu  kennen, 
ist  es  unumgänglich  nötig  die  Fresnelschen  Integrale  näherungsweise  zu 
berechnen^).  So  sind  z.  B.,  wenn  man  den  Bogen  OQ  in  unendlich  viele 
Bogen  OP^y  -Pi-Pg»  ^t^zt  -^8-^41  •  •  •  *®^^^»  ^®  *^®  gleich  2c  sind,  die 
Koordinaten  der  Punkte  P^,  P,?  ^97  -^4?  •  •  -?  ^^^  ™^^  ^  ^  Einheit 
nimmt, 

a;  «  1,560  . .  . ,     0,977  .  .  . ,     1,212  .  . . ,     0,997  .  .  . 

y  «  0,875  .  . . ,     0,686  .  .  . ,     0,991  . .  . ,     0,840  .... 

Man  bemerke,  daß  P^  der  am  weitesten  von  der  Achse  Oy  entfernte 
Punkt  ist,  daß  Pg  auf  dem  Bogen  P^Q  der  am  nächsten  an  der  Achse  Ox 
liegende  Punkt  ist,  u.  s.  w.  Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Bestimmung  des 
Schwerpunktes  eines  beliebigen  Bogens  OM  der  Klothoide  beschäftigen. 
Die  Koordinaten  eines  solchen  Schwerpunktes  sind  auf  Grund  der  Definition 

/p  0  a>  9 

de    rcoBtf)  ,  1        /*de    Pamib  ^ 

00  00 

Bezeichnet  man  mit  f  das  eine  oder  das  andere  der  Symbole  cos,  sin, 
so  ergibt  sich,  wenn  man  t^»^0  setzt  und  die  Integration  nach  0  ausführt. 


0  0  0  0  0 

Nimmt  man  femer  t<p   als  Integrationsvariable  an  und  integriert  partiell, 
so  verwandelt  sich  der  letzte  Ausdruck  in 


2Y2J  q>Y^  ^  V29  Y^J 

Setzt  man  endlich  an  die  Stelle  von  f  der  Beihe  nach  cos  und  sin,  so 
erhält  man 

^  ^  X  —  Qsmtp^       ^  =  y  —  ^(1—  cosg)). 

Also  liegt  der  Schwerpunkt  des  Bogens  OM  auf  dem  oskulierenden  Kreise 
in  üf ,  und  zwar  am   unteren   Ende   des  zur  Tangente  in    0  senkrechten 


1)  Eine  Tafel  der  Werte  dieser  Integrale  findet  sich  in  den  „Oeuvres 
compl^tes"  von  Fresnel  (t.  I,  p.  819).  Siehe  auch  eine  Abhandlung  von  Abria 
über  die  Diffraktion  des  Lichtes  im  „Journal  de  LiouviUe**  (1849,  p.  248).  Was 
die  verschiedenen  Methoden  anbetrifft,  die  man  zur  Berechnung  der  Fresnel- 
Bchen  Integrale  erdacht  hat,  so  kann  der  Leser  die  „Le9on8  d*0ptique  physique*' 
.von  Verdet  (t.  I,  p.  328)  zu  Rate  ziehen. 
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Durchmessers.  Es  seien  jetzt  G^  und  G^  die  Schwerpunkte  der  Bogen  OM^ 
und  OM^y  und  man  beachte,  daß  nach  der  am  Schluß  von  §  773  ge- 
machten Bemerkung  der  Schwerpunkt  G  des  Bogens  M^M^  in  einen 
Punkt  der  Geraden  G^G^  fällt,  der  durch  die  Proportion 

^i<^i  _  ^»— ^     ^j^«     ?^  —  ^  =,  ?L 
G^G   "      s,         ^^^'^     GG^  ^  s,       ^, 

definiert  wird.  Also  ist  der  Schwerpunkt  eines  beliebigen  Elo- 
thoidenbogens  das  direkte  Ähnlichkeitszentrum  der  oskulie- 
renden  Kreise  in  den  Endpunkten.  Wir  woUen  schließlich  folgende 
Bemerkung  machen:  Wenn  die  Enden  eines  Bogens  Werten  von  qp  ent- 
sprechen, die  Vielfache  von  2it  sind,  so  fftllt  der  Schwerpunkt  des 
Bogens  auf  die  Sehne;  und  insbesondere  fällt,  wenn  das  eine  Ende  der 
Anfangspunkt  ist,  der  Schwerpunkt  in  den  andern  Endpunkt. 


Beliebige  Oberfl&chen  nnd  Volnmlna. 

776«  Oberflächen.  Indem  wir  uns  auf  die  gewöbnlichen  Flachen 
beschränken^  werden  wir  es  als  evident  zulassen,  daß  jedes  infinitesi- 
male Teilchen  der  Fläche  als  in  der  Tangentialebene  liegend  be- 
trachtet werden  kann.  Jedes  Element  dxdy  in  der  Ebene  Oxy  isi 
die  orthogonale  Projektion  eines  Flächenteilchens,  dessen  Inhalt  man 
als  Element  der  Oberfläche  Ä  annehmen  kann.  Dieses  Element  wird 
also  gemessen  durch  den  Quotienten  von  dxdy  durch  den  Kosinus 
des  Winkels,  den  die  Tangentialebene  der  Fläche  mit  der  Ebene  Oxt 
büdet     Man  hat  folglich  (§  659) 

(10)  Ä  -ffyi  +P^  +  !Z'  dx  dy . 

Die  Integration  erstreckt  sich  über  alle  Wertepaare  Xj  y,  die  zu 
Punkten  desjenigen  Flächenstückes  gehören,  welches  man  ausmesseü 
will.     Die   obige   Formel   enthält   die   in  §  771    als  Spezialfall,     Im 

Falle  einer  Rotationsfläche  hat  man  in  der  Tat,  wenn  Yx*  +  y*  ==  ^? 
z  «  f(R)  gesetzt  wird, 

Geht  man  (in  der  Ebene  Oxy)  von  den  cartesischen  zu  Polarkoordi- 
naten  über,  so  ergibt  sich 

Ä  ^Jfyr+Y^R)   RdOdR  ^ffRdOds  =  2xfRds. 

Wenn  man  aber  ein  von  einer  beliebigen  Kurve,  die  auf  der  Fläche 
gezogen  ist,  umschlossenes  Oberflächenstück  haben  will,  so  mufi  man 

bei  A  ^  JjRdOds  bleiben,  und  dies  kommt  darauf  hinaus,  daß  als 

Element  von  A  der  Inhalt  desjenigen  Flächenteüchens  gewählt  wird, 
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welches  yon  den  Meridianen  6  und  O-^-dß  und  den  Parallelkreisen  jß 
und  R  +  dB  begrenzt  ist.  Dieses  Flachenteilchen  läßt  sich  in  der 
Tat  als  ein  Rechteck  ansehen^  dessen  Seiten  die  Bogenelemente  ds 
und  RdO  des  Meridians  und  des  Parallelkreises  sind. 

777«     Beispiele,     um    ein   beliebiges    Oberflftchenstück    der   Kugel 
x^+p^  +  e^^a^  zu  berechnen,  gibt  uns  (10)  die  Formel  Ä=^  I  j  —dxdy, 

in  welcher  nur  noch  jedesmal  die  Integrationsgrenzen  festzustellen  sind, 
die  von  der  Begrenzung  des  betrachteten  Oberflächenstückes  abhängen. 
Will  man  die  gesamte  Oberfläche  der  Kugel  haben,  so  erhält  man,  indem 
man  nur  den  achten  Teil,  der  in  der  Region  der  positiven  Koordinaten 
liegt,  berechnet, 

0  0  0 

In  Wirklichkeit  ist  im  Falle  der  Kugel  die  Anwendung  der  letzten  Formel 

des  vorigen  Paragraphen  vorzuziehen,  welche  hier  wird  -4  =  a* y/cos  'tltdtpd^. 

Sie  läßt  sich  auch  direkt  aus  der  am  Anfang  angegebenen  Formel  ab- 
leiten, indem  man  die  Relationen 

:r  =  a  cos  g)  cos  t/; ,     y  —  a  sin  qp  cos  tf; ,     x?  =  a  sin  i/; 
berücksichtigt,  nach  welchen  man  hat 

^  -//t"'^»  -Jim  ^  -  «•//"•*^»^»= 

man  muB  aber  darauf  achten,  es  so  einzurichten,  daB  das  Element  der 

Integration  positiv  bleibt.     Berechnet  man  z.  B.  die  Gesamtoberfläche  der 

Kugel,  so  wird  dieser  Zweck  erreicht,  wenn  man  die  Veränderliche  t|;  auf 
das  Intervall  (O,  ^n)  beschränkt  und  schreibt 


A 


=  2a*  /  dtpj  cos'^dilf  =  2a' /  dg>  =  4«a'. 


Wollte  man  dagegen  if;  von  0  bis  n  variieren  lassen,  so  würde  es  ge- 
nügen 9  auch  nur  von  0  bis  n;  variieren  zu  lassen,  imd  man  müfite 
schreiben 

A  =  2a*  /  d(p  j  |cos  t/;|  dtf;  =  4a*  /  dq>  =  4Äa*. 
0        0  6 

b)  Wir  Vollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen,  auf  derselben  Kugel 
das  von  der  Yivianischen  Kurve  (§  767,  j)  umschlossene  Oberflächenstück 
auszumessen.  Diese  projiziert  sich  auf  die  Ebene  Oxy  als  Kreis,  y*^^x(a—x\ 
und  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ebene  OxZ'^  mithin  wird 
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Ä  =^  2a  I  dx  I  ^  =  2a  f  arc  sinl/ — j — dx . 

J        J    ySTHa;«--«!  J  y  a+x 

0  0*^  ^0 

Bezeichnet  man  mit  6  den  Arcus,  der  in  dem  letzten  Integral  auftritt,  sc 
hat  man  a;  »  a  tg'  0 ,  und  die  partielle  Integration  liefert  (§  723,  d) 

I  Odx^  Ox-a  I  ig*  OdO  =  ^^(ö  -  sin  ö  cos  (?)  . 

Da  6  von  0  bis  \fc  variiert,  wenn  x  von  0  bis  a  geht,  so  sieht  man  also, 
daß  Ä  ^  (jt  —  2)a*  ist.  Sehr  viel  rascher  erledigt  sich  die  Bedmung, 
wenn  man  Polarkoordinaten  benutzt: 

A  =  2a^j  d(p  f  cos  ^dfl)  ^  2a^J  (l  —  sin  9)  dg>  =  (tt  —  2)a*. 
0        (p  0 

c)  Wir  wollen  versuchen  die  Gesamtoberfläche  eines  Ellipsoids  zu 

js'        1/'        z^ 
berechnen.     Aus  der  Gleichung  t  +  o  H — §  =**  1  leitet  man  ab 

wo  e  und  1}  die  Exzentrizitäten  der  Schnitte  bezeichnen,  die  auf  dem 
Ellipsoid  durch  die  Ebenen  Ox»^  Oyz  hervorgebracht  werden.  Die  Formel 
(10)  gibt  uns  

WO  sich  die  Integration  über  alle  Paare  positiver  Werte  x,  y  erstreckt 
die  der  Relation  -s  +  r y  ^  1  genügen.  Wenn  man  mit  i  das  der  Inte- 
gration unterworfene  Radikal  bezeichnet,  so  findet  man  leicht 


und  wird  dazu  geführt  zu  setzen 

wo  6  von  0  bis  -^  TT  und  t  von  1  bis  00  variieren  kann.     WSUt  man  / 
und  0  als  Integrationsvariable,  so  verwandelt  sich  das   obige  Integral  in 

(§  737) 

d  (ä,  y) 


tdtde. 


JJ  lac») 

1    0 


Inzwischen  findet  man,  wenn  man  mit  g)(i)  und  if)(t)  die  Werte  der  Ra- 
dikale bezeichnet,  die  in  den  Ausdrücken  von  x  und  von  y  anfbreten. 
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-^  =  a(p\t)  cos  d,         äf  **  ^^'(0  8^  ^» 


^  =  —  a9>(<)  sin  d ,      ö"^  =  &tf;(*)  cos  0 . 


Also  wird 


00   ^n 

A  -  %ahff[q>{t)i\>{t)  cos*  e  +  <p(Ot'(0  sin*  e]tdtde, 


1     0 


wenn  man  beachtet,  daß  die  Funktionen  9  und  '^  wachsend  sind  und 
daher  positive  Derivierte  haben.  Da  nun  das  Integral  von  cos*  6  dB  und 
sin*0(fd  zwischen  den  Grenzen  0  und  \n  gleich  ^n;  ist  (§  725,  e),  so 
hat  man 

OD 

A  =-  27eabf[q>'{t)^(t)  +  (p(t)'^\t))  tdt 
1 
oder  endlich 

1  1 

Weiter  können  wir  in  dem  allgemeinen  Falle  nicht  gehen,  da  wir  hier 
elliptische  Integrale  vor  uns  haben.  Aber  für  s^^ri  und  für  17 »  0  würden 
wir  zu  den  Formeln  zurückgelangen  (§  772,  d),  die  sich  auf  das  abge- 
plattete bezw.  das  gestreckte  Sphäroid  beziehen.  Endlich  liefert,  wenn  das 
Ellipsoid  nur  schwach  exzentrisch  ist,  die  Beihenentwickelung 

und  da  c*  =  a6 { 1  —  •J-(e*  +  i|*)  +  •  •  • )    ist,  so  hat  man^)  nttherongsweise 


A^^nab(^\    =4jr(Va&c)*. 


d)  Um  mit  genügender  Annäherung  die  Oberfläche  eines  Ellipsoids 
zu  berechnen,  muß  man  sich  der  Legendreschen  Tafeln  (mit  doppeltem 
Eingang)  bedienen,  und  hierzu  ist  es  notwendig  den  oben  angegebenen 
Ausdruck  von  A  auf  eine  Kombination  der  typischen  Formen  F  und  E 
zu  reduzieren.     Setzt  man  e  »  sin  a,  1}  =»  /?  sin  a,  äodaß 


,        a  1  /&•  —  c"  ^  ,  c 

*  =  "iT  l^  ~i i  <  I  >     «  «  arc  cos  — 

ist,  so  transformiert  die  Substitution  t  »>  e/sin  <p  den  genannten  Ausdruck 
in  den  folgenden: 


1)  Wegen  der  angenäherten  Auswertung  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  siehe 
den  ,,Calcul  int^gral^'  Ton  Boussinesq,  p.  78*,  und  eine  Note  von  Peano  in 
den  „Bendiconti  dei  Lincei"  (1890,  p.  317). 
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.       2nah  f       •       /*  dw 

Ä  ^  — l  cos*  a   I  ^  _  -r^ 

sina  \  J  cos> }/l  —  *;* sin* 9 


+  (l-*«sin>a)   f ^5P__,^ 


V 


Wir  keimen  bereits  (§  767,  h)  den  Wert  des  ersten  Integrals 


f 


dtp   ^         ^  ^.^     .  _  ^(A;,y)  — tgyVl  — Ä:«8in*y 


cos*  qp  |/l  —  Ä;*  sin*  qp 


0 

Die  partielle  Integration  liefert  als  Wert  desselben  Integrals 

dtp 


1  — ik*8in*<p  ^   (1  — «'am* 


>/l  — ik*8in>  ^     ^      J  (1  —  Jfc« sin* g>) l/l  —  Ar» sin» qp 

0 

woraus  wir  entnehmen 


dfp  E{k^  q>)  k*  sin  tp  cos  tp 


J  (1  — Ä:*8in»/l-ifc«Bin>        1—*'        (1  —  ]fc*)Vl  — A:*8in»y 

0 


Also  ist 

-4= (cos^  a  '  F(k^  a)  +  sin*  a  •  E(k^  a)  +  sin  a  cos  a}^l  —  Ar*  sin^a j. 

Ersetzt  man  endlich  k  und  a  durch  ihre  Ausdrücke  als  Funktionen  Ton 
a,  5,  Cj  so  gelangt  man  zu  der  Formel  von  Legendre: 

^=  2«c«  + -J^|c«f  (:^l/^^\  arc  cos  ^) 


+  (««-c^)i;(|/^-[:,arccos^)}. 


Wir  schlagen  hier  dem  Leser  zur  Übung  vor  zu  beweisen,  daß,  wens 
a*  =  6*  +  c^y  die  Oberfl&che  durch  «a*  +  ä6*J&  +  «c*JP  gemessen  wird, 
wo   E  und  F   die  vollständigen   Integrale    sind,    die    zu    dem    Modul 

l/l  —  (-T-)    gehören.     So  findet  man  z.  B.,  wenn   a*  :  6*  :  c*  =  3  :  2  :  1 

ist,  Ä  =  na*  '  2,52620923    •  • . 

e)  Die  Formel  (10)  kann  benutzt  werden,  um  zu  beweisen^),  daß  bei 
den  Flächen  etwas  Ähnliches  gilt  wie  bei  den  ebenen  Kurven  (§  59 1\ 
Wenn  man  nämlich  auf  einer  Fläche  um  einen  Punkt  M  herum  ein  in- 
finitesimales Stück  g  abgrenzt,  so  ist  die  totale  Erümmimg  JT  in  Jf  der 
Grenzwert  des  Verhältnisses  des  körperlichen  Winkels  co,  der  zwischen 
den  längs  der  Begrenzung  von  g  auf  der  Fläche  errichteten  Normalen  ent- 
halten ist,  zu  der  Fläche  A  von  ^,  fOr  den  Fall,  daß  g  die  Tendenz  hat 


1)  Siehe  auch  meine  „  Natürliche  Geometrie  ^\  S.  214. 
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auf  den  einen  Punkt  M  zusammenzuschrumpfen.  Die  als  stetig  Yoraus- 
gesetzte  ErOmmung  möge,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  in  M 
positiv  sein;  und  man  wähle  g  so  klein,  daß  in  jedem  seiner  Punkte  JSr>0 
ist.  Die  Veränderlichen  x  und  y  in  der  Formel  (10)  können  wir  durch 
p  und  q  ersetzen,  die   voneinander  unabhängig  sind,  weil  (§§  579,  691) 

ist.     Dies  vorausgeschickt  liefert  (§  737)  die  Formel  (10) 

J J  (i-|-j,«+g«)*js:     *  Jj  (1  +  _p« -^- 5«)* ' 

wenn  man  mit  x  einen  Wert  bezeichnet,  der  zwischen  den  Werten  von  K 
in  q  liegt.  Andererseits  konstruiere  man  einen  Kegel,  dessen  Erzeugende 
parallel  zu  den  längs  der  Begrenzung  von  g  auf  der  Fläche  errichteten 
Normalen  sind.  Auf  Grund  der  Definition  wird  der  körperliche  Winkel, 
der  zwischen  diesen  Normalen  enthalten  ist,  gemessen  durch  die  Fläche  (o, 
welche  der  genannte  Kegel  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  abgrenzt,  deren 
Mittelpunkt  im  Scheitel  liegt;  und  da  die  Krümmung  dieser  Kugel  überall 
gleich  1  ist,  so  gibt  die  vorige  Formel 

mit  demselben  Integrationsgebiet.  Daraus  folgt  Ä  ^  co/x.  Wenn  also 
alle  Punkte  von  g  nach  M  hinstreben,  so  wird  in  M 

jr=  lim  %  =  lim  -r-- 

778.  Volumina.  Handelt  es  sich  darum ,  das  Volumen  V  des 
Körpers  zu  berechnen,  welcher  zwischen  einem  Oberflächenstück,  dem 
Zylinder,  der  die  Begrenzung  desselben  auf  die  Ebene  Oxy  senkrecht 
projiziert,  und  dieser  Ebene  selbst  liegt,  so  kann  man  (vgl.  §  768) 
als  Element  von  V  das  analoge  Volumen  annehmen,  welches  zu  einem 
Element  der  Oberfläche  gehört.  Dieses  Volumen  wird  gemessen  durch 
das  Produkt  der  Basis  dxdy  und  der  Höhe  jer.     Also  hat  man 

(11)  V^ffzdxdy, 

wo  IS  eine  Funktion  von  x^  y  ist,  die  durch  die  Gleichung  der  Fläche 
gegeben  ist.  Allgemeiner  kann  man  einen  beliebigen  Körper  in  in- 
finitesimale Elemente  dritter  Ordnung  dxdy  dz  zerlegen  und  auf  die 
Definition  des  vielfiachen  Integrals  sich  stützend  schreiben 

(12)  V^fffdxdydz. 

Dabei  sind  die  successiven  Integrationen  zwischen  passenden  Grenzen 
auszufELhren,  die  in  jedem  Falle  je  nach  der  Gestalt  des  Körpers  zu  be- 
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stimmen  sind.  Wenn  der  Körper  z.  B.  die  am  Anfang  beschriebene  Form 
hat;  so  kann  man  immer  zunächst  bei  fesi^haltenen  Xj  y  die  Integra- 
tion von  dz  ausführen^  wodurch  sich  der  Wert  von  z  auf  der  Fläche 
ergibt;  sodaß  man  zu  (11)  zurückgelangt.  Es  kann  auch  vorkommen, 
daß  man  bei  Festhaltung  von  z  das  Resultat  6{z)  der  Integration  von 
dxdy  kennt;  d.  h.  daß  man  die  Fläche  des  ebenen  Schnittes  kennt, 
der  im  Abstand  z  von  der  Ebene  Oxy  durch  den  Körper  gelegt  ist 
In  diesem  Falle  reduziert  sich  die  Bestimmung  von  V  auf  eine  ein- 
fache Integration: 

(13)  r^f6{z)dz. 

Dies  kommt  darauf  hinaus^  V  in  infinitesimale  Elemente  erster  Ord- 
nung zu  zerlegen ;  indem  man  ö{z)dz  ab  das  Volumen  der  Scheibe 
betrachtet;  welche  die  Ebenen  z  und  z  +  dz  aus  dem  Körper  heraus- 
schneiden. So  machten  wir  es  bereits  in  dem  speziellen  Falle  der 
Rotationsflächen;  bei  denen  ö{z)  »  xB^  ist.  Unendlich  viele  andere 
Zerlegungen  von  V  in  infinitesimale  Elemente  dritter  Ordnung  lassen 
sich  ausdenken.  Bemerkenswert  ist  diejenige  (§  739,  b);  welche  aus 
der  Anwendung  der  Polarkoordinaten  entsteht.  Die  durch  die  Radieo 
r  und  r  +  dr  definierten  KugelU;  die  den  Werten  q>  und  q>  +  dip  der 
Länge  entsprechenden  Ebenen  und  die  durch  die  Werte  ^  und  i;  +  dp 
der  Breite  bestimmten  Kegel  begrenzen  einen  infinitesimalen  Korper, 
der  sich  von  dem  rechtwinkligen  Parallelepipedon  mit  den  Seiten 
dr,  r  I  cos  ^  |  d(p,  rd^  nur  um  höhere  Infinitesimalen  unterscheidet 
Man  gelangt  so  zu  der  Formel 

(14)  V  ^fffr*  I  cos  ^  I  dr  dip  d^, 

welche  man  auch  aus  (12)  auf  analytischem  Wege  ableiten  kann 
(§  737). 

779.  Zu  einer  andern  Zerlegung  in  Elemente  zweiter  Ordnung 
(^gl-  §  769)  gelangt  man^  wenn  das  Volumen  V  des  Körpers  berechnet 
werden  soll;  der  zwischen  einem  Flächenstück  und  dem  Kegel,  welcher 
die  Begrenzung  desselben  von  einem  Punkte  aus  projiziert,  enthalten 
ist.  Wird  der  Anfangspunkt  nach  dem  Projektionszentrum  verlegt, 
so  ist  es  natürlich;  als  Element  von  V  das  Volumen  desjenigen  Kegels 
mit  der  Spitze  im  Anfangspunkt  zu  wählen;  dessen  Basis  (§  776)  das 

Oberflächenelement  yi  +p*  +  q^  dx  dy  ist.  Da  das  Volumen  dieses 
Kegels  gleich  ist  dem  dritten  Teil  des  Produktes  aus  der  Basis  und 
der  Höhe  (dem  Abstand  des  Anfangspunktes  von  der  Tangential- 
ebene); so  hat  man 

(15)  V  «  \ff{^  -px-  qy)  dx  dy^ 

wobei  maU;  wenn  es  nötig  ist^  das  Zeichen  des  Elements  umzukehren 
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hat.  Ist  z.  B.  zu  berechnen  das  Volumen  zwischen  einer  Rotations- 
fläche und  den  Kegeln,  die  zwei  ihrer  ParaUelkreise  von  einem  Punkte 
der  Rotationsachse  aus  projizieren,  so  findet  man  (§  776)  die  Formel 

F=  ijcfR(Itdg  —  zdK),  Dieselbe  nimmt  in  Polarkoordinaten,  wenn 
man  die  Polarachse  längs  der  Rotationsachse  richtet,  die  ganz  ein- 
fache Form  an  F= -Jjt  fr^rf  cos  ö,  die  man  auch  aus  (14)  ableiten 

kann.  Übrigens  unterscheidet  sich  die  letzte  Formel  nicht  wesentlich 
von  der  in  §  771  angegebenen  Formel  und  reduziert  sich  auf  diese, 
wenn  man  auf  beiden  Seiten  das  Volumen  des  Kegels  addiert,  der 
als  Basis  den  yariablen  Parallelkreis  yom  Radius  R  und  als  Scheitel 
den  Pol  hat: 

|ÄE«jer  =  \nfR{Rde  +  2edR), 
V+\%R^0^%fR^dz, 

780.    Beispiele,     a)  Das  Gesamtvolumen  des  Ellipsoids 

X*         v*         Ä* 

-  4-  ~   -I-  --  =  1 
ist 

V^%JJzdxdy  =  ScJjYl—  ^  -  ^dxdy, 
d.  h.  wenn  man  die  Grenzen  der  successiven  Integrationen  einträgt, 

n.  a 


V  «  8  cJdxjYl  ^^-^^dy. 


b^ 
a 


Für  y  -=  —  <)/a*—  x^  verwandelt  sich  das  Integral  rechts  in 

1 


'('-S}/y'-''''-i-'('-S}- 


Also  wird 


a 

V  =  27tbc  /  (l  -  ^)  dx  =-  ~  nab 


c. 


Zu  diesem  Resultat  gelangt  man  rascher  mit  Hilfe  der  Formel  (15): 

na  a 

7«-r-c  /  dx  I  — , =  ^  —  nbc  1  dx  =■  -r-itabc . 

In  der  einen  oder  der  andern  Weise  oder  auch  (vgl.  §  770,  j),  indem  man 
zuerst  <f(ji)  berechnet,  um  dann  Formel  (13)  anzuwenden,  findet  man  all- 
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gemeiner  für  jede   positive  Zahl  n,  die  der  Quotient  einer  geraden  Z&M 
durch  eine  ungerade  ist,  dafi  das  Volumen  des  von  der  Flftche 


begrenzten  Körpers  folgenden  Wert  hat: 


2  a     ^.     ^ 


Insbesondere   ist  das   von  der  körperlichen   Astroide   a: '  -f  y '  -j-  je^  ==  fl- 


c 


-(I) 


/-■- 


43r 


umschlossene  Volumen  -^or^  d.  h.  wenig  größer  als  der  zwölfte  Teil  des 

Volumens  der  umbeschriebenen  Kugel. 

b)  Bei  einem  Ellipsoid,  welches  durch  die  Gleichung 

ax*  +  6y*  +  ce^  +  2fye  +  2gzx  +  2hxy  =  1 

gegeben  ist,  ist  die  Anwendung  der  Formel  (13)  zweckmäßig;  denn  der 
ebene  Schnitt,  der  parallel  zur  Ebene  Oxy  vDß.  Abstände  z  ausgeführt  ist 
wird  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

aV  +  &y  +  c'  +  2fy  +  25^ir  +  2Kxy  =  0 

dargestellt    und    hat,    wie    wir    wissen    (§  770,  h),    den    Flftckeninhalt 

6{z)  =  —  nDy(ah'  —  h'^p.  Nun  ergibt  sich  bei  festgehaltenem  z  dnrcL 
Vergleichung  der  Gleichung  der  Kurve  mit  derjenigen  der  Fläche 


a 


mithin  ist 


a. 


b'^h,    h'^h,    f^fz,    g^gz,    c'=ci?«-l; 


jy^ 


und  folglich 


a 
h 

9 


h 
b 

f 


9 
f 


c  — -T 


z^  =  z^D  -  {ah  -  Ä«) 


% 


yab  —  h' 


U i: — rt\  y      I  ^{^)äz  =      .  ^^     ■  +  -^zc(z) 


Die  Integrationsgrenzen  fOr   V  sind  offenbar  die  Wurzeln  von  6{z)y   d.  h. 
±]/^^^^.     Also  ist  F=4«/3V^. 

c)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  zwei  Kreiszylindern  ge- 
meinsame Volumen  zu  berechnen,  für  den  Fall,  daß  die  Achsen  der 
Zylinder  sich  rechtwinklig  schneiden.  Es  sei  a  der  Radius  des  größeren, 
*  ha  der  Radius  des  kleineren  Zylinders.  Man  wähle  als  Achsen  der  y  und 
der  z  die  Achsen  der  beiden  Zylinder,  sodaß  diese  die  Gleichungen  haben 
x^  +  z*  ^  a\  X*  +  y*  ^  J^a*.     Das  gesuchte  Volumen  ist 
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ka    Yk^efl-x*  ka 

V  =  ^ffyöy^^^  dx  dy  «  ^fy{a^  -  (x?)  {k^a^  -  ar»)  dx 

0     0  0 

oder,  wenn  man  x  ^^  ka  sin  q>  setzt, 

i^ 

V  =  ^k^a^fyi  —  Ä*  sin*  9?  -  cos V  ^9  • 
0 

Die  partielle  Integration  liefert 

/  yi  —  Ä*  sin*  g?  •  cos*  tpdq)  =^ 

1/1  —  k*  sin*  9  •  cos  9  sin  9  -h   /  ( )/l  —  Ä*8in*g?  +  —====)  sin*  q>  dq>. 

J    \  yi  — A;»8in*9/ 

Der   der    letzten    Integration    unterworfene    Ausdruck    transformiert    sich 
leicht  in 

-  2  yi-Ä«sin>  .  cos«  9  +  ^^Yl^^ir^*l>  -  ^.      '  ~fV    =  • 

'f  «'yl — Ä;'8in'<p 


Also  ist 


3Ä:*  /  yi  —  A:*  sin*  q>  -cos*  q>  dq>  ^ 


0 


(1  +  ^)/ki  -  **  sin«  <,  ä^  -  (1  -  **)/^^^:|fe^ 

0  0 

und  endlich 

F  =  |a»{(l  +  k^E{k)  -  (1  -  ä*)^(*)}- 

Insbesondere  ist,  wenn  die  beiden  Zylinder  gleich  sind,  F»-|(2a)'.  Im 
allgemeinen  Falle  hat  man  (§§  756,  757) 

7=2«*V(l-|-^-...). 

Wenn  also  k  nach  Null  konvergiert,  so  wird  V  (wie  zu  erwarten  war) 
immer  genauer  gemessen  durch  das  Produkt  des  Schnittes  nk^a^  des  kleinen 
Zylinders  mit  der  Länge  2  a  der  von  dem  andern  Zylinder  auf  seiner  Achse 
bestimmten  Strecke.  Dagegen  ist  für  sehr  nahe  an  1  liegendes  k  das 
Volumen  nftherungsweise  gleich  •j-A:(2a)'. 

d)  Es  seien  zwei  Oeraden  gegeben,  die  zueinander  senkrecht  sind  und 
sich  nicht  treffen,  und  man  betrachte  eine  konstante  gerade  Strecke,  die 
sich  bewegt,  indem  sie  sich  mit  ihren  Endpunkten  auf  die  beiden  Geraden 
stützt.  Man  bezeichne  mit  2  a  den  Abstand  zwischen  diesen  Geraden  und 
mit  a  die  (konstante)  Neigung  der  beweglichen  Strecke  gegen  das  gemein- 
same Lot  der  festen  Geraden,  sodaß  2a/ cos  a  die  Länge  der  genannten 
Strecke  ist.  Man  wähle  den  Anfangspunkt  auf  dem  gemeinsamen  Lot, 
gleich  weit  Yon  den  festen  Geraden  entfernt,  und  richte  die  Achsen  der  x 
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und  der  y  parallel  zu  diesen  Greraden.  Wählt  man  die  Achsen  in  dieser 
Weise,  so  wird  die  Gleichung  der  von  der  Strecke  erzeugten  Flftche 

_  ^*__  4_     y'     _  4.^ 

Folglich  ist  jeder  Schnitt,  der  auf  der  Fläche  durch  eine  zur  j?-Aehv' 
senkrechte  Ebene  hervorgebracht  wird,  eine  Ellipse,  die  für  jp  =  0  ein 
Kreis  ist  und  für  ;er  ==  j^  a  sich  in  eine  gerade  Strecke  zu  verwandeb 
strebt^  die  auf  der  einen  oder  auf  der  andern  der  festen  Greraden  liegt: 
die  Endpunkte  der  beiden  Strecken  sind  singulare  Punkte  der  Flaek 
Fixiert  man  für  z  einen  Wert  zwischen  — a  und  a,  so  hat  die  zugehörigt 
Ellipse  die  Halbachsen  (a  —  js)  tg  or  und  fa  +  j?)  tg  a;  und  da  die  Summr 
derselben  konstant  ist,  so  folgt  (§  626,  c),  daß  die  Enveloppe  der  Pr> 
jektionen  aller  analogen  Ellipsen  auf  die  Ebene  Oxy  eine  Astroide  ist 
Mit  andern  Worten,  die  von  der  beweglichen  Strecke  erzeugte  Fläche  t' 
ganz  eingeschlossen  in  einen  Zylinder  von  der  Höhe  2a,  der  als  gerader 
Schnitt  eine  Astroide  hat;  und  die  Vier  Bogenstücke,  längs  welchen  sir 
die  Seitenfläche  des  Zylinders  berührt,  bilden  zusammen  mit  den  geradt' 
Strecken  auf  den  festen  Geraden  eine  Art  Tetraeder,  eine  schematiseb- 
Form  des  erzeugten  Körpers.  Da  die  Fläche  der  Ellipse  (§  770,  g),  h 
einem  Werte  von  z  entspricht,  c{z)  =  %{c?  —  z^  tg*  a  ist,  so  findet  miii 
sofort  als  Wert  des  Volumens  des  genannten  Körpers 


a 


7=2«  tg*  «XC«*  —  je?*)  d[iP  =  ^%a^  tg*  a , 

0 

d.  h.  4/9  des  Zylindervolumens,  da  dieses  Volumen,  welches  durch  h^ 
Produkt  der  Höhe  2  a  mit  der  Fläche  (§  770,  j)  des  geraden  Schnitte 
-|7c(2atga)^  gemessen  wird,  3jra^  tg*  a  ist. 

e)  Betrachten  wir  den  Ort  aller  Punkte,  für  welche  die  Sumixi> 
der  reziproken  Werte  ihrer  Abstände  von  den  Seitenfläche: 
eines  regulären  Tetraeders  Null  ist.  Es  seien  Q^^  Q^y  ^,,  Q^  & 
Ecken  des  Tetraeders  und  q^  der  Abstand  zwischen  einem  beliebigen  Punb- 
und  der  der  Ecke  Q^  gegenüberliegenden  Seitenebene.  Dieser  Abstac:^ 
wird  als  positiv  oder  negativ  vorausgesetzt,  je  nachdem  der  Punkt  ac 
derselben  Seite  der  Ebene  liegt  wie  das  Tetraeder  oder  auf  der  entgegen 
gesetzten.     Die  Gleichung  der  Fläche  ist 

(16)  l  +  ±  +  l  +  l_0; 

aber  keine  der  in  den  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Formeln  ist  direk: 
auf  diese  Art  von  Koordinaten  anwendbar.  Es  empfiehlt  sich  daher  is 
den  cartesischen  Koordinaten  überzugehen,  und  es  ist  nützlich  als  Achsti 
der  X,  y^  z  die  Geraden  zu  wählen,  welche  die  Mittelpunkte  von  Q^i^y 
QoQi^  QoQs  bezüglich  mit  den  Mittelpunkten  von  Q^Q^j  Q^Qu  QiQ^  Ter 
binden.  Bezeichnet  man  mit  2  a  den  Abstand  von  zwei  entgegengesetzt^^ 
Seiten,   so   ist  leicht  zu   sehen,   daß   die  Koordinaten   von   Q^,  Q^^  ^«,  V' 

bezüglich  (—  a,  —  «,  —  ö),  (—  «,  «,  «)?  (*>  "~  ^»  ^)>  (^>  ^  ~  ^)  sind,  ie^ 
daß  man  folglich  hat 
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%Y^ ^—x  —  y  —  z  +  a,     gj]/3  ^x  —  y  +  z  +  a, 
q^y^^  —  x  +  y  +  z  +  a,     q^Y^  ='X  +  y  —  z  +  a. 
Die  Gleichung  (16)  transformiert  sich  jetzt  in 

(17)  xyz  +  ia{x*  +  y^  +  z^  -  a^)  ^  0 . 

Wir  haben  hier  also  eine  Flache  dritten  Grades  vor  uns.  Sie  besitzt  vier 
Doppelpunkte  in  den  Ecken  des  Tetraeders,  hat  die  allgemeine  Form 
eines  sozusagen  aufgeblähten  Tetraeders,  wird  längs  der  Kanten  von  den 
Seitenflächen  des  dem  Tetraeder  umbeschriebenen  Würfels  berührt  und 
längs  sechs  Parabeln  von  den  Diagonalebenen  des  Würfels  geschnitten. 
Der  ebene  Schnitt,  der  im  Abstand  z  von  der  Ebene  Oxy  ausgeffihrt  ist, 

ist  die  durch  die  Gleichung  x^  +  y^-\ xy  =  a^  —  z^  dargestellte  Ellipse, 

d.  h.  eine  Ellipse,  deren  Achsen  parallel  zu  den  Seiten  QqQ^  und  QiQ^ 
sind  und  deren  Scheitel  auf  zweien  der  sechs  Parabeln  liegen.    Die  Längen 

der  Halbachsen  sind  ya(a  —  z)  und  |/a(o  +  z) ,  und  aus  dem  Umstand, 
daß  die  Summe  ihrer  Quadrate  konstant  ist,  kann  man  (§  626,  c)  ab- 
leiten, daß  beim  Variieren  von  z  die  Ellipse,  indem  sie  sich  verschiebt 
und  deformiert,  tangential  zu  vier  Seitenflächen  des  Würfels  bleibt:  die 
Berührungspunkte  durchlaufen  vier  Kanten  des  Tetraeders.  Es  genügt 
jetzt,  um  zu  unserer  Frage  zu  kommen,  zu  bemerken,  daß  der  Inhalt  der 

Ellipse  a(z)  =  naYa^  —  z*  ist,  um  unter  Anwendung  der  Formel  (13) 
zu  erhalten 

a 

V  -  2nafYär^l^dz  =  |7C*a»  =  a»  •  4,9348022  .... 

0 

Dies  ist  das  Gesamtvolumen,  welches  ofifenbar  zwischen  dem  Volumen  -|a^ 
des  einbeschriebenen  Tetraeders  und  dem  Volumen  8  a*  des  umbeschrie- 
benen Würfels  enthalten  ist.  Wir  wollen  schließlich  bemerken,  daß  die 
Gleichung  (17)  sich  auch  auf  die  Form  bringen  läßt 

(18)  arc  sin  —  +  arc  sin  —  +  arc  sin  -    ==  -r- tc, 

sodaß  x^  y^  z^  a  die  Seiten  eines  einem  Kreise  vom  Durchmesser  a  ein- 
beschriebenen Vierecks  darstellen. 

f)  Wir  fordern  den  Leser  auf,  allgemeiner  die  Flächen  zu  studieren, 
welche  durch  die  Gleichung  (18)  mit  einer  beliebigen  Konstanten  auf  der 
rechten  Seite  dargestellt  werden.  Wir  beschränken  uns  hier  darauf  die- 
jenige von  diesen  Flächen  zu  betrachten,  welche  dem  Wert  n  der  Kon- 
stanten entspricht  und  folglich  der  Ort  der  Punkte  ist,  dessen  Ab- 
stände von  den  Ebenen  eines  orthogonalen  Tripels  gleich  den 
Seiten  eines  einem  Kreise  vom  Durchmesser  a  einbeschriebenen 
Dreiecks  sind.     Die  Gleichung  dieser  Fläche  in  algebraischer  Form  ist 

xVz^  +  ia\3^  +  y*  +  ^  -  2y^^*  -  2z^x^  -  2xy)  =  0 . 
In   der  Umgebung   des  Anfangspunktes,    wo    das    Glied    sechsten    Grades 
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gegenüber  denen  vom  vierten  Grrade  zu  vemachl&ssigen  ist,  verhali  sidi 
die  Fläche  so  wie  das  Ebenenqaadnipel 

dessen  Ebenen  sich  in  drei  orthogonalen  Greradenpaaren  schneiden,  die  auf 
der  Fläche  liegen.  Diese  hat  also  einen  vierfachen  Punkt  im  Anfangs- 
punkt und  sechs  Doppelgeraden.  Ganz  eingeschlossen  in  einen  Würfel 
von  der  Kante  2  a,  dessen  Seitenflächen  sie  längs  der  ihnen  einbeachrie- 
benen  Kreise  berühren,  begrenzt  die  Fläche  einen  Körper,  der  die  allge- 
meine Form  eines  an  den  Ecken  und  Kanten  abgerundeten  Würfels  hat, 
mit  Seitenflächen,  welche  bis  zum  Mittelpunkt  trichterförmig  ausgehöhlt 
sind,     um  das  Volumen  eines  solchen  Körpers  zu  berechnen^  werden  wir 

zunächst  den  Inhalt  des  Schnittes  berechnen,  der 
durch  eine  Parall^lebene  zu  einer  Seitenfläche' 
des  Würfels  hervorgebracht  wird.  Dieser  Schnitt 
besteht)  wie  wir  sehen  werden,  aus  zwei  gleichen 
Ellipsen  mit  gemeinsamen  Achsen.  Diese  El- 
lipsen fallen  in  einen  Kreis  zusammen,  wenn 
die  Ebene  eine  Seitenfläche  des  Würfels  win;. 
und  reduzieren  sich  auf  eines  der  drei  orth^ 
gonalen  Paare  gerader  Strecken,  die  der  Fläcbe 
angehören,  wenn  die  Ebene  durch  den  Mittel- 
punkt des  Würfels  hindurchgeht.  Es  genügt 
der  Gleichung  der  Fläche  die  Form 


rig.  97. 


(a^  +  y>-«»)»  =  4^V(l-^5 


ZU  geben,  um  die  Gleichungen  der  beiden  Ellipsen  zu  trennen,  die  sich  ii 
Polarkoordinaten,  nachdem  man  z  ^^  a  cos  q>  gesetzt  hat,  folgendermaßer 
schreiben  lassen: 

a*  cos'  tp  9  ^*  ^^■'  <P 


r»  = 


1  -|-  Bin  <p  sin  20 ' 


r«  = 


1  —  sin  qp  sin  20 


Daraus  folgt  bei  Anwendung  der  zweiten  Formel  (3),  daß  der  Inhalt  dfö 
senkrecht  zur  je? -Achse    in   der   Entfernung  z   vom  Anfangspunkte   ausge 
führten  Schnittes 


c{z)  =  8  a'  cos* 


r    sin  qp  sin  20(20 
^J   1  —  sin»  g)  sin»  20 


ist.     Nimmt  man  als  Integrationsvariable  ^  =  tg  qp  cos  20,  so  wird 

— —  »  4a»  g>  cos  qp. 

0 

Da  nämlich  qp  von  0  bis  ^tt  variieren  muß,  so  ist  sicher  arc  tg  (tg  qp)  » 9 
Die  Formel  (13)  liefert  nunmehr 

F «—  2  /  c{z)  dz  «  ßö  j  9>  sin  q>  cos  tpdtp  =  a' /  tp  sin  y  dg>, 
00  0 
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und  endlich  ergibt  sich  durch  partielle  Integration 

F  =  a'  (g)  cos  g)  —  sin  g>y^  =  na*. 

Dieses  Volumen  ist  kaum  2/9  von  dem  der  kleinsten  Kugel,  welche  die 
ganze  Fläche  in  sich  schließt,  einer  Kugel,  die  zu  der  Fläche  offenbar 
konzentrisch  ist  und  sie  in  acht  Punkten  berührt,  die  Nabelpunkte  der 
Fläche  sind.  Durch  eine  analoge  Rechnung  findet  man,  daß  die  Kapazität 
jedes  der  Trichter,  die  oben  erwähnt  wurden,  ^na*  ist.  Somit  ist  das 
Volumen  des  einem  Spielwürfel  (Knobel)  ähnlichen  Körpers,  der  durch 
AusfOllung  der  sechs  Trichter  entsteht,  gleich  ^na*.  Man  verifiziert  leicht, 
daß  das,  was  bei  der  materiellen  Herstellung  des  betrachteten  Körpers 
an  jeder  Ecke  des  Würfels  beseitigt  werden  muß,  ein  ganz  geringer  Bruch- 
teil des  Gesamtvolumens  des  Würfels  ist,  nämlich  0,00228 .... 


Differentialgleiclinngeii. 

Olelchungen  iwisohen  swei  Verftaderllohen. 

781«  Das  Problem  der  Integration^  wie  wir  es  bis  jetzt  behandelt 
haben ^  ist  ein  ganz  spezieller  Fall  des  Problems,  welches  in  der 
Aufsnchung  derjenigen  Funktionen  von  einer  oder  mehreren 
Veränderlichen  besteht,  welche  mit  den  Veränderlichen  und 
den  eignen  Derivierten  durch  eine  oder  mehrere  gegebene 
Relationen  verbunden  sind.  Diese  Relationen  heißen  Differential- 
gleichungerij  und  die  Aufsuchung  der  unbekannten  Funktionen  ist  auch 
jetzt  noch  ein  Integrationsproblem.  So  ist  z.  B.  in  dem  einfachsten 
Falle,  den  wir  zunächst  behandeln  werden,  die  Differentialgleichung 
f{Xf  y,  y\  y",  . . .)  =  0  gegeben,  und  man  stellt  sich  die  Aufgabe,  alle 
Funktionen  y  zu  finden,  für  welche  diese  Gleichung  identisch  erfüllt 
ist.  Solche  Gleichungen  heißen  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
zum  Unterschied  von  den  partiellen,  in  welchen  neben  zwei  oder  mehr 
unabhängigen  Veränderlichen  die  Derivierten  der  unbekannten  Funk- 
tionen, nach  den  verschiedenen  Veränderlichen  auftreten.  In  allen 
Fällen  nennt  man  Ordnung  der  Gleichung  die  Maximalordnung  der 
gewöhnlichen  oder  partiellen  Derivierten,  die  in  ihr  enthalten  sind. 
Wir  werden  uns  fast  ausschließlich  mit  den  Gleichungen  erster  Ordnung 
beschäftigen. 

782.  AligemeinoB  Integral  und  partikiiläre  Integrale.  Es 
werde  vorausgesetzt,  daß  die  Gleichung  f{x,  y,y')  ^^0  geeignet  ist, 
y'  als  stetige  Funktion  von  x  und  von  y  zu  definieren.  Man  ziehe 
durch  jeden  Punkt  (x,  y)  eine  Gerade,  deren  Richtungskoeffizient 
gleich  y   ist.     Denken  wir  uns  einen  beweglichen  Punkt  Jf ,  der  von 
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einer  willkürlichen  Lage  Mq  aasgehend  längs  der  durch  Mq  gesogenen 
Geraden  unendlich  wenig  fortrückt^  bis  zu  M^^  dann  Ton  M^   längs 
der  durch  M^  gezogenen  Geraden  bis  M^  u.  s.  f.  in  infinitum,  so  wird 
offenbar  längs  der  ganzen  von  M  beschriebenen  Kurve  die  vorgelegte 
Gleichung   erfüllt   sein.     Wählt   man   außerhalb    dieser   Kurve   einen 
andern  Anfangspunkt^  so  gelangt  man  zur  Konstruktion  einer  zweiten 
analogen  Kurve  und  erhält,   wenn   man  immer  von  neuen   Punkten 
ausgeht,   unendlich   viele   solche  Kurven,   die  zusammen  eine   Schar 
F(x,yya)  ==  0  bilden.     Diese  Gleichung,  die  unendlich  viele   Funk- 
tionen y   definiert,   welche  der  vorgelegten  Differentialgleichung  ge 
nügen,  heißt  das  allgemeine  Integral  derselben  und  schließt  unendlich 
viele  pa/ttiktdäre  Integrale  ein,  die   den   einzelnen  Werten  der   Kon- 
stanten a  entsprechen.    Durch  die  Differentialgleichung  f{Xy  y,  yO  ^  ^ 
werden   also   nur  die  Punkte  der  Ebene  zu  einer  einfachen   Unend- 
lichkeit von  Kurven  zusammengeordnet,  es  wird  aber   eigenÜidi 
nicht  y  9kn  X  gebunden,  weil  die  in  dem  allgemeinen  Integral  auf- 
tretende Integrationskonstante  f&r  jeden  Wert  von  x  auch  den  Wert 
von  y  beliebig  festzusetzen  erlaubt.     Will  man  folglich  mittels  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine  Funktion  y  definieren,  so 
muß  man  außerdem  noch  die  Bedingung  aufstellen,  daß  für  einen  ge- 
gebenen  Wert   von    x    die   Punktion    einen    vorgeschriebenen    Wert 
haben  soll.     Mit  andern  Worten,    wenn  x^   und   y^   beliebig    ge- 
geben sind,  so  existiert  eine  Funktion  y  von  x,  welche    der 
gegebenen  Gleichung  f(x,  y,  y')  ^  0  genügt  und  für  x  =  x^  den 
Wert  y^^yo  annimmt.     Für  die  Gültigkeit  dieses  Satzes   sind  ge- 
wisse Einschränkungen  unerläßlich,  welche  aus  den  obigen  Betrach- 
tungen  nicht   ersichtlich   sind.      Diese   Betrachtungen    erlauben    uns 
zwar,  uns  von  der  Existenz,  der  Form  und  der  geometrischen    Be- 
deutung  des   allgemeinen  Integralif  Rechenschaft   zu   geben,    können 
uns  aber  in  keiner  Weise  von   einem  strengen   analytischen   Beweis 
dispensieren^).     Wir  wollen  uns  hier  darauf  beschränken,   die    Auf- 
merksamkeit auf  die  Einzigkeit  des  allgemeinen  Integrals  zu  lenken, 
d.  h.  auf  die  Unmöglichkeit  der  Existenz   zweier   voneinander   unab- 
hängiger Funktionen  u(x,y),  v(x,y),  die  gleich  willkürlichen  Kon- 
stanten gesetzt  das  allgemeine  Integral  einer  und  derselben  Differential- 
gleichung darstellen.     In  der  Tat  ist 'wegen  der  Gleichheit  der  Werte 
von  y,  die  sich  aus  den  Relationen  u^Gonst.  und  v^Const.  er- 
geben, erforderlich,  daß  man   07--T  =  0   hat,    und   es   muß   folglich 

1)  Man  ziehe  hierüber  zu  Rate  das  „Lehrbuch  der  Analyms'*  (p.  500)  ▼on 
Lipschitz,  den  „Trait^  d'Aualyse*^  (t.  11,  p.  292)  yon  Picard,  eine  Note  von 
Peano  in  den  „Atti  delF  Accademia  di  Torino*'  (1885 — 86,  p.  677),  zwei  Noten 
von  Arzelä  in  den  „Memorie  dell'  Accademia  di  Bologna'^  (1896,  p.  267;  1896, 
p.  181).  Peano  verdankt  man  einen  Beweis  der  Existenz  des  Integrals  unter 
der  einen  Bedingung,  die  am  Anfang  des  Paragraphen  angegeben  worden  ist. 
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(§  579)  zwischen  u  und  v  eine  Abhängigkeit  bestehen,  sodaß  v  oder  u 
gleich  einer  Eonstanten  setzen  dasselbe  ist. 

783.  Singnläres  Integral.  Das  allgemeine  Integral  F{x,yja)^0 
der  Gleichung  f{Xy  y^yf)  ^0  genügt  dieser  Gleichung  auch  dann  noch, 
Mrenn  a  nicht  als  eine  Eonstante,  sondern  als  eine  Funktion  von  x 
und  y  betrachtet  wird,  die  implicite  durch  FJ(Xy  y,  a)  =  0  definiert 
ist;  denn  (vgl.  §  621)  der  unter  dieser  zweiten  Voraussetzung  ge- 
wonnene Wert  von  y  ist  derselbe  wie  der  Wert,  den  man  unter  Vor- 
aussetzung eines  konstanten  a  erhalten  würde.  Singtdäres  Integral 
heißt  gerade  das  Integral,  welches  sich  durch  Elimination  von  a  aus 
den  Gleichungen  2^=0  und  FJ^O  ergibt.  Geometrisch  läßt  sich 
dies  in  folgender  Weise  ausdrücken:  Eine  gegebene  Differential- 
gleichung wird  nicht  nur  von  den  unendlich  vielen  Eurven  befriedigt, 
die  durch  das  allgemeine  Integral  dargestellt  werden,  sondern  auch 
von  der  Enveloppe  dieser  Eurven,  die  durch  das  singulare  Integral 
dargestellt  wird.  Deswegen  pflegt  man  zu  sagen,  daß  das  singu- 
lare Integral  die  Enveloppe  der  unendlich  vielen  partiku- 
lären Integrale  ist.  Dank  der  Existenz  des  singulären  Integrals 
ist  ein  Punkt,  der  sich  in  stetiger  Weise  derart  bewegt,  daß  er  be- 
standig einer  gegebenen  Differentialgleichung  genügt,  deswegen  nicht 
gezwungen  auf  einer  partikulären  Eurve  zu  bleiben,  sondern  kann 
auch,  indem  er  einen  passenden  Bogen  der  Enveloppe  durchläuft, 
auf  jede  andere  partikuläre  Eurve  übergehen^). 

784.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  man  das  singulare  Integral  er- 
halten kann  ohne  eine  Integration  auszuführen.  Wenn  die  linke  Seite 
der  betrachteten  Differentialgleichung  f==0  eine  stetige  Funktion  mit 
stetigen  ersten  Derivierten  ist,  so  ergibt  sich  das  singulare  In- 
tegral durch  Elimination  von  y    aus   den  Gleichungen  f=0, 

^--  =  0.     Fixieren    wir  in  der  Tat   eine  unter  den  unendlich   vielen 

^y 

Kurven,  die  durch  das  allgemeine  Integral  dargestellt  werden,  und 
nehmen  wir  an,  daß  sie  in  ^  die  Eurve  berührt,  die  durch  das  sin- 
gulare Integral  dargestellt  wird.  Betrachten  wir  eine  zweite  parti- 
kuläre Eurve,  die  zu  der  ersten  unendlich  benachbart  ist,  und  sei  Ä' 
der  zu  A  unendlich  benachbarte  Punkt,  in  welchem  sie  die  singulare 
Kurve  berührt.  Es  ist  klar,  daß  die  beiden  partikulären  Eurven 
einen  Punkt  M  gemein  haben,  der  zu  Ä  unendlich  benachbart  ist, 
dessen  Eoordinaten  |  und  rj  folglich  nach  den  Eoordinaten  x  und  y 

1)  Diese  Bemerkung,  die  so  einfach  ist,  daß  sie  überflüssig  scheinen 
könnte,  ist  mit  großem  Geschick  von  Bonssinesq  verwertet  worden  für  die 
„Conciliation  du  v^ritable  d^terminisme  m^canique  avec  Tezistence  de  la  vie  et 
de  la  libert^  morale**  (Paris,  Gauthier-Villars ,  1878).  Siehe  auch  die  Studie 
desselben  Autors  „sur  divers  points  de  la  philosophie  des  sciences^*,  p.  82. 
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von  Ä  konvergieren  y  wenn  A'  mit  Ä  znsammenznf allen  strebt  Im 
Punkte  M  seien  nun  rj'  und  17'+  A  die  Richtongskoeffizienten  der 
beiden  sich  dort  treffenden  partikulären  Kurven.  Es  ist  klar,  daB 
beim  Eonvergieren  von  Ä'  nach  Ä  die  Tangenten  dieser  Kurven  in  M 
mit  der  Tangente  der  singulären  Kurve  in  A  zusammenzufalleii 
streben.  Man  wird  also  haben  lim  )^  =  x,  lim  rj  ^  y  und  gleichzeitig 
lim  rj'  =  y',  lim  A  =  0.  Da  JJf  zwei  Kurven  angehört,  die  der  vor- 
gelegten Differentialgleichung  genügen,  so  muß  man  haben  fiifVyV')'^^* 
/*(!,  iy,  V+ Ä)  =  0;  und  die  zweite  Gleichung  wird,  wenn  man  darin 
die  Potenzen  von  h  von  der  zweiten  an  aufwärts  vernachlässigt 
fy'iiyVy  v)  =  0.     In  der  Grenze  ist  also  f(x,  y,  y)  =  0,  /*^(a;,y,  y')  =  0. 

786.  Was  die  Integration  der  Differentialgleichungen  anbetrifft 
so  gibt  es  keine  Methode,  die  auf  alle  Gleichungen  anwendbar  ist 
und  wir  müssen  uns  hier  darauf  beschränken,  einige  wenige  Fälle  anzu- 
geben, in  denen  man  durch  spezielle  Verfahrungsweisen  zur  Kenntnis 
des  allgemeinen  Integrals  gelangt. 

a)  Wenn  man  aus  der  vorgelegten  Gleichung  einen  der  m^- 
liehen  Ausdrücke  von  y  entnimmt  und  dy/dx  für  y  einsetzt,  so  wird 
man  dazu  geführt,  eine  Gleichung  von  der  Form  udx  +  vdy  ^^  0  zu 
integrieren,  wo  u  und  v  Funktionen  von  x,  y  sind.     Die  Integration 

läßt  sich  ohnp  weiteres  ausführen    (fudx+fvdy=  Const.),  wenn 

u  eine  Funktion  von  x  allein  und  v  eine  Funktion  von  y  allein  ist 
Alsdann  sagt  man,  die  Veiünderlichen  seien  separiert.  Die  Sepa- 
ration der  Veränderlichen  ULßt  sich  immer  erreichen,  wenn  u  and  r 
Produkte  von  Funktionen  von  x  allein  mit  Funktionen  von  y  allein 
sind.  Man  braucht  nämlich  nur  die  Gleichung  durch  die  Funktion 
von  y,  die  in  u  enthalten  ist,  und  durch  die  Funktion  von  Xy  die  in  v 
enthalten  ist,  zu  dividieren. 

b)  Es  gelingt  immer  die  Veränderlichen  zu  separieren,  wenn  u 
und  V  homogene  Funktionen  von  demselben  Grade  sind.  Setzt  man 
in  der  Tat  y  =  tXy  sodaß  M«a:"qp(^)^  V'=af^i}(t)  ist,  so  verwandelt 
sich  die  Gleichung  in 

q)(t)dx  +  tlf(t)(tdx  +  xdt)^0. 

Dividiert  man  also  durch  x  und  durch  (p  +  tilf  und  integriert,  so  er- 
hält man 


logrc  +   I    ,r! \\  ,7r\  =  Const. 


c)  Sehr  einfach  ist  die  Integration  der  Gleichung  /*(aJ,y,yO"^^» 
sobald  in  ihr  x  oder  y  fehlt.  Wir  nehmen  an,  daß  man  die  Gleichung 
nach  y   nicht  auflösen  kann  oder  will;  sonst  würde  man  aus  y'=^g>(x^ 

oder   y'=9>(y)    sofort   entnehmen    y^f(p(x)dx    oder    x  ==^  I     {)  ' 
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Dagegen  setzen  wir  vorans^  daß  man  die  vorgelegte  Gleichong  nach  x 
oder  nach  y  auflösen  kann.     Hat  man  z.  B.  rr  =>  9(^0  nnd  setzt  y^  t, 

so  findet  man  y  ^  Jtdx^Jttp\()dt,  Die  Elimination  von  ^  zwischen 
X  ^  fp{C)^  y  ^tq>{{)  —Jfp{ß)dt  liefert  die  gesuchte  Gleichung  in  x 
und  y.     Ebenso  leitet  man  aus  y  =»  ^{y),  wenn  man  y'^  t  setzt^  ab 

d)  Die  Gleichungen  zweiter  Ordnung,  in  welchen  x  oder  y  fehlt, 
sind  leicht  auf  Gleichungen  erster  Ordnung  reduzierbar.  Wenn 
nämlich  y  fehlt,  so  kann  man  y  als  die  unbekannte  Funktion  be- 
trachten, und  die  Gleichung  ist  dann  yon  erster  Ordnung,  sodaß  die 
Integration,  wenn  wir  sie  als  möglich  voraussetzen,  zu  einer  Gleichung 
F{xy  y\  a)  »  0  fElhrt.  Integriert  man  jetzt  noch  einmal,  so  gelangt 
man  zu  der  gesuchten  Relation  zwischen  x  und  y.  Dieselbe  enthält 
zwei  willkürliche  Eonstanten  a  und  6.  Wenn  in  der  gegebenen 
Differentialgleichung  x  fehlt,  so  braucht  man  nur  y  als  unabhängige 
Yeränderliche  anzunehmen,  y  als  unbekannte  Funktion  zu  betrachten 
und  gleichzeitig  zu  bemerken,  daß  y"=  dy/dx  =  ydy'jdy  ist.  Man 
erhält  dann  eine  Gleichung  erster  Ordnung,  die  integriert  F{y,y\a)^0 
liefert,  u.  s.  w. 

e)  Wenn  der  Ausdruck  von  y\  den  man  aus  einer  Differential- 
gleichimg  erster  Ordnung  gewinnt,  in  y  vom  ersten  Grade  ist,  so 
heißt  die  Gleichung  linear y  und  die  Integration  ist  immer  möglich. 
Setzt  man  in  der  Tat  y  =^  uVy  so  verwandelt  sich  die  Gleichung 
y  +  y 9 (^) "=  f{p)  iiJi  «*'t7  +  (t?'+  v(p)u^f  und  reduziert  sich  auf  uv  =  f, 
wenn  man  für  v  eine  Funktion  wählt,  die  der  Bedingung  t?'+  vqp  =  0 
genügt.     Durch  Separation  der  Veränderlichen  und  Integration  findet 

—  f  otdx  .  ftp  d  X 

man  v^e  .     Also  ist  u  ^  fe  und  endlich 

-fffdX     C  fifdX 

y  «=  6  Iß        fdx. 

Es  sind  mithin,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  zwei  Quadraturen,  d.  h. 
zwei  einfache  Integrationen,  erforderlich,  um  das  allgemeine  Integral 
einer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  berechnen. 

f)  Die  Bernouillische  Differentialgleichung  y  +  y^>{x) 
=  tTfi^)  reduziert  sich  sofort  auf  die  vorige:  man  braucht  nur  alles 
durch  y"  zu  dividieren  und  y*"*»  als  unbekannte  Funktion  anzunehmen. 

g)  Interessant  ist  die  Clairautsche  Differentialgleichung 
y-xy+fW}  Durch  Derivation  erhält  man  [x  +  f  {jf')]  y' =- 0, 
Man  erhält  mithin  successiv  y"=  0,  y  ^a,  y  ^  ax  +  f(a) :  dies  ist 
das  allgemeine  Integral.  Wenn  nicht  y '»  0  ist,  so  muß  man  haben 
^  +  /^'(yO  "*  0;  eliminiert  man  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  vor- 
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gelegten  y^  so  findet  man  das  singulare  Integral;  und  der  Weg,  auf 
dem  wir  es  erhalten  haben,  ist  gerade  der  in  §  784  angegebene. 

h)  Die  Gleichung  y  ^  x^>{\f)  ■\- ^{\f)  läßt  sich,  wenn  sie  keine 
Clairautsche  Gleichung  ist,  auf  eine  lineare  Gleichung  reduzieren; 
denn  man  leitet  aus  ihr  durch  Derivation  ab 

Führt  man  die  Integration  aus,  indem  man  x  als  unbekannte  Funktion 
der  unabhängigen  Veränderlichen  y'  betrachtet,  so  ergibt  sich  eine 
Relation  von  der  Form  F(x,  y\  a)  =*  0,  und  die  Elimination  you  y 
zwischen  dieser  Gleichung  und  der  vorgelegten  fahrt  zu  dem  ge- 
suchten allgemeinen  Integral.  Allgemeiner  erhält  man,  so  oft  eine 
Differentialgleichung  sich  auf  die  Form  y  =  f{x,  y)  bringen  läßt,  durch 
Derivation 

Wenn  man  diese  Gleichung  erster  Ordnung  (in  Bezug  auf  die  un- 
bekannte Funktion  y')  integrieren  kann,  so  fuhrt  die  Elimination  von 
y  zwischen  ihrem  allgemeinen  Integral  F{x,  y\  a)  =  0  und  der  vor- 
gelegten Gleichung  zu  der  gesuchten  Relation  zwischen  x  und  y. 
i)  Ist  der  Ausdruck  von  y',  den  man  aus  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  gewinnt,  in  y  vom  zweiten  Grade,  so 
läßt  sich  die  Integration  nur  in  ganz  speziellen  Fallen  ausführen,  mit 
denen  wir  uns  im  folgenden  Paragraphen  beschäftigen  werden.  Für 
jetzt  beschränken  wir  uns  darauf,  einige  bemerkenswerte  Eigenschafken 
derartiger  Gleichungen  anzugeben.    Diese  Gleichungen  haben  die  Form 

y'=y^q>(x)+yx(x)  +  il;(x) 

und  heißen  Riccatische  Gleichungen.  Wenn  man  auf  irgend  eine 
Weise  zur  Kenntnis  eines  partikulären  Integrals  u  gelangt,  so  ist  die 
Integration  mittelst  zweier  Quadraturen  möglich.  Setzt  man  nämlich 
y  =  u—  1/z,  so  nimmt  die  Gleichung  die  lineare  Form  an 

und  das  allgemeine  Integral  ist  daher 

(1)  y  =  M  -         * 


ßf'""<'^''"'\äx 


Kennt  man  zwei  partikuläre  Integrale,  so  reduziert  sich  die  Integration 
auf  eine  Quadratur.  Wenn  man  in  der  Tat  von  der  vorgelegten 
Gleichung  die  Identitöten 

subtrahiert,  so  erhält  man  die  Gleichungen 
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—  \og{y-u)  =  {y  +  u)ip  +  X,     5^1og(y-v)  =  {y  +  v)tp  +  %. 
Subtrahiert  man  diese  voneinander  und  integriert,  so  ergibt  sich 

\  )  y  —  v 

Kennt  man  femer  drei  partikuläre  Integrale,  so  läßt  sich  die  Inte- 
gration ohne  Quadraturen  ausfahren;  denn  aus  der  vorigen  Relation 

leitet  man  sofort  ab 

y — u    W  —  u      ^        . 

: =  Const. 

y  —  t;    w  —  t; 

Also  ist  das  Doppelverhältnis  von  vier  beliebigen  partiku- 
lären Integralen  der  Riccatischen  Gleichung  konstant.  Wir 
wollen  schließlich  noch  auf  die  äußerst  einfache  Form  hinweisen,  auf 
die  sich  eine  Riccatische  Gleichung  immer  reduzieren  läßt,  indem  man 

als  unbekannte  Funktion  bezw.  als  unabhängige  Veränderliche  wählt. 
Man  hat 

d£  ^  __  ^  —  yx  ^  _  y*y  +  -»/^  ^__  gt  _  l_^-^fxdx 

6  9>  6  ff 

und  die  Gleichung  transformiert  sich  daher  in 

786.    Beispiele,     a)  um  die  Gleichungen 

(3x^-y^ydx—{x^  —  3y^xdy='0,     {x^—3y^)xdx  +  (3x^-y^ydy^0 

zu  integrieren,  genügt  es  (§  785,  b)  y  =  tx  zu  setzen  und  dadurch  die 
Gleichungen  in 

dx  _  (1  —  St*)dt  ^  dx       {S  —  t*)tdt  __ 

zu  transformieren.     Durch  Integration  ergibt  sich  daraus 

d.  h.    x*  -|-  y*  =  oy2xy,  a:*  +  y*  =  a Yx^  —  y'  oder  in   Polarkoordinaten 

r  =  aYsm  2d,  r  =  aj/cos  2  6.  Die  Integrale  der  ersten  und  der  zweiten 
Differentialgleichung  stellen  also  (§  589,  m)  die  unendlich  vielen  Lemnis- 
katen  dar,  die  im  Pol  von  den  Achsen  bezw.  den  Winkelhalbierenden 
der  Achsen  berührt  werden.  Man  bemerke,  daß  zwei  beliebige  Lemnis- 
katen,  die  aus  den  beiden  Scharen  herausgegriffen  sind,  sich  außerhalb  des 
Pols  rechtwinklig  schneiden.  Es  ist  femer  leicht  zu  verifizieren,  daß  die 
beiden  Differentialgleichungen  eine  gemeinsame  Eigenschaft  der  Tangente 
und  der  Normale   ausdrücken,  nämlich   die  Eigenschaft  mit  dem  Radius- 
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Vektor  einen  Winkel  zu  bilden,  der  doppelt  so  groß  ist  als  die  Neigung 
dieses  Badius  gegen  eine  feste  Gerade.  Diese  Gerade  ist  eine  Tangente 
im  Pol  oder  die  normale  Symmetrieaclise,  je  nachdem  es  sich  um  die 
Tangente  oder  die  Normale  handelt.  Wenn  man  dieses  Problem  in  eine 
Gleichung  bringt,  indem  man  von  Polarkoordinaten  Gebrauch  macht,  so 
erhält  man  sofort  r'— rcot2ö,  /=«  — rtg2ö,  und  die  Integration  wird 
sehr  leicht. 

b)  Um  (ax  +  by  +  c)  dx  -\-  (ax  +  Vy  +  c')  dy  =  0  zu  integrieren, 
können  wir  als  neue  Veränderliche  ^  =  ax  -\-  hy  -\-  c,  ?j  «  a'x  -\-  Vy  -\-  c 
wählen,  wenn  nicht  al)=^ba  ist,  in  welchem  Falle  zwischen  £  und  f\ 
eine  Relation  bestehen  würde.     Die  Gleichimg  wird 

(6'|  -  an) dl  -  (6 J  -ari)dfi^O, 

und  um  sie  zu  integrieren  braucht  man  nur  17  =»  ^^  zu  setzen  u.  s.  w.  Ist 
femer  ah'^^^ha  und  gleichzeitig  ac  =  ca\  so  gibt  die  Gleichung,  nach- 
dem man  sie  von  dem  Faktor  ax-\-hy-\-c  befreit  hat,  aa:  +  öV  =  Const 

Dagegen  kann  man  für  ac^ca   schreiben 

{ax  +  hy)  d  {ax  +  a'y)  +  ad  {ex  +  cy)  =  0, 

sodaß  sich,  wenn  man  §  =  aa:  +  a'y,  ri  ==^  ex  -^  cy  als  neue  Veränder- 
liche wählt,  eine  Gleichung  von  der  Form  (aS  +  l5i?)^S  +  »^i?^0  er- 
gibt. Um  die  Veränderlichen  zu  separieren,  braucht  man  nur  e=^a^-{- ßn 
statt  ri  einzufahren:  man  erhält  dann  {ßz  —  aajd^  +  ade  =  0  u.  s.  w. 

c)  Die  Gleichung  y  sia  x  -{-  y' cos  x  ^^  1  ist  linear,  und  es  genagt  da- 
her, um  sie  zu  integrieren  (§  785,  e),  zuerst  eine  Funktion  v  za  be- 
stinunen,  die  der  Gleichung  t^sinrc  -{-  t;'cos2;  =»  0  genügt,  dann  y  ^^  uv  zu. 
setzen  und  alle  Funktionen  u  zu  bestimmen,  die  der  Gleichimg  vuco3i^==  1 
genügen.  Auf  solche  Weise  erhält  man  successiv  t;  »  coso;,  u  =  tgrr-|-  a, 
y  =  sin  a;  +  a  cos  a?. 

d)  Ist  die  Gleichung  {y  —  iry)oosy'=  1  —  a?siny'  zu  integrieren,  ao 
löst  man  sie,  um  sie  dann  zu  derivieren  (§  785,  h),  nach  y  auf: 

y  ='a?(y'— tgyO  +  »«cy»      xsiny+j^cosy^  1. 

Behandelt  man  jetzt  x  als  unbekannte  Fimktion  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen y\    so    findet  man  x  ^^  mty  '\-  a cos y    und  leitet  daraus   ab 

(1  +  a^)smy' ^  X  ±  aYl  +  a^  —  x\  (l  +a*)cosy  —  ax  qz  Yl+a*  —  ?. 
Setzt  man  diese  Besultate  in  die  vorgelegte  Differentialgleickung  ein,  so 
gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Integral 


,  ,     a±xyi  +  a*  —  x*   ,    i/r-j — i i       ^ 

y +  a?arctg     -^     ^  __^, ±  yi  +a*-x*=-0. 

e)  In  analoger  Weise  läßt  sich  die  Gleichung  y  =  xy  +  ic*/*(y'}  inte- 
grieren, welche  sich  durch  Derivation  in 

dx       xriy')       _\ 
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transformiert,  woraus  sich,  wenn  man    q)(rr)—   i setzt, 

ergibt.      Eliminiert    man    zwischen    dieser    Relation    und    der    vorgelegten 
Gleichung  y\  so  gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Integral. 

f)  Um  (a*  —  a:*)  dy^  +  2xydxdy  +  {b^  —  y^)  dx^  =  0  zu  integrieren, 
löse  man  die  Gleichung  nach  y  auf  und  bemerke,  daß   die  so  erhaltene 

Gleichung  y  =  xy  ±  Va^y^  +  &*  eine  Clairautsche  ist  (§  785,  g).     Also 

Ifißt  die  vorgelegte  Gleichung  das  allgemeine  Integral  y  =  ca? ± "|/a^?-j-P 

oder  c\a^ — J»*)  +  2cxy + (&* — y *) = 0  zu  und  das  singulare  Integral  -y + 1^  ==  1 , 

g)  Bei  der  Gleichung  y*H — j  +  2y'=0  ist  sofort  das  partikuläre 

Integral  y  =  1/x  ersichtlich,  und  es  genügt  daher  in  Formel  (l)  u=^l/x, 
9)  =  —  1/2;  x=^  0  zu  setzen,  um  das  allgemeine  Integral  zu  finden 

+  -r-  log  a?  =  Const. 


1  —  xy   *    2 

Ein    wenig    allgemeiner    findet    man,    wenn    man    der    Gleichung   y^  -\ — ^ 

+  2Äy=0    durch   y^mjx   zu    genügen   sucht,    daß   m   die   Gleichung 
wi*  —  2Ä;m+i'=0  erfüllen  muß,  und   man   erhält  auf  diese  Weise  für 

k^^l  die  beiden  partikulären  Integrale 

a;  '  a;  ' 

darauf  liefert  uns  die  Formel  (2)  das  allgemeine  Integral 


xy  =  k  +  Yk'-l  - 


—  a 


x    ^     +a 
Für  A;^  <  1  ist  es  zweckmäßig,  dasselbe   auf  folgende  Form  zu  bringen: 

:cy^k^Yr^Hg(a  +  ^^-^^\ogx). 

Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man  (vgl.  §  725,  d)  mit  Hilfe   der  Sub- 
stitution xy  =^  0,  welche  die  Separation  der  Veränderlichen  ermöglicht: 

dx   .         2kdz        ^ 

~x'  """  z^~'-2kz+l  "" 

h)  Betrachten  wir  allgemeiner  eine  Riccatische  Gleichung,  die  bereits 
auf  die  Form  y  +  ay*  =  f(x)  reduziert  ist  (§  785,  i).  Wir  wollen  un- 
endlich viele  Fälle  angeben,  in  welchen  die  Gleichung  sich  in  algebraisch- 
logarithmischer  Form  integrieren  läßt  Diese  Fälle  beziehen  sich  alle  auf 
die  Annahme,  daß  f(x)  zu  einer  Potenz  von  x  proportional  ist:  es  sei 
f(x)  =  6a5".     Setzt  man  y  ^'ue  -\-  v,  so  wird  die  Gleichung 

uz  +  (/  +  av^  +  {u+2auv)z  +  au^z^  =  haf" 
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und  reduziert  sich  einfach  auf  e'  4-  aue^  =^  h  — ,  wenn  man  für  u  und  r 

zwei  Funktionen  wählt,  die  den  Bedingungen  t;'  +  at;*  =  0,  u  -{-2aut  =  (} 
genügen.     Dies  gelingt,  indem  man  v  =  1/ax  und  dann  u  =  1/x*  nimmt 

Die   Gleichung    transformiert    sich    auf  diese  Weise    in  Z+a— 5  =  fciC*'*"* 

und  reduziert  sich  auf  die  ursprüngliche  Form,  wenn  man  z  =  ^iMi- 
X  =»  Xj^  setzt.     Man  erhält  in  der  Tat 

und  braucht  nur  v  =«  l/(w  +  3)  zu  nehmen,  damit  sich  die  Gleichung 
wirklich   auf  die   ursprüngliche  Form  reduziert,   d.h.  ^^  +  €ty^yj^  =  b^x^^ 

wird,  wo  ai  =  fe/(w  +  3),  fti  =  a/(«  +  3),  Wj  =  —  (n  +  4)/(«  +  31 
Denken  wir  uns  jetzt,  daß  die  bereits  angewandte  Substitution  mehret: 
Male  nacheinander  angewandt  wird.  Man  gelangt  auf  solche  Weise  eq 
einer  Beihe  Riccatischer  Gleichungen,  in  welcher  auf  n  die  Exponenten 
n^,  «lg,  ^3,  .  .  .  folgen,  die  durch  die  Relationen 

bestinmit  sind,  wobei  n^  =^  n  ist.  Addiert  man  auf  beiden  Seiten  2,  so 
erhält  man 

Verwandelt  man  i  in  i  —  l,i  —  2,  ...,  2,  1,0  und  sununiert,  so  kommt 

1  ,1 


fi,-|-2  '    n+2 

Da  die  Veränderlichen  sich  in  der  vorgelegten  Gleichung  unmittelbar  sepa- 
rieren, wenn  ti  =  0  ist,  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Gleich ang 
integrabel  ist,  sobald  in  der  Reihe  94,  n^,  n^^  .  .  .  ein  verschwin- 
dendes Glied  vorkommt.     Sie  ist  also  integrabel,  wenn  man  hat 

Eigentlich  ist  es   nötig,   daß  n/(2n  -f*  4)   g&iiz  und  positiv  ist;  aber  im 

Falle   einer  negativen  ganzen  Zahl  hilft  man  sich  dadurch,   daß  man  ic 

1 

der    gegebenen    Gleichung    direkt    die    Substitution    y  =  1  /y^ ,    x  =  x^*  *  * 

d  1/ 
macht.     In  der  Tat  geht  die  Gleichung  dann  über  in  j^  +  Oi^i^^  ^^*' 

wo  Ol  =  h/{n  -f  1),  &i  =  a/(n  +  1),  Wj  ==  —  n/{n  +  1)  ist,  sodaB  man 
hat  Wi/(2«i  -J-  4)  =  —  n/(2n  +  4).  Wenn  endlich  die  ganze  Zahl  nicht 
endlich  ist;  so  würden  unendlich  viele  Transformationen  nötig  sein;  aber 
dieser  Fall,  der  der  Annahme  n  =  —  2  entspricht,  ist  bereits  auf  anderem 
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Wege  behandelt  worden.  Die  Gleichung  y'+ay*  =  5af  ist  also,  um  zu- 
sammenzufassen, integrabel  fOr 

4""'     3»    5»    7>    9»-M    2'**'    9»    7»    6'    8' 

i)    Die    Gleichung    zweiter    Ordnung   ^  =/*(«)    läßt    sich    immer 
(§  785,  d)  behandeln,  wie  eine  Gleichung  erster  Ordnimg,  indem  man  y' 

als  unbekannte  Funktion  betrachtet;  ^^Jf{x)dx  mit  einer  willkürlichen 

Konstanten    a,    die    in    dem    Integral    enthalten    ist.      Femer    hat   man 

y  ^  Jydx  =  xy'  —  jxdy\   d.  h.  y  =  xjf(x)dx  —  Jxf(x)dx  mit  einer 

zweiten  willkürlichen  Eonstanten  &,  die  in  dem  zweiten  Integral  enthalten 
ist,  sodaß  der  willkürliche  Teil  yon  y,  wie  vorauszusehen  war,  ax  +  b 
ist.  Auch  die  Gleichung  ^' «  f(ii)  reduziert  sich  sofort  auf  eine  von  erster 
Ordnung  (§  785,  d),  indem  mian  y'dy  für  y"dy  schreibt,  sodaß  man 
successiv  erhält 


U'-ßm>,  «-/^ 


y2ff(y)dy 

Hierin  sind  zwei  willkürliche  Konstanten  enthalten,  die  durch  die  successiven 
Integrationen  hineinkommen. 

j)  Um  y"cosy  +  ^^siny  =  y'  zu  integrieren,  multipliziere  man  das 
Ganze  mit  dy  und  ersetze  y'dy  durch  ydi/.  Aiif  diese  Weise  erhält  man 
nach  Befreiung  der  Gleichung  von  dem  trivialen  Integral  ^  »  Const.  die 
Gleichung  erster  Ordnung 

^cosy  +  y'siny«!, 

welche,  wie  wir  gesehen  haben,  das  allgemeine  Integral  y'»  sin  ^-f-tga  cos  j^ 
zuläßt     Mithin  ist 


X 


/dy  C  co^ccdy  ,  ,     .   y  +  oi 

-' rr- ^  I    '  /    I     N^g  +  cosglogtg^^--, 
Bmy  +  tgaoosy      J  Bm(y+a)  '  002» 


w^o  a  und  a  willkürliche  Eonstanten  sind. 

k)  In  ähnlicher  Weise  kann  man,  wenn  die  Gleichung  y\l  +  yy) 
=  y'(l  +  y'*)  gegeben  ist,  sie  sofort  auf  die  Form 

dy      i  +  yy" 
df/'"  i  +  y'* 

bringen  und  integrieren  (§  785,  e),  indem  man  y  als  unabhängige  Ver- 
änderliche betrachtet.  Man  kann  auch  damit  beginnen,  die  Gleichung  auf 
die  Form  zu  bringen 

(l+!/'^{dy^dy')^(l+yy^dy'--il+y'')dy'=(y-y')ydy\ 

um  daraus  successiv  abzuleiten 

femer 


^~ß+']nr^'äy 
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und  endlich  x^a  +  klog(y  +  Yy^+l  —  k^)  +  logG^-Ä>V+ 1 -**;• 
wo  a  und  k  willkürliche  Eonstiuiten  sind.  Inshesondere  ergibt  sich  für 
Ä  =  1 ,  wenn  man  vorher  a  =  —  log (l—k?)  setzt,  das  ganz  ein£Bkdifi  In- 
tegral y  =  yi  +  e*. 

1)  Die  Gleichung  yyy'  =■  y'*  +  y''*  reduziert  sich,  wenn  man  darin  ? 
als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet,  auf  eine  Clairantsdie  Gleidiimg 

y'  =  y  --^ —  (t^)  f  ^"^^  ^'^^^^  erh&lt  daher  das  allgemeine  Integral,  indeiL 

man  y' ^  ay  —  a*  integriert.  Es  ist  folglich  y  ^  a -{•  6c*',  wo  a  und  l 
willkürliche  Konstanten  sind;  aber  das  singulftre  Integral  4y' «»  y'  enthüll; 
uns  die  Existenz  unendlich  vieler  anderer  Integrale  (a  — a;)y=»4,  die  nicht 
in  dem  allgemeinen  Integral  enthalten  sind. 

m)  um  schließlich  zu  sehen,  wie  die  Anwendung  der  Differential- 
gleichungen zur  Aufdeckung  bemerkenswerter  Eigenschafken  der  Foiürtionei} 
führen  kann,  betrachte  man  die  Differentialgleichung 

welche  offenbar  das  allgemeine  Integral 

(4)  F{k,  q>)  +  F(k,  r\;)  =  Const. 

zuläßt,  und  versuche  auf  anderem  Wege  zur  Kenntnis  dieses  Integrals  n 
gelangen.  In  Bezug  auf  die  unabhängige  Veränderliche  x  =  F(k^tp)  habec 
die  Funktionen  t<  »  sin  9,  t;  >^  sint|;  offenbar  die  Derivierten 


u'  =  cos  9  •  ]/l  —  Ä*  sin*  q>j      t?'  =  —  cos  t/;  •  |/l  —  Ä*8in*i^ 
und  genügen  daher  beide  den  folgenden  Relationen: 

y'*=  (1  -y*)(i -*V),    y"=  - (1  +Ä*)y  +  aJ^V- 

Daraus  folgt 

vW^  -  u^v'^ («»-O  (1  -*Vt;*), 

Mithin  ist 


Consi 


Die  letzte  Belation  wird,  wenn  man  u,  t;,  u\  v'  durch  ihre  Ausdrücke  in 
fp  und  ^  ersetzt, 

^  X        Bin  <p  cos  ^  •  yi  —  Ä^ain*^  +  sin  ip  cos  9  •  "j/l  —  Ä;*  sin*  9>       p        ^ 

(O) r =-= — ;     5f- -; — 1 "^  L/OnSb. 

^  ^  1  —  ä'  8m'9  Bm'tp 

Dies  ist  nur  eine  andere  Form  des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  (3\ 
Wenn  man  daher  mit  sintf  die  Funktion  von  <p  und  ^  bezeichnet,  die 
auf  der  linken  Seite  von  (5)  steht,  so  erlaubt  diie  am  Schlüsse  von  §782 
gemachte  Bemerkung  zu  behaupten,  daß  die  linke  Seite  von  (4)  sich  auf 
die  Form  f(c)  muß  bringen  lassen.  Da  sich  nun  für  ip  =  0  auf  Gnmd 
von  (5)  6  auf  9  reduziert,  so  ist  F(k^  tp)  =  fifp)*  Mithin  gilt  folgender 
Satz:  Wenn  man  hat 
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so  ist  ö  mit  9  und  if;  durch  die  Relation  verbunden 

(l  — A;*8in*9)  sin*i(;)  sintf  =  sing)  cos  t/;)/!  —äj*  sin*  i/;  +  8int(;cosg)]/l  —  Ä*sin*9?. 

IDies  ist  das  wichtige,  von  Euler  entdeckte,  Additionstheorem  der 
elliptischen  Integrale  erster  Qattung^).  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß 
die  letzte  Belation  sich  auch  auf  die  folgenden  Fönten  bringen  läßt: 


cos  ö  =  cos  9)  cos  if;  —  sin  9  sin  tj;  )/l  —  k^  sin*  (S , 
tg  y  yi  —  fc*  sin*  ^  -f  tg  -0  |/l  —  fc*  sin*  qp 


tga 


l  —  tgtptg^  /(i  —  k*  sin*  <p)  (1  —  *«  sin*  f) 


Insbesondere  findet  man  für  Ä;  =  0  die  trigonometrischen  Formeln  wieder, 
-welche  die  Werte  von  sin(9)  +  tf;),  cos(g?  +  i(;),  tg(g)  +  T/;)  geben.  Noch 
sei  bemerkt,  daß  es  för  tf  =»  ^tt,  wenn  man  9)  «» i|;  setzt,  gelingt,  die 
Amplitude  9  zu  bestimmen,   für  welche  F(kj(p)  gleich  ^F{k)  wird:  sie 

lautet  q>  «=  arccoty  1  —  Ä*.  Damit  ist  die  Lösung  einer  früher  gestellten 
Aufgabe  (§  777,  d)  ermöglicht. 


Oeometrlsohe  Anwendnngeii. 

787,  Ebene  Kurven,  a)  Wenn  man  die  Kurve  kennen  zu  lernen 
wünscht,  bei  welcher  der  von  einem  festen  Punkte  aus  gerechnete  Abschnitt, 
den  die  Tangente  auf  einer  Achse  bestimmt,  eine  vorgeschriebene  Funktion 
des  von  der  Tangente  und  der  Achse  eingeschlossenen  Winkels  ist,  so  er- 
hält man  eine  Clairautsche  Gleichung.  Die  gesuchte  Kurve  ist  ge- 
geben durch  das  singulare  Integral,  während  das  allgemeine  Integral 
den  Inbegriff  ihrer  Tangenten  darstellt.  Wünscht  man  z.  B.,  daß  der  auf 
der  o;- Achse  bestimmte  Abschnitt,  vom  Anfangspunkt  aus  gerechnet,  propor- 
tional zu  y  ist,  zu  welcher  Annahme  man  bei  der  Aufsuchung  der  Gegen- 
fußpunktkurve  (§627)  einer  Geraden  in  JBezug  auf  einen  Punkt  gefOhrt 
wird,  so  muß  man  die  Gleichung  y  =^  xy — ai/^  integrieren.  Daraus 
folgt  durch  Derivation,  daß  entweder  y'=^0  sein  muß,  also  y^^k  und  weiter 
y  =  kx  —  k^Qj  wodurch  die  Tangentenschar  der  Parabel  x^^^ay  dar- 
gestellt wird;  oder  daß  man  haben  muß  x  =  2a^',  folglich  x^  »  4t  ay.  In 
ähnlicher  Weise  findet  man,  wenn  ge&agt  wird,  bei  welcher  Kurve  die 
von  den  Achsen  auf  den  Tangenten  bestimmten  Strecken  alle  gleich  lang 

sind,  die  Differentialgleichung  y  =»  xy'  +  ay/Yl  +y'*,  xmd  es  wird  wieder 

genügen  (§  784)  ihr  singuläres  Integral  zu  bestinmien:  3r  +  y^  —  a  . 
Die  Elimination,  durch  welche  man  zu  dem  Resultate  gelangt,  unter- 
scheidet sich  im  Grunde  nicht  von  derjenigen,  welche  man  ausführen 
müßte  (§  620),  wenn  man  das  Problem  vom  Standpunkt  der  Enveloppen- 
theorie  betrachtet. 

b)  In  analoger  Weise  verfährt  man,  wenn  statt  der  Tangente  die 
Normale  betrachtet  wird,  in  welchem  Falle  die  zu  integrierende  Gleichung 


1)  Was  die  andern  Gattungen  anbetrifft,  so  vergleiche  man  Schlömilch, 
Comp,  der  hOh.  Analysis,  Bd.  2,  S.  339  ff. 

63' 
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die  Form  hat  x  +  yy  » fijf)'  ^'^^  lusjm  sie  sofort  nach  y  auflösen 
(vgl.  §  785,  h).  Übrigens  kann  man  auch  damit  anfangen,  daß  man  die 
Oleichimg    deriviert,    um    dann    zwischen    der    so    erhalteoien    Gleichung 

1  +  y*+ yy"*" /^(yOy'  ^"^^  ^®^  vorgelegten  y  zu  eliminieren.  Man  ge- 
langt auf  diese  Weise  zu  der  linearen  Gleichung 

,dx  __     X        }fny')-fisf) 

welche  man  zu  integrieren  weiB.  Ist  F(a?,  y',  a)  «  0  das  allgemeine  In- 
tegral, so  wird  es  genügen  zwischen  ihm  imd  der  vorgelegten  Gleidiung  y' 
zu  eliminieren,  um  das  gesuchte  allgemeine  Integral  zu  finden.  Will  man 
z.  B.  eine  Kurve  haben,  bei  der  die  von  den  Achsen  auf  den  Normalen  be- 
stimmten Strecken  alle  die  Lftnge  a  haben,  so  hat  man  die  Differential- 
gleichung X  +  y^  —  ay'/yi+y^  zu  integrieren  und  findet,  daß  das  all- 
gemeine Integral  durch  Elimination  von  ff  aus 

äff 


X 


i(i-*  +  rT7^).   y-^TÄ^«('  +  *"Mhr») 


2Vi+y"^  i  +  yv    "     2>/rF7 

hervorgeht.  Übrigens  braucht  man  nur  eine  Kurve  zu  kennen,  die  unserer 
Forderung  genügt,  um  sie  alle  zu  kennen;  und  wir  können  uns  deshalb 
darauf  beschränken,  z.  B.  X; «  }  zu  setzen.  Alsdann  werden  die  obigen 
Gleichungen 


X 


T{(i+yO'-(i-yO'}.y ^{(i+!0'+(i-y')'l 


8(1  H-y'')'  8(i  +  y'7 

und  man  leitet  daraus  durch  Elimination  von  ff  ab 


(«  +  y)*  +  (a!-y)*-(^)i 


Also  sind  die  gesuchten  Kurven  Parallelkurven  einer  Astroide,  die 
ihre  Scheitel  auf  den  Achsen  hai;  sie  sind  folglich  (§  626,  e),  wie  voraus- 
zusehen war,  die  unendlich  vielen  Evolventen  der  Astroide 

c)  Es  werde  eine  Kurve  gesucht  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  der 
von  einer  Achse  auf  der  Normale  bestimmte  Abschnitt,  vom  Inzidenz- 
punkte  aus  gerechnet,  eine  bestimmte  Funktion  des  von  einem  festen 
Punkte  aus  gerechneten  Abschnitts  ist,  den  die  Normale  auf  der  ge- 
nannten Achse  bestimmt    Man  kommt  auf  eine  Gleichimg  von  der  Form 

y^/l -f  y^=» /*(flj +  yy').  Durch  Derivation  erhalt  man  eine  Gleii^ung, 
die  sich  in 

(6)  l+y'*  +  yV'-0,     -^=^f{x  +  yy') 

yi + y  • 

spaltet.  Eliminiert  man  zwischen  der  letzten  Gleichung  und  der  roige- 
legten  y\  so  erhält  man  das  singulare  Integral,  welches  die  gesuchte  Eurre 
darstellt.  Dagegen  ergibt  sich  durch  Integration  der  ersten  der  Gleichungen 
(6)  X  +  yy  ^  a  imd,  wenn  man  den  Wert  von  y'  in  die  vorgelegte  Glei- 
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chung  eintragt,  (a?— a)*  +  y*  = /^(a).  Das  ist  die  Gleichung  einer  Schar 
von  Kreisen,  welche  die  bereits  erhaltene  Enrve  berühren. 

d)  Will  man  die  Kurve  haben,  bei  welcher  der  Krümmungsradius  in 
jedem  Punkte  sich  durch  eine  gegebene  Funktion  der  Abscisse  des  Punktes 

ausdrückt,  so  muß  man  die  Gleichung  (1  +  y^p  =»  y'fip)  integrieren. 
Hier   lassen   sich   die   Veränderlichen  sofort  separieren,  und  man    erhält 

y'l  j/l  +  y^  =   /  jF^  u.  s.  w.    Ist  z.  B.  f{ic)  =  a?l2x^  so  ergibt  sich  die 

/x''^dx 
— * 
'Ya^  —  x* 

Diese  Kurve  ist  das  Profil  einer  elastischen  Klinge,  die  an  einem  Ende 
befestigt  ist  und  durch  eine  am  andern  Ende  angebrachte  Kraft  ge- 
bogen wird. 

e)  Eine  ebene  Kurve  zu  suchen,  deren  Krümmungsradius  gleich  ist 
dem  von  einer  festen  Geraden  auf  der  Normale  bestimmten  Abschnitt, 
vom  Inzidenzpunkt  aus  gerechnet.     Die  Gleichung,  die  man  erhält,  ist 

^.1^  -  ±  yyr+T*,     d.h.  l+j^«-±yy". 

Nimmt  man  das  Zeichen  — ,  so  ist  diese  Gleichimg  dieselbe  wie  die  erste 
Gleichung  (6),  und  es  gehören  daher  die  Kreise  (mit  dem  Mittelpunkt  auf 
der  festen  Geraden)  zu  den  gesuchten  Kurven.     Mit  dem  Zeichen  +   er- 
hält man   1  -{-y^^^^yy"  oder,  wenn  man  mit  dy  multipliziert  und  ydy 
an  die  Stelle  von  y'dy  setzt, 

Fixiert  man  den  Anfangspunkt  derart,  daß  man  für  o;  =»  0  hat  y  =  a^  so 
konmit 

Das  ist  die  Gleichung  einer  Kettenlinie. 

f)  Allgemeiner  ist  die  Differentialgleichung  der  Bibaucourschen 
Kurven  (§  595,  k) 


y" 


=  JcyVl  +  y\     d.  h.   1  +  3^«  -  lcyy\ 


und  man  versucht  die  Integration,  indem  man  ydy   fOr  y'dy  setzt.     Die 
Gleichung  wird  auf  diese  Weise 


!  +  !/• 
und  gibt 


y 


=  a(l+,-)n    d.h./==)/(|)*-l. 
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Daraus  folgt 


J  Km'-. 


Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  aller  Bibaucourschen  Kurven.  Sie  läßt 
sich  nicht  auf  algebraisch -logarithmische  Form  bringen  (§  751),  außer 
wenn  eine  der  Zahlen  4*^9  \ij^ '"  ^)  g^^z  ist,  d.  h.  wenn  k  eine  ganze 
Zahl  ist.  Man  findet  so  fOr  A;  —  —  1  und  X; »  1  den  Kreis  und  die 
Kettenlinie  wieder,  für  /:  =  — -  2  die  Cykloide,  för  Ä  ==  2  die  Para- 
bel u.  s.  w. 

g)  Allgemeiner  noch  ist  die  Aufsuchung  der  Kurven,  bei  denen  der 
Krümmungsradius  eine  gegebene  Funktion  des  zwischen  dem  Inzidenzpunkt 
und  einer  festen  Geraden  enthaltenen  Normalenabschnitts  ist,  immer  auf 
zwei  successive  Quadraturen  zurückftihrbar.  Es  sei  in  der  Tat  n  =  y/costf 
die  L&nge  des  Normalenabschnitts,  und  man  schreibe  den  Wert  (§  591 
der  Krümmung  in  folgender  Weise: 

•  i        dtp  d  d   y  1    ,    y  dn 

Q        d8  dy        ^  dy  n      '       n    ^   fir  dy 

Die  Gleichung  q  —  f{n)  transformiert  sich  sofort  in 

dy      dn  dn 


und  gibt 


mithin  ist 


y         n        n  +  f{n) 

dn 


-S 

y  =  ne  *^ 


«+/(») 


9>(»); 


'-<P*(n)        ^^    rq>(n)q>'(n)dn 
9(«)        '  J   Vn^— 9>(n) 


^.^V5!ES,       o:  =    r^@^^^^  u.  8.  w. 


Man  kommt  auf  dieses  Problem,  so  oft  es  sich  um  die  Bestimmung  der 
Rotationsflächen  handelt,  welche  durch  eine  gegebene  Relation  zwischen  den 
Hauptkrümmungsradien  charakterisiert  sind. 

788.  Trajektorien.  Das  Tr%jektorienproblem  besteht  in  der  Auf- 
suchung aller  Kurven,  welche  unter  einem  konstanten  Winkel  cd  alle 
Kurven  einer  gegebenen  Schar  ip{x,yj  a)  «  0  schneiden.  Dies  drückt  man 
aus,  indem  man  schreibt,  daß  für  jeden  Wert  des  Parameters  a  sein  muß 


d.  h. 


ry+rx^"" 

dx  dy 


dq>  .        ,  dw  dtp  ,  dw   . 

;r-^  sm  09  4-  7^-^  COB  09       —  :^  coB  a  +  75-^  sm  o 
dx  dy  dx  *  dy 

Sfitzt  man  hier  für  a  den  aus  9  =  0  sich  ergebenden  Wert  ein,  so  erhält 
man  eine  Diflferentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  Integration  zu   der 
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Gleichung  if;(a5,  y,  fe)  =  0  einer  zweiten  Schar  führt,  deren  Kurven  die 
gewünschte  Eigenschaft  genießen.  Insbesondere  erledigt  sich  die  Aufsuchung 
der  orthogonalen  Trajektorien  der  Kurven  9  =  0  durch  Integration 
der  Differentialgleichung,  welche  sich  durch  Emmination  von  a  aus  <p^0 

und  dx  :  K-  '^  dy  :  j-  ergibi     Hier  einige  Beispiele. 

a)  Um  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Kreise  vom  Badius  a  zu 
finden,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  haben  (die  man  zweck- 
mäßigerweise als  ^-Achse  annimmt),  muß  man  h  zwischen  den  Gleichungen 

(.-5)«  +  ,»  =  a«,      ^,  =  ^ 

eliminieren.  Setzt  man  y  »  a  sin  0  und  vereinbart,  daß  für  0  »  ^9V  sein 
soll  o;  =»  0,  so  ergibt  sich 

d.  h.  die  Trajektorien  (welche  offenbar  Traktricen  sind)  werden  erhalten, 
indem  man  die  durch  die  Gleichungen 

«  =-  a  (cos  ö  +  log  tg  y)  »    y  =  a  sin  ö 

dargestellte  Kurve  parallel  zur  o^Achse  verschiebt  Es  ist  übrigens  leicht 
zu  verifizieren,  daß  die  Evolute  dieser  Kurve  eine  Kettenlinie  ist.  Für 
beliebiges  cd  würde  man  die  anderen  Evolventen  der  Kettenlinie  finden. 

b)  Das  Kreisbüschel  x^  +  .V*  —  a*  =  2|i*ay  kann  auch  durch  seine 
Differentialgleichung  2xydx  —  {x*  —  y*  —  a^  dy  dargestellt  werden,  welche 
man  durch  Elimination  des  Parameters  (i  zwischen  der  ursprünglichen 
Gleichung  und  der  durch  Differentiation  daraus  erhaltenen  gewinnt.  Die 
Verwandlung  von  dy/dx  in  —  dx/dy  fOhrt  zur  Differentialgleichung  der 
orthogonalen  Trajektorien  der  Kreise  des  Büschels;  und  da  die  auf  solche 
Weise  erhaltene  Gleichung  2xydy  =  {y^  —  rc*  +  a*)(iÄ  sich  von  derjenigen 
des  Büschels  nur  durch  die  Yertauschung  von  x  mit  y  und  die  Verwand- 
lung von  a^  in  —  a^  unterscheidet,  so  sieht  man  sofort  ohne  Integration, 
daß  die  genannten  Trajektorien  ein  zweites  Kreisbüschel  x^  +  y^  -\-  a^  ^^^  2lax 
büden.     Diese  zwei  Büschel  bilden  die.  Grundlage  des  Systems  (§  413) 

der  dipolaren  Koordinaten  u  =  y  ^Qg  1 4- 1  >  t' =■  8xc  cot  |» . 

c)  Die  Bestimmung  der  orthogonalen  Trajektorien  einer  beliebigen 
Schar  von  Kreisen  hftngt  von  einer  Biccatischen  Gleichung  ab.  Die  Mittel- 
punktskoordinaten £,  17  und  der  Badius  a  eines  Kreises  seien  drei  be- 
kannte Funktionen  des  Bogens  8  der  Mittelpunktskurve.  Es  sei  q)  die 
Neigung  der  Tangente  dieser  Kurve  gegen  die  Abscissenachse  und  0  der 
Winkel,  den  die  Tangente  einer  Trajektorie,  in  ihrem  Treffpunkt  (x^  y) 
mit  dem  genannten  Kreise,  mit  der  Normale  der  Mittelpunktskurve  bildet. 
Man  hat 

«  —  I  —  a  sin  (ö  +  9)),    y  =a  ly  +  a  cos  (ö  -|-  9)) 
und  folglich 
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^  -  cos  g>  -  ^^  sin  (0  +  q>)  ^  a{^  +  j)  cos  {0  +  ^), 
g  =  sin  9)  +  g  cos  (ö  +  9))  -  a  (g  +  y)  sin  (fl  +  g>) . 

Da   —  dxjdy  *»  tg  (0  -|~  9>)  s^ui  mnß,  so  sieht  man,  daß  die  unbekannte 
Funktion  6  der  Differentiiügleichung 

^  4-  Jl  ^  ^^^ 
(J»        p  ^*     a 

genügt,  in  welcher  ^,  der  Krünunnngsradius  der  Mitfcelpunktskurve,  eine 
bekannte  Funktion  von  s  ist.     Es  genügt  jetzt  als  unbekannte  Funktion 

^  » tg  —  anzunehmen,   uin   zu   einer  Biccatischen  Gleichung   geführt   zu 

werden : 

B  +  K7  +  T)''  +  T(7-i)-''- 

übrigens  ist  die  Kenntnis  des  allgemeinen  Integrals  nicht  unerlftßlich  für 
die  Aufsuchung  der  Eigenschaften  der  Trajektorien.  Berücksichtigt  man 
die  Differentialgleichung  nur  insoweit,  als  sie  die  Derivierte  ff  durch  B 
und  bekannte  Funktionen  von  s  auszudrücken  gestattet,  so  werden  die 
früheren  Formeln: 

^—  =  (sin  Ö  —  a*)  sin  (ö  +  g>) ,    g^  ■=  —  (sin  6  ■—  a  )  cos  (ö  +  9)  . 

DasBogendifferential  einer  orthogonalen Trajektorie  ist  also  (f  9^»  (sind— a')cls; 

/»       ds 
und  da  der  Eontingenzwinkel  offenbar  du  •\ ist,  so  sieht  man,  dafi  der 

Krümmungsradius  durch  die  Formel  ^^ cos  9 « a  (sin  B  —  a)  gegeben  wird. 
Insbesondere  findet  man  für  a  —  0,  verallgemeinert,  eine  Eigenschaft  der 
Traktrix  wieder:  das  Krümmungszentrum  in  jedem  Punkte  einer 
orthogonalen  Trajektorie  einer  Schar  von  gleich  großen  Kreisen 
gehört  der  entsprechenden  Normale  der  MitteLpunktskurve  an. 
Es  ist  femer  leicht  zu  sehen,  daß,  sobald  einmal  B  als  Funktion  yon  s 
bestimmt  ist,  die  natürliche  Gleichung  der  Trajektorien  durch  Elimination 
yon  s  aus  den  Gleichungen 


8^  =  /  sin  d  d^ ,     ^1  »  a  tg  9 


hervorgeht  Endlich  (§  626,  f)  findet  man  für  a'»  1,  daß  das  Krfim- 
mungszentrum  in  jedem  Punkte  einer  orthogonalen  Trajektorie 
der  oskulierenden  Kreise  einer  Kurve  auf  die  Tangente  dieser 
Kurve  fällt. 

d)  Um  die  orthogonalen  Trajektorien  der  konfokalen  Kegelschnitte 

zu  finden,  bilde  man  durch  Differentiation  und  Elimination  des  Para- 
meters X  die  Differentialgleichung  dieser  Kurvenschar: 

{ydx  —  xdy)  {xdx  +  ydy)  +  (a*  —  5*)  dxdy  =  0 . 
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Da  die  Verwandlung  von  dy/dx  in  —  dx/dy  die  Gleichung  nicht  ändert, 
so  kann  man  schließen,  daß  die  gesuchten  Trajektorien  die  Kegelschnitte 
selbst  sind.  Dies  kl&rt  sich  auf  durch  die  Bemerkung,  daß  sich  bei  fest- 
gehaltenen X  und  y  aus  der  ersten  Gleichung  zwei  Werte  von  X  ergeben. 
Einer  ist  kleiner  als  &'  und  entspricht  einer  Ellipse;  der  andere,  der  zwi- 
schen &'  und  a'  liegt,  entspricht  einer  Hyperbel.  Es  gehen  also  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene,  rechtwinklig  sich  schneidend,  eine  Ellipse  und 
eine  Hyperbel,  welche  ihre  Brennpunkte  in  zwei  gegebenen  Punkten  haben; 
und  die  Werte  yon  A,  welche  sie  innerhalb  der  ganzen  Schar  der  Kegel- 
schnitte mit  denselben  beiden  Brennpunkten  charakterisieren,  sind  (ygl. 
§  770,  o)  die  elliptischen  Koordinaten  des  Punktes. 

789,  n&oheiL  a)  Bei  der  Darstellung  begrenzter  Stücke  der  Erd- 
oberflftche  wird  man  dazu  gefOhrt,  die  Niveaulinien  zu  betrachten,  d.  h. 
die  Schnitte  der  Flftche  mit  Horizontalebenen.  Die  Gleichung  einer  Fl&che 
F{x,  y^  »)  "^0  stellt,  für  jeden  Wert  von  z^  eine  Niveaulinie  dar,  pro- 
jiziert auf  die  horizontale  Ebene  Oxy.     Die  Elimination  von  z  zwischen 

den  Gleichungen  JP  —  0  und  ö—  dx  +  -^  dy  =^0  fOhrt  zu  einer  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung,  welche  gerade  die  ganze  Schar  der  pro- 
jizierten Niveaulinien  darstellt,  Ihr  singuläres  Integral  liefert  die  Enveloppe 
dieser  Linien,  d.  h.  die  Schattengrenze  der  Flftche  auf  einer  Hori- 
zontalebene, fOr  ein  vertikales  Bündel  von  Lichtstrahlen.  Verwandelt 
man  femer  in  der  Differentialgleichung  der  Niveaulinien  y'  in  —  l/y , 
so  stellt  das  allgemeine  Integral  der  neuen  Gleichung  die  horizontalen  Pro- 
jektionen der  Linien  größten  Gefälles  dar,  der  orthogonalen  Trajek- 
torien der  Niveaidinien.  ^) 

b)  Die  Bestimmung  der  orthogonalen  Trajektorien  der  Erzeu- 
genden einer  beliebigen  Begelflftche  laßt  sich  mit  Hilfe  einer  einzigen 
Quadratur  erledigen.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Lage  eines  Punktes 
auf  der  Fläche  durch  die  gewohnten  Koordinaten  (§669)  u  und  v  de- 
finiert sei,  sodaß 

X^x  +  av^     r  =  y  +  6i;,    Z  ^  z  +  cv 

ist,  wo  rr,  y,  Zj  a,  &,  c  nur  von  u  abhängen.  Bezeichnet  man  mit  x\  y\'"-iC^ 
die  Derivierten  dieser  Funktionen,  so  hat  man  dX'^  (x  +  av)du  -|-  cidv 
n.  8.  w.,  und  die  Orthogonalitätsbedingung  üadX  »  0  wird 

(ax  +  by'+  c/)du  +  dt;  =  0 

Daraus  gewinnt  man  sofort  durch  Integration  v  =  —  ^(0^'+  &y  +  Ci^  du. 

Hat  man  eine  Trajektorie  v  »  f(u)  gefanden,  so  sind  alle  anderen  durch 
V  =  f(u)  +  Const.  gegeben,  und  es  bestimmen  daher  zwei  beliebige  Tra- 
jektorien auf  allen  Erzeugenden  gleiche  Strecken. 

c)  Um  die  Asymptotenlinien  einer  Begelfläche  zu  bestimmen, 
wenden  wir  die  Gleichung  (§  703)    • 


1)  Betreffs  einer  genauen  Diskussion  dieser  und  anderer  bemerkenswerter 
Linien  siehe  den  „Calcul  diffärentiel*^  von  Boussinesq,  pp.  229*— 248*. 
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§789 


(7) 

an,  in  welcher 


Gidu^  +  S>dv^  +  2edudv  «  0 


a 


dx 
du 

dy 

du 

dt_ 
du 


dx    d*x 


dv 
dv 

dv 
d£ 

dv 


(2 


du* 
d*y 

du* 

d2± 

du* 

dx 

di 
dy 
du 

du 


a  = 


dx 
du 

d_y 
du 

dl 

du 


dx 
di 

dy 

dv 

dj_ 
dv 


d^ 

dv* 

dv* 


dx 
d^ 

dv 

dj_ 
dv 


dudv 

d'y 

dudv 

d'z 

dudv 


ist.     Hier  muß  man   a;,  y,  g   ersetzen    durch    X  =»  o;  +  «t?,   F  =»  y  +  bü, 
Z  ^  g  -{-  cv^  sodaß 


a«o,  e  = 


a    a     x' 


b     V    y' 


$[ 


ist,  während  (SL  eine  quadratische  Funktion  von  v  wird,  deren  Koeffi- 
zienten im  allgemeinen  von  u  abhängen.  Wenn  die  Fläche  abwickelbar 
(§  667)  ist,  so  hat  man  6 «»  0,  und  die  Gleichung  (7)  reduziert  sich  auf 
^u'  =  0,  d.  h.  die  beiden  Scharen  von  Asymptotenlinien  fallen  in  eine 
einzige  zusammen,  welche  von  den  Erzeugenden  (u  =»  Const.)  gebildet 
wird.  Ist  die  Fläche  nicht  abwickelbar,  so  ist  6  nicht  Null,  und  die 
Gleichung  (7)  zerlegt  sich  in  zwei  Gleichungen,  nämlich  (fu  »=  0,  die  der 
Erzeugenden,  und 

(8)  jj  -  t^V  W  +  n  (t*)  +  ^{^) . 

Also  hängt  die  Bestimmung  der  Asymptotenlinie  einer  wind- 
schiefen Begelfläche  von  einer  Biccatischen  Gleichung  ab.  Daraus 
folgt  (§  785,  i),  daß  vier  beliebige  Asymptotenlinien  jede  Erzeu- 
gende in  einem  Quadrupel  von  Punkten  treffen,  dessen  Doppel- 
verhältnis  für  alle  Erzeugenden  einen  und  denselben  Wert  hat^). 
Femer  gestattet  die  Kenntnis  zweier  Asymptotenlinien  oder  einer  Asjmp- 
totenlinie  mit  Hilfe  einer  bezw.  zweier  Quadraturen  alle  anderen  zn 
bestimmen. 

d)   Die  Beduktion  auf  zwei  Quadraturen  ist  immer  möglich  bei  den 
Begelflächen  mit  Leitebene,  weil  das  identische  Verschwinden  yon 


2e9>(t«) 


d    a    a 
h     V    h' 


c     c'    e" 


1)  Einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes,  herrfihrend  von  A.  Demoalia, 
findet  man  in  der  Zeitschrift  ,,Mathesis"  (1899,  p.  169). 
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(8)  auf  eine  lineare  Gleiohung  zurückfahrt,  deren  Integration  (§  785,  e) 
gerade  nur  zwei  Quadraturen  erfordert.  Andererseits  ist  das  Verschwiitden 
des  obigen  Ausdrucks  (§  375)  notwendig  und  hinreichend  für  die  Existenz 
dreier  Eonstanten  2,  m^  n,  für  welche  identisch  la  +  mh  +  nc  »  0  ist, 
d.  h.  dafür,  daß  die  Erzeugenden  alle  parallel  zu  einer  festen  Ebene  sind. 
Ebenso  läßt  sich  die  Möglichkeit  voraussehen,  die  Integration  von  (8)  auf 
zwei  Quadraturen  zu  reduzieren,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Asymp- 
totenlinien  der  Fläche  zu  bestimmen,  welche  von  den  Hauptnor- 
malen einer  gegebenen  Kurve  gebildet  wird;  denn  diese  Kurve  ist 
gerade  eine  der  gesuchten  Linien.  Setzt  man  für  x,  y^  0  die  Werte 
X=«ic  +  Xt;,  r=y  +  fit;,  Z  ^  e -{- vv  ein  und  berücksichtigt  die  For- 
meln von  Freuet  (§  636),  so  findet  man 

-t*  \  du  Q        du/  '  t- 

Mithin  nimmt  die  Formel  (8)  im  vorliegenden  Falle  die  äußerst  einfache 

1        dX'  t» 

Form  an  2td 1 =  d — ,  wenn  man  das  a  priori  bekannte  Integral 

i;«0  beiseite  läßt.  Daraus  folgt  t;  =  2yT/  /  -j=:d — ,  wobei  man  über- 
einkommt i^  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv  zu  nehmen.  Insbesondere 
hat  man,  wenn  mit  B  eine  willkürliche  konstante  Länge  bezeichnet  wird, 

bei  den  Kurven  konstanter  Torsion  t;  =»  ^^  ,  ,  bei  den  zylindri- 
schen Schraubenlinien  (§  655,  c)  t;  =»  yRi  und  allgemeiner  bei  jeder 
Bertrandschen  Kurve  (§  658)  mit  variabler  Torsion >..^  =  Const. 

Diese  Konstante  ist  nicht  willkürlich,  sondern  hängt  von  der  betrachteten 
Kurve  ab  und  stellt  bei  einem  gewundenen  Kreis  gerade  die  Flexion  des 
Kreises  dar. 

e)  um  die  geodätischen  Linien  desHelikoids  mit  Leitebene  (§655,b) 
zu  bestimmen,  benutze  man  das  zweite  am  Anfang  von  §  705  angegebene 
Verfahren.  Da  die  Eichtungskosinus  der  Flächennormale  proportional  zu 
ay,  —  aXj  x^  -|-  y^  sind,  so  muß  man  haben 

ay{dyd^z  —  dzä^y)  —  ax{dzd^x  —  dxd^z)  +  {x^  +  y^){dxd^y  —  dyö?x)  —  0, 

d.  h. 

(9)  a{xdx+ydy)d}z—a{xd^x  +  yd^y)dz-]r{x^  +  y^){dxd^y—dyd^x)=^0. 

Inzwischen  leitet  man  aus  a?'  +  y*  =  r*  unter  Erinnerung  an 

da?  +  dy^  =  dr>  +  f^dO^ 
ab 

xdx  -f  ydy  =  rdr^    xd^x  +  yd^y  =  rd^r  —  r*eJÖ', 

und  es  ist,  wie  wir  wissen  (§  558,  c) 

dxd^y  -  dyd^x  «  (r'dO«  +  2clr»  -  rd'^r)dd\ 
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mithin  taraosformiert  sich  (9)  in 

wenn  man  das  Integral  0  »  Oonst  beiseite  läßt,  welches  die  geradlinigen 
Erzengenden  definiert.  Der  linken  Seite  l&ßt  sich  die  Form  geben  rdrjdr. 
Es  ist  daber  natürlich  als  unbekannte  Funktion  u  »  r  '  anzunehmen.  Auf 
diese  Weise  wird  die  Gleichung 

du         4ru      ,   ^ 

und  es  ist  bekannt  (§  785,  e),  daß  man  diese  Gleichung  integrieren  kann, 
indem  man  setzt 


/Ardr 


WO  die  neue  unbekannte  Funktion  v  der  Gleichung   t—  =  t  %t     t\i   8»®" 
nügen  muß.     Daraus  folgt 


1 


t*-^(r«  +  «')(^*+ö'-ft") 


6«       r^^a'''      •"       ¥ 
mit  der  willkürlichen  Eonstanten  &.     Endlich  findet  man 

^  ^      J  V(r*  +  a«)(r«  +  a»-6') 

Die  rechte  Seite,  ein  elliptisches  Integral,  ist  im  allgemeinen  in  alge- 
braisch-logarithmischer  Form  nicht  ausdrückbar.  Aber  fOr  6  =■  0  findet 
man  die  Erzeugenden  (0 »  Gonst.)  und  für  &  —  a  eine  andere  inter- 
essante Schar  von  geodätischen  Linien,  die  leicht  aus  den  Erümmungs- 
linien  (§  707,  b)  ableitbar  sind,  da  man  hat 

±(e-fl,)-  r_^£_=»ioglSZ=:f 

^  ^^     J  ryr^  +  a}         *  r 

und  endlich 

^ 2a 

^^  ^±(o-»o)_g+(»-eo)' 

f)   Wir   wollen   zum   Schluß    die  Asymptotenlinien   und   die  Krfim- 
mung^inien  der  Scherkschen  Fläche^) 

sin  —  =  sh —  sh  — 
a  a        a 

suchen.    Eine  leichte  Rechnung  liefert 

jp  cos  —  =  ch  —  sh  — ,     AT  cos  —  =  sh  —  ch  — , 

Vi  +p^  +  g*  •  cos  —  =-  ch  —  ch  —  • 


1)  Grelles  Journal,  1884,  S.  200.  Diese  Fläche  ist  von  G.  van  der  Mens- 
brugghe  (Bulletin  de  FAcad^mie  de  Belgique,  2*»«  s^rie,  vol.  XXT,  p.  662)  dis- 
kutiert und  experimentell  hergestellt  worden. 
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Eflhxt  man  die  hyperbolischen  Amplituden  |  and  i|  von  x/a  und  yja  ein, 
sodaß  (§  409) 

sh-"-«- tgg,     ch  —  =-  1/coß  5,     th  —  —  sin  5     u.  s.  w. 

ist,  so  bekommt  man  £  »  sin  17,  fHL  =»  sin  g,  d.  h.  |  und  17  messen  die 
Neigung  der  y- Achse  bezw.  der  o^Achse  gegen  die  Tangentialebene.  Wenn 
man  jetzt  noch  beachtet,  daß 

coB  i '        ^       cos  11 
ist,  so  erhält  man  auf  Grund  bekannter  Formeln  (§  686) 

JT  ="  0 ,     Z"  = ä  cos*  I  cos*  r^ , 

Die  Flftche   ist   also    eine   Minimalfläche,   imd   die   Hauptkrümmungs- 

sc  f/ 

radien  haben  in  jedem  Punkte  den  absoluten  Betrag  a  ch  —  ch  —  •     Bei 

der  Bestimmung  derErümmangslinien  ist  es  hier  zweckmäßij^  die  Formeln 
von  Bodrigue  (§  698)  anzuwenden  und  zu  schreiben  dx/dX  —  dy/d?ITL^ 
d.  h.  (J|*  =  dfi\  woraus  folgt  5±i]  =  Const.  Zur  Bestimmung  der 
Asymptotenlinien  muß  man  yor  allen  Dingen  r,  5,  t  berecbnen.  Aus 
den  Ausdrücken  von  p  und  q  leitet  man  sofort  ab,  indem  man  den  ersten 
nach  X  den  zweiten  nach  y  deriviert, 

r  —  — '—^  tg  — ,     <  =  — —^  tg  —  • 
a       ^  a  ^  a      ^  a 

Erinnert  man  sich  femer  an  IT »  0,  so  findet  man 

^       it  +  q*)r  +  {l+p^t       1  +  g'  !+£.% 

2pq  pq  pq 

Inzwischen  hat  man 

!+:£!=,       J>g       ^  J^  +  g' 
cos'  £        sin  £  sin  ij        cos'  1]  ' 

und  daher  wird  die  Differentialgleichung  der  Asymptotenlinien  (§  703) 

dg*  +  2  cot  g  cot  iy  rf|  dij  +  (lij*  -  0 . 

Diese  Gleichung  ist  leicht  reduzierbar  auf  eine  andere  bereits  behandelte 
(§  786,  f):  es  genügt  u  »  cos  t^,  t;  »-  cos  £  zu  setzen,  um  zu  finden 

(1  —  u*)  dv*  +  2uvdudv  +  (1  —  t?*)  (ii**  =  0 . 

Das  allgemeine  Integral  ist  also 

(1  —  u*)  cos*  a  —  2uv  sin  flf  cos  «  +  (1  -—  v*)  sin*  a  =  0 , 
d.  h. 

sin  a  cos  S  -f  cos  a  cos  1}  =»  1 

mit  der  willkürlichen  Eonstanten  a.  Das  singulare  Integral  cos  (£  ±  1})  » 0 
stellt  eine  Erümmungslinie  dar,  welche  in  der  Projektion  auf  die  (xy)- 
Ebene  von  aUen  Asymptotenlinien  berührt  wird.  Sie  ist  die  Berührungs- 
linie  der  Fläche  mit  dem  parallel  zur  ;?- Achse  nmbeschriebenen  Zylinder 
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und  besteht  aus  unendlich  fielen  kongruenten  Kurven,  die  in  den  Ebenen 

cos  —  B=  0  liegen.     Jede   Kurve    (wie    alle    durch   Ebenen   senkrecht   zur 

x^-Achse  hervorgebrachten  Schnitte)  ähnelt  einer  ^eichseitigen  Hyperbel 
Da  man  im  vorliegenden  Falle  £  =  db  cos  £,  ^m.  »  sin  |  hat,  so  ist 
offenbar  d^  der  Kontingenzwinkel;  und  da  aus  einer  früheren  Formel 
hervorgeht,  daß  der  Krümmungsradius 

9  =  -^-T fc  =  ö  (tg  S  +  cot  J) 

ist,   so  hat  man,    um  den  Bogen  auszudrücken,   5  =  j^dl  »»  a  log  tg  |, 

folglich  ^  =  a  \e^  +  c  **/ .  Die  betrachtete  Kurve  wird  also  definiert  durch 
eine  ähnliche  natürliche  Gleichung  wie  die  Kettenlinie  gleichen  Wider- 
standes (§  767,  c). 


Uneare  BlfferentlalglelohiinfeiL 

790.  Wir  fahren  fort,  uns  mit  den  Differentialgleichungen  in 
zwei  Veränderlichen  zu  beschäftigen  und  wollen  jetzt  speziell  die- 
jenigen betrachten,  welche  die  unbekannte  Funktion  und  ihre  Deri- 
vierten  linear  enthalten,  d.  h.  die  Gleichungen  yon  der  Form 

(10)  y(''>  +  y('-^)A(a:)  +  y<'-*)^(:r)  +  •  •  •  +  yf^^^ix)  +  yf,(x)  ^  fix). 

Sie  heißen  lineare  Differentialgleichungen.  Wenn  f{x)  gleich  0 
ist,  so  heißt  die  Gleichung  unvollständig: 

(11)  y(«)  +  y(«- ^)f,(x)  +  r^'-^f.ix)  +  •  •  •  +  y'f,-i{^)  +  Vfni^)  =  0. 

Diese  Gleichung  genießt  offenbar  die  Eigenschaft,  daß  jedes  Integral^ 
d.h.  jedes  der  Gleichung  (11)  genügende  y,  nicht  aufhört  ihr 
zu  genügen,  wenn  es  mit  einer  Konstanten  multipliziert 
oder  mit  einer  andern  analogen  Funktion  zu  einer  Summe 
vereinigt  wird.  Dies  vorausgeschickt  ist  leicht  folgendes  zn  be- 
weisen: Wenn  y^,  y^,  ...,  y„  linear  unabhängige  partikuläre  Inte- 
grale einer  unvollständigen  linearenGleichungn-ter Ordnung 
sind,  so  ist  das  allgemeine  Integral 

(12)  y  =  a^y^  +  a^ys  +  •  •  •  +  ^Vn, 

wo  a^,  Og,  . . .,  a^  willkürliche  Konstanten  sind.  Beschränken  wir  uns 
der  größeren  Klarheit  halber  auf  den  Spezialfall  fi  =  3  und  nehmen 
wir  an,  daß  u,v,w  drei  linear  unabhängige  Funktionen  sind,  die 
der  Gleichung 

(13)  y"+  y"q>{x)  +  y'i{x)  +  y^{x)  =  0 

genügen,  sodaß  man  identisch  hat 

w'''+M>+ti';C+M^«0,i;"'+t;>+t;x+«^=0,w'''+«?>+wz+«?*«0. 
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Für  das  Zosammenbestelien  dieser  vier  Relationen  ist  notwendig,  daß 
jede  Funktion  y,  welche  der  Gleichung  (13)  genügt^  mit  u,  v,  w 
durch  die  Relation 

y   y    y^    y 

ff 

0 


M 

m' 

u" 

«'" 

V 

»' 

v" 

v'" 

w 

w' 

w" 

w'" 

verbunden  ist,  und  dies  erfordert  (§  375),  daß  zwischen  den  Tier 
Funktionen  eine  lineare  Relation  besteht.  In  dieser  Relation  zwischen 
y^  u,  V,  w  darf  aber  y  nicht  fehlen,  weil  sonst  u,  v,  w  nicht  linear 
unabhängig  wären,  wie  doch  vorausgesetzt  ist.  Es  ist  also  y  ^  au 
+  6t?  +  cm;,  wo  a,  6,  c  nicht  nur  Eonstanten,  sondern  willkür- 
liche Eonstanten  sind,  da  nach  der  zu  Anfang  gemachten  Bemerkung 
behauptet  werden  darf,  daß  die  Funktion  y  ^  au  +  hv  +  cw  tatsäch- 
lich der  Gleichung  (13)  genügt,  welche  Werte  die  Eonstanten  a,  6,  c 
auch  haben  mögen. 

791.  Wenn  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (11)  bekannt 
ist,  so  läßt  sich  das  der  vollständigen  Gleichung  (10)  durch  n 
Quadraturen  erhalten,  nach  einem  Verfahren,  welches  nach  Lagrange 
Variation  der  willkürlichen  Eonstanten  genannt  wird.  Man 
versucht  nämlich  der  Gleichung  (10)  durch  denselben  Ausdruck  (12) 
zu  genügen,  in  welchem  man  die  a  als  passend  zu  bestimmende 
Funktionen  von  x  voraussetzt.    Es  sei  z.  B.  gegeben  die  Gleichuug 

(14)  y'"+  y>(rr)  +  y'i{x)  +  yii>{x)  «  f{x), 

nnd  es  seien  drei  linear  unabhängige  partikuläre  Integrale  u,  i;,  w 
der  zugehörigen  unvollständigen  Gleichung  (13)  bekannt.  Versuchen 
wir  der  Gleichung  (14)  durch  den  Ansatz  y  =  aw  +  Jt;  +  cw  zu  ge- 
nügen, wo  a,  bf  c  drei  unbekannte  Funktionen  von  x  sind,  denen 
wir  immer  zwei  Bedingungen  auferlegen  können: 

a'u  +  Vv  +  c'w  =  0,     cCu  +  6V  +  c'w'  =  0, 

Setzen  wir  jetzt  die  Ausdrücke  von  y  und  seinen  Derivierten 

y'  =  au'  +  hv  +  cw'y     %f'  =  au'  +  hv"  +  cw", 

fff  fff     I      "L      fff     t  ttf      I  '     "     I      t'     "     I  /      // 

y    ^  au    +0V    +  cw    +au  +ov  +cw 

in  (14)  ein,  so  finden  wir  als  dritte  Bedingung  a'u'+Vv"+cW'^f{x\ 
sodaß  sich  a',  b\  c'  aus  dem  System 

a'u  +  V'o  +  cw  =  0, 
aV  +  6V  +  cw  =-  0, 
aV'+6V'+cV'=/-(fl?) 
bestimmen  lassen.     Dieses  System  läßt  eine  ganz  bestimmte  Lösung 
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ZU;  da  u,  V,  w  linear  unabhängig  sind  und  daher  die  Determinante  des 
Systems 


u, 


t? 


rt 


iß 


n 


von  Null  verschieden  ist.  Sind  auf  diese  Weise  a',  6',  c'  gefunden, 
so  erhält  man  durch  einfache  Quadraturen  die  Ausdrücke  von  a^j\t 
und  dann  das  allgemeine  Integral  y  mit  drei  willkürlichen  Kon- 
stanten. Im  allgemeinen  Falle  hat  man  sich  in  (12)  jedes  a  durch 
eine  passende  Funktion  von  Xy  vermehrt  um  eine  willkürliche  Kon- 
stante^ ersetzt  zu  denken.  Man  sieht;  daß  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  (10)  die  Form  hat 

(15)  y  =  yo  +  «iVi  +  «,y,  +  •  •  •  +  a,y,. 

Es  kommt  vor^  daß  mau  ein  partikulares  Integral  y^  der  yoU- 
ständigen  Gleichung  kennt.  Alsdann  braucht  man  nur  n  (linear 
unabhängige)  partikuläre  Integrale  y^^  Vs;  •  •  •  d^i*  zugehörigen  "unvoll- 
ständigen Gleichung  zu  haben,  um  das  allgemeine  Integral  (15)  hin- 
schreiben zu  können,  ohne  daß  es  nötig  ist,  die  Lagrangesche  Methode 
in  Anspruch  zu  nehmen.  Setzt  man  in  der  Tat  in  (10)  y  ^^  y^'\-  h 
so  sieht  man  sofort,  daß  z  der  Gleichung  (11)  genügen  muß. 

792.  Theorem.  Die  Integration  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung n-ter  Ordnung  läßt  sich,  wenn  man  in 
linear  unabhängige  partikuläre  Integrale  der  zugehörigen 
unvollständigen  Gleichung  kennt,  immer  reduzieren  auf  die 
Integration  einer  linearen  Gleichung  (n  — m)-ter  Ordnung 
und  m  darauffolgende  Quadraturen. 

Es  seien  in  der  Tat  y^^y^y  . . .  dcnb  m  bekannten  Integrale  der 
Gleichung  (11)  und 

yi   y/  Vx    ...yi^"-'> 


Iftn     Vm      y 


rr 


m 


'm 


(«»-1) 


^0 


ihre  Wronskische  Determinante.  Man  versuche,  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, der  Gleichimg  (10)  durch  den  Ansatz  y— «lyi+OjysiH f~öf«ym 

zu  genügen,  indem  man  den  Derivierten  o^',  o^',  . . .  die  Bedingung 
auferlegt,  den  algebraischen  Komplementen  der  Elemente  der  letzten 
Yertikalreihe  von  a  proportional  zu  sein,  sodaß  also,  wenn  mit  ss  der 
Proportionalitätsfaktor  bezeichnet  wird, 


m 


m 


m 


^<yi-%    ^a:yi^)^0{v^\,2,...,m-2),   ^a.'y.i'^-^) 


a: 
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ist.    Es  ist  leicht  zu  sehen^  daß  die  Derivierten  von  y  durch  folgende 
Formeln  gegeben  sind: 

1  1 

m 

y^")  =  ^  a^y/")  +  a^sK''-"»)  +  aj^^^"-"'-!)  + h  «„_«,,- ^  (für  7'>w). 

Setzt   man   diese  Ausdrücke   in  (10)  ein^   so  gelangt  man  zu  einer 
Gleichung  Ton  der  Form 

Kennt  man  das  allgemeine  Integral  dieser  linearen  Gleichung  (n— m)-ter 
Ordnung^  so  sind  auch  die  m  Funktionen  a  bekannt;  von  denen  man 
durch  m  Quadraturen  zu  den  a  gelangen  kann.  Der  obige  Beweis  ist 
die  natürliche  Ausdehnung  desjenigen^  welcher  uns  zu  dem  Resultat 
des  §  791  geführt  hat^  das  der  Annahme  n  =  m  entspricht.  Für 
m  =  n-l  sieht  man,  wenn  man  sich  an  das  über  die  Unearen 
Gleichungen  erster  Ordnung  Gesagte  (§  785,  e)  erinnert,  folgendes: 
Die  Integration  einer  linearen  Gleichung  n-ter  Ordnung  ist, 
ip«renn  man  n  —  1  linear  unabhängige  Integrale  der  zugehö- 
rigen unyollständigen  Gleichung  kennt,  auf  n  +  1  Quadra- 
turen reduzierbar. 

793.  Beispiele,  a)  Die  lineare  Gleichung  erster  Ordnung  ^+^9'(^) 
=»  f(x)    läBt    sich    immer    integrieren,    da    man    von    der    unyollständigen 

Gleichung   ^ -^  yq>{x)  =>  0    das  allgemeine  Integral   y  =  ac~*'^  *    kennt 

und  die  Lagrangesche  Methode  a'e"*^^***  =  f{x)  liefert.     Es  ist  also 

b)  Die  Gleichung  zweiter  Ordnung  y"-f  ytp  -\-  y^  =  f  läßt  sich 
mittelst  dreier  Quadraturen  integrieren,  wenn  eine  Fimktion  u  bekannt  ist, 
die  der  Bedingung  w"+  uq>  -f  wi/;  =  0  genügt.  Setzt  man  in  der  Tat 
^  ==  a«,  so  geht  die  Gleichung  über  in  a'u  +  a(2  u  -\-  (p)  =*  f.  Diese 
Oleicbung  ist  in  a  von  erster  Ordnung,  und  man  kann  aus  ihr  a  durch 
zwei  Quadraturen  gewinnen.     Darauf  ergibt  sich 


c)  Es  ist  nützlich  zu  wissen,  daß  die  Integration  jeder  unvoll- 
ständigen Gleichung  zweiter  Ordnung  sich  auf  die  einer  Biccatischen 
<3rleichung  reduzieren  läßt  und  eine  darauffolgende  Quadratur.     In  der  Tat 

-fciransformiert  sich  mit  Hilfe  der  Substitution  3^  =  e*^  * 

Cesfiro,  Anftlysii.  54 
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tf'+  y<p  +  y^  =  0     in     /  +  0^  +  zg>  +  'fp  ^  0, 

Auf  diese  Weise  werfen  die  Eigenschaften  der  linearen  Gleicliiing   Lieht 
auf  die  der  Riccatischen  Gleichung  und  umgekehrt. 

d)  Mit  Hilfe  von  vier  Quadraturen  muß  sich  die  Gleichung  dritter 
Ordnung  (14)  integrieren  lassen,  wenn  man  zwei  Funktionen  u  und  t 
kennt,  die  der  Gleichung  (13)  genügen.  Und  in  der  Tat  hat  man, 
wenn  y  =»  ai«  +  hv,  a'  =  —  ve,  V  =  uz^  a  =  uv'  —  vu   gesetzt  wird, 

y  ==  ai*  +  ov^    y  ^  au  +  ov  -f-  az^    y   ^  au   -tov   +  ajs  +  2ai. 

Die  Gleichung  transformiert  sich  in  äff  -\-  (2  a  •\-  a<p)z  =^  f^  und  mittels 
zweier  Quadraturen  leitet  man  daraus  ah 

darauf  gelangt  man  durch  zwei  weitere  Quadraturen  zu  dem  aUgemeineD 
Integral  y  =  vjuzdx  —  ujvzdx. 

794«  Gleiohmigen  mit  konstanten  Koefifisienten.  Wenn  die 
Koeffizienten  der  unbekannten  Funktion  und  ihrer  Derivierten  in  der 
Gleichung  (10)  konstante  Werte  haben,  so  ist  es  leicht^  n  linear  nn- 
abhängige  partikuläre  Integrale  der  unvollflländigen  Gleichung  (11)  zu 
finden  und  folglich  mit  Hilfe  von  n  Quadraturen  das  allgemeine  In- 
tegral der  YoUständigen  Gleichung.  Man  versuche  in  der  Tat  (11) 
durch  y  =»  ^'  zu  befriedigen;  diese  Gleichung  verwandelt  sich  in  eine 
Bedingung  für  h,   die  sogenannte   charakteristische  Gleicliung: 

^Qc)  «  Ä«  +  fe«- Yi  +  Ä«- V2  +  •  •  •  +  ¥-1  +  r«  =  0. 

Wenn  die  Wurzeln  k^y  Jc^,  , , ,  von  q)(k)  alle  verschieden  sind,  so  sind 
die  Integrale  ^^',  6^',  . . .  linear  unabhängig,  da  ihre  Wronakisahe 
Determinante  das  Produkt  von  6'"*'^«  mit  (§  27,  d) 

1     l"     !•  *  !•  "-1 


n-1 


X         A'a         fVtt         •    >    •     Ka 


1=11-1 


1=1 


ist.  Also  ist  das  allgemeine  Integral  der  unvollständigen 
Gleichung 

(16)  y  =  a^^'  +  a,e*»'  +  •  •  •  +  a^^n% 

wo  0^,02,...  willkürliche  Konstanten  sind.  Man  lege  nunmehr 
den  a,.  die  Bedeutung  von  Funktionen  bei,  deren  Deiivierte,  definiert 
durch  das  System 

v<^' + v«.'^' + •  •  • + v«.v-'  = !  1'  fV = <^'  1'  •••'»-  ^' 

f{x),  för  1/  =  n  —  1, 
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ö/=  ^**'/*(^)/9?'(*i)  sind.  Die  Methode  von  Lagrange  fahrt  zu  der 
Behauptung,  daß  das  allgemeine  Integral  der  yollstandigen 
Gleichung 

ist  Hat  femer  die  charakteristische  Gleichung  yielfiEkche  Wurzeln,  so 
ist  die  Zahl  der  partikulären  Integrale  ^'  kleiner  als  die  Ordnung 
der  Gleichung,  und  die  Formel  (16)  hört  auf  das  allgemeine  Integral 
der  unvollständigen  Gleichung  darzustellen.  Man  versuche  alsdann 
der  Gleichung  (11)  in  allgemeiuerer  Weise  durch  y  =  a>"c*'  zu  ge- 
nügen.   Die  linke  Seite  wird  gleich  dem  Produkt  von  6*'  mit 

(^vQ^)  +  fta;^->'(«^)  +  ^^^r^V- VW  +  •  •  •  +  9^^(*). 

Wenn  a  eine  r-fache  Wurzel  ist,  d.  h.  (§  450,  c)  wenn 

fp{a)  =  0,     9?'(a)  -  0,    .  .  . ,    9)('-*)(a)  =  0 

ist,  so  reduziert  sich  der  letzte  Ausdruck  für  h=^  a  identisch  auf  Null 
für  jeden  der  Werte  0,  1,2,  ...,r— 1  von  fi.  Auf  solche  Weise 
erhält  man  r  partikuläre  Integrale:  e*',  a?6"',  . . . ,  af"*c"'.  Hat  also 
die  charakteristische  Gleichung  die  Wurzeln  ccy  ß,  . . ,  mit  den  bezüg- 
lichen Ordnungen  r,  s,  ...,  so  ist  das  allgemeine  Integral  der 
unvollständigen  Gleichung 

wo  die  n  Eonstanten  o^j,  a^,  . .  .,  6^,  6^,  . . .  willkürlich  sind.  Wir 
wollen  schließlich  noch  sagen,  daß  die  gewöhnlich  vorkommenden 
Gleichungen  reelle  Koeffizienten  haben.  Da  es  erwünscht  ist,  auch  y 
in  reeller  Form  zu  haben,  so  sucht  man  das  Imaginäre  heraus- 
znschafiFen,  indem  man  bemerkt,  daß  die  Summe  ac^^'+'^^'  +  fte^*"'/^', 
zu  welcher  in  dem  Ausdruck  des  allgemeinen  Integrals  jedes  Paar 
a  ±  i/J  von  konjugierten  Wurzeln  (§  447)  Veranlassung  gibt,  sich  auf 
die  reelle  Form  {Acosßx  +  Bsmßx)e"*  bringen  läßt,  wobei  die  neuen 
willkürlichen  Eonstanten  A^a  +  b,  B^i{a-~}))  reell  zu  nehmen  sind. 

796.  Beispiele,  a)  Die  Gleichung  y'+y^f(x)  zu  integrieren. 
Hier  ist  Js^  -^  1  ^  0  die  charakteristische  Gleichung,  und  es  sind  daher 
^x^  ^-ix  ^Q  partiktdären  Integrale  der  unvollständigen  Gleichung.  Man 
kann  dieselben,  wie  wir  gesagt  haben,  durch  sin^  und  cosa;  ersetzen. 
Also  ist  das  allgemeine  Integral  von  ^''+^»0  folgendes:  ^  =  asinx 
-f-  h  cos  X.    Läßt  man  die  Konstanten  variieren,  so  erh&lt  man  die  Gleichungen 

a'sinaj  +  5'cosa;  =»  0,     a'cosx  —  5'sinir  =  f(x)y 

aus  denen  inan  ableitet  a  ^  f(x)cosx^  h' ^  —  f(x)sinx,  mithin 

y  ^  sinx  f  f{x)  cos xdx  —  cos xj  f{x)  ^xdx, 

64* 
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b)  Die  Qleichung  y''^^  f{x)  zu  integrieren.  Die  eharakteristisebe 
Gleicbung  bat  0  als  drei&cbe  Wurzel,  und  das  allgemeine  Integral  Ton 
y'"=  0  ist  also,  wie  vorauszuseben  war,  y  =  a  +  &a;  +  co?.  Die  Variation 
der  Eonstanten  liefert  das  System 

aus  welchem  man  entnimmt  a'=  ^a;*/*(a?),  V  ^^  —  xf{z)y  <*' =^  ^fip^)- 
Also  ist  das  allgemeine  Integral  von  y  "=  fix)  folgendes: 

y  =  -^  /  x^f{x)dx  —  X  I  xf(x)dx  +  ^^j  f{x)dx. 

Dies  ist  übrigens  ein  gewissermaßen  evidentes  Resultat;  denn  wenn  mao 
successiv  setzt 

ff(x)dx  =  f,(x),    ff^(x)dx~f,{x),    ff,(x)dx^f,(xl 
so  erhält  man  durch  partielle  Integration 

fxf(x)dx  =  xf^{x)  -  /i(a;),    fa?f{x)dx^x^f^{x)^  2xf^(x)  +  2f^{x), 

und  der  für  das  allgemeine  Integral  gefundene  Ausdruck  wird  y  =»  /sC*^)- 

c)  Die  Gleicbung  y'^  +  2y'"+  2/'  +  2^  +  y  =  f(x)  zu  integrieren. 
Die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  sind  —  1 ,  —  1 ,  t ,  —  i. 
Also  ist  das  allgemeine  Integral  der  unvollständigen  Gleicbung  y='(a^  bx)e~' 
-^  asvax-^ß  cos  x.  Nach  der  Lagrangeschen  Methode  berechnet  man  dar- 
auf das  allgemeine  Integral  der  vollständigen  Gleichung: 

y  =  -^  (1  +  ^)  e'"fd'f{x)dx  —  ^  e-'fxef{x)dx 

—  ^  smxj  f(x)smxdx  —  -J-  C03xl  f(x)coaxdx. 

Wenn  f(x)  gegeben  ist  und  die  vier  angedeuteten  Quadraturen  ausgeführt 
sind,  so  kommt  man  dazu,  y  auf  die  Form  (15)  zu  bringen,  d.  h.  ein 
partikuläres  Integral  y^  in  Evidenz  zu  setzen,  das  man  auf  den  einfachsten 
Ausdruck  reduzieren  kann,  indem  man  davon  alle  der  unvollständigen 
Gleichung  genügenden  Bestandteile  fortninmit.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  z.  B.,  wenn  f(x)  =*  e~*  ist,  yQ  =  Ja?*c"* 

d)  Die  Gleicbung  y  =  xy'  +  a^y"  zu  integrieren.  Wenn  wir  dieser 
Gleicbung  durch  y  =  x*^  zu  genügen  versuchen,  so  finden  wir,  daß  man 
haben  muß  1  =  «  +  w  («  —  l),  d.  h.  «  =  ±  1.  Also  ist  das  allgemeine 
Integral  y  ^  ax  -{■  b/x.  Wenn  femer  die  zu  integrierende  Gleichung 
y  =  xy  +  ^^y"  +  f(jx^)  ist,  so  liefert  die  Lagrangesohe  Methode 


V^\xjf{x)ä^  +  fjf{x)dx. 


e)  Um  y  +  xy  +  ^^y'  =  a?  zu  integrieren ,  setze  man  wie  vorhin  in 
der  unvollständigen  Gleicbimg  y  —  rt".     Man  erhält  ^  =  ±  «;  und  da 

x±^  =  ß±«ioga:  ^  COS  log  a?  ±  isinlogo? 
ist,  so  siebt  man,   daß   cos  log  o;  und  sin  log  o?  zwei  partikuläre   Integrale 
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sind.  Da  femer  ein  partikuläres  Integral  der  vollständigen  Gleichung  un- 
mittelbar auf  der  Hand  liegt  und  ^x  ist,  so  kann  man  behaupten,  daß  das 
allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 

y  =  4"^  +  «sin  log a?  +  &  cos  log  o? 
lautet. 

f)  In  analoger  Weise  kann  man  a?*y"—  (2ft—  l)xy  +  (A^y  =  0  inte- 
grieren. Setzt  man  y  ^^  s^i  so  erkennt  man,  daß  es  nur  einen  einzigen 
möglichen  Wert  für  n  gibt,  nämlich  n  »»  ft;  aber  die  Kenntnis  des  parti- 
kulären Integrals  ixf  ist  ausreichend  (§  793,  b),  um  das  allgemeine  Integral 
zu  finden.  Setzt  man  y  ^  x^e,  so  wird  die  Gleichung  ic/'+  /=  0  und 
gibt  e  =  a  +  blogx.  Also  ist  y  ^x^(a  +  h log x).  Zu  diesem  Resultate 
gelangt  man  auch  mit  Hilfe  einer  Änderung  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen: a?  =  e*.     Da  (§  558,  a) 

^       ^     dV      y       ^       Ut«       dt) 
ist,  so  wird  die  Gleichung 

dt«        ^^dt^^^       ^' 

Diese  hat  konstante  Koeffizienten,  und  ihre  charakteristische  Gleichung  ge- 
stattet fi  als  Doppelwurzel.  Also  hat  das  allgemeine  Integral  die  Form 
(a-f&t)«^',  und  es  ist  daher  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten 
Gleichung  y  ^  xf^{a-\''b log x), 

g)  In  ähnlicher  Weise  setze  man,  um  (1 — x^)y' — a?y +y  =  0  zu 
integrieren,  x  »=  cos  ^,  sodaß 

^  Bin«  dt'       ^  sin't  dt  *^  ain'tdt« 

d*i/ 
ist.     Die  Gleichung  transformiert  sich  in  ^  -f  y  =  0  und  gestattet  daher 

die  partikulären  Integrale  cosi  =  rr,  sint  =  "j/l  — oi?.  Also  ist  das  all- 
gemeine Integral  y  =  arr  +  &)/l  —x^. 

h)  Die  Ersetzung  der  xmabhängigen  Veränderlichen  durch  eine  andere 
geschieht  nicht  immer,  wie  es  der  ZufaU  fügt.  Sie  wird  häufig  durch  die 
Absicht  bestimmt,  eine  gegebene  Vereinfachung  in  der  betrachteten  Gleichung 
zu  erreichen.  So  kann  man  in  der  Gleichung  {l-\-x^y' -{■  xy^  yi^^y^  die 
sich  durch  Einfährung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  t  in 

(i+^r»g+{(i+a;*)<"+*n^  =  f»'y 

t"  X 

verwandelt,  das  Glied  mit  dy/dt  beseitigen,  indem  man  -rr  +  -  -r — i  =0 

nimmt,  d.  h.  f=- 1 /Vi +aJ*  iind  infolgedessen  ^=  /  =log(a;-hyi+g^'). 

J  yi  +  a:" 

Durch  diese  Substitution  geht  die  vorgelegte  Gleichung  über  in  d^y/dt^  —  (i^y 
und    hat    als    allgemeines   Integral    ae^*  +  l)e~f*K      Beachtet   man,   daß 
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ef^x  +  Yl  +  x^j  6~'  =  —  Ä  +  yi  +  aj*  ist,  so  sieht  man,  daß  das  ge- 
suchte allgemeine  Integral  folgendermaßen  lautet: 

i)   Um  die  von  Legendre    betrachtete  Gleichung  y  =  iy'+«y"   ra 
integrieren,  setze  man  x  ==  t*  und  bemerke,  daß 

^""2«  dt'       ^~       4t«  dt  ■*"4e»dt« 

wird.  Die  Gleichung  geht  über  in  cPy/dt^  —  ^V^  ^uid  daher  ist  ihr  all- 
gemeines Integral 

y^a^y^'  +  be-^y'. 

Lepaige  hat  gefunden,  daß  allgemeiner  die  Gleichung  y  ==  my' +  xy"  iur 
unendlich  viele  Werte  von  m  integrabel  ist.     Man  kann  sie  in  der  Tat 

(§  793,  c),  indem  man  y  «  e^'  '  setzt,  auf  eine  Biccatische  Gleichung  re- 
duzieren: x(/+z^  +  me  =^  1.  Setzt  man  e  =  uv  und  bestimmt  v  derart, 
daß  a;t7'+ «iv  ~  0  ist  (dies  erreicht  man,  indem  man  t;  =  a:""'"  nimmt;, 
so  findet  man,  daß  u  der  Gleichung  «v(tt  +  vi**)  =  1,  d.h.  «'+  u'x"'' 
«jf"-*,  genügt.  Durch  die  Substitution  x^t^  transformiert  sich  die 
letzte  Gleichung  in 

femer  (wenn  man  nt  ^  1  annimmt  und  ft  =  -  j- —  setzt]  in 

du   .       u*  t"  ,    .  1  — 2m     ^  ,  ,.  ,         n  1 

-TT  +  .  —  =  z— — ,  wobei  n  = ,  folglich  -  —r-,  =  m  —  — 

dt        1  — m       1  —  m'  1  — m  '       ®         2n  +  4  2 

ist.     Die  vorgelegte  Gleichung  ist  also  integrabel  (§  786,  h)  für 

fn-±h  ±h  ±h  ±h±h  "" 

j)  Versuchen  wir  die  Integration  der  nicht  linearen  Gleichung 

y"+3y'+2(y-y«)-0, 

indem  wir  den  von  Mansion  angegebenen  Weg  einschlagen.  Setzt  man 
y'  +  y  =  ;P,  so  geht  die  Gleichung  über  in  i^  +  2j8  =  2y*.  Die  Metiiode 
der  Variation  der  Konstanten  führt  zu  dem  Ansatz  y  =  ttc""*,  £  =  €?€"■"', 
und  die  Funktionen  m,  v  müssen  den  Bedingungen  u'«  t?c~*,  t?'=  2u'e~' 
genügen.  Durch  Elimination  von  x  erhält  man  vdv  =^  2u'du.  Also  i^ 
v^  =  tt*  —  o*.  Setzt  man  femer  in  t*'«*  t?c~*  für  v  seinen  Ausdruck  ein 
und  integriert,  so  kommt 

-«       _    /•      dw 

Auf  der  rechten  Seite  haben  wir  ein  elliptisches  Integral.  Wüßten  wir  w 
als  Funktion  von  x  auszudrücken,  so  würden  wir  auch  den  Ausdruck  des 
allgemeinen  Integrals  ue""  haben.  Jedenfalls  können  wir  unendlich  viele 
partikuläre  Integrale  erhalten,  indem  wir  a  »»  0  annehmen.  Alsdann  er- 
gibt sich 
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In  analoger  Weise  läfit  sich  allgemeiner  die  Oleichnng 

y"+  (w+  l)y'+  n(y-y«"-i)  =  0 

behandeln,  und  man  kann  für  alle  ganzzahligen  Werte  von  1/n  ihr  all- 
gemeines Integral  in  expliziter,  endlicher  Form  erhalten.  Man  findet  z.  B., 
daß  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  ^  —  ^y"  =»  1  folgendermaßen 
lautet: 

Dies  läßt  sich  auch  auf  anderem  Wege  (§  785,  d)  herleiten. 

k)  Die  Anwendung  der  Reihen  ist  bei  der  Integration  gewisser  Diffe- 
rentialgleichungen   äußerst    nützlich.       Z.  B.    läßt    sich    die    Gleichung 

y'-\ y -f  fify  =  0,  welche  in  der  Mechanik  vorkommt,  integrieren  unter 

Zuhilfenahme  dei;  Beihe 

frip)  =  1  ""  2(i;  +  l)  "^  2.4-(v+l)(v+8)  ~  2-4-6.(v  +  l)(v  +  3)(v-t-6)  "^  ' 

Beachtet  man  in  der  Tat,  daß  fy'(x)  H U' (ß)  +  Uip^  ^ ^  ist»  iiiid  setzt 

man  in  der  vorgelegten  Gleichung  y  ^  aff(nx),  so  findet  man 

^;'(-)  +  ^^/(»-)  +  (i  +  ^^)  ^^(-) = 0. 

Diese  Gleichung  kann  nur  dann  mit  der  vorhin  erhaltenen  Relation  zu- 
sammenfallen, wenn  fi.(|bi-4-  3)  =  0,  v  =  2|x  -j-  ^  ist.  Es  muß  also  sein 
ft  =  0 ,  V  =  4  oder  ft«  —  3,  v  =  —  2.  Mithin  ist  das  gesuchte  all- 
gemeine Integral  y  ^^  (if^inx) -\- bx''^f_2{^x).  Übrigens  lassen  sich  die 
Funktionen  f_^   und  f^  sehr  einfach  in  endlicher  Form  ausdrücken.     Zu 

dem  Ende  bemerke  man,   daß  fp^%{x)  ^ '^  Uip)   i^*      Inzwischen 

sieht  man  (§  332,  a),   daß  ^ 

isi     Daraus  folgt 

X 

f-ii^)  "^  1  +  I  XGOBxdx  ==  xsmx  +  cosx^ 

0 

femer 

/i(^)  =-  -  -^fo  W  =  -IT'     ^*(^)  ^  ~  •^^«  (^)  ="  -^^^^ aus- 
schließlich können  wir  das  allgemeine  Integral  in  folgender  Form  schreiben : 

7» 

y  =  -j  (sin «a?  —  nx cos «a?)  -^ — j  (cos n«  +  nx sin no?). 
1)  Wichtig  ist  die  hypergeometrische  Reihe*) 


1)  Siehe  Novi  „Algebra  superiore"  p.  286  oder  den  „Coura  d' Analyse"  von 
Jordan,  t.  I,  p.  164. 


' 
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/WP»y»^;-l  +  l.y^-t-     i.2.y(l  +  y)     ^+        1.2.3.y(l  +  y)(2  +  y)        ^^    ' 

welche,  wie  man  leicht  verifi^ert,  die  (Gaußsche)   Differentialglachiiiig 

{x  -  x^y''+  {y  -  (1  +  a  +  p)x)y^  aßy 

erfllllt.  Versucht  man  dieser  Gleichung  allgemeiner  durch  y  =  x^f(a\  /T,  /,  jr) 
zu  genügen,  so  findet  man,  daß  entweder  |*  =  0,  a  ^^  a^  jT«^,  y=y 
sein  muß  oder  ft=l  —  y,  a'=l  +  a  —  y,  |S'=l+jS  —  y,  y'=2—  y. 
Also  ist  das  allgemeine  Integral 

y  «  a^C«,  |5,  y,  rr)  +  6a5i-y/-(l  +  a  -  y,  1  +  ß  -  y,  2  -  y,  x). 

Es  ist  nützlich  zu  wissen,  daß  die  hypergeometrische  Reihe  als  Spezial- 
fHUe  die  Entwickelungen  verschiedener  Funktionen  einschließt.  So  findet 
man  für  ß  ^  y  oder  a  =  y  =»  1  oder  a  =«  j8  =  1  und  y  =  2  die  Funktionen 

(1—0?)"",  e^*, log(l  — fl?).     Man  beachte  schließlich,  daß  die  vorhin 

erhaltenen  partikulären  Integrale  in  eins  zusammenfallen,  wenn  ^  =  1 
ist;  es  ist  aber  bekannt,  daß  dieses  einzige  Integral  für  die  Kenntnis  des 
allgemeinen  Integrals  hinreichend  ist.    So  z.  B.  wird  für  /?  =  1  die  Gleichung 

(x  -  x')y''+  { 1  -  (2  +  a)x]y'^ay 

und  läßt  das  partikuläre  Integral  (l  —  x)"  ^  zu.  Eine  leichte  Rechnung 
(§  793,  b)  zeigt,  daß  ihr  allgemeines  Integral  folgendermaßen  lautet: 

vorausgesetzt,  daß  die  rechte  Seite  nicht  bedeutungslos  ist. 


Oleichnngen  in  mehreren  Terfaiderlichen. 

796.    Totale    Differentialgleiohungen.      Statt    udx  +  vdy  =  0 
möge  gegeben  sein  die  Gleichung 

(17)  udx  +  vdy  +  wdz  =  0, 

in  welcher  Uy  Vj  w  bekannte  Funktionen  von  x^  y^  z  sind.  Be- 
trachtet man  eine  der  drei  Veränderlichen,  z.  B.  jer,  als  Funktion  der 
beiden  andern  (unabhängigen)^  so  zerlegt  sich  (17)  offenbar  in 

^     ^  dx  VD^      dy  to ' 

woraus  sich  leicht  ableiten  läßt,  daß  die  Funktionen  Uj  v,  w  nicht 
beliebig  gegeben  sein  dürfen.    Da  in  der  Tat 

d^z  d    u        V    d   u  d^e  d    v    .    u   d    v 

dxcy  dy  w       w  dz  w^      dydx  dx  w       w  dz  w 

ist,  d.  h. 
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d*si  1  du       u  dw   .    V  du      uv  dw 


^Ä^y  w  ^y    '   tt?'  ^y       tr'  dz       w'  ^jp ' 


^y^rc  «7  ^Ä       MJ*  ^Ä       w^dz       w^  dz 

80  sieht  man  durch  Qleichsetzung  (§  368)  der  beiden  Ausdrücke,  daß 
f^f.>.  (dw      dv\   ,      (du      dw\    .       (dv       du\       ^ 

sein  muß.  Dies  ist  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Existenz 
einer  Belation  zwischen  den  Veränderlichen  x,  y,  Zy  deren  totale 
Differentiale  durch  (17)  yerbunden  sind.  Um  zu  beweisen,  daß  die 
genannte  Bedingung  auch  hinreichend  ist,  wollen  wir  zeigen,  daß, 
falls  dieselbe  erfüllt  ist,  die  Integration  der  Gleichung  (17)  oder  des 
mit  ihr  äquivalenten  Systems  der  Gleichungen  (18)  möglich  ist.  Die 
zweite  Gleichung  des  Systems  kann  man  als  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  zwischen  den  Veränderlichen  y  und  z 
betrachten.  Bezeichnet  man  daher  mit  <p(x)  eine  willkürliche 
Funktion,  so  hat  ihr  allgemeines  Integral  die  Form 

(20)  ax,y,g)  =  <p{x), 

da  bei  dieser  Integration  x  als  eine  Konstante  behandelt  werden  muß, 
von  der  jedoch  v  und  w  abhängen.  Inzwischen  bemerke  man,  daß 
sich  durch  Derivation  Ton  (20)  bei  konstant  gehaltenem  x  wieder  die 
Differentialgleichung  ergeben  muß,  von  der  man  ausgegangen  ist,  und 
daß  man  daher  hat 

V  dy       w  dz      "' 

wo  [i  eine  passende  Funktion  von  x,  y,  z  ist.  Wünscht  man  nunmehr, 
daß  auch  die  erste  der  Gleichungen  (18)  erfüllt  ist,  so  muß  man  (p  der- 
art bestimmen,  daß  man  bei  Deriyation  von  (20)  unter  Voraussetzung 
eines  konstanten  y  erhält 

/oi\  V  \       ^f   I    df  dz       df 

Hierzu  ist  notwendig  (und  hinreichend),  daß  ^  —  ^lu  eine  Funktion 
von  X  allein  ist.  Alles  reduziert  sich  also  darauf,  zu  zeigen,  daß, 
falls   die   Bedingung   (19)    erfüllt    ist,    die   Derivierte    von   ~  —  [lu 

0  X 

nach  y,  bei  deren  Bildung  xr  als  die  durch  die  Gleichung  (20)  defi- 
nierte Funktion  von  rc,  y  betrachtet  wird,  gleich  Null  ist.  Es  soll  mit 
andern  Worten 

dy\dx      ^  /       w  dz\dx      ^  ) 

sein.     Nun  hat  man 

d  (df  __       \  __  dp'V 3fM*        d  fdf  __       \  __  di^w  _  d^u 

dy\^      ^V^T^      ~dy'      dz\dx      ^^)  ~  dx         dz'' 
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mithin  wird  die  letzte  Bedingung,  wenn  man  das  Glied 

dy         dz  ^  dzdy      dyd8~^ 
multipliziert  mit  u,  hinzufügt, 

und  reduziert  sich  weiter  leicht  auf  die  Bedingung  (19),  da  die  linke 
Seite  gleich  der  mit  (i  multiplizierten  linken  Seite  Ton  (19)   ist  plus 

Ist  die  Bedingung  (19)  erfüllt,  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Re- 
lation (20),  wo  für  q)(x)  der  aus  (21)  durch  eine  Quadratur  ge- 
wonnene Ausdruck  einzusetzen  ist,  das  Integral  der  Gleichung  (17)  ist 
Bemerken  wir  schließlich,  daß  die  linke  Seite  von  (17),  wenn  diese 
Gleichung  integrabel  ist,  durch  Multiplikation  mit  einer  passenden 
Funktion  von  Xj  y,  e  ein  YoUsiSndiges  Differential  (§  741)  wird.  Gibt 
man  nämlich  der  Gleichung  (20)  die  Form  0{x,  y,  e)  =  Gonst.  (indem 
man  alles  auf  eine  Seite  bringt) ,  so  hat  man 

a<P       df         V  V  a*       df  dO       df 

cx       dx      ^v  /       ^    ^     dy      oy      ^    ^     o»       o»       ^ 

und  daher  yL{udx  +  vdy  +  wdz)  ^  dO.  Geometrisch  kommt  die  Ton 
uns  behandelte  Frage  darauf  hinaus  (rgl.  §782),  daß  a  priori  eine 
dreifache  Unendlichkeit  von  Ebenen  fixiert  ist,  und  daß  eine  Schar 
von  Flächen  konstruiert  werden  soll,  welche  diese  Ebenen  in  tot* 
geschriebenen  Punkten  berühren.  Aus  den  obigen  Betrachtungen  geht 
hervor,  daß  die  Aufgabe  im  allgemeinen  unmöglich  ist.  Das  kommt 
daher,  daß  man  nach  Flächen  sucht.  Man  beachte  dagegen,  daß  immer 
unendlich  viele  Kurven  existieren,  die  denselben  Bedingungen  genügen. 
auch  wenn  (19)  nicht  erfüllt  ist.  In  der  Tat  führt  die  Elimination 
von  z  zwischen  (17)  und  einer  willkürlichen  Relation  q>{x^y,ji)^^0 
zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Yemiderlichen, 
und  diese  besitzt  immer  eine  einfache  Unendlichkeit  von  Int^^ralen. 

797.    Simultane    gewöhnliche    Differentialgleiohangen.       Wir 

wollen  jetzt  fragen,  welche  Relationen  zwischen  drei  Veranderlidien 
x,  y,  z  bestehen  müssen,  damit  ihre  Differentiale  zu  bekannten 
Funktionen  u,  t?,  w  von  Xj  y,  z  proportional  sind: 

(22)  ^?==^_y«^^ 

Geometrisch  kommt  dies  darauf  hinaus,  in  allen  Punkten  des  Raumes 
a  priori  die  Tangenten  fUr  unbekannte  Kurven  zu  fixieren,  und  es  ist 
leicht  aus  der  Anschauung  zu  entnehmen  (vgL  §  782),  daß  es  solche 
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Karven  in  zweifach  unendliciier  Zahl  gibt.  Ihre  Gleichungen,  die  das 
Integralsystem  von  (22)  bilden^  müssen  also  folgende  Form  haben: 

(23)  F{x,  y,  z,  a,  6)  =  0,      G  (x,  y,  ir,  a,  6)  =  0, 

wobei  a  und  b  willkürliche  Eonstanten  sind.  Und  in  der  Tat  sind 
die  Oleichnngen  (22)  nichts  anderes  als  zwei  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung,  die  sich  in  allgemeinerer  Form 
so  schreiben  lassen: 

(24)  •         f(x,  y,  0,  y\  z)  -  0,     g {x,  y,  z,  y\  /)  =  0. 

Wir  wollen  diese  Gleichungen  nach  z  und  z'  auflösen:  z='q>{x,yyy')y 
/  =i>{Xj  y,  y').  Setzen  wir  den  zweiten  Ausdruck  gleich  der  Deri- 
vierten  des  ersten,  so  ergibt  sich  eine  Relation  zwischen  x,  y,  y',  y", 
d.  h.  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  den  beiden 
Veränderlichen  a;  und  y  aUein.  Integriert  man  diese  Gleichung,  so 
erhält  man  y  ausgedrückt  durch  x  und  zwei  willkürliche  Eonstanten 
a  und  b.  Setzt  man  dann  in  ;ef  =  9?  (a?,  y,  y')  den  Ausdruck  von  y  ein, 
so  erhält  man  z  dargestellt  als  Funktion  von  x,  a,  b.  Auf  diese 
Weise  sind  die  Gleichungen  (24)  oder  (22)  integriert.  Es  ist  femer 
zu  bemerken,  daß  man  den  Gleichungen  (24)  durch  Auflösung  nach 
y^dyjdx  und  z'^dzjdx  immer  die  Form  (22)  geben  kann. 
Ahnlich  liegen  die  Verhältnisse,  wenn  es  sich  um  drei  gewöhnliche 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  vier  Veränderlichen 
Xy  y,  Zj  t  handelt.  Man  denke  sie  sich  nach  den  Derivierten  Ton  x^y^z 
(nach  t)  au%elöst:  x^Uy  y^Vj  z^w^  wo  u,  v,  w?  bekannte 
Funktionen  von  Xy  y,  Zy  t  sind.  Aus  der  ersten  {x'  =  w)  entnehme 
man  y  ^  q)(tyXy  z,x^y  um  es  in  die  beiden  andern  einzusetzen,  die 
auf  solche  Weise  die  Form  annehmen 

f(ty    Xy    Zy    Xy    /,    Jj")    =    0,  jf  (t y    Xy    Zy    Xy    Z')     «    0. 

Aus  ihnen  entnehme  man  z  ^  ^^{t,  Xy  x'y  x")y  z  =  %  (t,  rc,  Xy  a;")  und 
setze  den  zweiten  Ausdruck  gleich  der  Derivierten  des  ersten.  Die  so 
erhaltene  Relation  zwischen  ty  Xy  x'y  x"y  x'"  ist  eine  Differential- 
gleichung dritter  Ordnimg,  deren  Integration  dazu  führt,  x  durch  t 
und  drei  willkürliche  Eonstanten  auszudrücken.  Setzt  man  x  in 
z  =^  i^(ty  Xy  Xy  x")  uud  dauu  X  und  z  in  y  =  q)(ty  x,  z,  x')  ein,  so  er- 
hält man  analoge  Ausdrücke  für  y  und  z,  Ist  allgemein  ein  System 
von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
w  -+-  1  Veränderlichen  gegeben 

dx dx^^  dx^  dx^ 

so  läßt  sich  die  Integration  durch  successive  Elimination  von  n—  \ 
Veränderlichen  auf  die  Integration  einer  einzigen  Differentialgleichung 
M-ter  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen  zurückführen  und  so  das  In- 
tegralsystem in  Form  von  n  simultanen  Gleichungen  erhalten 
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F^  {X,  X^,  ^2y  "  '  y  ^n}  ^U  ^7  -  '  f  ^n)  ^  ^       (*  =*  1;  2,  3,   .  .  .  ,  »), 

in  denen  n  willkürliche  Eonstanten  auftreten.  Dank  dem  Anfireten 
dieser  Konstanten  kann  man  ein  System  von  n  Funktionen^  die 
verpflichtet  sind  für  einen  gegebenen  Wert  der  unabhän- 
gigen Veränderlichen  vorgeschriebene  Werte  anzunehmen, 
als  definiert  betrachten  durch  n  simultane  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung. 

798.  Partielle  Differentialgleichungen.  Die  einfachste  partielle 
Differentialgleichung  (§  781)  ist  die,  welche  die  partieUen  Derivierten 
p  und  q  einer  unbekannten  Funktion  0  von  x  und  y  mit  dieser  Funk- 
tion selbst  und  den  unabhängigen  Veränderlichen  verbindet.  Wir 
wollen  uns  hier  eingehender  mit  denjenigen  Gleichungen  beschäftigen^ 
welche  p  und  q  linear  enthalten  und  aus  diesem  Grunde  lineare 
Gleichungen  heißen.     Sie  haben  die  Form 

(25)  up  +  vq^w, 

wo  u,  t7;  w  bekannte  Funktionen  von  x,  y^  z  sind.  Die  Frage  nach 
allen  Funktionen  Zy  welche  einer  solchen  Relation  genügen,  kommt 
geometrisch  auf  die  Frage  hinaus,  welche  Flächen  in  jedem  Punkte 
{Xy  y,  z)  von  einer  durch  diesen  Punkt  in  der  Richtung  (ti,  t?,  w)  ge- 
zogenen Geraden  berührt  werden;  denn  die  Gleichung  (25)  läßt  sich 
gerade  als  Orthogonalitätsbedingung  für  die  bekannte  Richtung 
{u,  V,  w)  und  die  Richtung  (i>;  3,  —  1)  der  Normale  (§  659)  einer 
der  gesuchten  Flächen  ansehen.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  jede 
dieser  Flächen  der  Ort  einer  einfach  unendlichen  Eurvenschar  ist 
die  innerhalb  der  zweifach  unendlichen  (23)  gewählt  ist.  Der  In- 
begriff aller  möglichen  Flächen  muß  sich  folglich  darstellen  lassen, 
indem  man  eine  willkürliche  Abhängigkeit  zwischen  den  Eonstanten 
in  den  Gleichungen  (23)  herstellt.  Die  Gleichung  jeder  Fläche,  die 
der  Differentialgleichung  (25)  genügt,  wird  sich  also  durch  Elimina- 
tion von  a  und  h  zwischen  den  Gleichungen  (23)  und  einer  willkürlichen 
Relation  (D(a,  &)  =  0  erhalten  lassen.  Diese  Voraussage  wird  sogleich 
durch  die  Rechnung  bestätigt  werden.  Es  sei  f{Xf  y,  z)  ^^0  eine  be- 
liebige Relation,  die  z  so   als  Funktion  von  x,  y  definiert,  daß  (25) 

erfüllt  ist.     Setzt  man   in   (25)  P  =  ~'ä^/ä-^;   ^'^~"^/p^ 
wird  diese  Gleichung 

« 

also  eine  lineare  und  homogene  Gleichung,  die  man  sofort  integrieren 
kann,  sobald  das  Integralsystem  der  Gleichungen  (22)  bekannt  ist 
Denken  wir  uns  in  der  Tat  die  Gleichungen  (23)  nach  den  Eon- 
stanten aufgelöst: 

(27)  q){x,y,z)^a,    i;{x,y,z)^b. 


so 
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Wir  wollen  hier  bemerken^  daß  die  Funktionen  (p  and  ^  voneinander 
tmabliangig  sind;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall^  so  würde^  wenn  für 
a  ein  Wert  festgesetzt  ist,  der  Wert  von  b  nicht  willkürlich  sein. 
Nun  ist  die  Gleichung  (26)  sowohl  für  f=(p  als  auch  für  /*  =  ^  er- 
füllt; da  die  Differentiation  der  Gleichungen  (27)  und  die  Ersetzung 
von  dx,  dy,  dz  durch  die  proportionalen  Größen  u,  v,  w 

^     ^  dx   *      dy  dz         '        ox  ^      dy  dz 

liefert.  Was  jetzt  auch  die  der  Gleichung  (26)  genügende  Funktion  f 
sein  mag;  so  ist  für  die  Verträglichkeit  dieser  Gleichung  mit  den 
Gleichungen  (28)  erforderlich 

d{x,  y,  z) 

Folglich  muß  (§  579)  zwischen  /)  %  tj;  eine  Relation  bestehen.  Sie 
enthalt  notwendig  f,  weil  sonst  eine  Abhängigkeit  zwischen  (p  und  ^ 
bestehen  würde.  Also  ist  /*»  0(9);  ^).  Was  (d  anbetrifft;  so  ist  es 
das  Symbol  einer  willkürlichen  Funktion.  Wie  man  nämlich  auch  co 
wählen  mag;  immer  ist 

cf diod<p    ,d(od^       df       doadfp    .d(odi>       df       doadtp    .dmdiff 

Wx^  d^dx'^  d'iffdx'    Wy'^  d(pdy'   d'ipdy^    dz  ^  dtpdz  "^  d'i^dz  ' 

mithin 

'V      ^/'       d(o  "S^     dg>   .   da  y^     diff       f. 

Zj^di^d^Zj^di  +  d^^^di^^> 

aodaß  die  Gleichung  (26)  erfüllt  ist.  Jetzt  sieht  man,  daß  eS;  um 
(25)  zu  befriedigen;  genügt  0(9);  ^)  =  0  zu  setzen.  Allgemeiner 
reduziert  sich  die  Integration  der  linearen  Gleichung  mit  n  unab- 
hängigen Veränderlichen 

/ork\  dx    .         dx    .  ,         dx 

(29)  «iä5:  +  «»ä^  +  ---  +  "»ä^  =  '* 

sofort  auf  die  Integration  der  linearen  und  homogenen  Gleichung 
mit  n  -f-  1  unabhängigen  Veränderlichen 

(30)  u.  -f-^  +  u.S^  +'"  +  u^P-  +  u^^0, 
^     ^  ^  dx^    ^   ^  cx^    ^  ^     ^dxj^  dx         ' 

und  um  diese  zu  integrieren  braucht  man  nur  das  System  von  n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen 

dx dx^  dx^  dx„ 


u         «i  w,  u„ 


zu  integrieren  und  das  Integralsystem  in  der  Form 

Vii^}  ^1)  ^%}' '  'f  ^n)  ^  Const.     (i  =*  1;  2;  3,  •  •  • ,  n) 
zu  schreiben.     Man  genügt  der  Gleichung  (30)  in  der  allgemeinsten 
Weise  durch   /*=  a>(9>i,  9>27 '  * ';  9«)   ^^^  ^^^  Gleichung  (29);   indem 


862  Vn,  4.    Differentialgleicbungen.  §  798—800 

man  setzt  o(9>i,9>,  *  •  •,  ^^J  =  0,  wo  a  das  Symbol  einer  willkür- 
lichen Funktion  ist. 

799.  Es  ist  nützlich  zu  wissen,  daß  die  Kenntnis  eines  partiku- 
lären Integrals  f^fp  der  Gleichung  (26)  die  Integration  zn  Terein- 
fachen  gestattet,  durch  Reduktion  der  Zahl  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen von  dreien  auf  zwei.  Da  (p  wenigstens  eine  der  drei  Ver- 
änderlichen enthält,  so  kann  man  immer  annehmen,  daß  q)  von  £  ab- 
hängt, indem  man  erforderlichen  Falles  die  Veränderlichen  neu  be- 
nennt; folglich  kann  man  q>  an  Stelle  von  z  als  unabhängige  Ver- 
änderliche einführen.  Macht  man  nun  die  nach  dem  neuen  System 
X,  tfy  q>  genommenen  partiellen  Derivierten  durch  Klammem  kenntlich, 
so  hat  man 

dx  Kdi)'^  Kdtp)  dx'  dy'~  \dy)  "^  \d(p)  dy  '  dz  \dfp)  ds  ' 
und  die  Gleichung  (26)  verwandelt  sich  auf  diese  Weise  in 
u  (^j  -f  vU  )  =  0.  Das  Problem  ist  also  reduziert  auf  die  Integra- 
tion einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Veränderlichen:  y'=  z(^,  y,  9>).  Dabei  ist  <p  als  eine  Konstante 
zu  behandeln.  Allgemeiner  gestattet  die  Kenntnis  von  v  unabhängigen 
partikulären  Integralen  der  Gleichung  (30),  d.  h.  von  v  Funktionen 
9^1}  9i9 ' '  '7  welche  der  Gleichung  (30)  genügen  und  von  denen  keine 
eine  Funktion  der  übrigen  ist,  die  Gleichung  (30)  in  eine  analoge 
Gleichung  mit  n  —  v  +  1  unabhängigen  Veränderlichen  zu  transfor- 
mieren. Man  gelangt  zu  dieser  Gleichimg,  indem  man  an  Stelle  von 
V  Veränderlichen  x  die  Funktionen  9]^  ^'s,  •  •  -^  9,  einführt. 

800.  Um  nach  Lagrange  eine  beliebige  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 

(31)  f(x,y,z,p,q)  =  0 

zu  integrieren,  suche  man  eine  zweite  Relation  g  (pi^,  ff,  ^f  p,  i)  «=  0  zu 
erhalten,  um  aus  ihr  und  aus  (31)  p  und  q  als  Funktionen  von  x,  y,  z 
zu  entnehmen  und  dann  e  durch  Integration  (§  796)  der  totalen  Diffe- 
rentialgleichung dz  » pdx  -f  qdy  zu  bestimmen.  Die  partielle  Deri- 
vation der  Gleichungen  f=*Oy  g  =  0  nach  a:,  y>  ^  liefert 

dx'^ öp  dx'^dq  dx        ^  dy     dp  dy     dq  dy        '  dz     dpdz^cq  ds 

^9  xdg  dp  dg^dq  ^Q  dg  ,dg^dp,dg^dq  ^q  ^9_yd£dpdgdq^^^ 
dx'^  dpdx^  cqdx        '   dy^  dp  dy^  dqdy^^    ^  dz~^dpdz~^dqdz 

Wenn  man  aus  diesem  System  unter  Elimination  von  dp/dx  unJ 
cq/dy  die  vier  andern  partiellen  Deri vierten  von  p  und  q  berechnet 
um  sie  in  die  Relation 
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einzusetzen,  welche  f&r  die  Integrabilitat  von  dz  «=  pdx  +  qdy  not- 
wendig nnd  hinreichend  ist  (§  741),  so  findet  man 

Das  ist  eine  lineare  und  homogene  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  mit  fünf  unabhängigen  Veränderlichen.  Wie  wir 
wissen  (§  798),  kommt  man  bei  ihrer  Integration  auf  yier  simultane 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Übrigens  genügt  es  nach 
einer  wichtigen  Bemerkung  von  Charpit  ein  einziges  Integral  g 
Ton  (32)  mit  einer  willkürlichen  Konstanten  zu  bestimmen.  Man 
kann  dann  durch  Integration  von  dz  ^pdx  +  qdy  zur  Kenntnis  der 
allgemeinsten  Funktion  B^F{Xy  y,  a,  b)  gelangen,  die  der  Gleichung 
(31)  genügt.  Dabei  hat  man  a  und  h  als  Konstanten  zu  betrachten 
oder  als  VeranderUche,  die  gewissen  Bedingungen  unterworfen  sind. 
Es  werde  der  größeren  Klarheit  halber  angenommen,  daß  (31)  auf 
die  Form  jer  =»  9(Xy  y,  p,  q)  gebracht  ist;  ss  =^  Gr(rr,  y)  sei  eine  be- 
liebige Funktion,  welche  dieser  Gleichung  genügt,  sodaß  man  identisch 

(0/3        O  /3» 
Xy  y,  -^ ,  -^  j .   Andererseits  bestimme  man  a  und  h  mittels 

der  Gleichungen 
(33) 


dx       dx '     dy        dy 


Wenn  man  bedenkt,  daß  die  vorgelegte  Gleichung  unabhängig  yon 
a  und  h  erfüllt  sein  muß,  wenn  man  F{Xj  y,  a,  b)  für  z  setzt,  so  sieht 
man  sofort,  daß 

F(«,y,a,&)-*(x,y,g,|f)-«(^,y,||,|f).G(^,y) 

ist.  Also  schließt  der  Ausdruck  F{Xj  y,  a,  b)  alle  möglichen  Funk- 
tionen z  ein,  die  der  Torgelegten  Gleichung  genügen,  und  heißt  aus 
diesem  Ghimde  das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung.  Inzwischen 
zeigt  die  partielle  Derivation  der  Identität  F  =^  G,  wenn  man  die 
Gleichungen  (33)  beachtet,  daß  man  haben  muß 

^^>  dadx"^  dh  dx~~^'     dady"^  dhdy'~'     ' 

Diese  Relationen,  die  für  konstante  a  und  b  identisch  bestehen,  sind 
auch  erfüllt,  wenn  a  und  b  passende  Funktionen  von  x  und  y  sind. 
Dieselben  sind  entweder  unabhängig  oder  beliebig  aneinander  gebunden. 

Im   ersten  Falle  ist   die  Determinante  J~-^-  -{  von  Null  verschieden, 

d{x,y)  ' 

und  man  muß  daher  haben  cF/ca  =  0,  bF/cb  =*=  0,  woraus  sich  für 
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a  und  b  zwei  yerschiedene  Funktionen  ergeben,  deren  Einsetzung  in 
z  =  F(x,  ffj  a,  b)  zur  Kenntnis  eines  partikulären  Integrals  ^^=<p{x,y) 
führt,  des  sogenannten  singtUären  Integrals,  Im  zweiten  Falle  redu- 
zieren sich,  wenn  b=^(D{a)  gesetzt  wird,  die  Gleichungen  (34)  auf  die 

eine  Gleichung  ^ V^'ip)"^  ^  0,  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

ergeben  sich  für  a  und  b  zwei  Ausdrücke,  die  ein  Symbol  einer  will- 
kürlichen Funktion  enthalten;  setzt  man  sie  in  e  =  F{Xy  y,  a,  b)  ein, 
so  findet  man  das,  was  man  als  allgemeines  Integral  der  yorgelegten 
Gleichung  zu  bezeichnen  pflegt.*) 

1)  Wünscht  der  Leser  Übungen  und  nähere  Einzelheiten  über  diese  wich- 
tige Theorie  zu  haben,  so  kann  er  die  Spezialwerke  von  Forsyth  und  Goureat 
zu  Rate  ziehen. 


Anhang. 

Die  Weierstraaasohe  Fnnktioii. 

801.    Die  Funktion,  auf  welche  wir  am  Schluß  von  §  282  hin- 
gewiesen haben,  ist 

f{x)  =  cos  jrrr  +  6  cos  xax  +  6*  cos  %a^x  +  h^  cos  %a^x  H 

für  passende  Werte  Yon  a  und  h.  Es  ist  bekannt,  daß  für  |&  <  1 
die  Reihe  gleichmässig  konvergiert  (§  319)  und  eine  stetige  Funktion 
darstellt  (§  322).  Wir  werden  jetzt  zeigen,  daß  trotz  der  Stetigkeit 
f{x)  für  jeden  Wert  von  x  ohne  Derivierte  ist.  Zunächst  wollen  wir 
nach  Fixierung  von  x  eine  Folge  ^0,0^,0,,...  von  positiven  oder 
negativen  ganzen  Zahlen  bestimmen  derart,  daß  die  Differenzen 

a;  —  «0?    aa?  —  ofi,    a^x  —  a^y   a'a;  —  «3,' •  •  • 

alle  größer  als  —  |-  und  nicht  größer  als  ^  sind:  es  genügt 
—  «„  =  [1  —  fl"a:]  zu  nehmen.     Setzen  wir 

a  a 

sodaß 

ist.    Wenn  a  ^  3  ist,  so  hat  man 

und  daher 

^o<^i  <^»<^  <••  -1    liina;„  =  x. 

Ebenso  ist 

^0'  >  ^1'  >  V  >  ^b'  >  •  • '?    lim  a;;  =  a;. 

naoo 

Jetzt  betrachte  man  die  beiden  Zuwachsverhältnisse 

m-fjp^     fix;;) -fix) 

X  —  aj„     '         x^  —  X 

Das  erste  ist  ein  linksseitiges,  das  zweite  ein  rechtsseitiges.  Das  links- 
seitige Zuwachsverhältnis 

f{x)  —  f{x^        ^CT  ,  y  coa  (ä  a^x)  —  cos  {na*x^ 


0 

Ceiftro,  AnAlysis.  66 


^       ^^  Cf  ^       ^** 
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läßt  sich  zerlegen  in 

M—  1  OB 

(l)     ^  (ahY  i^?i?— ^-^-H-^-^*  (*"!?«)  4.  "^6"  +  "  C08  («a"'^'^g)  —  coB  (^a""*"V, 
Betreffs  der  ersten  Summe  bemerke  man^  daß 

COB  (nay)  —  cos  («oX)  ^  _  jj  gi^  (xa"  -^—A  _^^     « / 


a'ix  -  x„) 


na 

2 

aino; 


ist.    Da  die  absoluten  Beträge  von  sin  x  und  ~      nie  großer  als  die 

Einheit  sind,  so  sieht  man,  daß  der  absolute  Betrag  des  letzten  Aus- 
drucks nicht  größer  ist  als  ^.  Daraus  folgt,  wenn  man  6  >  0  vor- 
aussetzt, daß  die  erste  der  beiden  Summen  (1)  ihrem  absoluten  Be- 
trage nach  kleiner  ist  als 

0 

Man  kann  ihr  also  die  Form  geben  —t~_^{ciV)%  wo  0  zwischen  —  1 

und  1  enthalten  ist  Was  die  zweite  Summe  in  (1)  anbetrifft,  so  be- 
merke man,  daß. 

cos  (ica^'^^x)  —  cos  (Äa"+*rcJ 

=— cos(3ra"+''a:J  { l—coB(za'^'^*{x—xJ) }  --sin(Äa"+''a;j8in(;ra''+*'(ar— x^l 

ist.  Wenn  man  jetzt  annimmt,  daß  a  «eine  ungerade  ganze  2jafal  ist, 
so  ist  der  Bogen 

na^'^^x^  =  Ä«"  •  a^x^  =  ^öt''(a„  —  1) 

ein  Vielfaches  von  Xj  und  zwar  ein  gerades  oder  ungerades,  je  nach- 
dem a^  ungerade  oder  gerade  ist.     Daraus  folgt 

cos  (xaT+'^x^)  =  -  (-  1)"",    sin  (3ra«+''a;J  =  0, 

cos  («a^+^a;)  —  cos  (äö^+^o^J  =  (-—  1)""{  1  —  cos  (3ra"+*'(a:  —  xj)]. 

Die  betrachtete  Summe  reduziert  sich  somit  auf 

(2)  (-  ly^iaby  V  6^  i-coBGra"-^-(a:-a^j) . 

Die  der  Summation  unterworfenen  Glieder  sind  alle  positiv  oder  null. 
Das  erste  ist 

1  —  C08  («  a"  {x  —  x„)) 

Der  Bogen  %a^{x-'X^  ist  größer  als  ^ä,  nicht  größer  als  |ar.  Sein 
Kosinus  ist  also  negativ  oder  null;  mithin  ist  das  betrachtete  Glied. 
weil  der  Zähler  nicht  kleiner  als  die  Einheit,  der  Nenner  aber  nicht 
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größer  als  3/2  ist^  nicht  kleiner  als  2/3.  Um  so  mehr  ist  die 
Snmme  aller  Glieder  der  Summe  in  (2)  größer  als  2/3.    Daraus  folgt, 

daß  der  Ausdruck  (2)  auf  die  Form  (—  l)""  •  ■JÄ(a&)"  gebracht  werden 
kann  mit  X;  >  1.    Also  hat  man 

X  —  X„  ^         ^^'^VS'oo  —  1/ 

Nun  ist  die  Größe  in  Klammern  immer  größer  als 

8        a6  —  1  ™  3  '         ab  —  1         ' 

sie  ist  also  postiy,  wenn  aft^l-f^ar.  Andrerseits  überschreitet 
{aVy  mit  wachsendem  n  jede  Grenze.  Also  nimmt  das  linksseitige 
Zuwachsyerhältnis  seinem  absoluten  Betrage  nach  unendlich  zu,  wenn 
die  unabhänge  Veränderliche,  die  Folge  x^^  x^,  x^,  . ,  ,  durchlaufend, 
nach  X  konvergiert.    Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  wie  die  obige  gibt 


X^'-X 


wo  Tc  größer  als  1  ist  und  ö'  zwischen  —  1  und  1  liegt.  Also  nimmt 
das  rechtsBeitige  Zuwachsyerhältnis  seinem  absoluten  Betrage  nach 
unendlich  zu,  hat  aber  für  jeden  Wert  von  n  das  entgegengesetzte 
Zeichen  wie  das  linksseitige  Zuwachsyerhältnis,  wenn  die  Veränder- 
liche die  Folge  x^j  x^y  x^,  . . .  durchlaufend  nach  x  konvergiert.  Es 
ist  überdies  von  Wiener^)  bewiesen  worden,  daß  sich  andere  Folgen 
konstruieren  lassen,  für  welche  die  Zuwachsverhältnisse  nach  beliebig 
vorgeschriebenen  Grenzwerten  konvergieren.  Wiener  hat  sich  femer 
der  Weierstraßschen  Funktion  bedient  um  zu  zeigen  (vgl.  §  692,  b),  daß 
eine  Fläche,  die  keine  Regelfläche  ist,  abwickelbar  sein  kann. 
Natürlich  ist  eine  solche  Fläche,  weil  sie  in  jedem  Punkte  ohne  Tan- 
gentialebene ist,  materiell  nicht  realisierbar.') 


Binlges  Aber  die  DUterensenreolmiing. 

802.  Ist  eine  Folge  von  Zahlen  gegeben  Uq,  u^,  u^j  u^,  . .  ,y  so 
nennnt  man  Differenz  eines  Gliedes  das,  was  zu  ihm  addiert  werden 
muß,  um  das  folgende  Glied  zu  erhalten.  Die  Bildung  der  Differenzen 
der  Glieder  einer  Folge  ist  eine  Operation,  die  mit  dem  Symbol  z/ 
bezeichnet  wird: 

p        p+i        p 
Auch  der  einfache  Übergang  von  einem  Gliede  zum  folgenden  kann 

1)  „Grelles  Journal"  1881,  S.  221. 

2)  „Lehrbuch  der  dcurstellenden  Geometrie^^  Bd.  II,  S.  83. 

55* 
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als  eine  Operation  F  betrachtet  werden  von  der  Beschaffenlieit,  daß 

ist.  Da  die  rechte  Seite  nichts  anderes  ist  als  u«  4-  z/u.,  so  kann 
man  sagen,  daß  die  Operationen  z/  und  F  in  der  Beziehung 
F  ^  1  +  jj  stehen.  Ersetzt  man  ds^egen  in  dem  Ausdruck  von 
jdUj,  das  Up^^  durch  Ftfp,  so  sieht  man,  daß  z/  ==  F  —  1  ist. 

803«  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  sich  die  Operationszeichen  z/ 
und  r  dem  algebraischen  Kalkül  nach  den  in  §  350  angedeuteten 
Regeln  unterwerfen  lassen.  Zunächst  bemerke  man,  daß  nach  der 
Definition  sowohl  die  jp- malige  Anwendung  von  F  auf  das  Glied  m 
als  auch  die  g- malige  Anwendung  auf  w^  das  Glied  u^^^  liefert,  daß 
man  also  hat 

oder,  wenn  man  F*Uq  für  u^  setzt, 

FP  '  F9  =  f79  .  p^p  ^  p^P  +  9^ 

Ferner  beachte  man,  daß  die  Operationen  z/  und  F  vertauschbar  sind; 
denn  FJu^  stellt  das  Glied  dar,  welches  in  z/w^,  z/i*i,  z/tij,  . .  .  auf 
z/Wp  folgt,  d.  h.  z/w^^i,  wofür  man  offenbar  auch  schreiben  kann 
/dFu^,  Also  ist  F^=z/F'.  Daraus  folgt,  wenn  eine  Anzahl  von 
Operationen  z/  und  F  gegeben  ist,  daß  diese  in  beliebiger  Reihenfolge 
ausgeführt  werden  können.  Da  nun  die  Differenz  einer  Summe  offenbar 
gleich  der  Summe  der  Differenzen  der  Glieder  ist,  so  hat  man 

^8  =  j{r-  i)  =  zfr~z/  =  Fi-z/ 
-  F(r- 1)  -  (r- 1)  =  (r-  if. 

Allgemeiner  hat  man,  wenn  z/p  ==  (P—  l)**  zugegeben  wird, 

und  die  Formel  gilt  daher  für  jeden  Wert  von  p.  Um  also  die  p^ 
Differenz  des  ersten  Gliedes  der  Folge  u^,  u^,  u,,  . . .  durch  diese 
Zahlen  selbst  auszudrücken,  hat  man  die  Formel 

Für  ein  beliebiges  Glied  hat  man 

Will  man  umgekehrt  die  Folge  rekonstruieren,  wenn  man  die  succes- 
siven  Differenzen  des  ersten  Gliedes  kennt,  so  muß  man  die  Formel 
F**  =  (1  +  Ay  anwenden,  welche  ergibt 

(2)  %-%  +  ^  ^Wo  +  ^T^  z/^tio  +  •  •  •  +  ^^Uo . 
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804.  Differenzen  Ton  0^.  Man  nennt  so  kurz  die  successiven 
Differenzen  des  ersten  Gliedes  der  Folge  0«,  1«,  2«,  3«,  . . . ,  sodaß  man 
auf  Ghnmd  der  Formel  (1)  bat 

(3)        jpo^  =  pi -  »- ij,  -  ly,  +  pLp.-t}) (j,  -  2)* ±p. 

Bildet  man  z.  B.  die  Differenzen  der  Kuben;  so  erbält  man  die  in 
folgendem  Schema  zusammengestellten  Zablen:  ^ 

0     1     8     27     64     125    216      343      512      729       1000... 
1     7    19    37     61       91       127       169      217      271  ... 
6    12    18    24      30      36        42        48        54  . . . 
6666        6  6  6  6... 


Man  sieht,  daß  von  der  vierten  an  die  Differenzen  aller  Glieder  der 
Folge  nuU  sind.  Wir  werden  in  Kurzem  beweisen,  daß  dies  ein 
Spezialfall  eines  allgemeinen  Satzes  ist,  der  es  erlaubt  umgekehrt  auf 
dem  Wege  der  Addition  die  ursprüngliche  Folge  zu  rekonstruieren. 
Das  kann  in  der  Praxis  von  Nutzen  sein  bei  der  Konstruktion  von 
Tafeln  für  die  Quadrat-  und  die  Kubikzahlen.  Kehren  wir  zu  der 
Formel  (3)  zurück,  um  daraus  ein  rasches  Verfahren  zur  Berechnung 
aller  Differenzen  von  0«  abzuleiten.  Verwandelt  man  p  in  j?  —  1,  so 
erhält  man  durch  Summation  mit  (3) 

^p(yi+^-'^(yi^pi-^^(^-iy  +  iP-^^^-^\p^2y ±1. 

Inzwischen  wird  die  rechte  Seite,  multipliziert  mit  p, 

pi^i  -f(p-^  l)«+i  +-P(^Z_i)(p  -.  2)«+i ±p^  ^0«+^ 

Also  ist 

(4)  JP0i+^='p{JP09  +  JP-^0^), 

Unter  Anwendung  dieser  Formel  läßt  sich  mit  großer  Leichtigkeit 
folgendes  Schema  aufstellen: 

J     z/»       J^         J*'  J^  J^  J^  ^«  . . . 


0» 

o-* 

2 

0» 

6 

6 

0* 

14 

36 

24 

^ 

30 

150 

240 

120 

0« 

62 

540 

1560 

1800 

720 

0' 

126 

1806 

8400 

16800 

15120 

5040 

0» 

■ 

• 
• 

• 

254 

5796 

•       •       • 

40824 

■       •       • 

126000 

... 

191520 

«       •       •       fl 

141120  40320 
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Die  Elemente  der  zweiten  Vertikalreihe  erhält  man  von  2  ausgeheni 
indem  man  diese  Zahl  zn  1  hinzuf&gt  und  das  Resultat  yerdoppelt; 
darauf  addiert  man  1  zu  der  so  erhaltenen  Zahl  6^  verdoppelt  das 
Resultat  und  erhält  14.  Ebenso  addiert  man  1  zu  14;  verdoppelt 
und  erhält  30;  u.  s.  w.  Bei  der  dritten  Vertikalreihe  verfährt  man 
in  analoger  Weise,  d.  h.  jedes  Glied  wird  mit  dem  links  davon  atmen- 
den summiert  und  das  Resultat  verdreifacht.  So  hat  man  von  6  auä- 
# 

gehend  6  +  6  =  12,  was  verdreifacht  36  gibt;  femer  ist  36+14«5(', 
was  verdreifacht  150  gibt;  u.  s.  w.  Es  ist  nützlich  sich  das  auf  diese 
Weise  konstruierte  Schema  gegenwärtig  zu  halten,  weil  die  Differenzen 
von  O''^  bei  verschiedenen  interessanten  Fragen  der  Analjsis  vorkommen 

805.  Es  ist  auch  nützlich  gewisse  Eigenschaften  zu  kennen,  die 
leicht  aus  (4)  ableitbar  sind.  Zunächst  hat  man  ^0?  =»  0 ,  wenn 
p>  q  ist.  Läßt  man  in  der  Tat  zu,  daß  dies  bis  zu  einem  gewissen 
Wert  von  q  richtig  ist  (wie  es  für  g  =  1  gilt),  so  zeigt  uns  die  For- 
mel (4),  daß  der  Satz  bestehen  bleibt,  wenn  man  q  in  q  -}'  1  ver- 
wandelt. Aus  derselben  Formel  leitet  man,  indem  man  q  =  p  —  \ 
setzt,  ab  ^^0^  =  p\  Endlich  bemerke  man,  daß  ^f^O^  immer  teilbar 
durch  pl  ist     Man  schreibe  in  der  Tat  (4)  in  der  Form 

JP09  =  p^p  - 10?- 1  4-  p^Qft- 1 

und  wende  diese  Formel  wiederholt  auf  den  zweiten  Bestandteil  der 
rechten  Seite  an.     Auf  solche  Weise  erhält  man 

Also  ist  J^Qft  teilbar  durch  p\  und  da  die  rechte  Seite  nur  (jp  —  1 1'" 
Differenzen  enthält,  so  kann  man  sagen,  daß  J^Qft  durch  p(jß  —  1; 
teilbar  ist.  Daraus  folgt,  daß  jedes  Glied  auf  der  rechten  Seite  durch 
p{p  —  1)  (i>  —  2)  teilbar  ist,  mithin  auch  ^^^0^;  u.  s.  w.  Auf  die» 
Weise  gelangt  man  durch  eine  Kette  abwechselnder  Schlüsse  zu  der 
klaren  Einsicht,  daß  zf^'O'^  durch  p\  teilbar  ist,  was  auch  q  sein  mag. 

806.  Differenzen  von  Funktionen.  Wir  wollen  jetzt  annehmen, 
daß  die  Folge  von  den  Werten  f{x),  f{x  +  ä),  f{x  +  2A),  -  •  •  einer 
Funktion  y  gebildet  wird.  Die  p^  Differenz  des  ersten  Gliedes  ist 
nach  Formel  (1) 

^i'y=./'(x+pÄ)-{-/'(a;+(p-l)A)+^i-V(^+(p-2)A)-...±/-,y' 

Wenn  wir  jedes  Glied  der  rechten  Seite  nach  der  Taylorschen  Formel 
entwickeln,  so  finden  wir  als  Koeffizienten  von  A* 

Es  verschwinden  also  (nach  der  ersten  der  drei  im  vorigen  Paragraphen 
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bewiesenen  Eigenschaftien)  die  Glieder  mit  hy  h^^  , , .,  h^"^,  und  es 
verschwindet  auch;  wie  vorauszusehen  war^  das  von  h  unabhängige 
Glied,  da  es  das  Produkt  von  f(x)  mit  (1  —  1)''  =  0  ist.  Folglich 
hat  man 


VS  OD 


(5)  jpy^^m-^'o^- 

Diese  Formel  setzt  die  Möglichkeit  der  Entwickelung  von  f  in  eine 
unendliche  Reihe  voraus,  um  eine  allgemeine  Formel  mit  einem 
Bestausdruck  zu  haben,  bemerke  man,  daß  ^^y  bei  festgehaltenem  x 
eine  Funktion  von  h  ist^  deren  n^®  Derivierte  folgendermaßen  lautet: 

j^fin)(x  +  ph)  -  {-  (p  -  1)Y^">  (x  +  {p--  DA) 

Wenn  man  also  (§  330)  in  der  Entwickelung  (5)  bei  dem  zu  i/=n— 1 
gehörigen  Gliede  stehen  bleibt,  so  muß  man  noch  hinzufügen 

B,  =  ^>i'(0-/^«)(a;)), 

wobei  diese  letzten  Differenzen  für  Intervalle  Oh  statt  h  zu  nehmen 
sind.    Hier  bedeutet  6  wie  gewöhnlich  eine  Zahl  zwischen  0  und  1. 

807.   Übungen,    a)  Für  y^e*  hat  man  2/y=e*+*— c*=e*(e*— l), 
mithin 

Die  Formel  (5)  wird,  wenn  man  beide  Seiten  durch  e'  dividiert  und  h 
in  X  verwandelt, 

(e«_i)P=2'^'^0'V 

P 

Da  man  der  linken  Seite  die  Form 


Vi   ^  21  ^  81  ^        / 


"ql 


geben  kann,  so  findet  man  sofort,  unter  Anwendung  einer  früher  (§  467) 
definierten  Bezeichnung, 

Diese  Formel  gestattet  JpQ'^  direkt  zu  berechnen.  Will  man  z.  B.  /t^O'^ 
berechnen,  so  muß  man  beachten,  daß  die  Zerlegimgen  von  7  in  eine 
Summe  von  vier  ganzen  positiven  Zahlen  folgende  sind: 

1  +  1  +  1+4,     1  +  1  +  2  +  3,     1  +  2  +  2  +  2. 

Die  erste  von  ihnen  imd  die  vierte  zählen  viermal,  die  zweite  zwölfinal. 
Also  ist 
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b)  Fflr  die  Funktion  y  =  I/o;  erh&lt  man 


^y  =  -  ^  + 


^»y  = 


X       a;  +  Ä  x{x-\-h)^ 

2Ä« 


x{x  +  h)       (x  +  h)(x+2h)       x{x  +  h)(x  +  2h)' 
Allgemein  ist 

jpy (^lypih^ 

Setzt  man  Ä  «  —  1    und  verwandelt  a;  in   1/Xy  so  wird  die  Formel  (5) 

— -L ^  «  \(JPOP  +  fljz/^OP+*  +  a;»z/PO^+*  +  •••)- 

(1  — a;)(l  —  2«)' •  •(!  — pä)       p!  ^  '  '  -^ 

Entwickelt  man  jeden  Faktor  auf  der  linken  Seite  in  eine  geometriBche 
Reihe  und  denkt  sich   das  Produkt  ausgerechnet,  so  erkennt  man  leicht, 

JPqP-^9 

daß  ; —   die   Summe  aller  Produkte  von  q  positiven  ganzen 

Zahlen  ist,  die  gleich  oder  ungleich  sind  und  p  nicht  über- 
treffen. Hiemach  wird  die  am  Schluß  von  §  805  bewiesene  Eigenschaft 
evident. 

c)  Die  in  §  802  definierte  Bezeichnungsweise  gestattet  den  symboli- 
schen Kalkül  (§  350)  so  anzuwenden,  daß  man  gewisse  Resultate  mit 
Leichtigkeit  gewinnt.     Man  beachte,  daß 

^0  +  ^^  +  **8^*  H ^  (1  +  xF  +  x^F*  H —  •)  «II 

ist,  und  transformiere  den  symbolischen  Ausdruck  in  Klammem  in 
1  1  1       .      xd       .     x*J^     , 

+  7i — :;äi  1  /i — v^  +  •  •  •• 


l  —  xF       (i-^x)  —  xJ       l  —  x   '   {1—xy   '   0-—X) 
Es  ergibt  sich  dann  sofort 

0 


00  00 


^•.'-^;r3^.-.- 


Ist  z.  B.  die  Reihe 

f(x)  =-  Vx  +  29jr*  +  3«ir»  +  4«a:*  +  •  •  • 
gegeben,  so  kann  man  leicht  ihre  Summe  finden: 

/W-  (1  ^a?).  +  (1  -a:)»  +  •  • '  +  (1  -a:)»+i  ■ 
Wie  man  sieht,  ist  f{x)  der  Quotient  eines  Polynoms  vom  Grade  g  durch 

d)  Analog  hat  man,  wenn  die  Reihe 


.,  .       l^a;    ,    2«a:»    ,    3«a;»    ,    4««*    , 


vorliegt. 
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Also  ist  die  betrachtete  Reihe  das  Produkt  von  e*'  mit  einem  Polynom 
vom  Grade  9  mit  ganzzahligen  Koeffizienten.  Daraus  folgt,  daß 
die  Summe  der  Reihe 

\<i       2«       3'       4« 
1!  ^  2!  ~  3!  ^  4!  ^ 

gleich  einem  ganzzahligen  Vielfachen  von  e  ist.     Z.  B.  hat  man 
n  +  2!  +  8!  +  ---  =  2e,     -  +  -  +  -  +  . ..  =  5e. 

808«  Die  DifFerenzenrechnnng  gestattet  viele  nützliche  algebraische 
Anwendungen^  worüber  wir  den  Leser  auf  andere  Werke*)  verweisen. 
Wir  wollen  uns  hier  darauf  beschränken  zu  zeigen,  wie  sie  sich  zur 
Lösung  des  Interpolationsproblems  (§  343)  verwenden  läBt,  d.  h.  zur 
Herstellung  einer  Funktion  y  von  solcher  Beschaffenheit, 
daß  den  Werten  rr^,  rCj,  x^y  .  .  .  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  die  Funktionswerte  ^q,  y^,  y^, . . .  entsprechen.  Denken 
wir  uns  eine  dritte  Veränderliche  t,  die  entsprechend  den  Wertepaaren 
Xq  und  i/q,  Xi  und  y^  u.  s.  w.  die  Werte  0,  1,  2,  . . ,  annimmt.  Die 
Veränderlichen  x  und  y,  die  als  Funktionen  von  i  betrachtet  werden, 
sollen  also  für  t^^p  die  Werte  x^  und  y^  annehmen;  und  da  aUge- 
mein  w^  =«  (1  +  ^Y^o  ^^^7  ^^  können  wir  gleichzeitig  schreiben 

(6)  x^(l  +  J)%,    y=^(l  +  J)%. 

Die  Elimination  von  t  wird  in  jedem  Falle  zu  der  gesuchten  Relation 
zwischen  x  und  y  führen.  Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  die  Werte 
^09  ^ly  ^if  * '  'f  ^n  ^^^^^  äquidistant  mit  dem  Abstand  h  in  dem  Inter- 
vall (Xq,  x^  gegeben.    In  diesem  Falle  hat  man 

^Xq  =  Ä,       ^^Xq  ==  ^^^Q  =  •  •  •  =  0 

und  daher 

x^Xq  +  tJx^  +  ^-^YT^  ^*^o  +  '"  =  XQ  +  th, 

was  man  übrigens  leicht  voraussehen  konnte.  Den  Wert  von  t,  der 
sich  hieraus  ergibt,  setze  man  in  die  zweite  Gleichung  (6)  ein.  Als- 
dann wird  dieselbe  die  Newtonsche  Formel*): 


1)  Bertrand,  „Algöbre",  2*»«  partie,  pp.  239,  249,  etc. 

2)  Eine  interessante  Anwendung  dieser  Formel  auf  die  Trennung  der 
Wurzeln  ist  das  Theorem  von  Ghoquet  und  Matrot  (Mathesis,  1891,  p.  218). 
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Bigenaohaften  der  Bemonllisohen  Zahlen. 

809«  Die  Bernoullischen  Zahlen  (§  351)  lassen  sich  leicht 
durch  die  Differenzen  von  0?  ausdrücken.  Betrachten  wir  in  der  Tat 
die  Folge^  deren  Anfangsglied  ^»0  ist^  während  die  andern  Glieder 
folgendermaßen  definiert  sind: 

Die  Folge  der  ersten  Differenzen  ist  gerade  CK,  V,  2^,  . .  .  ,  Also  ist 
JpUq  =  ^P-^09,  Daraus  folgt,  wenn  man  die  Formel  (2)  des  §  803 
anwendet  und  p^  q  nimmt, 

Denken  wir  uns  die  rechte  Seite  nach  den  Potenzen  yon  p  geordnet, 
so  wird  der  Koeffizient  von  p 

Auf  der  linken  Seite  ist  im  Falle  g  >  1  der  Koeffizient  von  p  der- 
selbe wie  in  1«  +  2«  +  •  •  •  +  p^,  d.  h.  (§  358,  a)  B^,  Für  g  =  1  ist 
er  i?i  —  1  =»  —  Bj.  Da  für  jeden  andern  ungeraden  Wert  von  q  die 
Zahl  B^  verschwindet,  so  kann  man  sagen,  daß  der  Koeffizient  von  p 
in  Mp  gleich  (—  l^B^  ist.     Man  hat  also 

Diese  Formel  wird  uns  erlauben  ein  interessantes  Theorem  zn  be- 
weisen. 

810.  Theorem  von  Staudt  und  Olanaen.  Jede  Bernoullische 
Zahl  B^^  ist  gleich  einer  ganzen  Zahl,  vermindert  um  die 
Summe  der  reziproken  Werte  aller  derjenigen  Primzahlen^ 
die,  wenn  man  sie  um  die  Einheit  vermindert,  Teiler  von  2n 
werden. 

a)  Wir  schicken  den  Beweis  des  folgenden  Hilfssatzes*)  voraus: 
Jede  zusammengesetzte  Zahl  jt>,  die  größer  als  4  ist,  ist  ein 
Teiler  von  (p  — 1)!.  In  der  Tat  ist  die  Zahl  p,  wenn  sie  keine 
Primzahl  und  auch  kein  Quadrat  einer  Primzahl  ist,  in  zwei  Faktoren 
zerlegbar,  die  voneinander  und  von  der  Einheit  verschieden  sind 
Diese  Faktoren  kommen  in  dem  Produkt  2  •  3  •  •  •  (p  —  1)  vor,  und 
es  ist  daher  (i?—  1)1  durch  p  teilbar.  Wenn  p  das  Quadrat  der  Prim- 
zahl fi  ist,  so  enthält  das  Produkt  2  •  3  •  •  •  (p  —  1)  die  Faktoren  u 
und  2/i   und  ist  daher   teilbar  durch  2|Lt*,  mithin  durch  p,   voraus- 

1)  Der  Beweis,  den  wir  hier  für  das  Theorem  von  Staudt  und  Claoseo 
geben,  rührt  von  Radicke  her.  Siehe  die  „Nouvelle  Correspondance  Mathe- 
matique*'  1880,  p.  508. 
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gesetzt^  daß  man  hat  2fi  <jp;  d.  h.  ft  >  2.  Es  macht  also  unter  den 
Werten  von  p,  die  keine  Primzahlen  sind,  nur  p  =  2*  eine  Ausnahme. 

b)  Wir  wollen  uns  jetzt  fragen,  wann  ^p~^0  durch  p  teilbar  ist. 
Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ist  das  offenbar  der  Fall  für  jeden 
zusammengesetzten  Wert  von  p,  der  größer  ist  als  4;  denn  ein  solcher 
Wert  geht  in  (p  —  1)\  auf,  welches  seinerseits  (§  805)  ein  Teiler 
von  ^P-^(fi  ist.  Es  ist  auch  der  Fall  für  j?  =  4,  wenn  q  gerade  ist. 
Alsdann  sieht  man  in  der  Tat  direkt,  daß  die  Zahl 

J^«(yy  ==  1(39-1  _|_  1)  _  3  .  2'/-« 

ganz  ist,  weil  33""^+  1  durch  4  teilbar  ist.  Es  bleibt  also  nur  noch 
der  Fall  zu  untersuchen,  wo  p  eine  Primzahl  ist. 

c)  Dividieren  wir  q  durch  p  —  1  und  sei  q  =  k(p  —  1)  +  r.  Da 
r<j?— 1,  so  ist  -^''-^O'' =  0.  Wenn  man  daher  in  der  bekannten 
Formel  (§  804) 

g  in  r  verwandelt,  so  kommt 

vorausgesetzt,  daß  nicht  r«0  ist,  in  welchem  Falle  man  rechts  noch 
T  1  hinzufügen  muß.     Jp-^O^  wird  also  auch  ausgedrückt  durch 

{(j'-i>-(i>-iy}-^7^{(p-2)«-(p-2X}  +  ... 

WO  im  allgemeinen  (>  =  0  ist  und  (>  «  (—  1)^  im  Falle  r  =  0.  In- 
zwischen sagt  uns  das  Theorem  von  Fermat^),  daß  die  Primzahl  p, 
wenn  sie  nicht  in  a  aufgeht,  die  Zahl  a^"^—  1  teilt.  Mit  andern 
Worten,  a''"*^  ist  ein  Vielfaches  von  p,  vermehrt  um  1;  und  dasselbe 
gilt  offenbar  von  a*^"^\     Daraus  folgt,  daß  die  Differenz 

durch  p  teilbar  ist.     Man  hat  also  z/'^'^O'^zzp  (modp). 

d)  Aus  der  obigen  Diskussion  ergibt  sich  folgendes:  Nur  für 
den  Fall,  daß  p  eine  Primzahl  und  q  durch  p—l  teilbar  ist, 
ist  JP-^O^  nicht  teilbar  durch  p.  Der  Rest  der  Division  von 
^p-^Oi  durch  p  ist  alsdann  (— 1)^,  d.  h.  gleich  (oder  iür  p  =  2  kon- 
gruent) —  1.  Setzt  man  also  in  Formel  (1)  g  ==  2w  und  nennt 
a,  /3,  y, .  . .  alle  Primzahlen  von  der  Beschaffenheit,  daß  a  —  1,  /3  —  1, 
y  —  1,  •  •  •  Teiler  von  2w  sind,  so  hat  man 


1)  Baltzer,  ,,£lemente  der  Mathematik''  (2.  Teil,  §  13). 
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(2} 


^ 


JB,,  =  einer  ganzen  Zahl  "  ("cT  +  T  +  V  "* ) 


Dieses  Theorem  erleichtert  die  Herstellung  yon  Tafeln  f&r  die  Ber- 
nonllischen  Zahlen.  Nur  mit  seiner  Hilfe  konnte  Adams^)  die  Be- 
rechnung dieser  Zahlen,  die  Ohm  begonnen  hatte,  bis  J^,^  treiben. 
Außerdem  enthüllt  es  teilweise  den  geheimnisvollen  Zusammenhang, 
der  zwischen  der  Theorie  der  Bemoullischen  Zahlen  und  gewissen 
schwierigen  zahlentheoretischen  Fragen  besteht.  So  ist  der  berühmte 
Satz  von  Fermat,  der  die  Unmöglichkeit  behauptet,  für  ti  >  2  die 
Gleichung  a;"  +  y"  «=  j8^  durch  ganze  positive  Zahlen  zu  befriedigen, 
von  Kummer*)  für  alle  Primzahlen  n  bewiesen  worden,  die  die  Zähler 
von  B^,  B^j  . .  .,  B^_^  nicht  teilen. 

811.  Unter  Erinnerung  daran  (§  361),  daß  die  Bemoullischen 
Zahlen  mit  geradem  Index  alternierende  Zeichen  haben,  wollen  wir 
jetzt  nach  Lipschitz')  zeigen,  daß  dasselbe  von  einem  bestimmten 
Wert  des  Index  ab  auch  von  den  ganzen  Teilen^)  allein  gilt.  In 
der  Tat  hat  man 


B, 

-(Ki) 

1 

s. 

-(i+i+i) 

Se 

=  1  ■ 

-(i+i+i) 

Ji. 

-(i  +  i  +  i) 

Bio 

^    « 

-(i+i+Ä) 

Bis 

=  1 

-(i+i  +  i+ 

K 

f.) 

B,, 

=  2- 

-Ci+i) 

jB,.= 


16 


St»  = 


'18 


Än=» 


T» 


JX 


U 


Äi=" 


11 


-6 

56- 

-528 

6193 

-86679 


(i+ 
(i+ 
(i+ 


Ä«== 


'S6 


Äo  = 


'%9 


-(i+i) 
(i+ 


1425518 
27298230-(i+i+i+A) 


+i+^T) 

+i+Ä) 

+i+Ä) 


Da  die  Zahl  B^^  positiv  ist,  wenn  p  ungerade,  so  ist  um  so  mehr 
ihr  ganzer  Teil  positiv,  und  man  muß  also  zeigen,  daß  der  ganze 
Teil  von  B^^  im  Falle  eines  geraden  p,  welches  nicht  kleiner  als  8 
ist,  negativ  ist.  Setzt  man  p  »  2n,  so  ist  der  ganze  Teil  von  f^^ 
nach  (2)  sicher  kleiner  als 

^4 ,  +  I  +  -3  -  +  •  •  •  +  iTiqn  <  ^4  n  +  log  (4  n  +  1)  , 

da  (§183)   fl;,-logn<fl'„_i-log(n-l)<    ..<ifi~logl-l. 


1)  f.CrellcB  Journal*'  (1878,  S.  269).  Um  sich  von  den  materieUen  Schwierig- 
keiten dieser  Rechnung  einen  Begriff  zu  machen,  braucht  man  nur  zu  wissen, 
daß  von  B^q^  an  die  Zähler  mehr  als  80  Ziffern  haben. 

2)  „Grelles  Journal"  (1850,  S.  130). 

8)  „Bulletin  des  Sciences  mathdmatiques  et  astronomiques*^^  (1886,  p.  143). 
4)  Über   diese  ganzen  Teile  handeln  einige  Betrachtungen  von  Her  mite 
in  „Grelles  Journal**  (1876,  S.  98). 
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Inzwischen  hat  man  (§  365;  a),  wenn  man  sich  auch  an  die  Stirlingsche 
Formel  erinnert^ 

Also  ist  der  ganze  Teil  Ton  B^^  kleiner  als 

log(4n  +  l)-4«l/ig)*"''* 

nnd  das  Theorem  von  Lipschitz  wird  bewiesen  sein^  wenn  es  gelingt 
einen  Wert  von  n  zn  finden ^  der  den  letzten  Ausdruck  negativ  macht; 
denn  er  wird  dann  offenbar  für  jeden  Wert  Ton  n,  der  größer  ist  als 
der  gefundene,  ebenfalls  negativ  sein.  Es  genügt  für  unsem  Zweck, 
n  so  zu  bestimmen ;  daß  gleichzeitig 

2n>yce,     log(4w  +  l)  <4n}/^e 

ist,  und  man  sieht  sofort,  daß  diese  Ungleichungen  fürn  »  5  erfüllt  sind. 

Snooesslve  Derivierte  der  Fnnktionen  von  Funktionen. 

812.    Es  seien  die  successiven  Derivierten  einer  Funktion  u  be- 
kannt, und  man  bilde  die  Summe  (§  467) 

*       (r) 

p 

Da  die  Derivierte  der  Punktion  6^=  u^^^rl  lautet  «/=  (r+  l)f^^j,  so 
ist  die  Derivierte  eines  Gliedes 

von  CT,,, 


VB| 


Damit  eins  dieser  Glieder  mit  einem  gegebenen  Gliede 

(^)  ^ei^e.*?.  '-\     {9i  +  9%  +  9^  +  -"  +  Qi^P  +  1) 

von  TJ^.^  i  zusammenfalle,  muß  sein 

mithin  q^  größer  als  1.  Ist  dies  der  FaU,  so  findet  sich  das  Glied  (2) 
Q^-msl  in  (1).  Also  ist  das  genannte  Glied  in  Up^i  eine  Anzahl  von 
Malen  enthalten,  gleich  der  Summe  derjenigen  q,  welche  größer 
als  1  sind,  d.  h.  (p  +  1  —  w)-mal,  wenn  man  mit  m  die  Anzahl  der- 
jenigen Q  bezeichnet,  die  gleich  der  Einheit  sind.  Betrachten  wir 
andererseits  die  Glieder 
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von  üp^.^i  und  multiplizieren  wir  jedes  von  ihnen  mit  Sy  indem  wir 
darauf  achten^  den  neuen  Faktor  successiv  an  die  i  Stellen  zu 
schreiben;  die  er  einnehmen  kann: 

Man  gelangt  auf  solche  Weise  zur  Herstellung  eines  Schemas  ^  in 
welchem  das  Glied  (2)  m-mal  auftritt,  während  die  Summe  aller 
Glieder  des  Schemas  offenbar  is^U  ^^^  ist.  Also  ist  das  Glied  (2) 
(p+l—m)+m=p+  1  Male  in  Üp^i  +  istü^p^i_i  enthalten,  und  man 
hat  daher 

(3)  u;,,  =  (p+^)v,^i.i-i«'u^i- 

Dies  ist  die  Fundamentaleigenschaft  des  Algorithmus  U.  Sie  best<eht 
ohne  Einschränkungen,  wenn  man  vereinbart  ÜJ,^  =  0  zu  setzen^ 
wenn  i  größer  als  p  oder  kleiner  als  1  ist. 

813«  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage  den  allgemeinen  Ausdruck  der 
jj-ten  Derivierten  einer  Funktion  f(x)  =  (p{tlf{x))  zu  finden,  wenn  die 
successiven  Derivierten  der  Funktionen  9  und  ^  bekannt  sind  Wir 
wollen  der  '  Einfachheit  halber  setzen  y  =  f{x),  «  «  ^(x),  sodaß 
y  =  (p{u)  ist,  und  beweisen,  daß 

/A\  y^^        ^'W  TT       _L  y^^W  TT       _L  ^"'W  TT        , 

ist.  Die  Derivation  nach  rr,  die  unter  Berücksichtigung  von  (3)  aus- 
geführt wird,  bewirkt  nur,  daß  sich  p  in  p  +  1  verwandelt 5  und  da 
die  Formel  (4)  offenbar  für  jp  =  1  richtig  ist,  so  gilt  sie  für  jeden 
Wert  von  p, 

814.  Anwendungen,  a)  Die  ^-te  Derivierte  von  y  =  9(<^)  laßt 
sich  mittelst  des  Algorithmus  (§  807,  a) 

p  p 

ausdrücken.     Die  Formel  (4)  liefert 

(5)       y(P)  =  ^  ifJOP  +  ^  e^'J'OP  +  f^  c«M»0^  +  .  . .  . 

b)  Setzt  man  insbesondere 

9'(^)  =  rTS"«'  '^^^-TT-^-^-T^)      sm(i-.l)^ 

ist,  so  wird  bekanntlich  (§354)  y  =  e^'.  Die  Formel  (5)  gibt  dann  für 
a;  «=*  0  den  folgenden  Ausdruck  der  ^-ten  Eulerschen  Zahl  durch  die 
Differenzen  von  0^: 
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+  ^^{2/fiOP  -  22/^0''   +  J^OP) 
—  ~  (2  2/^0 Q,,  _  2J^^0P  +  J^^OP)  +  •  •  •  . 
c)  Für  9(0?)  '=  1/x  wird  die  Formel  (4) 

i-P 

Macht  man  jetzt  successdy 

M  =  |-(l-e-'),      «  =  !(««  +  ,-') 

und  setzt  in   der  letzten  Formel  x  =  0,   so   gibt  diese  uns  die  folgenden 
Ausdrücke  der  Bemoullischen  und  Eulerschen  Zahlen: 


1  =  1 


(      V"*"''b(r+l)!  I'       {2p)l       ^n      ^)'S(2r)!r 
P  '  »  =  i  P  ' 


p 

d)  Man  setze  endlich 

y  ^  {1+  ccx)  (1  +  ßx)  (1  +  yaj)  . . .  =  e** 

und  bezeichne  mit  $^  und  c^  die  Summe  der  r-ten  Potenzen  der  Zahlen 
a,  jS,  y,  .  .  .  und  die  der  Produkte  von  je  r  dieser  Zahlen.  Für  a?  =  0 
ist  ofifenbar 

Wenn  man  nun  in  Formel  (4)  successiv  9?(rr)  =  6*,  g?(a')  =  loga?  setzt 
und  a?  ■=  0,  so  findet  man  die  Formeln  von  Waring  (§  467)  wieder. 


Büüges  Aber  die  Variationsreohnimg. 

81&«  Es  sei  eine  Funktion  y  der  Veränderlichen  x  definiert,  und 
wir  wollen  uns  eine  andre  Funktion  denken  von  solcher  BeschafiTen- 
heit,  daß  für  jeden  Wert  von  x  der  zugehörige  Wert  der  neuen 
Funktion  unendlich  wenig  von  dem  von  y  verschieden  ist.  Man  pflegt 
die  neue  Funktion  mit  y  -^  dy  zu  bezeichnen,  und  die  infinitesimale 
Größe  dy  nennt  man  die  Variation  von  y.  Sie  ist  eine  vollkommen 
willkürliche  Größe,  sei  es,  daß  man  von  einem  Wert  von  x  zu 
einem  andern  übergeht,  sei  es,  daß  man  einen  gegebenen  Wert  von  x 
betrachtet.  Es  wird  also  in  Wirklichkeit  nicht  eine,  sondern  es 
werden  unendlich  viele  Funktionen  durch  y  +  dy  dargestellt.  Man 
kann  sich   leicht  überzeugen,  daß  das  Variationszeichen  Ö  denselben 
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Gesetzen  gehorcht  wie  das  Differentiationszeichen  d.     Es  ist   in  der 
Tat  fast  evident,  daß  man  hat 

d(u  +  v)  ^  du  +  8v,      duv  =^  udv  +  v8u    u.s.w. 
Femer  ist  auf  Grund  der  Definition 

ddy^d{y+Sy)  —  dy^ddy,    dJydx='J(y+dy)dx—fydx=Jdy'dx. 

Wenn  y  eine  Funktion  der  Funktionen  u,  v,  w^  . . .  ist,  so  hat  man 

^       du         ^   dv         ^   dto  ' 

Es  ist  hier  Ton  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  eine  Funktion  y  Ton 
einer  oder  von  mehreren  Funktionen  auch  in  der  Weise  abhängen 
kann,  daß,  wenn  diese  Funktionen  gegeben  sind,  y  f&r  jedes  x  einen 
bestimmten  Wert  annimmt.  Auf  diese  Weise  ist  y  nicht  eine  Funktion 
von  w,  V,  u?,  . .  .  im  gewöhnlichen  Sinne;  sie  bewahrt  aber  gewisse 
Eigenschaften  der  gewöhnlichen  Funktionen,  vorausgesetzt,  daß  man 
das  Zeichen  d  durch  d  ersetzt.  Insbesondere  ist  es,  wenn  man  haben 
will,  daß  die  Funktion  ein  Minimum  oder  Maximum  wird,  not- 
wendig, daß  ihre  Variation  verschwindet.  Man  kann  in  der 
Übertragung  der  Eigenschaften  der  Differentiale  auf  die  Variationen 
noch  weiter  gehen;  wir  müssen  uns  hier  aber  Schranken  auferlegen.^) 

816.  Bei  verschiedenen  Fragen  der  Geometrie  und  Mechanik 
wird  man  dazu  geführt,  eine  solche  Funktion  y  von  x  zu  suchen,  daß 
das  Integral 

den  kleinsten  oder  den  größten  Wert  annimmt,  dessen  es  Ahig  ist 
Die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muß,   ist    iU ^fdf  -  dx  =  0. 

Vor  allem  bemerke  man  folgendes:  Wird  der  unbekannten  Funktion  jy 
die  willkürliche  infinitesimale  Variation  8y  erteilt,  so  hat  man 

Ferner  ist 

Ebenso  ist,  wenn  man  ^  in  y'  verwandelt, 

1)   Wegen   näherer   Einzelheiten   ziehe   man   den   ,,Cour8  d'Analjae^*   von 
Jordan  (t.  HL,  p.  470)  zu  Rate.    Der  Leser  wird  gut  tun,   auch  die  Kritik  der 
Yariationsrechnung  von  Hadamard  zu  lesen  im  ,,Bulletin  des  Sciences  matb 
et  astr."  (1901,  p.  6). 
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ferner^  wenn  man  noch  einmal  y  in  y'  verwandelt^ 

u.  s.  w.     Setzt  man  folglich 

dy      dxdy'"^  dx^  dy'*      dx"^  dy'" '^  "  ' ' 

"•"  \ay"        dx  dy'"  "^  dx^  dy"^       "')oy 
,(  df         d     df    ,     d'     df  \.  ,,  , 

so  hat  man  8U^J^8ydx-\-6,  Beschränkt  man  die  Integration 
anf  das  Intervall  (rr^,  x^  und  versieht  die  für  x  ^  Xq  und  x  ^  x^  be- 
rechneten Größen  mit  dem  Index  0  bezw.  1,  so  ergibt  sich 

«i 

dU=^J  Odydx  +  ^1  —  6q. 

Wegen  der  WiUkürlichkeit  von  dy  spaltet  sich  die  Gleichung  öU=0 
in  O  «=  0  (die  unbestimmte  Gleichung),  welche  für  alle  Werte 
von  X  zwischen  Xq  und  x^  erfüllt  sein  muß,  und  in  ^i--  ^q'^O  (die 
Grenzengleichung).  Die  Frage  ist  also  reduziert  auf  die  Integration 
der  Differentialgleichung  9  =^0,  gefolgt  von  der  Bestimmung  der 
willkürlichen  Großen,  die  so  geschehen  muß,  daß  die  Grenzbedingungen 
erfüllt  sind. 

81  ?•    Beispiele,    a)  Die  kürzeste  Linie,  welche  von  einem  Punkte 
der  Ebene  nach  einem  andern  geht,  bestimmt  man  dadurch,  daß  man  das 

Integral   U  =  J  }/l  +y*da?  zu  einem  Minimum  zu  machen  sucht.     Dieses 

Integral  stellt  die  Länge  der  unbekannten  Kurve  zwischen  dem  Punkt  (xq,  y^) 
und  dem  Punkt  (x^ ,  y^)  dar.     Man  hat  hier 


a  = 


Die  Gleichung  4>  =»  0  gibt  sofort  y'  ^  a^  y  =^  ax  +  h]  und  die  Konstanten 

Ceiikro,  Analyais.  56 
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a  und  h  bestimmen  sich  aus  den  Bedingungen  y^  =  ax^  +  ^j  ^i  =*  ^^i  +  ^• 
Was  die  Grenzengleichung  anbetrifft,  so  ist  sie  identisch  erfüllt;  denn  da 
die  unendlich  vielen  Funktionen  y  für  x^^Xq  den  vorgeschriebenen  Wert  y^ 
und    für   x  ^=^  x^    den    Wert   y^    annehmen    müssen,    so   hat    man   immer 

<^yo  —  ^»  ^^1  ^  0  und  daher  tfj  —  tf^  =  {Sy^  —  dy^  =  0.     Wäre 

y  1  4-  a" 

dagegen  nach  der  kürzesten  Linie  zwischen  den  Geraden  x  =^x^  und 
X  =^  x^  gefragt  worden,  so  wftren  öy^  und  Sy^  willkürlich  gewesen,  und 
die  Bedingung  a^  —  (Tq  =*  0  h&tte  a  =  0  gegeben,  mithin  y  =  ft. 

b)  Suchen  wir  die  Linie  schnellsten  Abstiegs,  d.  h.  die  Kurve 
einer  Yertikalebene,  welche  ein  schwerer  materieller  Punkt  durchlaufen 
muß,  wenn  man  wünscht,  daß  er  von  einer  gegebenen  Lage  M^  aus- 
gehend, in  möglichst  kurzer  Zeit  eine  andere  vorgeschriebene  Lage  M^  er- 
reicht. Wir  wollen  den  Anfangspunkt  nach  Mq  verlegen  und  die  y-Achse 
senkrecht  nach  unten  richten.  Aus  den  Elementen  der  Physik  ist  bekannt, 
daß,  wenn  t  die  zum  Durchlaufen  des  Bogens  M^M  ^^  s   gebraucht«  Zeit 

bedeutet,  ds/dt  =  y^gy  ist,  wobei  g  die  Gravitationskonstante  bezeichnet. 
Die  zu  einem  Minimum  zu  machende  Größe  ist 


Bodaß  man,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  hat 


f-^ß 


y     '  dy      dxdy"     ^      dy'"^^' 

Da  f  eine  Funktion  von  y  und  y  allein  ist,  so  hat  man  unter  Beachtung 
der  unbestimmten  Gleichung 

dx      dy^  '^  dy^  '^^  dxdy  "^  dy'  dx  "^  dxV  dy)' 

Also  ist   f—  y'ö— 7  =  Const.,  d.  h.,  wenn  man  mit  l/y  2a  die  Konstante 

bezeichnet,  y  (1  +  y^)  ==  2  a.  Daraus  folgt  dx  :  |/y  =  dy :  y2a — y,  und 
es  ist  unnötig  weiter  zu  gehen,  da  man  durch  Verwandlung  von  x  und  y 
in  Tta  —  X  bezw.  2  a  —  y  eine  frühere  Gleichung  (§  772,  c)  wiederfindet^ 
welche  die  Cjkloide  chai'akterisiert.  Diese  Kurve  hat  eine  Spitze  in  dem 
Ausgangspunkt  M^  und  eine  horizontale  Basis.  Die  beiden  Konstanten, 
a  tmd  die  durch  die  Litegration  der  letzten  Gleichung  hineinkommende 
Konstante,  bestimmen  sich,  indem  man  ausdrückt,  daß  die  Kurve  durch 
Mq  und  M^  hindurchgeht.  Auch  hier  ist  die  Grenzengleichung  identisch  er- 
füllt, da  öy^  =  0,  8y^  ==  0  ist.  Hätte  man  dagegen  dem  beweglichen 
Punkte  nur  vorgeschrieben,  in  kürzester  Zeit  auf  der  Vertikalen  a:  =*=  Xj 
anzukommen,  so  hätte  man  auch  noch  dy^  »  0  gehabt,  während  6y^  will- 

kürlich  geblieben  wäre,  und  die  Grenzengleichung  ^-^  öy^  =  0  h&tte  gegeben 
o~7  =  0,  d.  h.  yi'=  0.     Der  bewegliche  Punkt  müßte  also  in  horizontaler 
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Richtung  auf  der  angegebenen  Vertikalen  ankommen.  In  diesem  Falle  ist 
die  Eonstante  a  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  man  ftLr  x  ^  x^ 
nicht  y  =  yj ,  wohl  aber  y'  =«  0  haben  muß. 

818.  Wenn  auch  x^  und  x^  variieren  könnten,  d.  h.  wenn  die 
Punkte  Mq  und  M^,  anstatt  fest  zu  sein  oder  auf  den  Geraden  x^Xq 
und  X  =  x^  bleiben  zu  müssen;  allgemeiner  die  Freiheit  hätten  sich 
längs  der  Knrven  y«"(p(a?)  und  y^^{x).  zu  bewegen,  so  müßte 
man  zu  der  bereits  erhaltenen  Variation  von  ZI  noch  diejenige  hin- 
zufügen, welche. von  dem  Variieren  der  Grenzen  herrührt,  d.h. 

J  fdx—J  fdx=^  j  fdx  —Jfdx  ^fxSx^  —  ^^^o• 

«o  +  <J'o  «0  «l  »0 

Also  ist 


dU^fodydx  +  {<s  +  f6x)\. 


An  den  Grenzen  hängen  die  8x  von  den  dy  ab;  denn  wenn  der  Punkt 
{x,  y)  nur  gezwungen  ist,  die  Kurve  y  ^  %{x)  nicht  zu  verlassen,  so 
ist  nach  der  Variation  die  neue  Ordinate  y  -f  iy^  vermehrt  um  die 
vom  Variieren  von  x  herrührende  Variation,  d;  h.  y'Sx\  andererseits 
wird  dieselbe  Ordinate  dargestellt  durch  %{x-\-8x)y  d.  h.  %{x)-\-x{x)8x. 
Daraus  folgt  8y  «  [%\x)  —  y]SXy  mithin 

819«  Nehmen  wir  wieder  das  Problem  des  schnellsten  Abstiegs  vor, 
indem  wir  voraussetzen,  daß  der  Ausgangs-  und  der  Endpunkt  nur  ge- 
zwimgen  sind,  Sich  auf  gewissen  Kurven  y  =  <p(x)  bezw.  y  "==  ilf{x)  zu  be- 
finden. Die  imbestinmite  Gleichung  ist  immer  dieselbe,  mithin  die  von 
dem  beweglichen  Punkte  beschriebene  Kurve  immer  eine  Gykloide.  Um 
die  Grenzengleichimg  zu  bilden,  bemerke  man,  daß  wegen  y{l'\'y^'^2a 

'^  y  '     ""  y2a 

und  infolgedessen 

cJtf$x^^iy  +  y-l^dx^{l+yy:{x)]    ^"^ 


ist.     Also  hat  man 


{^  +  f^xt  =  { 1  +  y^^\x,) }  ^>  ^-  { 1  +  yo>' W } 


8x^ 


"  }/2o  y2a 

und  die  Grenzengleichung  zerlegt  sich  daher  in  die  Gleichungen 

Diese  sagen  uns,  daß  die  Gykloide   die  beiden  gegebenen  Kurven 
unter  rechtem  Winkel  treffen  muß. 

66* 
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830.    Wir  wollen  zu  dem  Falle  zweier  oder  mehrerer  Funktionen 
y,Zj  . . »  Yon  X  übergehen^  und  es  sei  das  Integral 

U^ffix,  y,  ß,  y'y  b\  y\  si\  ..)dx 

zu  einem  MinininTn  oder  Maximum  zu  machen.  Man  denke  sich  die 
Rechnungen  des  §  816  wiederholt  und  nenne  ^  und  r  die  auf  die 
Funktion  z  bezüglichen  Oröfien  0  und  6.    Es  ergibt  sich  dann 

8U^f{0dy+  W8d)dx  +  (<y  +  r)J. 

Wenn  zwischen  y  und  z  keine  Beziehung  besteht^  so  hat  man  zwei 
unbestimmte  Gleichimgen  statt  einer,  nämlich  * « 0  und  5*'  ==  0. 
Soll  aber  eine  Relation  F{Xj  y^zj^^^O  stattfinden,  so  sind  die  Varia- 
tionen von  y  und  z  nicht  unabhängig,  weil 

ist.     Für  das  Verschwinden  von  8  U  wird  nur  erfordert,  daß  man  fnr 

821.  Es  sei  z.  B.  auf  der  Fläche  F{x,  y^z)^0  die  kürzeste  Ver- 
bindungslinie zwischen  zwei  Punkten  zu  bestimmen.  Es  handelt  sich  dar- 
um das  Integral  «^ 

ü  ^fyi+y^  +  z^  dx 
zu  einem  Minimum  zu  machen.     Hier  hat  man 


Wenn  man  mit  s  den  Bogen  der  unbekannten  Kurve  bezeichnet  and  be- 
merkt, daß  ^  ^y  ^  ^g 

ist,  so  sieht  man  (§  633),  daß  Q  und  ^  proportional  sind  zu  den  Kosinus 
jii,  V  der  Winkel,  welche  die  Hauptnormale  der  genannten  Kurve  mit  der 
^- Achse  und  der  ;?- Achse  bildet.  Andererseits  wissen  wir  (§  659),  daß 
r'F/dy  und  dF/dz  proportional  sind  zu  den  analogen  Kosinus  STL,  xfL  der 
Flächennormale.  Es  würde  genügen,  y  als  Integrationsvariable  anzunehmen, 
um  die  Proportionalität  von  X^  v  zu  £,91.  zu  beweisen.     Daraus  folgt 

sodaß  die  kürzesten  Linien  so  beschaffen  sind,  daß  in  jedem  Punkte  die 
Hauptnormale  mit  der  Flächennormale  zusammenfallt.  Sie  sind  also  (§  665) 
die  geodätischen  Linien. 

822.    Bei   andern   Fragen   wünscht   man,   daß   ein  Integral  ein 
Minimum  oder  Maximum  wird  .nicht  für  alle  Funktionen,  von  denen 
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der  Integrand  abhängt^  sondern  nur  fär  diejenigen^  welche  ein  anderes 
Integral  V  konstant  erhalten.  Denkt  man  sich  die  Betrachtungen 
wiederholt^  welche  bei  der  Aufsuchung  der  Minima  und  der  Maxima 
der  Funktionen  Ton  mehreren  aneinander  gebundenen  Variablen  an- 
gestellt worden  sind;  so  gelangt  man  zu  dem  Schluß,  daß  man  nicht 
die  Variation  von  D",  sondern  yielmehr  die  von  U+  kV  gleich  Null 
setzen  muß^  wo  l  eine  passend  zu  bestimmende  Eonstante  ist. 

823«  Beispiele,  a)  unter  den  Kurven  von  gegebener  Länge,  die 
den  Punkt  (x^j  y^  mit  dem  Punkt  (x^j  y^  verbinden,  wollen  wir  uns  vor- 
nehmen eine  zu  finden,  für  welche  die  zwischen  der  Kurve,  der  2; -Achse 
und  den  äußersten  Ordinaten  enthaltene  Fläche  ein  Mimfimni  oder  Maximum 
wird.  Es  handelt  sich  hier  darum ,  zu  sehen,  welche  Funktion  y  unter 
denjenigen,  die  das  zweite  der  Integrale 

U^fydx,      V^jYl  +  ^dx 

ungeändert  lassen,  das  erste  Integral  zu  einem  MiniimiTn  oder  Maximum 

macht.  Setzt  man  /*  ==  3^  +  A  K 1  +  y'*,  so  muß,  wie  wir  gesehen  haben 
(§017,  b)  3^  , 


konstant  bleiben,     b  heiße  diese  Konstante.     Alsdann  erhält   man  durch 
Auflösung  nach  y    und  Integration 


X 


^  r   (>-y)äy    ^^  +  yj,2^Q,^^y 

JV^'-{b-y)*  '^  ^       ""^ 


und  endlich  (x  —  a)^  +  (y  ■-  &)*  =  ^*«  Die  Konstanten  a,  6,  X  bestimmen 
sich  durch  die  Bedingungen,  daß  die  Kmre  die  gegebenen  Punkte  ent- 
halten und  daß  V  den  vorgeschriebenen  konstanten  Wert  annehmen  muß. 
b)  Wir  wollen  unter  den  Kurven  von  gegebener  Länge,  die  von  Mq 
nach  M^  gehen,  eine  solche  suchen,  daß  der  Schwerpunkt  des  Bogens  MqM^ 
möglichst  weit  von  einer  gegebenen  Greraden  entfernt  ist.  Wählt  man 
diese  als  o;- Achse,  so  muß  man  (§  773)  das  erste  der  Integrale 

U  ='fyd8  -^fy  yT+7'*  dx ,      V  ^fyT+Y*  dx 

durch  eine  Funktion  y  zu  einem  Maximum  machen,  die   unter  denjenigen 
gewählt  ist,  welche  das  zweite  Integral  einen  gegebenen  Wert  annehmen 

lassen.   Die  Funktion  /",  welche  man  zu  betrachten  hat,  ist  /*=»(y+^)yi  +y''» 
imd  man  hat  ^  ^f         y-\-l 


^y'    yT+p 


Die  Integration  von  (y  +  il)/yT+V*  «  Oonst.    führt   zu  der  Gleichung 
einer  Kettenlinie. 

824.    Die  Frage  des  §  816,  die  in  §  820  auf  den  Fall  zweier 
oder  mehrerer  Funktionen  ausgedehnt  worden  ist,  laßt  sich  in  einer 
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andern  Richtung  verallgemeinern ,  indem  man  Funktionen  Ton  zwei 
oder  mehreren  Veränderlichen  betrachtet.  Wir  beschranken  uns  auf 
den  einfachsten  Fall  und  betrachten  ein  Integral 

U  ^fj  f(x,  y,  z,  p,  q)  dx  dy, 

welches  sich  über  ein  gegebenes  Integrationsgebiet  erstreckt,  z  ist 
in  diesem  Gebiet  eine  unbekannte  Funktion  von  x,  y,  die  derart  be- 
stimmt werden  soll,  daß  der  Wert  von  U  ein  Minimum  oder  Maximum 
wird,  p  und  q  vertreten  wie  gewöhnlich  die  Symbole  cjs/cx  und  dz/cy. 
Eine  infinitesimale  Variation  öz  bringt  bei  der  zu  integrierenden 
Funktion  die  Variation  hervor 

Inzwischen  ist 

a/;.       a/;  .axf  _d£Hz     d  /df.  \      a  a/    . 
dp°^'~ dp^dü'^ dp  dx  '^ dxKdp^^)" dxdp'^^' 

dq    ^^  dq     dy       dq  dy  "^  dy\dq      )      dy  dq 
und  infolgedessen  hat  man,  wenn 

dz       dx  dp       dy  dq 
gesetzt  wird, 

Der  zweite  Bestandteil  der  rechten  Seite  ist  immer  auf  eine  Summe 
von  zwei  einfachen  Integralen  reduzierbar,  in  denen  die  Werte  auf- 
treten, welche  dz  nur  auf  der  Begrenzung  des  Integrations- 
gebietes annimmt.  Denkt  man  sich  in  der  Tat  aus  der  Bedingung 
(vgl.  §731)  L(x,y)  ^0,  die  das  genannte  Gebiet  definiert,  die  Un- 
gleichungen a(x)  ^y^h{x)  hergeleitet,  und  gestatten  diese  nur  dann 
die  Existenz  von  y,  wenn  x  zwischen  a  und  ß  liegt,  so  hat  man 
offenbar  j 

a 

In  analoger  Weise  verfährt  man  bei  dem  andern  Integral.  Damit 
du  verschwinde,  muß  in  allen  Punkten  des  gegebenen  Grebietes  4>  =  0 
sein.  Integriert  man  die  partielle  Differentialgleichung  <ß  »  0^  so  er- 
gibt sich  der  allgemeine  Ausdruck  von  z\  und  die  willkürlichen 
Funktionen,  die  in  ihm  auftreten,  bestimmen  sich,  indem  man  auf- 
schreibt, daß  auch  der  andere  Teil  von  Ä  ?7  verschwindet  Insbesondere 
ist  diese  letzte  Bedingung  erfüllt,  wenn  die  Funktion  z  auf  der  Be- 
grenzung gegeben  ist,  weil  alsdann  in  jedem  Punkte  der  B^renzung 
d;gf  «=  0  sein  muß. 
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826«    Es    sei    z.  B.    durch    eine    gegebene    geschlossene    Kurve    eine 
Fläche  zu  legen,  auf  welcher  die  Kurve  den  kleinstmöglichen  Flächeninhalt 

lungrenzt.     Es  handelt  sich  darum,  das  Integral    /  /  "j/t  +  p^  -\-  q^  dxdy 

unter  den  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Bedingungen  zu 
einem  Minimum  zu  machen.     Im  vorliegenden  Falle  ist 

dp  d  q 


/•-T/TTPT?,     a>»- 


und  es  muß  folglich  (§  686)  sein 

(1  +  Or  -  2pq8  +  (I  +i>»)  t  =  0. 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  durch  die  gegebene  Kurve  zu  legende 
Fläche  eine  von  denen  ist,  welche  wir  bereits  Minimal  flächen  genannt 
haben,  und  gerade  auf  dieser  Eigenschaft  beruht  es,  daß  man  diese 
Flächen  als  Flüssigkeitslamellen  experimentell  realisieren^)  kann. 

1)  Vergleiche  die  schönen  „Becherches  exp^rimentales  et  th^oriques"  von 
Plateau  in  den  ,,M^moire8  in- 4^  de  TAcadämie  de  Belgiqae^^  (1867,  p.  64) 
und  das  dritte  Kapitel  der  ,Jie90n8  sur  la  capillaritä'^  von  H.  Poincarä.  Siehe 
auch,  betreffs  einer  einfacheren  Bealisierang  des  Katenoids  und  experimen- 
tellen Bestätigung  des  ersten  in  §  823  erhaltenen  Resultates,  eine  interessante 
Arbeit  von  Yan  der  Mensbrugghe  ,,0n  the  tension  of  liquid  films^'  (Philo- 
sophical  Magazine,  1867). 
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Berichtigungen. 

S.      8,  Zeile  14  v.  unt.,  hinter  „Große  Determinanten^*  hinzuzufügen  „oder  Maioren^\ 
10,    „     11  „    „        „      Minoren  „  v-ter  Ordnung. 

136,    „     11  ist  zu  lesen  (1  —i  log  3)»  statt  (1  — ilog3)«. 
188,  Fußnote  „    „      „      Conferences        „     Conferences. 
196,  Zeüe  84 . ,, .  „      „      f{x') > f.« («) -  «•  »tatt  /•(«") < ^, (a) ~  *. 
202,     „      17,  hinter  x  hinzuzufügen  ^  1. 

207,    „18       „      Oszillation  hinzuzufügen:  oder  Schwankung. 
234,    „       2,  ist  zu  lesen  „CT;,-"  statt  „?7„-". 

264,     „16u.l6„    „       „       qinip^'fi     »1      9>„(«). 
806,     „        1     „    „       „       272  „      277. 


11 

11 


11 
i> 

11 

826,     „        6j"    "       "       ^^  " 


11  «26,     „ 

326,     „        7  V.  unt.,  ist  zu  lesen  378  statt  376. 

411,  Fußnote  „    „       „     Bd.  I  S.  239;  Bd.  U  8.  616. 

416,        „  „     „       „     Bd.  I  S.  218  u.  227. 

686  ist  in  der  Figur  rechts  zu  lesen  —  oo  statt  oc. 

649,  Zeile  6  v.  unt.,  ist  zu  lesen  §  693  statt  §  694. 

680, 

7  V.  unt. 

7  „    „       „    „       „     nicht  größer  statt  kleiner. 

1«  »1      11         1»     »1        II      '^mfim  "      '^ntin- 

14  „    „    hinter  „Zweige**  hinzuzufügen?  (vgl.  §  699,  f). 
4,  „       „infolgedessen"      „  (vgl.  §  626, 0- 

840,    „    20,  „       „Schattengrenze"  „  (vgl.  §  661). 
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^  J„     ,,       ,.      §703      „      §704. 
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Zu  S«  98  1 142«  Beim  ssweiten  der  in  diesem  Paragraphen  bewiesenen 
Sätze  ist  nicht  bloß  die  Voraussetsang  aii]>0  gemacht,  sondern  es  wird  anfter- 
dem  noch  erfordert  lim  a«  >>  0  für  unendliches  n.  Die  Gleichung  (4)  bleibt  also 
unbewiesen^)  im  Falle  limohi  =  0.  Um  diese  Lücke 'auszufSllen,  würde  es  ge- 
nügen zu  zeigen,  daß  der  erste  Satz  (folglich  auch  der  zweite)  bestehen  bleibt, 
wenn  chi  nach  Unendlich  konvergiert.  Übrigens  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  all- 
gemeiner das  Theorem  des  §  141  bestehen  bleibt,  d.  h.  daß  folgendes  gilt: 

Wenn  bn  bei  unendlich  zunehmendem  n  schließlich  beständig 
wächst,  und  wenn 

lim6iis(x>,     lim=^ =^ =  oo 

0    •—  0       « 

ist,  so  konvergiert  auch  an/bn  nach  Unendlich. 

Ist  in  der  Tat  l  beliebig  groß  vorgelegt,  und  hat  man  v  derart  fixiert,  daß 
für  n  >  V  Ä  —  a.    , 

^n  n  —  1 

ist,  so  findet  man  durch  die  Schlußweise  des  §  141 

Wählt  man  also  n  genügend  groß  und  beachtet,  daß  das  zweite  Glied  aof 
der  rechten  Seite  der  letzten  Ungleichung  för  unendliches  n  nach  {  konTergiert, 
so  wird  man  schließHch  immer  haben 

a  a 

-,->Z,     folglich  lim-r^  =  oo. 

n  ^n 

Zu  demselben  Schluß  gelangt  man  auch  durch  die  Bemerkung,  daß  a«  schließlich 
beständig  wächst  und  nach  Unendlich  konvergiert.  Wendet  man  also  auf  &a/aa 
das  Theorem  an,  so  findet  man,  daß  dieses  Verhältnis  nach  Null  konvergiert  a.8.v. 
In  analoger  Weise  verallgemeinert  man  das  Theorem  des  §  140. 

Zu  S.  782«  Die  Zeilen  5,  6,  7,  8  v.  unt.  sind  durch  folgendes  zn  ersetzen: 
Andererseits  ist  leicht  zu  beweisen,  daß 

»<^  +  y  +  y  +  -<i  +  TO  +  T  +  y+-'-)' 

1  —  C-' 

Daraus  ergibt  sich  für  x  =  ::— ; r 

°  1-f-tf-' 

1  <r  —  <ri  -H oder    • —  ^  —  •  — ' <r — —  • 

Also  ist  1      •        1         1         t 

<^1— C-«        t         2  ^12' 

Bemerkungen. 

Um  den  umständlichen  Ausdruck  „Bilden  der  Derivierten  einer  Funktion" 
zu  vermeiden,  hat  der  Übersetzer  sich  erlaubt  das  italienische  „deriTare**  kuzz 
mit  „derivieren"  wiederzugeben. 

Wenn  auf  S.  2  54  ff.  gesagt  wird,  eine  Reihe  konvergiere  in  einem  Intervall 
(tt,  |3)  gleichmäßig  mit  Ausschluß  der  Grenzen,  so  ist  gemeint,  daß  sie  in 
jedem  Intervall  (a ,  ^\  welches  im  Innern  von  (a,  P)  liegt,  gleichmäßig  konvefgiect 

1)  Diese  Bemerkung  hat  ein  ehemaliger  Schüler  von  Herrn  Cesäro, 
Pr.  Gustave  Sannia,  gemacht. 
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Diskriminante  v.  n  Zahlen  24.  Aus- 
druck durch  d.  elem.  symm.  Funkt.  401. 

Diskriminante  e.  alg.  Gleich.  387. 

Diskriminante  e.  quadrat.  Form  59» 
als  Invariante  64. 

Doppelintegral  725,  729.  Einfähr, 
neuer  Veränderl.  731. 

Doppelpunkte  e.  eben.  Kurve  581, 
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Doppelreihenl68.  Clausenache Trans- 
formation 170.    Beispiele  174—177. 

Doppeltangenten  einer  eben.  Kurve 
687. 

Doppelverhältnis  S54.  Invarianz  bei 
linear.  Subst.  366.  Gleichung,  welch, 
d.  6  Doppelv.  V.  4  Zahlen  genügen  410. 

Einheitsquaternion  u.  Einheits- 
vektor 360. 

Einheitswurzeln  384. 

Elimination  368,  402. 

Elliptische  Inteerale  (1.,  2.,  3.  Gattung) 
764.  Vollständige  Int.  1.  u.  2.  Gatt. 
766.  Landensche  Subst.  766.  Jedes 
eil.  Int.  1.  Gatt,  ist  durch  zwei  Int. 
2.  Gatt,  ausdrückbar  767.  Additions- 
theorem für  Int.  1.  Gatt.  836. 

Elliptische  Punkte  e.  Fläche  640. 

Elliptische  Tafeln  von  Legendre  768. 

Enveloppe  e.  eben.  Kurvenschar  696, 
von  oo^  Flächen  648,  von  cx)'  Flächen 
660. 

Epi-  und  Hypocykloiden  661.  Sie 
sind  ihrer  Evolute  ähnlich  602. 

Eulersche  Integrale  700,  776. 

Eul ersehe  Konstante  120. 

E  u  1  e  r  sehe  Zahlen.  Ihre  erzeug.  Funkt. 
297.    Theorem  von  Sylvester  298. 

Evolute  u.  Evolventen  e.  eben.  Kurve 
698.  Krümmungsradius  der  Evolute 
600.  Evoluten  u.  Evolventen  e.  Baum- 
kurve 646. 

Exponentialfunktion,  definiert  durch 
d.  Potenzreihe  343. 

Fibonaccische  Reihe  19. 

Flächen  636fF.  Fl.  2.  Grades;  ihre  to- 
tale Krümmung  664. 

Flächeninhalte,  ebene,  788. 

Flexion  e.  Raumkurve,  Flexions-  oder 
Krümmungsradius  613.  Geom.  Be- 
deut.  des  Zeichens  d.  Flexion  617. 
Die  Geraden  sind  die  einz.  Kurv,  mit 
Elex.  Null  614. 

Folium  Cartesii  672,  684. 

Freuet  sehe  Formeln  für  d.  Fundamental- 
trieder  e.  Baumkorve  611. 

Fresnelsche  Inteja^ale  808. 

Funktionen  e.  Veränderl.  182.  Obere 
u.  untere  Grenze  189,  Satz  v.  Weier- 
straß  190.  ünbestimmtheitsgrenzen 
196.  Stetigkeit  196.  ünstetidkeiten 
1.  u.  2.  Art  197.  Sätze  üb.  stet.  Funkt. 
204—208.  Funkt,  v.  mehreren  Ver- 
änderl.,  Stetigkeit 309.  Funkt,  e.  kom- 
plexen Yeränderl.  338. 

Funktionaldeterminante  (Jacobi- 
sche Det.)  606. 

Fußpunktkurve  644.  Konstruktion  d. 
Krümmungszentrums  667. 

Gammafunktion.    Definition  179  (vgl. 


auch  286).  Formel  (v.  Weierstraß)  for 
l:r(l+a;)  180,  für  r{x)r(l  —  x) 
396,  (v.  Legendre)  für  r(«-f  4)  181 
u.  777,  Formel  ▼.  Baabe  701,  Formel 
zur  Berechn.  v.  r{x)  781.     Diskussioii 

d.  Gammafunkt.  261.  Tafeln  für 
logrCx)  776. 

Gegenfußpnnktkurve  603. 
Geodätische  Krümmung  e.  Kurve  auf 

e.  Fläche  666,  verschwindet  bei  den 
geod.  Linien  667. 

Geod.  Linien  e.  Fläche  642,  als  kür- 
zeste Linien  884.  Formeln  v.  Wein- 
garten 676.  Geod.  Lin.  e.  Kegels  631, 
e.  Rotationsfläche  679. 

Geod.  Torsion  e.  Kurve  auf  e.  Fläche 
672,  verschwindet  bei  den  Krümmunge- 
linien 673. 

Geschlecht  e.  algebr.  Kurve  687. 
Kurven  v.  Geschl.  ]Null  588. 

Gewundene  Kreise  627. 

Gewundene  Kurven  ^siehe  Kurven). 

Gleichunge  n,algebrai8che,376.  d*  Alem- 
berts  Theorem  üb.  d.  ExistenE  d.  Wur- 
zeln 377.  Gleich,  n-ten  Grades  hat  n 
Würz.  381.  Kubische  Gleich.  463. 
Gleich.  4.  Grades  466.  Methoden  von 
Cayley  u.  Lagrange  zur  Auflö&  der 
Gleich.  2.,  8.,  4.  Grades  467,  469. 
Theorem  v.  Buffini  üb.  die  Anflös.  der 
Gleich.  6.  Grades  484. 

Grenze,  obere  n.  untere,  e.  Zahlen- 
menge  113,  e.  Funkt,  in  e.  IntervaL 
189. 

Grenzwert  89.  Fundamentalsätze  üb. 
Grenzwerte  93  —  102.  Beispiele  10:^ 
— 111.  Grenzw,  v.  Funktionen  236, 
Grenzw.  v.  komplexen  Yeränderl.  335 
Grenzw.  e.  Zahlenmenge  112;  jede 
endl.  Menge  v.  unendl.  viel.  ZahL  hat 
e.  Grenzwert  116;  kleinster  u.  größter 
Grenzw.  e.  Zahlenmenge  116.         ;. 

Harmonische  Funktionen  339. 

Harm.  Lage  v.  4  Punkten  d.  Zahlen* 
ebene  366.  Konstruktion  d.  4.  Punktes 
366. 

Harm.  Reihe  120. 

Hauptelemente  e.  Determinante  6. 

Hauptkrümmungsradien  e.  Fläche 
i.  e.  Punkt  669. 

Hauptnormale  e.  Baumkurve  608. 

Helikoid,  abwickelbares,  629.  Helik. 
mit  Leitebene  629,  als  einzige  Minimal* 
regelfläche  662. 

Hessesche  Fui^tion  e.  g^anz.  Funkt.  411. 
Ihre  Wurzeln  sind  imag.,  wenn  die  der 
ganz.  Funkt,  reell  u.  einfach  41S. 
Geom.  Bedeut  d.  Hess.  Funkt,  bei  e. 
kubischen  416,  417,  bei  e,  biquadntU 
Funkt.  419. 
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Homogene Fnnktioiien S 12.  Eulersches 
Theorem  318. 

Hyperbelfunktionen  (hyperbolischer 
Sinus,  Kosinus  u.  s.  w.)  346. 

Hyperbolische  Amplitude  846. 

Hyperbolische  Punkte  e.  Fläche  640. 

Hypergeometrische  Reihe  856.  Gauß- 
sche  Differentialgleichung  856. 

Implicite  Funktion  517. 

Indikatrix,  Dupinsche  641. 

Infinitesimale  Größe  486.  Grenzwert 
d.  Quot.  zweier  inf.  Größen  489. 

Integral  (unbestimmtes  u.  bestimmtes) 
683.  Andere  Definition  685.  lutegrier- 
barkeitsbeding.  688 ;  Riemannsches  Kri- 
terium 695.     Doppelintegral  726. 

Integral  e.  gewöhnl.  Differential  gleich. ; 
allgemeines,  partikuläred  823;  singu- 
läres  826. 

Integration  e.  Funktion  durch  Sub- 
stitution 704;  partielle  Integr.  714; 
Integr.  durch  Reihenentwickelung  720. 
Vielfache  Integr.  726.  Integr.  rationaler 
Differentiale  744,  irrationaler  460,  bi- 
nomischer 757,  transcendenter  761, 
totaler  Differentiale  742. 

Interpolation  287.  Interpolierende 
Funktionen  288.  Formel  v.  Lagrange 
289,  V.  Newton  289,  873. 

Invarianten  e.  algebr .  Form  63.  Keine 
absolute  (folgl.  nur  eine  gewöhnl.) 
Inv.  haben  d.  quadr.  Formen  u.  d. 
binäre  kub.  Form  64.  Inv.  der  kub. 
u.  biquadr.  bin.  Form.  64,  65,  vgl.  auch 
(Geometrisches)  408.  Quadr.  Inv.  e. 
bin.  Form  gerad.  Grades  409.  Ortho- 
gonale Inv.  66.  Berechnung  d.  Inv. 
407,  Methode  v.  Halphen  421. 

Inverse  Funktion  einer  gegebenen  182. 
Satz  über  ihre  Den  vierte  212. 

Inversion  (Transf.  durch  reziproke 
Radien)  353. 

Inversionen  bei  e.  Permutation  1. 

Irrationalzahl.  Definition  durch  Zer- 
leg, aller  rat.  Zahlen  in  2  Klassen  80. 
Gleich,  Größer,  Kleiner  81.  Addit., 
Subtrakt.,  Multiplik.,  Division  84—88. 

Irreduzibilität  e.  quadrat.  Form  61. 

1 80 dynamische  Zentra  e.  Dreiecks 
357.  Beziehung  zur  Hesseschen  Funkt. 
416. 

Isolierte  Punkte  e.  Kurve. 

Jacobische  Determinante  (Funktional- 
det.)  506. 

Jacobische  Funktion  e.  ganz.  Funkt. 
413.  Geom.  Bedeutung  bei  e.  kub. 
Funkt.  416,  bei  e.  biquadr.  419. 

Ja  CO  bische  Matrix  eines  Funktionen- 
systems. Bedeut.  für  d.  Unabhängigk. 
d.  Funktionen  625. 


Kanalflächen  (Tuben)  661. 

Kanonische  Darstellung  alg.  Formen 
67,  binärer  Form.  77. 

Kardioide  541,  als  Epicykloide  663, 
als  Kaustica  e.  Kreises  606.  Kon- 
struktion d.  Krümmimgszentr.  551. 

Kaustica  e.  eben.  Kurve  in  Bez.  auf 
e.  Punkt  604. 

Katenoid  633,  einzige  Minimalrota- 
tionsfl.  662.  Seine  Asymptotenlinien 
681. 

Kegelschnitt.  Verschied.  Konstruk- 
tionen d.  KrümmuDgszentr.  555  ff. 

Kettenlinie  587.  Krümmungszentr., 
natürl.  Gleich.   559.     Vgl.  femer  886. 

Kettenlinie  gleichen  Widerstandes 
537.  Krümmungszentr.,  naturl.  Gleich. 
559  u.  784. 

Klasse  e.  algebr.  Kurve  587. 

Klothoide  808. 

Kochleoide  640. 

Komplement,  insbes.  algebraisches, 
e.  Minors  i.  e.  Determinante  9. 

Komplexe  Zahlen  330.  Geom.  Deutung, 
trigonom.  Darstellung  331.  Addit., 
Subtrakt.,  Multiplik.,  Division,  geom. 
gedeutet  332  —  333;  Potenzierung, 
Formel  v.  Moivre  334. 

Konchoiden  e.  eb.  Kurve  541. 

Konjugierte  Minoren  e.  Determinante  9. 

Kontingenzwinkel  bei  e.  eben.  Kurve 
545,  bei  e.  Raumkurve  608. 

Kontinuante  18.  Zusammenh.  mit 
Kettenbrüchen  19.  Gliederzahl  e.  Kont. 
n-ter  Ordn.  20. 

Konvergenzkriterien  für  Reihen  133 
-144. 

Konvergenzradius  einer  Potenzreihe 
262,  841. 

Koordinaten,  krummlinige,  349. 

Kreisevolvente.    Natürl.  Gleich.  560. 

Kreisfunktionen,  definiert  durch  Po- 
tenzreihen 343. 

Krümmung,  Krümmungsradius,  Krüm- 
mungszentrum e.  eben.  Kurve  546. 
Formeln  für  d.  Krümmungsradius  649. 

Krümmung  (Flexion)  der  Kurven  auf  e. 
Fläche  664.  Theorem  v.  Meusnier  655. 
Theor.  v.  Euler  üb.  d.  Krümm,  d. 
Normalschnittes  658. 

Krümmung  e.  Fläche  i.  e.  Punkt,  mitt- 
lere 660,  totale  (Gaußsche)  662. 
Invarianz  der  tot.  Krümm,  bei  Bie- 
gungen 663.  Flächen  konst.  mittl. 
Krümm.;  Minimalfl.  661.  Fl.  konst. 
tot.  Krümm.  663. 

Krümmungen  e.  Raumkurve  (Flexion 
u.  Torsion)  613,  614. 

Krümmungslinien  auf  e.  Fläche  642, 
668.    Formeln  v.  Rodrigue  670.    Satz 
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üb.  Krümmungsl.,  die  sph&r.  Enrven 

Bind  670. 
Kummers  Theorem  üb.  die  Konvergenz 

poflit.  Reihen  186. 
Kurven,  ebene  580  ff.,  gewundene  606  ff. 
Lambert  sehe  Reihe  175.    Anwendung 

der  Glausenschen  Transf.  176.    Asjmp- 

tot.  Auswertung  286. 
Lineare   Formen    45.      Unabhängig- 
keit 49. 
Lineare  Gleichungen  u.  Systeme  v. 

solchen   88.      Cramersche   Regel   89. 

Theorem  v.  Rouch^  41. 
Lineare  Substitution  in  e.  komplex. 

Veränderl.    Geometr.  Bedeutung  853. 

Doppelpunkte  355. 
Lineare  (homogene)  Transformation 

51.     Verhalten  d.  Determ.  e.  Systems 

lin.  Formen  bei  lin.  Trf.  52.    Anwend. 

mehrerer   lin.   Trfn.   nacheinand.   58. 

Orthogonale  Trf.  53;  Herstellung orthog. 

Trfn.  55.    Eulersche  Formeln  57. 
Logarithmen.    Berechnung  d.  natürl. 

Log.  151,  der  gemeinen  158. 
Logarithmische  Kurve  586.     Krüm- 

mungszentr.  551. 
Logarithmische  Reihe  128. 
Logarithmus  als  Fimkt.  e.  komplex. 

Veränderl.  348. 
Logocyklika  578. 
Mac-Laurinsche  Reihe  265. 
Maioren  (große  Determinanten)   einer 

Matrix  8. 
Matrix  5.    Multiplikation  der  Matrices 

20.    Theorem  v.  Binet  üb.  das  Produkt 

zweier  Matr.  21 ;  Minoren  der  Produki- 

determ.  22.   Hauptminoren  im  Quadrat 

e.  Matr.  22. 
Maxima  n.  Minima  (relat.  u.  absol.) 

229;  bei  Funkt,  v.  mehrer.  Veränderl. 

315,  siehe  auch  511. 
Mehrwertige  Funktionen  d.  Wurzeln 

e.  alg.  Gleich.  408. 
Minimalflächen  661,887.  Scherksche 

Minimalfl.  844.    Siehe  auch  Helikoid 

mit  Leiteb.  u.  Katenoid. 
Minoren  e.  Determinante  8.      Konju- 
gierte Min.,  Hauptmin.,  komplemen- 

äre  Min.,  alg.  Komplement  e.  Minors  9. 

Entwickelung  der  Determ.  nach  Mi- 
noren 10, 
Mittelwertsätze  (erster  u.zweiter)698. 
Modul  e.  komplex.  Zahl  332,  e.  Qua- 

temion  860. 
Monotone  Funktionen  692. 
Kabelpunkte  e.  Fläche  669. 
Normale  e.  eb.  Kurve  533,  e.  Fläche 

686. 
Normalebene  e.  Raumkurve  606. 
Normalkrümmung  e.   Kurve   auf  e. 


Fläche  656.     Ihr  Verschwind,  bei  d. 
Asymptotenlinien  657. 

Oberflächen  bei  Rotationskörpern  799. 
Beliebige  Oberü.  810. 

Ordnung  e.  alg.  Kurve  587,  e.  Deter- 
minante 5. 

Orthogonale  Determinante  63.  Satz 
üb.  £e  alg.  Komplem.  ihrer  Elem  54. 

Orthog.  Transformation  53.  Eulersche 
Formeln  57 ;  ihre  geom.  Bedeutong  58. 

Osculation  bei  ebenen  Kursen  594. 
Osculierender  Kreis  293;  die  Kurve 
durchsetzt  ihn  im  allg.  547;  wird  er 
ein  Max.  od.  Min.,  so  tritt  Super- 
osculation  ein  596. 

Osculierende  Flächen  e.  Baomkurre 
621.  Oscul.  Ebene 608, 622 ;  stationäre 
ose.  Ebene  623;  die  ose.  Ebene  wird 
im  allg.  V.  d.  Kurve  durchsetst  617, 
Ausnahmen  620.  Oscul.  Kugel  6rJ. 
623;  sie  wird  v.  d.  Kurve  im  allg. 
durchsetzt  624 ;  superoscul.  Kugel  626; 
Ort  der  Mittelpunkte  d.  ose.  Kugeln 
627, 

Osculierende  Geraden  e.  Fläche  640. 

OsculierenderSj-eis  e.Raa]nkarve6S4. 

Parabolische  Punkte  e.  Fläche  640. 

Partialbruchzerlegung  e.  ratLonalen 
Funkt.  389. 

Permanenz  der  Rechnungaregeln 
(Prinzip)  858. 

P  e  r  m  u  t  a  t  i  o  n  e  n ,  ^^erade  u.  ungerade,  1. 
Es  gibt  ebensoviel  gerade  wie  un- 
gerade 3. 

Plückersche  Formeln  (betr.  Singula- 
ritäten alff.  Kurven)  587. 

Polar  de  veloppablee.RaumkiuTe  653. 
D.  Evoluten  d.  Kurve  sind  auf  ihr 
geod.  Linien;  d.  Rückkehrkante  ist  der 
Ort  d.  Mittelp.  d.  ose.  Kugeln  654. 

Potenzreihen,  reelle,  261;  Konver- 

genzradius  262;  Theorem  v.  Cauchj- 
[adamard  263;  Derivation  e.  Potenzr. 
264;  Stetigkeit  278, 281.  Potenxr.  mit 
e.  komplexen  Veränderl.  n.  komplex. 
Koeff.  840;  Konvergenzkreis  841;  Ein- 
deutigkeit d.  Potenzentwickelnng  341 : 
Satz  V.  Abel  üb.  das  Verhalten  am 
Konvergenzkreis  342. 

Produkte,  unendliche,  177.  Satz  über 
Konvergenz  u.  Nichtverschwinden  179. 

Pseudosphäre  663.  AsymptotenlinieB 
681. 

Pseudosymmetrische  Determioant'e 
33, 86.  Sind  ihre  Hauptelem.  gleich  1. 
so  ist  sie  e.  Summe  v.  Quadraten  ST. 

Quadratische  Formen  58.  Irreduzi- 
bilität61.  Verhalten  d.  DiskriminaBte 
bei  lin.  Transform.,  Bedeutung  ihres 
Ranges  61.     Reziproke  Form  zu  e. 
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ffegebenen  69;  sie  ist  e.  Quadrat  e. 
lin.  Form,  wenn  die  ge^b.  Form  re- 
dazibel  ist  62.  Positive  qnadr. 
Formen  75;  notw.  n.  hinr.  Bed.  da- 
für, daß  e.  qnadr.  Form  pos.  ist  76. 

Quadratriz  540. 

Quadratwurzeln.  Ihre  Berechnung 
156. 

Quatornionen  857.  Skalarer  u.  Tek- 
torieller  Teil  359.  Modul,  Yersor, 
Achse,  Argument  e.  Quat.  Eoigugierte 
Quat.  360.  Multiplikation  d.  Quat.  862, 
Division  864. 

Bang  e.  Matrix  8,  51. 

Bationale  Funktion  888.  Zerleg,  i. 
einf.  Brfiche  889. 

Begelfl&chen  (windschiefe  u.  abwickel- 
bare). Beding,  für  Abwickelbark.  648. 
Normalen  e.  windsch.  Begelfl.  l&ngs  e. 
Erzeugenden  646.  Bestimm,  d.  Asymp- 
totenlm.  e.  windsch.  Begelfl.  hängt  v.  e. 
Biccatischen  Gleich,  ab  842. 

Beihen  (reelle),   konvergente,   diver- 

fsnte,  unbestimmte  118.  Allgemeines 
onvergenzkriterium  124.  Sätze  üb. 
konv.  Keih.  125 — 128.  Yergleichung 
d.  Reih,  mit  pos.  Gliedern^  stärkere 
u.  schwächere  Konv.  u.  Divergenz  180; 
zu  jeder  Beih.  ffibt  es  eine  schwächer 
konv.  oder  siftrk.  diverg.  131.  Spe- 
zielle Eonvergenzkriterien  138 — 144. 
Umordnung  d.  Glied,  e.  Reihe  157; 
absolute  u.  einfache  Konverg.  u.  Diverg. 
158.  Abs.  konv.  Reih,  bewahr,  bei 
Umordn.  d.  Glied,  ihre  Summe  161. 
Addition  u.  Multiplikation  konv.  Reihen 
165. 

Keihen  mit  komplexen  Gliedern  886. 
Absolute  Konvergenz  837. 

Beihen  von  Funktionen  253.  Gleich- 
mäßige Konvergenz ;  Beispiele  für  un- 
gleichm.  Konv.  254.  D.  Summe  e. 
gleichmäß.  konv.  Reihe  stet.  Funkt, 
ist  stetig  258.  Satz  üb.  gliedweise 
Derivation  e.  Reihe  v.  Funkt.  259,  üb. 
gliedw.  Integration  720. 

Bektifizierende  Ebene  e.  Raumkurve 
608.  Ihre  Enveloppe  ist  d.  rekt. 
Developpable  654. 

Resultante  v.  zwei  ganz.  Funkt.  368. 
Eulers  Methode  zu  ihrer  Bildung  368, 
Sylvesters  Meth.  871,  B^zouts  Meth. 
372.  Die  Result.  ist  isobar  374;  An- 
wend.  auf  d.  Bestimm,  d.  Schnittp.  v. 
zwei  alg.  Kurven  375. 

Reziproke  Determinante  zu  e.  gegeben. 
27.  Satz  üb;  ihre  MiuQren  28,  üb. 
deren  alg.  Komplem.  81. 

Reziproke  Form  zu  e.  gegeb.  quadrat. 
Form  59. 


Ribaucoursche  Kurven  558,  564. 

Riccatische  Differentialgleichung  828. 

Rollkurven  560. 

Rückkehrpunkt  (Spitze)  e.  eben.  Kurve 
581. 

Rückkehrtangente  e.  eben. Kurve 587. 

Ruffinische  Funktionen  e.  ganz.  Funkt. 
428. 

Schiefsymmetrisch.  Determinante  83. 
Sie  verschwindet  bei  ungerad.  Ordn. 
34,  ist  bei  gerad.  Ordn.  das  Quadr. 
e.  ganz,  ration.  Ausdrucks  35. 

Schnecke  541. 

Schnittpunkte  v.  zwei  alg.  Kurven  875. 

Schraubenlinie,  zylindrische,  629; 
Konstanz  d.  Quot.  aus  beid.  Krüm- 
mungen 630.  Zirkulare  Sehr.  628; 
Konstanz  beid.  Krümmungen  629.  Ko- 
nische und  zylindro -konische 
Sehr.  680. 

Schwerpunkte  850 ff.  Theorem  von 
Guldin  806. 

Singulare  Punkten.  Linien  auf  Flächen 
689. 

S  i  n  g  u  1  a  ri  t  ät  e  n  eben.  Kurven  in  Punki- 
koord.  575,  in  Tangentialkoord.  587. 

Sinusspiralen  542,  564.  Krümmungs- 
radius 553. 

Skalar  359. 

Sphärische  Kurven  626.  Ihre  Krüm- 
mungszentra  655. 

Sphär.  Torsion  e.  Raumkurve  628. 

Spirale, '  archimedische  538,  als 
Fußpunktkurve  einer  Kreisevolv.  605. 
Hyperbolische  Spir.  539.  Loga- 
rithmische Spir.  587. 

Spitze  (Rückkehrpunkt)  e.  eben.  Kurve 
581. 

Stetigkeit  e.  Funkt,  v.  einer  Ver- 
änderl.  195,  gleichmäßige  207.  Stet, 
einer  Funkt,  v.  mehreren  Yeränderl. 
309. 

Stirlingflche  Formel  155,  301. 

Striktionslinie  e.  Regelfläche  648. 

Subnormale  e.  eben.  Kurve  535.  Polar- 
subnorm. 586. 

Substitution  2,  gerade  u.  ungerade  4. 
Zerlegbark,  in  Cyklen;  zirkulär.  Subst.  2. 
Zerlegbark,  in  Transpositionen  8.  Zer- 
legbarkeit e.  ger.  Subst.  in  zirkuläre 
von  drei  Elem.  4. 

Subtangentee. eben.  Kurve 535.  Polar- 
subtang. 586. 

Summenformel  v.  Euler  298,  v.  Mac- 
Laurin  800. 

Superosculation  (siehe  Osculation). 

Symmetrische  Determinante  83. 

Symmetrische  Funktionen  396,  ele- 
mentare 397.  Formeln  v.  Girard  397 
u.  Waring  898.     Jede  ganze  symm. 
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Sachregister. 


Funkt,  ist  e.  ganze  rat.  Funkt,  d. 
elem.  synun.  Funktionen  899. 

Tangente  e.  eben.  Kurve  638,  e.  algebr. 
Kurve  586.  Tang.  e.  Baumkurve 
606;  Abstand  zwisch.  zwei  unendl. 
benachb.  Tangent.  (Theorem  v.  Bonnet) 
618. 

Tangenten  u.  Tangentialebene  e. 
Fläche  686. 

Taylorsche  Reihe  268,  606.  Sie  kann 
konverg.  sein,  ohne  die  Funkt,  darzu- 
stellen 267.  Bestausdruck  nach  La- 
grnnge  u.  Cauchy  266.  Anwendungen 
auf  d.  numer.  Reihen  272  ff. 

Tensor  (Modul)  e.  Qnatemion  860. 

Torsion,  Torsionsradius  e.  Raum- 
kurve 614.  D.  einz.  Kurven  mit  Torsion 
Null  sind  d.  Geraden  615.  Geom.  Be- 
deutung d.  Zeichens  d.  Tors.  617. 

Torsionswinkel  608. 

Trägheitsgesetz  d.quadrat.Formen72. 

Trajektoriene.  Kurvenschar  i .  d.  Ebene 
838 

Traktrix  602. 

Transcendente  Funktionen  848. 

Transposition  (Vertauschung  zweier 
Elem.)  2. 

Umbe schrieb ene  Kegel  u.  Zylinder  e. 
Fläche  688. 

Unabhängigkeit  v.  Funktionen  625. 

Unbestimmtheitsgrenzen  e.  Fnnkt. 
rechts  u.  links  v:  e.  Stelle  196. 

Unicursale  Kurven  (Kurv.  v.  Geschl.  0) 
588. 

Unstetigkeiten  (1.  u.  2.  Art)  bei  Funk- 
tionen f{x)  200.  Einteil.  d.  unendl. 
oft  unstet.  Funktionen  in  punktiert 
u.  total  unstetige  202.  E.  stet.  Funkt, 
e.  unstet.  Funkt,  kann  stet  sein  203. 
E.  Summe  v.  nnendl.  viel.  stet.  Funk- 
tionen braucht  nicht  stet,  zu  sein  208. 

Vandermondesche  Determinante   18. 

Variation  der  Konstanten  (Integra- 
tionsmeth.  bei  lin.  Differentialgleich.) 
847. 

Variationsrechnung  879. 

Vektoren  359.    Addition  u.  Multiplik. 


361,  geom.  gedeutet  362.  Produkt 
dreier  Vektoren  366.  Hamiltons  Theo- 
rem üb.  d.  Drehung  e.  Vektors  um  e. 
Achse  366. 

Versor  e.  Qnatemion  360.  Greometr. 
Deutung  d.  Multiplik.  v.  Versoren  364. 

Vielfache  Punkte  e.  eben.  Kurve  57t». 
Beziehung  zur  Hesseschen  Form  bei  e. 
al^br.  £irve  682. 

Vivianische  Kurve  787. 

Volumina  bei  Rotationskörpern  79« 
Beliebige  Vol.  815. 

Weierstraß  sehe  Funktion  (stetige 
Funkt,  ohne  Derivierte)  865. 

Wellenfläche  325,  653. 

Wendepunkte  e.  eben.  Kurve  575.  Be- 
ziehung zur  Hesseschen  Form  bei  e. 
algebr.  Kurve  577. 

Wendetangenten  e.  eben.  Kurve  5^7 

Wurzeln  e.  algebr.  Gleichung  mit  reell 
Koeff.  Satz  v.  Rolle  425.  Regel  v  & 
Descartes  üb.  d.  Anzahl  d.  po^i: 
Würz.  426;  Satz  v.  Laguerre  üb.  d 
Anz.  d.  Wuiz.,  die  grOfi.  sind  als  e 
gegeb.  Zahl  428.     Satz  v.  Budan  üb 

d.  Anz.  d.  Würz.  i.  e.  Intervall  4:^; 
Theorem  v.  Sturm  436;  notw.  n.  hinr 
Bed.  für  d.  Realität  aller  Wurzeln  444 
Gemeinsame  Würz.  v.  zwei  Gleichongen 
882;  ihre  Anzahl  385.  Vielfache  Wufl 
einer  Gleichong  886. 

Wronskische  Determinante  314.  Ihr 
Verschwinden  als  notw.  u.  hinr.  Bed 
für  lineare  Abhängigk.  der  Funktionen 
316. 

Zirkulante  25. 

Zirkulare  Substitution  2. 

Zweihorn  586. 

Zweiwertige  Funktionen  d.  Wnneln 

e.  alg.  Gleich,  n-ten  Grades  404.  Im 
Falle  «i>>4  hat  keine  andere  Fonkt 
e.  zweiwert.  Potenz  405,  während  f.-« 
für  n  5^  4  noch  andere  Fanktiont^n 
dieser  Art  gibt,  worauf  die  Auflösbark. 
dieser  Gleichungen  durch  Warzelzeich. 
beruht  406,  407. 


